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Το θεώρηµα αντικατάστασης στα ορισµένα 

ολοκληρώµατα και µια  

αναφορά στις συναρτήσεις της µορφής :  

∫
ββββααααg(  x)= f(  x,t ) dtg(  x)= f(  x,t ) dtg(  x)= f(  x,t ) dtg(  x)= f(  x,t ) dt . 

 
                                            Αντώνης Κυριακόπουλος- Γιώργος Τασσόπουλος 

 
1) ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ ( Ή ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΛΛΑΓΗΣ ΤΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ) ΣΤΑ 

ΟΡΙΣΜΕΝΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ. 

Θεώρηµα.  Μία συνάρτηση g είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη σ’ ένα   διάστηµα  ∆= [ ],α β   και  

η   g′  είναι  συνεχής  στο ∆. Μία συνάρτηση f είναι  ορισµένη και συνεχής στο 

g(∆). Τότε ισχύει: 

               .′∫ ∫
β g(β)

α g(α)

f(g(x))g (x)dx = f(x)dx              (1) 

Απόδειξη. Επειδή η g είναι συνεχής στο ∆ ,έπεται ότι το σύνολο g(∆) είναι ένα διάστηµα  [κλειστό, 

όχι κατ’ ανάγκη µε άκρα g(α) και g(β))].Και επειδή η f είναι συνεχής στο g(∆),έπεται ότι υπάρχει 

παράγουσα της f στο g(∆).¨Έστω λοιπόν ότι F είναι µία παράγουσα της f στο g(∆).Έτσι, η F είναι 

ορισµένη και παραγωγίσιµη στο g(∆) και ισχύει: 

                        ( ) ( )F x f x , x g( ).′ = ∀ ∈ ∆                                               (2) 

     Επειδή οι αριθµοί  g(α) και g(β) ανήκουν στο g(∆), έχουµε: 

                ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
g β

g β

g α
g α

f x dx= F x = F g β -F g α .  ∫                                 (3) 

     Λόγω των υποθέσεων, η συνάρτηση µε τύπο: ( )( ) ( )f g x g x′  είναι ορισµένη και συνεχής στο ∆. 

Εξάλλου, λόγω και της (2), έχουµε, για κάθε x :∈∆  

                      ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f g x g x F g x g x F g x .
′ ′ ′ ′= =     

    ¨Έτσι, έχουµε: 

                     ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f g x g x dt F g x F g F g .

β
β

α
α

 ′ = = β − α ∫       (4) 

      Από τις (3) και (4) έπεται η (1). 

Σηµείωση 1. Μερικοί πιστεύουν ότι στο παραπάνω θεώρηµα, η συνάρτηση g οφείλει να 

αντιστρέφεται στο διάστηµα [α, β]. Αυτό όµως, όπως είδαµε στην παραπάνω απόδειξη, δεν είναι 

απαραίτητο ( βλέπε. και παρακάτω παραδείγµατα) . Το σηµαντικό είναι ότι µε τον περιορισµό αυτόν 

περιορίζεται και η εφαρµογή του θεωρήµατος.  

Σηµείωση 2. Όταν για την εύρεση ενός ολοκληρώµατος  εφαρµόζουµε το θεώρηµα αντικατάστασης, 

είναι απαραίτητο να διευκρινίζουµε µε ποιον τρόπο  το χρησιµοποιούµε. ∆ηλαδή, αν το δοσµένο  

ολοκλήρωµα θα το θεωρήσουµε ως το πρώτο µέλος ή ως το δεύτερο του θεωρήµατος αυτού, ποιες 

είναι οι συναρτήσεις f και g, ποιο είναι το διάστηµα [α, β] και αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

θεωρήµατος. Με άλλα λόγια, το θεώρηµα αντικατάστασης στα ορισµένα ολοκληρώµατα, 
πρέπει να το χρησιµοποιούµε συνειδητά και να ελέγχουµε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του 
και όχι να εργαζόµαστε µηχανικά, χωρίς να ξέρουµε αν πάµε από το πρώτο µέλος το 
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δεύτερο ή από το δεύτερο στο πρώτο και αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του. ∆ιαφορετικά 
υπάρχει  κίνδυνος να κάνουµε λάθη. 
2) ΤΡΟΠΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ.                                      
     Για να βρούµε ένα ολοκλήρωµα, χρησιµοποιώντας το παραπάνω θεώρηµα αντικατάστασης, θα 

πρέπει να το φέρουµε ή στη µορφή του πρώτου µέλους της ισότητας (1) του θεωρήµατος αυτού ή στη 

µορφή του δεύτερου µέλους. Πηγαίνοντας στο άλλο µέλος, µπορεί το νέο ολοκλήρωµα να βρίσκεται 

ευκολότερα. 

1
ος

 Τρόπος. Από το πρώτο µέλος στο δεύτερο. 

Έστω ότι θέλουµε να βρούµε ένα  ολοκλήρωµα: 

 h(x)dx

β

α

Ι = ∫ . 

Έστω ακόµα ότι θέλουµε να το αντιµετωπίσουµε ως το πρώτο µέλος της ισότητας (1) του θεωρήµατος 

αντικατάστασης. Προς τούτο, θα πρέπει να βρούµε δύο συναρτήσεις f και g, οι οποίες να πληρούν τις 

υποθέσεις του θεωρήµατος αυτού στο διάστηµα ∆=[α, β] (το οποίο µας είναι γνωστό) και επιπλέον να 

ισχύει: 

 ( )h(x) f g(x) g (x)′= , για κάθε [ ]x ,∈ α β .          

Τότε θα έχουµε: 

 ( )
g( )

g( )

h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx.

ββ β

α α α

′Ι = = =∫ ∫ ∫  

Έτσι, φθάνουµε στο ολοκλήρωµα του δεύτερου µέλους που ενδέχεται να βρίσκεται ευκολότερα 

• Στην πράξη δεν είναι πάντοτε εύκολη η εύρεση δύο τέτοιων συναρτήσεων f και g. Η πείρα θα µας 

οδηγήσει στην εύρεση της g, ίσως µετά από µερικές δοκιµές. Στη συνέχεια, για να βρούµε την f, 

γράφουµε τον τύπο της h υπό τη µορφή: h(x) p(x)g (x)′= , εκφράζουµε το p(x) συναρτήσει του g(x) 

και στο αποτέλεσµα θέτουµε όπου g(x) το x. Για παράδειγµα αν 2p(x) 2g (x) 3g(x) 1= − + , τότε 

2f (x) 2x 3x 1= − + . Στην περίπτωση όπουg (x) 0′ ≠ , για κάθε x∈∆ , θα είναι προφανώς
h(x)

p(x)
g (x)

=
′

. 

Παράδειγµα 1. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

 ( )
2

2
2

0

5 x 1 . xdx.

π

Ι = συν + συν∫  

Λύση.  Θα εφαρµόσουµε το θεώρηµα αντικατάστασης, θεωρώντας το δοσµένο ολοκλήρωµα ως το 

πρώτο µέλος του θεωρήµατος αυτού. Ονοµάζουµε h την συνάρτηση που είναι στο ολοκλήρωµα. 

Έχουµε: ( ) ( )2 2
2 2h(x) 5 x 1 x 5 x 1 ( x)′= συν + συν = συν + ηµ . Αφού το ( x)′ηµ  είναι παράγοντας της  h, 

µας παραπέµπει να θεωρήσουµε ως συνάρτηση g την  g(x) x | 0,
2

π = ηµ = ∆  
, η οποία είναι 

παραγωγίσιµη στο ∆ µεg (x) x′ = συν , συνεχή στο ∆. Έχουµε: 2 2h(x) (5 x 1) g (x)′= συν + . Έτσι έχουµε:            
2

2 2 2 4 2 4 2p(x) (5 x 1) 5(1 x) 1 25 x 60 x 36 25g (x) 60g (x) 36. = συν + = −ηµ + = ηµ − ηµ + = − +   

Εποµένως θεωρούµε τη συνάρτηση : 4 2f (x) 25x 60x 36= − + , η οποία είναι ορισµένη και συνεχής στο 

g(∆)=[0, 1]. Συνεπώς : 

( ) ( )
g

2 12 2
4 2

0 0 g(0) 0

h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx 25x 60x 36 dx

π π π
 
 

′Ι = = = = − + =∫ ∫ ∫ ∫  

 

                                              =

1
5 3

0

x x
25 60 36x 21

5 3

 
⋅ − ⋅ + = 

 
. 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 
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4

x

1

e dxΙ = ∫ . 

Λύση. Ονοµάζουµε h την συνάρτηση που είναι στο ολοκλήρωµα. Θεωρούµε τη 

συνάρτηση: g(x) x |[1,4]= = ∆ ,η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ∆ µε
1

g (x)
2 x

′ =  (≠0), συνεχή στο 

∆. Έτσι, έχουµε: 

                                             
x

x g(x)h(x) e
2 x e 2g(x)e

1g (x)

2 x

= = ⋅ =
′

. 

Εποµένως θεωρούµε  τη συνάρτηση: xf (x) 2xe= , η οποία είναι ορισµένη και συνεχής στο g(∆)=[1,2]. 

Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το πρώτο µέλος στο δεύτερο): 

( )
g(4)4 4 2 2

x x

1 1 g(1) 1 1

h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx 2 xe dx 2 x(e ) dx′ ′Ι = = = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                                       

2
2

x x 2

1
1

2 xe 2 e (x) dx ... 2e′  − = =  ∫ . 

Σηµείωση . Η παραπάνω διαδικασία δεν µπορεί να εφαρµοσθεί στο ολοκλήρωµα: 

4

x

0

e dxΙ = ∫ , γιατί η 

συνάρτηση: g(x) x | [0,4]= = ∆ δεν είναι παραγωγίσιµη στο ∆, αφού δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. 

Όπως θα δούµε παρακάτω, για να βρούµε το ολοκλήρωµα αυτό, θα  το θεωρήσουµε ως το δεύτερο 

µέλος του  θεωρήµατος αντικατάστασης.  

Παράδειγµα 3. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

                                            
3

0

x x
dx

8 2x

π

συν −ηµ
Ι =

− ηµ∫ . 

Λύση. Ονοµάζουµε h την συνάρτηση που είναι στο ολοκλήρωµα. Έχουµε: 

                          
x x 1

h(x) ( x x)
8 2x 8 2x

συν −ηµ ′= = ⋅ ηµ + συν
−ηµ −ηµ

. 

Αφού το ( x x)′ηµ + συν  είναι παράγοντας της  h, µας παραπέµπει να θεωρήσουµε ως συνάρτηση g την 

g(x) x x |= ηµ + συν 0,
3

π  = ∆  
, η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ∆ µε g (x) x x′ = συν − ηµ , συνεχή 

στο ∆. Έτσι έχουµε:    

      
2 2 2 2

1 1 1 1
p(x)

8 2x 9 x x 2 x x 9 ( x x) 9 g (x)
= = = =

−ηµ −ηµ − συν − ηµ συν − ηµ + συν −
. 

Εποµένως θεωρούµε τη συνάρτηση 
2

1
f (x)

9 x
=

−
, η οποία είναι συνεχής στο 

             
1 3

g( ) g(0),g g( ),g 1, 2 , 2 1, 2
4 3 4 2

    π π π +       ∆ = = =                   
∪ ∪ .  

Συνεπώς: 

( )

1 3 1 3g
33 3 2 2

2

0 0 g(0) 1 1

1 1 1 1
h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx dx dx

9 x 6 3 x 3 x

π π π + +
 
   ′Ι = = = = = + = − + − ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

1 3

2
6

1

1 3 x 19 6 3
ln ... ln

6 3 x 22

+

+ + = = = − 
. 
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Σηµείωση: Παρατηρήστε ότι η h(x) δεν είναι 1-1 στο 0, ,
3

π 
  

 δηλαδή δεν αντιστρέφεται.  

 

Παράδειγµα 4. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

                                             
2 2

1

1

1
dx

x x 3 x 3−

Ι =
+ + +∫ . 

Λύση. Ονοµάζουµε h την συνάρτηση που είναι στο ολοκλήρωµα. Έχουµε: 
2 2

1
h(x)

x x 3 x 3
=

+ + +
, 

η οποία είναι συνεχής στο ∆=[-1,1] ( γιατί;). Ως κατάλληλη συνάρτηση g φαίνεται εκ πρώτης όψεως 

να είναι η 2g(x) x 3= + . ∆οκιµάζοντας όµως βλέπουµε ότι δεν µας οδηγεί στο επιθυµητό 

αποτέλεσµα. Επειδή όµως: 

( )2 2

1
h(x)

x 3 x x 3
=

+ + +
,σε δεύτερη δοκιµή , ως κατάλληλη 

συνάρτηση µπορούµε να θεωρήσουµε την 2g(x) x x 3= + + , η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ∆ 

µε:
2

2 2

x x x 3
g (x) 1 ( 0)

x 3 x 3

+ +
′ = + = >

+ +
, συνεχή στο ∆. Έτσι, έχουµε: 

                        
( )

( )

2 2

2 22
2

2

1

x 3 x x 3h(x) 1 1

g (x) g (x)x x 3 x x 3

x 3

+ + +
= = =

′ + + + +
+

. 

Εποµένως θεωρούµε τη συνάρτηση:
2

1
f (x)

x
= , η οποία είναι συνεχής στο 

[ ]g( ) g( 1),g(1) [1,3]∆ = − = (αφού g ∧↑∆ ). Συνεπώς: 

      ( )
( ) 3g 11 1 3 3 1

2

2

1 1 g( 1) 1 1 1

1 x 2
h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx dx x dx

x 1 3

−
−

− − −

 
′Ι = = = = = = = − 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Παρατήρηση. Κάποιος ενεργώντας εντελώς µηχανικά, θα µπορούσε να  θέσει: 2y x x 3= + + (1) και 

να συνεχίσει ως εξής: 

3 2

2 2 2

x x x 3 y x 3
(1) dy 1 dx dy dx dy dx dx dy

yx 3 x 3 x 3

  + + +
⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ = 

+ + + 
 

2

22

1 x 3 1
h(x)dx dy h(x)dx dy

y yx 3 y

+
⇒ = ⋅ ⇒ =

+ ⋅
, και επειδή: x 1 y 1,= − ⇒ =   x 1 y 3= ⇒ = , θα 

βρει:
3

2

1

1 2
dy ...

y 3
Ι = = =∫ .   

  Έτσι, µπορεί να βρήκε το ίδιο αποτέλεσµα, αλλά έχει διαπράξει δύο σφάλµατα.  

Πρώτον, χειρίστηκε ταdx  και dy  σαν να ήταν παράγοντες. Ταdx  και dy , πέραν της ιστορικής τους 

προέλευσης, γράφονται απλώς και µόνο για να δηλώσουν ποια είναι η µεταβλητή στην ολοκληρωτέα 

συνάρτηση( βουβή µεταβλητή). Αν µάλιστα δεν υπάρχει αµφιβολία για το ποια είναι η βουβή 

µεταβλητή, τότε ταdx  ή dy  µπορούν να παραληφθούν ( το κάνουν πολλά βιβλία Ανάλυσης). Για 

παράδειγµα, αν 2h(x) x y= , τότε αντί του: 

11 1 3
2

0 0 0

x y
h(x)dx x ydx y

3 3

 
= = = 

 
∫ ∫ , µπορούµε να γράψουµε 

απλώς:
1

0

y
h(x) ...

3
= =∫  ή ακόµη απλούστερα:

1

0

y
h ...

3
= =∫ . 
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∆εύτερον, κατέληξε σε ολοκληρωτέα συνάρτηση µε δύο µεταβλητές, χωρίς να γνωρίζει ότι τελικά θα 

απλοποιηθεί η αρχική µεταβλητή. Για παράδειγµα, στο παραπάνω ολοκλήρωµα, αν είχε 

θέσει: 2y x 3= + , τότε θα έβρισκε: 

22

x x y 1 y 1
dy dx dy dx dx dy!!! h(x)dx dy h(x)dx dy

y x y(x y) x x xyx 3
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒ =

+ ++
 . 

Συνεπώς:
1 2

2

1 2

1
h(x)dx dy 0!!!

x xy−

Ι = = =
+∫ ∫  , αφού x 1 y 2,= − ⇒ = x 1 y 2= ⇒ = . 

2
ος

 Τρόπος. Από το δεύτερο µέλος στο πρώτο.  

Έστω ότι θέλουµε να βρούµε ένα  ολοκλήρωµα: 

 f (x)dx

λ

κ

Ι = ∫ . 

Έστω ακόµα ότι θέλουµε να το αντιµετωπίσουµε ως το δεύτερο µέλος της ισότητας (1) του 

θεωρήµατος αντικατάστασης. Προς τούτο, έχουµε τη συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη και 

συνεχής στο διάστηµα [κ, λ]. Τώρα θα πρέπει να βρούµε µια συνάρτηση g ορισµένη σε ένα διάστηµα 

[α, β]=∆ µε κ =g(α) και λ=g(β), η οποία µαζί µε την f να πληρούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος 

αυτού. Τότε θα έχουµε: 

                          ( )
g( )

g( )

f (x)dx f (x)dx f g(x) g (x)dx

β βλ

κ α α

′Ι = = =∫ ∫ ∫ . 

Έτσι, φθάνουµε στο ολοκλήρωµα του πρώτου µέλους που ενδέχεται να βρίσκεται ευκολότερα. 

Παράδειγµα 1. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

 

1

2
2

0

1 x dxΙ = −∫ . 

Λύση. Σκεφτόµαστε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα αντικατάστασης, θεωρώντας το δοσµένο 

ολοκλήρωµα ως το δεύτερο µέλος του θεωρήµατος αυτού. Έχουµε: 2f (x) 1 x .= −  Η συνάρτηση αυτή 

είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα 
1

0,
2

 
  

. Για να απλοποιηθεί το ριζικό αρκεί να θεωρήσουµε 

τη συνάρτηση g(x) x= ηµ . Τότε 0 g(0)= , 
1 5

g
2 6

π =  
 

 και η g είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη στο 

5
0,

6

π ∆ =   
 µε g (x) x′ = συν , συνεχή στο ∆ . Επιπλέον βρίσκουµε εύκολα ότι: g( ) [0,1]∆ = . Στο 

διάστηµα αυτό η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής. Έτσι έχουµε: 

       

( )

5 5 51 g
6 6 62

2 2

0 g(0) 0 0

5 5 5

6 6 62 2
2 2

0 0 0

2 2

5

62

0

2

1 x dx f (x)dx f g(x) g (x)dx 1 x ( x) dx

x xdx x xdx x xdx xdx xdx

1 2x 1 2x 3
dx dx ... .

2 2 12 8

π  π π
 
 

π π ππ π

π π

ππ

π

′ ′Ι = − = = = −ηµ ⋅ ηµ =

= συν συν = συν συν + συν συν = συν − συν =

+ συν + συν π
= − = = +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Σηµείωση . θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε τη συνάρτηση 1g(x) x | 0,
6

π = ηµ = ∆  
, η οποία µαζί µε 

την f πληρούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος αντικατάστασης. Και µάλιστα τότε θα φθάναµε σε 
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απλούστερο ολοκλήρωµα. Προτιµήσαµε όµως τη συνάρτηση:
5

g(x) x | 0,
6

π = ηµ = ∆  
 για να δούµε 

στην πράξη δύο πράγµατα: 

i) Ότι η συνάρτηση g στο θεώρηµα αντικατάστασης δεν είναι απαραίτητο να αντιστρέφεται. Η 

συνάρτηση 
5

g(x) x | 0,
6

π = ηµ = ∆  
 που χρησιµοποιήσαµε δεν αντιστρέφεται. 

ιι) Ότι όταν εφαρµόζουµε το θεώρηµα αντικατάστασης, η συνάρτηση f δεν είναι αρκετό να είναι 

ορισµένη και συνεχής στο κλειστό διάστηµα [κ, λ]µε άκρα τα όρια ολοκλήρωσης, αλλά στο 

σύνολοg( )∆ , το οποίο ενδέχεται να είναι υπερσύνολο του διαστήµατος [κ, λ]. Στο παραπάνω 

παράδειγµα έχουµε : [ ] 1
, 0,

2

 κ λ =   
, ενώ g( ) [0,1]∆ = . 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

                                                      
2

1

1

1
dx

x 1
−

Ι =
+∫ . 

Λύση. Έχουµε: 
2

1
f (x)

x 1
=

+
. Η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [-1, 1]. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) x= εϕ . Τότε: 1 g ,1 g
4 4

π π   − = − =   
   

 και η g είναι ορισµένη και 

παραγωγίσιµη στο ,
4 4

π π ∆ = −  
 µε 2

2

1
g (x) x 1

x
′ = = εϕ +

συν
,συνεχή στο ∆. Επιπλέον βρίσκουµε 

εύκολα ότι: [ ]g( ) 1,1∆ = − . Στο διάστηµα αυτό η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής. Συνεπώς: 

( ) ( )
g

4 4 4 4
2

2 2

g
4 4 44

1

1

1 1
dx f (x)dx f g(x) g (x)dx x 1 dx 1dx

x 1 x 1 2

π  π π π
 
 

π π ππ  − − −− 
 

−

π
′Ι = = = = ⋅ εϕ + = =

+ εϕ +∫ ∫ ∫ ∫∫ . 

Παράδειγµα 3. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

 

4

x

0

e dxΙ = ∫ . 

Λύση (Βλέπε σηµείωση παραδείγµατος 2). Έχουµε: xf (x) e= . Η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και 

συνεχής στο διάστηµα [0, 4]. Θεωρούµε τη συνάρτηση: 2g(x) x= . Τότε 0 g(0)= , ( )4 g 2=  και η g 

είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [0,2]∆ =  µε g (x) 2x′ = , συνεχή στο ∆  ( µε αυτή τη συνάρτηση 

θα απλοποιηθεί το ριζικό από την f). Επιπλέον βρίσκουµε εύκολα ότι: g( ) [0,4]∆ = . Στο διάστηµα 

αυτό η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής. Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το 

δεύτερο µέλος στο πρώτο): 

      ( )
2

g(2)4 2 2 2

x x x 2

0 g(0) 0 0 0

e dx f (x)dx f g(x) g (x)dx e 2xdx 2 xe dx ... 2e 2′Ι = = = = ⋅ = = = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Σηµείωση . Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να βρούµε και το ολοκλήρωµα του παραδείγµατος 2: 
4

x

1

e dxΙ = ∫ . 

Παράδειγµα 4. Να βρείτε το ολοκλήρωµα: 

 

e

1

(1 ln x)dxΙ = ηµ −∫ . 

Λύση. Έχουµε: f (x) (1 ln x)= ηµ − . Η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [1,e]. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση: 1 xg(x) e −= . Τότε ( )1 g 1= , e g(0)=  και η g είναι ορισµένη και 
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παραγωγίσιµη στο [0,1]∆ =  µε 1 xg (x) e −′ = − , συνεχή στο ∆ (µε αυτή τη συνάρτηση θα εξαλειφθεί ο 

λογάριθµος από την f). Επιπλέον βρίσκουµε εύκολα ότι: g( ) [1,e]∆ = . Στο διάστηµα αυτό η συνάρτηση 

f είναι ορισµένη και συνεχής. Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το δεύτερο µέλος στο 

πρώτο):   

( ) ( )( )
g(0)e 0 0

1 x 1 x

1 g(1) 1 1

(1 ln x)dx f (x)dx f g(x) g (x)dx 1 ln e e dx− −′Ι = ηµ − = = = ηµ − − =∫ ∫ ∫ ∫

1 1

1 x x

0 0

(1 1 x)e dx e e xdx.
− −= ηµ − + = ηµ∫ ∫  

Με παραγοντική ολοκλήρωση βρίσκουµε εύκολα ότι: 

    ( )
1 1

x x

0 0

1 1 1 1
= e xdx e xdx ... 1 2 1

e e

− − ηµ + συν ηµ + συν′Α ηµ = − ηµ = = − − Α ⇒ Α = − ⇒∫ ∫  

1 1 1

2 2e

ηµ + συν
⇒ Α = − .  Συνεπώς:

e 1 1

2 2

ηµ + συν
Ι = − . 

Άλλος τρόπος ( από το πρώτο µέλος στο δεύτερο). Ονοµάζουµε h την συνάρτηση που είναι στο 

ολοκλήρωµα. Θεωρούµε τη συνάρτηση: g(x) ln x | [1,e]= = ∆  ,η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ∆ 

µε ( )1
g (x) 0

x
′ = ≠ , συνεχή στο ∆. Έχουµε: 

                                 
( ) ( ) ( )ln x
1 ln xh(x)

x 1 ln x e 1 ln x .
1g (x)

x

ηµ −
= = ηµ − = ηµ −

′
 

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση: xf (x) e (1 x)= ηµ − , η οποία είναι ορισµένη και συνεχής στο 

g(∆)=[0,1]. Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το πρώτο µέλος στο δεύτερο): 

( )
g(e)e e 1

x

1 1 g(1) 0

h(x)dx f g(x) g (x)dx f (x)dx e (1 x)dx′Ι = = = = ηµ −∫ ∫ ∫ ∫ .  

Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 xx

1h x e 1 x 1 x ' e 1 x
− −= ηµ − = − − ⋅ ⋅ηµ − και εφαρµόζοντας 

για δεύτερη φορά το θεώρηµα αντικατάστασης από το 1
ο
 στο 2

ο
 µέλος µε ( )1g x 1 x= −  και 

( ) 1 x

1f x e x−= − ⋅ηµ  καταλήγουµε και πάλι στο συµπέρασµα : 
1

x

0
I e e xdx−= ηµ∫    κ.τ.λ. 

3) ΜΙΑ ΑΝΑΦΟΡΑ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ: ∫
ββββαααασ( x)= φ(  x,t ) dtσ( x)= φ(  x,t ) dtσ( x)= φ(  x,t ) dtσ( x)= φ(  x,t ) dt . 

Παράδειγµα 1 . ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση :[0, )ϕ +∞ →� . Να βρείτε το    

                             σύνολο ορισµού και την παράγωγο της συνάρτησης:

4

1

(x) (2x t)dtσ = ϕ −∫ .  

Λύση.i) Θεωρούµε έναν αριθµό x∈� . Η συνάρτηση φ(2x-t) (σύνθεση των συναντήσεων  2x-t και φ) 

είναι ορισµένη και συνεχής αν και µόνο αν: 
t

2x t 0

∈


− ≥

�
 (1), και ( )

t
1 t ( ,2x]

t 2x

∈
⇔ ⇔ ∈ −∞

≤

�
. 

Η συνάντηση σ είναι ορισµένη αν και µόνο αν, η συνάρτηση φ(2x-t) είναι ορισµένη και συνεχής στο 

διάστηµα [1,4]. Προς τούτο, πρέπει και αρκεί: [1,4] ( ,2x]⊆ −∞  (2) 

και ( )2 4 2x x 2.⇔ ≤ ⇔ ≥  

Άρα, σύνολο ορισµού της σ είναι το: [2, ).Α = +∞  

ii) Θεωρούµε έναν αριθµό x 2≥  και τη συνάρτηση g(t) 2x t= − |[1,4]=∆, η οποία είναι παραγωγίσιµη 

στο ∆ µεg (t) 1′ = − , συνεχή στο ∆. Η συνάρτηση φ προφανώς είναι ορισµένη και συνεχής στο 
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( ) ( ) ( )g g 4 ,g 1 [2x 4,2x 1]∆ =   = − −  . Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το πρώτο µέλος 

στο δεύτερο): 

      ( )
g(4)4 4 4

1 1 1 g(1)

(x) (2x t)dt (2x t)(2x t) dt g(t) g (t)dt (t)dt′ ′σ = ϕ − = − ϕ − − = − ϕ = − ϕ =∫ ∫ ∫ ∫                 

                    

2x 4

2x 1

(t)dt

−

−

− ϕ =∫
2x 1

2x 4

(t)dt F(2x 1) F(2x 4)

−

−

ϕ = − − −∫ , 

όπου F είναι µια παράγουσα της φ στο ( )g ∆ . Συνεπώς : 

           [ ](x) F (2x 1)(2x 1) F (2x 4)(4x 4) 2 (2x 1) (2x 4)′ ′ ′ ′ ′σ = − − − − − = ϕ − −ϕ − . 

Σηµείωση . Για να βρούµε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης σ, θα ήταν λάθος, όπως κάνουν 

µερικοί, να φέρουµε πρώτα τη συνάντηση σ στη µορφή:

2x 4

2x 1

(x) (t)dt

−

−

σ = − ϕ∫  και µετά να πούµε: Για να 

ορίζεται η σ πρέπει και αρκεί η φ να είναι ορισµένη και συνεχής το διάστηµα [2χ-4, 2χ-1] και προς 

τούτο πρέπει και αρκεί: 2x 4 0,− ≥  δηλαδή x 2≥ . Θα φθάναµε βέβαια στο ίδιο αποτέλεσµα, αλλά 

κατά τη διαδικασία µέχρι να φτάσουµε στην παραπάνω µορφή της σ, δεν θα ξέραµε για ποια x µιλάµε 

( Ο σκοπός δεν αγιάζει τα µέσα). Γενικότερα, όταν θέλουµε να βρούµε το σύνολο ορισµό µιας 

συνάρτησης, δεν θα πρέπει πρώτα να κάνουµε οποιαδήποτε ενέργεια (πράξη ή απλοποίηση) στον 

τύπο της συνάρτησης. Γιατί τότε, εκτός του ότι δεν ξέρουµε για ποια x ισχύουν οι ενέργειες που 
κάνουµε, ενδέχεται να φτάσουµε και σε λανθασµένα αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, έστω ότι 

ζητάµε το σύνολο ορισµού τη συνάρτησης: 
2x

(x)
x(x 1)

σ =
−

. Αν απλοποιήσουµε πρώτα µε το x θα 

βρούµε:  
x

(x)
x 1

σ =
−

 , οπότε θα πούµε ότι  σύνολο ορισµού είναι το { }1−�  , ενώ προφανώς  σύνολο 

ορισµού της συνάρτησης σ είναι το { }0,1−� . Έστω ακόµα ότι ζητάµε το σύνολο ορισµού της 

συνάρτησης 
2

x(x 1)
h(x)

x

−
= . Συµπτωµατικά και µετά την απλοποίηση 

x 1
h(x)

x

−
=  βρίσκουµε το ίδιο 

σύνολο ορισµού ∗
� , όπως συνέβη και στο παραπάνω παράδειγµα µε το ολοκλήρωµα. Αυτό όµως δε 

σηµαίνει ότι η διαδικασία είναι σωστή για λόγους που εξηγήσαµε παραπάνω. 

Παράδειγµα 2. ∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση :[0, )ϕ +∞ →� . Να βρείτε το    

                         σύνολο ορισµού και την παράγωγο της συνάρτησης:

e

1

(x) (x ln t)dtσ = ϕ −∫  

 

Λύση.i)  Θεωρούµε έναν αριθµό x∈� . Η συνάρτηση φ(x-lnt) είναι ορισµένη και συνεχής αν και 

µόνο αν: ( )
t 0

1
x ln t 0

>


− ≥
,  και ( ) x

x x

t 0 t 0
1 t (0,e ]

ln t ln e t e

> > 
⇔ ⇔ ⇔ ∈ 

≤ ≤ 
. 

Η συνάντηση σ είναι ορισµένη αν και µόνο αν, η συνάρτηση φ(x-lnt) είναι ορισµένη και συνεχής στο 

διάστηµα [1,e]. Προς τούτο, πρέπει και αρκεί: ( )x[1,e] (0,e ] 2⊆  και 

                               ( ) x2 e e x 1.⇔ ≤ ⇔ ≥   

Άρα, σύνολο ορισµού της σ είναι το: [ )1,+∞ .  

ii) Θεωρούµε έναν αριθµό x 1≥  και θέτουµε: f (t) (x ln t)= ϕ − . Η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και 

συνεχής στο διάστηµα [1, e]. Θεωρούµε τη συνάρτηση:   x tg(t) e −= . Τότε: ( )1 g x= , ( )e g x 1= −  και 

η g είναι παραγωγίσιµη στο x [x 1,x]∆ = −  µε x tg (t) e −′ = − , συνεχή στο x∆  (µε αυτή τη συνάρτηση θα 

εξαλειφθεί ο λογάριθµος από την f). Επιπλέον βρίσκουµε εύκολα ότι: xg( ) [1,e]∆ = . Στο διάστηµα αυτό 

η συνάρτηση f είναι ορισµένη και συνεχής. Έτσι έχουµε (θεώρηµα αντικατάστασης από το δεύτερο 

µέλος στο πρώτο):  
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( ) ( )
g(x)e x x

x t x t

1 g(x 1) x 1 x 1

(x) (x ln t)dt f (t)dt f g(t) g (t)dt x ln e e dt− −

− − −

′σ = ϕ − = − = − = ϕ − =∫ ∫ ∫ ∫   

x

x t

x 1

e (t)e dt
−

−

= ϕ∫ . Συνεπώς:                                    

       ( ) [ ]
x x x

x t x t x t x

x 1 x 1 x 1

(x) e (t)e dt e (t)e dt e (t)e dt e Q(x) Q(x 1) ,− − −

− − −

′ ′ ′′σ = ϕ + ϕ = ϕ + − − 
 

∫ ∫ ∫  

όπου Q(t) µία παράγουσα της συνάρτησης t(t)e−ϕ . Άρα: 

                       [ ]
x

x t x

x 1

(x) e (t)e dt e Q (x) Q (x 1)
−

−

′ ′ ′σ = ϕ + − − =∫  

x x

x t x x x 1 x t

x 1 x 1

e (t)e dt e (x)e (x 1)e e (t)e dt (x) e (x 1).
− − − + −

− −

 = ϕ + ϕ − ϕ − = ϕ + ϕ − ⋅ϕ − ∫ ∫  


