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        Koινή είναι η πεποίθηση ότι δεν νοούνται Μαθηµατικά χωρίς ασκήσεις και 
προβλήµατα και ειδικά στο χώρο των σχολικών Μαθηµατικών. Παρόλο όµως που 
δίνουµε µεγάλο βάρος, κυρίως στις ασκήσεις (τεστ, διαγωνίσµατα, προαγωγικές 
εξετάσεις κλπ), συχνά δεν διαθέτουµε στο σχολείο ανάλογο χρόνο για τον σκοπό αυτό, 
ώστε να καλλιεργηθούν ικανές σχετικές δεξιότητες των µαθητών. 
Αυτό οφείλεται κυρίως στην έλλειψη διδακτικού χρόνου, στην πίεση της ύλης αλλά 
όχι µόνο. Επί πολλά χρόνια υπήρχε και υπάρχει η διδακτική αντίληψη ότι ο µαθητής 
αρκεί να γνωρίζει τη θεωρία ή και να έχει κατανοήσει κάπως την θεωρία για να γίνει 
ικανός λύτης. Παρόλο που η εµπειρία δείχνει το αντίθετο, αλλά και  οι νεώτερες 
έρευνες για τη µάθηση έδειξαν ότι αυτή η αντίληψη είναι λανθασµένη, εξακολουθεί να 
υπάρχει σε ορισµένους δασκάλους. Η γνώση της θεωρίας είναι ασφαλώς µια αναγκαία, 
αλλά όχι ικανή συνθήκη. Πέρα από την αυτοδύναµη διανοητικότητα κάθε µαθητή 
(χώρο που δεν µπορούµε άµεσα να επηρεάσουµε) υπάρχει και η εξωτερική επέµβαση-
βοήθεια του Καθηγητή που δυστυχώς εγκλωβίζεται µέσα στα στενά χρονικά 
περιθώρια του διδακτικού χρόνου.  
Για να διατίθεται όµως αποτελεσµατικά αυτός, ο συνήθως  λίγος  χρόνος, απαιτείται  
προγραµµατισµός, σχεδίαση και µελέτη από τον Καθηγητή. Οι ασκήσεις πρέπει να 
επιλέγονται κατάλληλα, ώστε να ανταποκρίνονται στην αντιληπτική ικανότητα και τα 
ενδιαφέροντα των µαθητών και να αντιµετωπίζονται µέσα από κάποια γενική 
µεθοδολογία όσο είναι δυνατόν. Η πολύ ειδική µεθοδολογία ή «συνταγοποίηση»  
µπορεί πρόσκαιρα να δίνει την εντύπωση ότι κάτι «θα καταφέρει» ο µαθητής στην 
πραγµατικότητα όµως τον οδηγεί στην µηχανική µάθηση, µε ολέθρια αποτελέσµατα 
τόσο στο επίπεδο της επίδοσης, όσο και στο επίπεδο της κατανόησης και της 
πνευµατικής ανέλιξης. Επίσης πρέπει η διδασκαλία της θεωρίας να γίνεται µε τρόπο 
που να προσφέρει βοήθεια στο µαθητή και προς την κατεύθυνση της κατανόησης αλλά 
και της λύσης  ασκήσεων-προβληµάτων. Αυτό σηµαίνει ότι,  αφ’ ενός πρέπει να 
εξασφαλίζεται η όσο το δυνατό µεγαλύτερη ενεργός συµµετοχή του µαθητή στο 
µάθηµα και  αφετέρου ότι ο Καθηγητής µε κατάλληλες αναφορές   θα αναδεικνύει τα 
σηµεία της θεωρίας που θα αποτελέσουν τα µελλοντικά εργαλεία για λύση 
ασκήσεων ή προβληµάτων (µεταφορά µάθησης). Για παράδειγµα  µετά τη απόδειξη 
µιας πρότασης (θεώρηµα,  πόρισµα, κανόνας κλπ)  µια χρήσιµη και δυναµική  
ερώτηση  είναι 
 
       «Τι δυνατότητες µας δίνει το θεώρηµα (πρόταση, ιδιότητα κλπ) αυτό; Που   
          µπορεί να µας βοηθήσεις;» 
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Παράδειγµα 1: Γεωµετρία Α΄ Λυκείου (εν µέρει και στην  Α΄ Γυµνασίου) 
 
Στο θεώρηµα για το άθροισµα των γωνιών τριγώνου. Εκτός της καθ’ αυτό γνώσης του 
θεωρήµατος που µας επιτρέπει να συµπεράνουµε και τη σταθερότητα του αθροίσµατος 
των γωνιών, ανεξαρτήτως µεγέθους (περίµετρο, εµβαδόν) τριγώνου, µας δίνει τις  
δυνατότητες (εκτός των πορισµάτων): 
 
 Αν γνωρίζουµε δυο γωνίες µπορούµε να υπολογίσουµε την τρίτη. 
 Αν γνωρίζουµε µια γωνία µπορούµε να βρούµε το άθροισµα των άλλων δυο. 
 Μπορούµε να εκφράσουµε µια γωνία συναρτήσει των υπολοίπων. 
 Μα δηλώνει ότι κάθε γωνία τριγώνου είναι παραπληρωµατική του αθροίσµατος 

των άλλων δυο. 
 Μας δηλώνει ότι το ηµιάθροισµα των γωνιών τριγώνου είναι 90ο  κλπ. 

 
 
Παράδειγµα 2: Γεωµετρία Α΄ Λυκείου (και   Γ΄ Γυµνασίου) 
 
Τι τα θέλουµε τα κριτήρια  ισότητας; Τι δυνατότητες µας δίνουν; 
 
 Να συγκρίνουµε δυο τρίγωνα (χωρίς να είµαστε υποχρεωµένοι να τοποθετήσουµε 

το ένα πάνω στο άλλο). 
 Να συγκρίνουµε δυο τµήµατα (υποψήφιες πλευρές τριγώνων) χωρίς να τα 

µετρήσουµε. 
 Να συγκρίνουµε δυο γωνίες (υποψήφιες γωνίες τριγώνων)  χωρίς να τις 

µετρήσουµε (µε το µοιρογνωµόνιο). 
 
(Η σύγκριση γωνιών και τµηµάτων θα συµπληρωθεί αργότερα µε τα θεωρήµατα των 
παραλλήλων και των κριτηρίων - ιδιοτήτων των παραλληλογράµµου). 
 
Παράδειγµα 3: Άλγεβρα Α΄ Λυκείου 
 
Στο θεώρηµα για τη λύση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης και διερεύνησης των ριζών 
της (Άλγεβρα, σελ. 118). ∆υνατότητες: 
 
 Μπορούµε να αποφαινόµαστε για την ύπαρξη ριζών και το είδος των ριζών της 

εξίσωσης εξετάζοντας µόνο την διακρίνουσά της. 
 
 Οι συνθήκες δεν είναι µόνο ικανές αλλά και αναγκαίες. Έτσι εκφράζουνε µια 

ακριβώς ισοδύναµη  κατάσταση σε µαθηµατική γλώσσα.   
 
Η αντιµετώπιση των θεωρηµάτων και γενικά της θεωρίας µέσα από µια τέτοια 
αντίληψη, δίνει ένα δυναµικό χαρακτήρα στην διδασκαλία µας,  αφού δεν την βλέπει 
σαν µια συρραφή απλών γνώσεων που πρέπει να αποµνηµονευτούν µηχανικά, ή στη 
καλύτερη περίπτωση να κατανοηθούν πρόσκαιρα,  αλλά σαν ένα εργαλείο, για 
παραπέρα µάθηση. 
 Ένα  σπουδαίο βήµα βοήθειας  για την λύση ασκήσεων και προβληµάτων, κυρίως στο 
Λύκειο, µας προσφέρει το περίφηµο βιβλίο του G.  Pόlya «Πώς να το λύσω».  
Ο George (György)  Pόlya (1887-1985)) ήταν Ούγγρος  διαπρεπής Μαθηµατικός και 
µέσα στα ποικίλα ενδιαφέροντα του,  στον χώρο κυρίως των ανωτέρων Μαθηµατικών,  
ήταν ευτυχώς, και η διδασκαλία των Μαθηµατικών και  φαίνεται ότι το βιβλίο αυτό, 
ήταν η απάντησή του στο ερώτηµα που συχνά τον βασάνιζε :  



  και  να  διδάσκεις  Μαθηµατικά: S. D. Poisson                                                          3 
                                    

«Ναι, η λύση είναι µάλλον αποτελεσµατική, φαίνεται να είναι σωστή, πως είναι δυνατόν 
όµως να επινοήσουµε µια τέτοια λύση;».  
 
Το βιβλίο πρωτοεκδόθηκε το 1954 αλλά παραµένει πάντα επίκαιρο. Αποτέλεσε 
διεθνώς σταθµό στη Μαθηµατική εκπαίδευση, τόσο, ώστε µερικοί να µιλούν για λύση 
(σχολικών ή µη) προβληµάτων πριν το βιβλίο αυτό και λύση προβληµάτων µετά από 
αυτό. Το 1960 µεταφράστηκε από το Υπουργείο Παιδείας και δόθηκε δωρεάν στους 
Καθηγητές Μαθηµατικών των σχολείων της χώρας µας, ενώ επανακυκλοφόρησε  (σε 
µετάφραση) το  1998 σε νέα  έκδοση (εκδόσεις Καρδαµίτσα, επιµέλεια Τ. Πατρώνης).  
Θεωρώ απαραίτητο να διαβαστεί από κάθε Καθηγητή Μαθηµατικών. Όλο το βιβλίο 
περιστρέφεται γύρω από ένα κατάλογο ερωτήσεων-υποδείξεων- νύξεων που έχουν 
σκοπό να βοηθήσουν το µαθητή και γενικά τον λύτη ενός προβλήµατος, προπάντων 
Γεωµετρικού. Όλες αυτές οι ερωτήσεις µπορούν να γίνουν στις τέσσερις φάσεις που 
γενικά µπορούµε να διακρίνουµε κατά την λύση ενός προβλήµατος: 
 
Πρώτη φάση: πρέπει  να κατανοήσουµε το πρόβληµα, να ξεκαθαρίσουµε πρώτα τι 
µας ζητάει και µετά τι µας δίνει (δεδοµένα). 
 
∆εύτερη φάση: να σκεφτούµε πως συνδέονται και συσχετίζονται τα δεδοµένα  µε το 
ζητούµενο  ώστε να συλλάβουµε την ιδέα της λύσης, να φτιάξουµε ένα σχέδιο λύσης. 
Στη φάση αυτή µας ενδιαφέρουν τα «µεγάλα βήµατα» και όχι οι λεπτοµέρειες. 
 
Τρίτη φάση: Εκτελούµε το σχέδιο. 
 
Τέταρτη φάση: Ξανακοιτάζουµε τη λύση, κάνουµε µια ανασκόπηση και ίσως 
διερεύνηση και ελέγχουµε µήπως υπάρχει συντοµότερη (ή κοµψότερη) λύση.  
 
Οι ερωτήσεις-υποδείξεις του καταλόγου είναι χρήσιµες: 
Α. Για το καθηγητή, για να ενεργοποιήσει την σκέψη των µαθητών όταν αυτοί 
εργάζονται µέσα στην τάξη (θεώρηµα – άσκηση - πρόβληµα). Ο Καθηγητής αρχίζει µε   
γενικές ερωτήσεις από τον κατάλογο ή άλλες (λιγότερη βοήθεια) και ανάλογα µε την 
πρόοδο των µαθητών και τον διαθέσιµο χρόνο προχωρά σε πιο ειδικές ερωτήσεις 
(περισσότερη βοήθεια). Απώτερος στόχος να εθιστούν οι ίδιοι να κάνουν τις 
ερωτήσεις αυτές στον εαυτό τους. 
Β. Όταν ο καθηγητής επιλέξει να λύσει ο ίδιος την άσκηση  µέσα τη τάξη. Όπως λέει ο 
Polya «όταν ο δάσκαλος λύνει το πρόβληµα µπροστά στην τάξη, θα πρέπει να το 
παρουσιάζει και λίγο µε θεατρικό τρόπο και να κάνει στον εαυτό του τις ίδιες 
ερωτήσεις που κάνει στους µαθητές του, για να τους βοηθήσει. Χάρη σε µια τέτοια 
καθοδήγηση ο µαθητής θα ανακαλύψει τελικά τη σωστή χρήση των ερωτήσεων και 
όταν το κατορθώσει αυτό θα έχει αποκτήσει κάτι πολύ πιο  σηµαντικό για τα 
Μαθηµατικά και τη ζωή  από οποιαδήποτε ειδική Μαθηµατική γνώση». 
Γ. Για τον οποιοδήποτε λύτη ασκήσεων – προβληµάτων Μαθηµατικών και µη   
    (µαθητή, φοιτητή, καθηγητή). 
 
Η συχνή χρήση τους, ιδίως των 4 πρώτων, έχει ανεπανάληπτη διδακτική αξία στη 
σχολική πράξη γιατί ενισχύει τις νοητικές διεργασίες στη κατεύθυνση λύσης του 
προβλήµατος.  
 Από το βιβλίο αυτό σε δική µου διασκευή, για τις συνήθεις σχολικές ανάγκες 
προέρχεται ο επόµενος κατάλογος που έχει διαχωριστεί σε  αποδεικτικά προβλήµατα 
και προβλήµατα εύρεσης (στο βιβλίο υπάρχει ένας κατάλογος) που έχουν όµως πολλές 
οµοιότητες.  
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Κ Α Τ Α Λ Ο Γ Ο Σ 

 
 

Γενικών  Ερωτήσεων -Υποδείξεων - Νύξεων  χρήσιµων στην αντιµετώπιση 
Μαθηµατικών (και όχι µόνο) προβληµάτων. 
 
 

Α.  ΑΣΚΗΣΕΙΣ - ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ   ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ 
 

 
1. Ποιο είναι το συµπέρασµα; Ποια είναι η υπόθεση (δεδοµένα);  

 
2. Σχεδιάσετε ένα σχετικό σχήµα (µε τη γενική έννοια: π.χ. µια κατάταξη δεδοµένων 
και ζητούµενων). Χρησιµοποιήσετε κατάλληλο συµβολισµό. 

 
 
 

3. 'Έχετε ξανασυναντήσει ίδιο ή παρόµοιο πρόβληµα; 
 

4. Προσέξτε το συµπέρασµα και προσπαθήστε να σκεφθείτε γνωστό ορισµό ή    
     θεώρηµα ή πόρισµα ή κανόνα ή εφαρµογή  µε  το ίδιο ή παρόµοιο συµπέρασµα. 
 

 
 
5. Θα µπορούσατε να ξαναδιατυπώσετε το πρόβληµα ή να αναδιατυπώσετε το   
    πρόβληµα; 
 
6. Μήπως µπορείτε να βγάλετε κάτι χρήσιµο από την υπόθεση; 

 
7. Προσπαθήστε να βρείτε κάποιο τρόπο σύνδεσης της υπόθεσης και του   
    συµπεράσµατος. 

 
8.  (*) Θα µπορούσατε να σκεφθείτε µια άλλη υπόθεση από την οποία  θα ’ταν δυνατό   
     ευκολότερα να φθάσετε στο συµπέρασµα;  
 
9. (*) Αν δεν µπορείτε να λύσετε το πρόβληµα, λύσετε πρώτα ένα ειδικότερο ή   
     γενικότερο ή ανάλογο σχετικό πρόβληµα. 

 
10. Χρησιµοποιήσατε ολόκληρη την υπόθεση; 

 
11. (*) Μήπως µπορείτε να αλλάξετε την υπόθεση ή το συµπέρασµα, ώστε η νέα   
      υπόθεση και το νέο συµπέρασµα να βρίσκονται πιο κοντά µεταξύ τους; 
 
12. Μπορείτε να βρείτε µια διαφορετική λύση; Μια πιο σύντοµη λύση; 
 
 
(*) Για πιο δύσκολα προβλήµατα  
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Β.  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΕΥΡΕΣΗΣ 

 
 

1. Ποιο είναι το ζητούµενο; Ποια είναι τα δεδοµένα; 
 
2. Σχεδιάσετε ένα σχετικό σχήµα (µε τη γενική έννοια: π.χ. µια κατάταξη δεδοµένων 

και ζητούµενων) και χρησιµοποιήσετε κατάλληλο συµβολισµό. Μετατρέψετε τα 
δεδοµένα και τα ζητούµενα σε Μαθηµατική γλώσσα. Μήπως µπορείτε να βρείτε 
την εξίσωση του προβλήµατος; 

 
 
3. 'Έχετε ξανασυναντήσει ίδιο ή παρόµοιο πρόβληµα; 
 
4. Προσέξτε το ζητούµενο! Μήπως γνωρίζετε κανένα σχετικό ορισµό, θεώρηµα ή 

πόρισµα ή εφαρµογή ή κανόνα από την θεωρία που θα ήταν χρήσιµος. 
 
 
5. Θα µπορούσατε να ξαναδιατυπώσετε το πρόβληµα ή να αναδιατυπώσετε το   
    πρόβληµα; 
 
6.  Χρησιµοποιήστε όλα τα δεδοµένα; Χρησιµοποιήστε ολόκληρη την συνθήκη;   
     Λάβατε υπόψη σας όλες τις βασικές έννοιες που περιέχει το πρόβληµα; 
 
7. Θα µπορούσατε να σκεφθείτε άλλα δεδοµένα κατάλληλα για τον    
  προσδιορισµό του ζητούµενου; 
      
8. (*) Αν δεν µπορείτε να λύσετε το πρόβληµα, λύσετε πρώτα ένα ειδικότερο ή 
γενικότερο ή ανάλογο σχετικό πρόβληµα. 
 
9. Αναφερθήκατε σ’ όλες τις περιπτώσεις του προβλήµατος; (διερεύνηση) 
 
10. Μπορείτε να βρείτε µια διαφορετική λύση; Μια πιο σύντοµη λύση; 
         
 
 
(*) Για πιο δύσκολα προβλήµατα  
 

*   *    * 
"Αν δεν µπορείς να λύσεις ένα πρόβληµα, υπάρχει τότε ένα ευκολότερο πρόβληµα 
που δεν µπορείς να λύσεις, βρες το!". 
 

*   *    * 
"Η ανθρώπινη υπεροχή συνίσταται στη έµµεση αντιµετώπιση  ενός εµποδίου το 
οποίο δεν µπορεί να νικηθεί ευθέως".  
 

                                                          G. POLYA                                                       
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Ο  παραπάνω κατάλογος  είναι χρήσιµο να δίνεται στην αρχή κάθε χρόνου σε 
φωτοτυπία στους µαθητές του Λυκείου και να συνοδεύεται µε τις σχετικές 
διευκρινήσεις. Επίσης σηµαντικό είναι  να επισηµαίνονται οι ερωτήσεις-υποδείξεις 
του κατά την διάρκεια που λύνεται µια άσκηση µέσα στη τάξη. 
 
 

Χαρακτηριστικά των ερωτήσεων του καταλόγου 
 

1. Γενικότητα  
 
Είναι ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό των ερωτήσεων-υποδείξεων, σε αντιδιαστολή 
από τις γνωστές υποδείξεις τύπου συνταγών (που εγκλωβίζουν την σκέψη σε στενά 
πλαίσια), π.χ. Ποιο είναι το ζητούµενο; Ποια είναι τα δεδοµένα; Ποια είναι η συνθήκη; 
  
2. Κοινή λογική 
 
Εκτός από τη γενικότητά τους οι ερωτήσεις είναι φυσικές, απλές και προέρχονται από 
µια κοινή λογική, π. χ. Προσέξτε το ζητούµενο και προσπαθήστε να σκεφτείτε ένα 
γνωστό θεώρηµα ή πόρισµα κλπ που να έχει το ίδιο ή παρόµοιο ζητούµενο.  
 
 

Η Μέθοδος των Ερωτήσεων του Καθηγητή 
 
 
       Στην αρχή ο Καθηγητής πρέπει απαραίτητα να αφήνει λίγο χρόνο στους µαθητές, 
ανάλογα µε τη δυσκολία της άσκησης ή του προβλήµατος, για να την κατανοήσουν, να 
«πάθουν» και να σκεφτούν  κάποιο τρόπο- σχέδιο λύσης. Αν δεν υπάρξει 
εποικοδοµητική σκέψη και σχέδιο, αρχίζει την βοήθεια από τις πρώτες γενικές 
ερωτήσεις-υποδείξεις (από αυτές του καταλόγου ή άλλες) και προχωρεί σε ποιο 
ειδικές ερωτήσεις  ανάλογα µε την πρόοδο των µαθητών και τον διαθέσιµο χρόνο, 
µέχρι να υπάρξει κάποια ανταπόκριση από τους µαθητές. Να σηµειώσουµε εδώ ότι, 
όταν δίνονται οι ερωτήσεις του  καταλόγου  δεν ζητάµε άµεσα απάντηση από τον 
µαθητή, αφού έχουν την µορφή  υποδείξεων ή νύξεων και συνεπώς έχουν σκοπό να 
κινητοποιήσουν τη σκέψη των µαθητών προς µια θετική κατεύθυνση καθώς αυτοί 
εργάζονται. Απάντηση θα πάρουµε όταν υπάρχει µια κάπως ολοκληρωµένη πρόταση 
από το µαθητή.  
Ας σηµειωθεί ότι όπως έχει δείξει η εµπειρία οι 4 πρώτες ερωτήσεις και ιδίως η 4η , 
είναι «αρκετές» για ένα µεγάλο πλήθος σχολικών προβληµάτων όλων των τάξεων 
Γυµνασίου και Λυκείου. Εννοείται βέβαια ότι χωρίς γνώση και κατανόηση 
προηγουµένων βασικών γνώσεων και δεξιοτήτων δεν µπορούµε να συζητάµε για λύση 
απλών ή σύνθετων ασκήσεων οποιαδήποτε βοήθεια και να δώσουµε. 
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Παραδείγµατα  Εφαρµογής  των  Ερωτήσεων - Υποδείξεων 
 
Η εµπειρία έχει δείξει ότι ο παραπάνω κατάλογος αποτελεί µια βάση για βοήθεια στη 
λύση ασκήσεων και προβληµάτων µαθηµατικών ή µη, αλλά δεν είναι πανάκεια, ούτε  
µοναδικός. Υπάρχουν ανάλογα µε το πρόβληµα και το λύτη και άλλες ερωτήσεις ή 
υποδείξεις, κυρίως ειδικότερες, που µπορούν να βοηθήσουν  στη λύση. Στα παρακάτω 
παραδείγµατα  χρησιµοποιήσουµε τις ερωτήσεις του καταλόγου  αλλά και άλλες, που 
η εµπειρία έχει αναδείξει ως αποτελεσµατικές,  π.χ 
 

 Με ποια µέθοδο σκέπτεστε  να  αποδείξετε (το συµπέρασµα); (ευθεία απόδειξη, 
ανάδροµη πορεία, έµµεση απόδειξη -άτοπος απαγωγή).   

 
 Εξετάστε αν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κάποια από τις µεθόδους που 
γνωρίζουµε  για την απόδειξη  π.χ. ταυτοτήτων (ή ανισοταυτοτήτων). 

 
 Εξετάστε αν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κάποια από τις µεθόδους που 
γνωρίζουµε  για την εύρεση  της µονοτονίας µιας συνάρτηση, κλπ. 

 
Στα παρακάτω παραδείγµατα οι ερωτήσεις –υποδείξεις προχωρούν από τις γενικότερες 
στις ειδικότερες. Με βέλη σηµειώνουµε τις ερωτήσεις του καταλόγου ή άλλες γενικές 
ερωτήσεις, ενώ µε  κουκίδες  τις ειδικές ερωτήσεις που πρέπει να γίνουν όταν 
αποτυγχάνουν οι γενικές ερωτήσεις ή δεν υπάρχει διαθέσιµος χρόνος.  
 
 

1. Γ΄  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ – ΑΛΓΕΒΡΑ 
 

Να λυθεί η εξίσωση (ψ - 2)ψ2 + 4ψ(ψ - 2) + 4ψ – 8 = 0. 
 

 Έχετε ξαναλύσει παρόµοια εξίσωση;  (…όχι) 
 Γνωρίζετε ένα γενικό τρόπο λύσης εξισώσεων; 

• Παραγοντοποιείστε το πρώτο µέλος. 
 
 

2. Γ΄  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 

Άσκηση 16, σελ. 196. 
Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ οι γωνίες Β, ∆ είναι ορθές και ΑΒ =Α∆. Να αποδείξετε ότι  
α) ΒΓ=Γ∆ και β) η ΑΓ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα Β∆. 
 
Ερώτηµα (α)  
 

 Ποιο είναι τα συµπέρασµα; Ποια τα δεδοµένα; 
 Με ποιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι δυο τµήµατα είναι ίσα; 

• ∆ηµιουργήσετε κατάλληλα τρίγωνα για σύγκριση. 
 
Ερώτηµα (β) 
 

 Γνωρίζετε κάποια ιδιότητα της µεσοκαθέτου τµήµατος; 
• Η µεσοκάθετη του Β∆ διέρχεται από το Α; µήπως και από το Γ; 
• Έχει σχέση η µεσοκάθετη του Β∆ µε την ευθεία ΑΓ ; 

 



  Η ζωή αξίζει για δυο πράγµατα: για να ανακαλύπτεις Μαθηµατικά …                 8                              
 

3. Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ – ΑΛΓΕΒΡΑ 
 
  

Ι. Αν α, β πραγµατικοί αριθµοί να αποδειχθεί ότι  
 
α2 + 5β2 +1 ≥ 2β(2α + 1). Πότε ισχύει η ισότητα; 

 
 Έχετε αποδείξει παρόµοια ανισοταυτότητα;  
 Ποιες µεθόδους έχουµε µάθει για να αποδεικνύουµε ανισοταυτότητες; 

 Φέρετε όλους τους όρους στο πρώτο µέλος και προσέξετε την παράσταση που 
διαµορφώθηκε. 

 

ΙΙ.  Αν α, β, γ µήκη πλευρών τριγώνου και ισχύει    0
β
αγ

α
γβ

γ
βα

=
−

+
−

+
−  

         να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές ή ισόπλευρο. 
 

 Ποιο είναι το ζητούµενο; Ποια είναι τα δεδοµένα; 
 Γνωρίζετε κάποιο σχετική πρόταση;  (…όχι) 
 Θα µπορούσατε να σκεφτείτε µια άλλη υπόθεση από την οποία θα ήταν 
ευκολότερο να φτάσετε στο συµπέρασµα (ή  µπορείτε να γράψετε το 
συµπέρασµα σε µαθηµατική γλώσσα; (ναι, στην εξίσωση ((α-β)(β-γ)(γ-α)=0) 

 Μπορείτε να βγάλετε κάτι χρήσιµο από τη δεδοµένη σχέση; 
• Απαλείψετε τους παρανοµαστές … 
•  παραγοντοποιήστε το πρώτο µέλος… 

 
ΙΙΙ.  Να βρεθεί ο λ∈R ώστε η εξίσωση  χ2 - 2χ + 4λ2 – 3 = 0 να έχει πραγµατικές ρίζες. 
 
Σηµείωση: σε τέτοιου είδους προβλήµατα ουσιαστικά ζητούµε όλες τις τιµές της 
παραµέτρου για να ισχύουν κάποιες συνθήκες. Η εύρεση αυτών των τιµών γίνεται 
υποθέτοντας ότι ισχύουν οι συνθήκες (εξισώσεις, ανισώσεις, συστήµατα) και µε 
αντιστρεπτά βήµατα (ισοδυναµίες) φτάνουµε στο  ζητούµενο (µέθοδος Ανάλυσης –
Σύνθεσης ή ανάδροµης πορείας). 
 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Ποιο είναι το ζητούµενο; Τι θέλουµε να συµβαίνει; (ποια συνθήκη να ισχύει;)  
 Γνωρίζετε κάποιο θεώρηµα σχετικό µε τις ρίζες της β/θµιας εξίσωσης; 

• Ποια είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει πραγµατικές ρίζες; 
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                                  4. Α΄  ΛΥΚΕΙΟΥ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ  
 
I. Σελίδα 48, αποδεικτική άσκηση 4: ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος 
Β∆. Από το ∆ φέρνουµε ∆Ε κάθετη στην ΒΓ που τέµνει την ΑΒ στο Ζ. Να αποδείξετε 
ότι το τρίγωνο ΒΓΖ είναι ισοσκελές. 
 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Φτιάξτε ένα σχήµα (µε παράσταση των δεδοµένων). 
 Τι θέλουµε να δείξουµε; 

• Από το σχήµα ποιες πλευρές φαίνονται να είναι ίσες; (ΒΖ = ΒΓ). 
 

 Έχετε ξαναδεί παρόµοιο ζητούµενο;  
• Πως αποδεικνύουµε ότι δυο τµήµατα είναι ίσα; (κάποιο  κριτήριο ισότητας) 
• Επιλέξετε κατάλληλα τρίγωνα για σύγκριση.   
•  (Μη διδακτική  ερώτηση : συγκρίνετε τα τρίγωνα   ΒΖ∆, Β∆Γ ή τα τρίγωνα Α∆Ζ, 

∆ΕΓ, αν πάµε µε άλλο τρόπο) 
 Χρησιµοποιήσετε ολόκληρη την υπόθεση; (Β∆ διχοτόµος…) 

• Τι θα θέλαµε ακόµη να’ χουν τα τρίγωνα αυτά; 
 
 
II. Θεώρηµα: Η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου προς την υποτείνουσα είναι ίση µε το 
µισό της υποτείνουσας. 
 
Έστω ΑΒΓ το τρίγωνο  (Α ορθή) και ΑΜ η διάµεσος προς την υποτείνουσα. 
(κύριος στόχος είναι η ιδέα θεώρησης και του µέσου της ΑΓ ή της ΑΒ). 
 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις:  
 

 Ποιο είναι το ζητούµενο; ∆ιαφορετικά (ισοδύναµα) ΑΜ = ΜΓ ή  ΑΜ = ΒΜ) 
 Γνωρίζετε κάποιο θεώρηµα σχετικό µε το ζητούµενο;  (…όχι) 
 Θα µπορούσατε να βγάλετε κάτι χρήσιµο από τα δεδοµένα;   

       Πως θα αξιοποιήσουµε το µέσο του ΒΓ; 
  Γνωρίζετε κάποιο θεώρηµα σχετικό µε τα µέσα πλευρών τριγώνου; 

• Ναι, αλλά έχουµε ένα µόνο µέσο… 
 
 
 

5. Β΄  ΛΥΚΕΙΟΥ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
 
I. Παρ.9.4, σχ. βιβλίου,  σελ. 194, αποδεικτική άσκηση 4. 
 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
∧
A = 1 ορθή). Προεκτείνουµε  την ΑΓ κατά τµήµα  

Γ∆ = ΒΓ. Να αποδειχθεί ότι Β∆2 = 2ΒΓ⋅Α∆. 
 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Γνωρίζετε κάποιο σχετικό θεώρηµα (για  το τετράγωνο της Β∆, θεώρηµα  οξείας, 
αµβλείας, ορθής, ναι αλλά να εµφανίζεται και η ΒΓ κλπ) 
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II. Πρόβληµα µετά τη Γενίκευση Πυθ. Θεωρήµατος. 
 
Στο παρακάτω ορθογώνιο είναι ΣΑ=14cm, Σ∆=10cm, ΣΓ=5cm. Nα υπολογίσετε το 
µήκος του τµήµατος ΣΒ. (*Προσδιορίζονται οι διαστάσεις του ορθογωνίου;) 
 

 
 

 Γνωρίζετε κάποιο σχετικό θεώρηµα;  
 Πρέπει να δηµιουργήσουµε τρίγωνα…δοκιµάστε. 
 Φέρετε από το Σ  παράλληλη στηνΒΓ….  

 
(* ∆εν προσδιορίζονται: ξεκινώντας µε ένα τµήµα Γ∆ µε  5<Γ∆<15 µπορείτε να 
κατασκευάσετε πολλά ορθογώνια µε τις δοθείσες αποστάσεις. Πώς;…) 
 
 
                          6.  Β΄  ΛYKEIOY  KATEΥΘΥΝΣΗΣ 
 
 
I. ∆ιανύσµατα, σελ.26 (σχ. βιβλίου), άσκηση 3. 

Αν στο διπλανό σχήµα είναι (ΒΜ) = 2(ΜΓ) , να αποδείξετε ότι )γ2β(
3
1x += . 

 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Προσέξτε το ζητούµενο. Μπορείτε να το διατυπώσετε διαφορετικά (πιο γενικά); 
(εκφράζει το διάνυσµα x   συναρτήσει των β , γ ) 

 Γνωρίζετε κάποια πρόταση σχετική µε το ζητούµενο;  (…όχι) 
 Μήπως µπορείτε να βγάλετε κάτι (χρήσιµο) από την υπόθεση; 
 Προσπαθήστε να διατυπώσετε διαφορετικά (διανυσµατικά) την υπόθεση.  

 
 
II. ∆ιανύσµατα, σελ. 40 (σχ. βιβλίου),  άσκηση 4. 
   Αν x, y, α1, α2, β1, β2∈R να αποδειχθεί ότι  
 

2
12

2
12

2
2

2
2

2
1

2
1 )ββ()αα()βy()αx()βy()αx( −+−≥−+−+−+− .  

 

Α 

Β 

Γ 

Μ 
β  x  

γ  

Α

∆

Β

Γ

Σ 
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Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Γνωρίζετε κάποια σχετική πρόταση ή ιδιότητα; (…όχι) 

 Προσέξτε την παράσταση 2
1

2
1 )βy()αx( −+− . Σας φέρνει στη σκέψη κάτι 

γνωστό; Τι εκφράζει η παράσταση αυτή ; 
 
 
III.  Εσωτερικό  Γινόµενο, άσκηση 6, σελ. 51(σχ. βιβλίου). 
 
Κύκλος κέντρου Ο διέρχεται από την κορυφή Α του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ και 
τέµνει την ΑΒ στο Β΄, την Α∆ στο ∆΄και την ΑΓ στο Γ΄. 
Να αποδειχθεί ότι  ΄ΓAΓA΄∆A∆ABAAB ⋅=⋅+′⋅ . 
 

 Αν δεν µπορείτε να λύσετε ένα πρόβληµα, λύσετε πρώτα ένα ειδικότερο: 
 
Με τις ίδιες υποθέσεις αλλά το κέντρο του κύκλου να βρίσκεται πάνω στην διαγώνιο 
ΑΓ. Να αποδειχθεί ότι  ΄ΓAΓA΄∆A∆ABAAB ⋅=⋅+′⋅ . 
 

 
 Γνωρίζετε κάποια πρόταση κλπ σχετική µε το ζητούµενο; (…όχι) 
 Γνωρίζετε κάποια πρόταση σχετική µε το γινόµενο  BAAB ′⋅ ; (Πρόταση 
προβολής) 

 Φέρετε την Β΄Γ΄ και  Γ΄∆΄. Ποια είναι η προβολή του  Γ΄ στην ΑΒ; κλπ) 
 
Μετά τη λύση του ειδικού προβλήµατος µπορούµε να µεταβούµε στο γενικό και τότε 
θα είναι πιο ορατή η βοηθητική ευθεία-διάµετρος από το Α. 
 
 
IV. Ευθεία- Πρόβληµα 6, σελ.70 (σχ. βιβλίου). 
 
∆ίνεται η ευθεία 3χ+ψ = 3 και το σηµείο. Α(1, 2). Να βρείτε τις συντεταγµένες της 
προβολής του Α στην ευθεία αυτή. 
 

 Φτιάξτε ένα τυπικό σχήµα. Συµβολίσετε τις συντεταγµένες της προβολής Α΄. 
 Έχετε ξανασυναντήσει παρόµοιο πρόβληµα; 
 Ποιες συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν οι συντεταγµένες της προβολής Α΄; 
  Είναι αυτές οι συνθήκες  και ικανές (εκτός από αναγκαίες) για να ορίσουν το Α΄; 

 
 
 
 

Γ 

Α 

Β 
Γ΄ 

∆ 

Ο ⋅
∆΄ 

Β΄ 
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7.  Γ΄  ΛΥΚΕΙΟΥ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
 
I. Έστω ζ, ω µιγαδικοί τέτοιοι ώστε |ζ + ω| = |ζ| = |ω|. Να αποδείξετε ότι |ζ - ω| = 3 |ζ|. 
 
Για την λύση υπάρχουν -ως συνήθως στους µιγαδικούς αριθµούς- δυο δρόµοι: ο 
αλγεβρικός και ο γεωµετρικός που συνήθως είναι ευκολότερος. Αν θέλουµε να 
εργαστούµε αλγεβρικά θα εστιάσουµε τις ερωτήσεις  µας στη απαλλαγή από τα µέτρα 
του ζητούµενου και των δεδοµένων. Αν θέλουµε να πάµε Γεωµετρικά τότε: 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις :  
 

 Προσέξτε το ζητούµενο και τα δεδοµένα.  
 Τι εκφράζουν τα δεδοµένα  και το ζητούµενο σε γεωµετρική γλώσσα 

(αναδιατύπωση προβλήµατος); Ή τι σηµαίνουν γεωµετρικά τα δεδοµένα και το 
ζητούµενο; 

 Μήπως µπορείτε να βγάλετε κάτι χρήσιµο από την υπόθεση; 
 
 
II. Έστω ζ, ω µη µηδενικοί µιγαδικοί τέτοιοι ώστε  ζ⋅3 |ζ| + ω⋅3 |ω| = (ζ + ω) ⋅3 | ζ + ω |  , 

Να αποδειχθεί ότι   
ω
ζ
∈ R  ή  |ζ + ω| = |ζ| = |ω| . 

Ερωτήσεις  - υποδείξεις-  
 

 Γνωρίζετε κάποιο στοιχείο από τη θεωρία που να είναι σχετική µε το ζητούµενο  
(…όχι) 

 Μήπως µπορείτε να βγάλετε κάτι (χρήσιµο) από την υπόθεση; 
• Λύστε ως προς ζ ή προσπαθήστε να σχηµατίστε το λόγο ζ/ω) 
 
 
 III . Γ΄  Λυκείου –Ανάλυση. 
 
 Για ποιες τιµές του λ η εξίσωση x + xe x-1 = λ  έχει λύση στο διάστηµα (0, 1); 
 
Ένας τρόπος είναι να  εργαστούµε µέσω του συνόλου τιµών συνάρτησης και να 
χρησιµοποιήσουµε το σχετικό θεώρηµα µονοτονίας και συνέχειας. Πως όµως θα έλθει  
στη σκέψη των µαθητών το σύνολο τιµών µε την βοήθεια του καθηγητή; 
 

 Έχετε ξαναδεί παρόµοιο ζητούµενο (..όχι) 
 Προσπαθήσετε να διατυπώσετε το ζητούµενο διαφορετικά.  

• Προσπαθήσετε να διατυπώσετε το ζητούµενο µε «συναρτησιακή γλώσσα» 
• Αν θεωρήσουµε την συνάρτηση φ(x)= x + xe x-1 , πως αναδιατυπώνεται το 

πρόβληµα; 
• …∆ηλαδή το λ θα πρέπει (και αρκεί) να ανήκει στο …σύνολο τιµών της φ... 

 
IV.   Nα βρεθούν οι κοινές εφαπτόµενες των γραφικών παραστάσεων των   

        συναρτήσεων   f(x) = 1x
3

x 2
3

+− , g(x) = x2 - 3x+1. 
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Ερωτήσεις  - υποδείξεις:  
 

 χρησιµοποιήσετε κατάλληλο συµβολισµό. Μετατρέψετε τα δεδοµένα και τα 
ζητούµενα σε Μαθηµατική γλώσσα. Μήπως µπορείτε να βρείτε τις εξισώσεις 
του προβλήµατος (f(ξ) = g(ξ), f ′(ξ) = g′(ξ)); 

 Χρησιµοποιήστε όλα τα δεδοµένα; Χρησιµοποιήστε όλες τις συνθήκες, ;   
 Λάβατε υπόψη σας όλες τις βασικές έννοιες που περιέχει το πρόβληµα; 

 
 
V.   Σε πολλά προβλήµατα µε ρυθµό µεταβολής µια πολύ χρήσιµη  υπόδειξη είναι: 
 

 Μετατρέψτε τα δεδοµένα και τα ζητούµενα σε Μαθηµατική γλώσσα (ή 
αντίστροφα). 

 Βρείτε τη σχέση που συνδέει τα µεγέθη του προβλήµατος. 
 
 
VΙ. Nα εξεταστεί η µονοτονία της συνάρτησης  f(x) = αx - x,  0 < α < 1, x∈R. 
 
Ερωτήσεις  - υποδείξεις:  
 

 Γνωρίζετε κάποια σχετική πρόταση;  (…ναι) 
• Βρείτε λοιπόν την παράγωγο της f(x) 
• Προσέξτε την παράγωγο, τι µας ενδιαφέρει για τη µονοτονία, τι πρέπει να 

βρούµε; 
• ( πιο ειδική υπόδειξη) εξετάστε το πρόσηµό της παραγώγου. 

 
 
VΙI. ΘΕΜΑ 2ο  (Επαν/κών. Πανελ/ων 2004) 
 
Θεωρούµε τη συνάρτηση f: R → R µε f(x) = 2x + m x – 4x – 5 x, όπου m∈R , m > 0. 
α. Να βρείτε τον m ώστε f(x) ≥ 0 για κάθε x∈R . 
β. Αν m = 10, να υπολογισθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της f, τον  άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = 1. 
 
(α). Ερωτήσεις  - υποδείξεις: 
  

 Ποιο είναι το ζητούµενο; 
 η ανισότητα f(x) ≥ 0 για κάθε x∈R, σας φέρνει στη σκέψη κάτι σχετικό από τη 
θεωρία; 

• Μήπως αν το µηδέν -του δεύτερου µέλους- είναι τιµή της συνάρτησης; 
 ∆ιατυπώσετε διαφορετικά τη συνθήκη  f(x) ≥ 0 για κάθε x∈R. 
 Γνωρίζετε κάποια σχετικό θεώρηµα; 

• Είστε σίγουροι ότι για τη τιµή αυτή του m ισχύει η συνθήκη; (πρέπει να 
εξασφαλιστεί το ελάχιστο της f: η f είναι γν. αύξουσα µε σύνολο τιµών το [0, 
+∞) κλπ) 

• (β) Ποιος τύπος µας δίνει το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γ.π. 
µιας συνάρτησης f τον χ-άξονα και τις ευθείες χ = α και χ = β; 
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VΙII. ΘΕΜΑ 4ο  (Πανελ/ων 2006) 
 
Έστω f µια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [0, 1] για την 
οποία ισχύει f(0) > 0. ∆ίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστηµα [0, 1] για την 
οποία ισχύει g(x) > 0 για κάθε x∈ [0, 1].  

Ορίζουµε τις συναρτήσεις: F(x) = ∫
x

0
dt)t(g)t(f , G(x)= ∫

x

0
dt)t(g ,  x ∈ [0, 1]  

Α. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστηµα (0, 1].  
Β. Nα αποδειχθεί ότι: f(x)·G(x) > F(x) για κάθε x στο διάστηµα (0, 1].  

Γ. Nα αποδειχθεί ότι ισχύει: 
)1(G
)1(F

)x(G
)x(F
≤  για κάθε x στο διάστηµα (0, 1]. 

 
Ερωτήσεις – Υποδείξεις. 
 
Ερώτηµα Α. 
 

 Ποιο είναι το ζητούµενο; Ποια τα δεδοµένα; 
 Γνωρίζετε κάποια σχετική πρόταση (µε ανισότητα ολοκληρώµατος) από την 
θεωρία ; (…το πόρισµα της σελίδας 332). 

 
Ερώτηµα Β. 

 Αναδιατυπώσετε (µε αντικατάσταση) το ζητούµενο (…. ( ) 0dt)t(g)t(f)x(f
x

0
>−∫ ) 

 Γνωρίζετε κάτι σχετικό (µε ανισότητα ολοκληρώµατος) από την θεωρία; (το 
πόρισµα της σελίδας 332 ), (ενδέχεται η απάντηση ενός µαθητή να είναι 
κάποιος από τους  γενικούς τρόπους απόδειξης ανισοτήτων του διαφορικού 
λογισµού: ωραία λοιπόν…παραγωγίσετε και την µη (δοθείσα) παραγωγίσιµη  
συνάρτηση f !!). 

 Χρησιµοποιήσατε όλα τα δεδοµένα; (f γν. αύξουσα, για να χρησιµοποιηθεί το 
πόρισµα) 

 
Ερώτηµα Γ. 
 

 ∆ιατυπώσετε το ζητούµενο διαφορετικά (µε γλώσσα συναρτήσεων). 
• Ποιος ο ρόλος του 1 στο ζητούµενο για την συνάρτηση F/G ; 
• Θέλουµε να δείξουµε ότι το 1 είναι η µέγιστη τιµή της F/G κλπ  
• Εξετάσετε τα ακρότατα της  F/G.  

 
 
Με χαρά θα δεχθώ τις παρατηρήσεις σας από την  χρήση των ερωτήσεων-υποδείξεων  
του καταλόγου στην διδασκαλία σας και γενικά τις απόψεις σας για το θέµα που 
αναφέρθηκα παραπάνω, καθώς και δικά σας παραδείγµατα εφαρµογής. Η πειραµατική 
εφαρµογή, η κριτική και η ανατροφοδότηση, είναι µερικά από τα µέσα για  πιο 
αποτελεσµατική  διδασκαλία.- 


