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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗΣ. Η ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ 
                                                                 

 

 

 

 

 

Κυριακόπουλος Αντώνης 

      Αµφίσσης 37 

   15562  Χολαργός 

e-mail: a_kiriak@otenet.gr 

 

                                                                             Στην ιερή µνήµη των καθηγητών µου: 

                                                                                   ΕΥΑΓΓΕΛΟΥ   ΒΟΥΓΙΟΥΚΑ      

                                                                              και  ∆ΗΜΗΤΡΙΟΥ   ΚΑΠΠΟΥ,  

                                                                                οι οποίοι µου ενέπνευσαν την αγάπη    

                                                                                          για τα µαθηµατικά. 

 

 

 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

     Στην εργασία αυτή µελετάµε τις µεθόδους απόδειξης µιας συνεπαγωγής, µε βάση τους νόµους 

και τους κανόνες της Μαθηµατικής Λογικής. Επισηµαίνουµε ιδιαίτερα τις περιπτώσεις που η 

υπόθεση είναι ψευδής και αναφέρουµε παραδείγµατα από τις Πανελλαδικές Εξετάσεις. Στη 

συνέχεια επισηµαίνουµε το ρόλο της ισοδυναµίας στα Μαθηµατικά. Τέλος διατυπώνουµε µια απλή 

αλλά πολύ χρήσιµη πρόταση, κυρίως όταν ζητάνε να βρούµε ένα ή περισσότερα µαθηµατικά 

αντικείµενα (αριθµούς, συναρτήσεις, διανύσµατα κτλ.). 
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1. Η  συνεπαγωγή 
 Πολλές φορές στα µαθηµατικά έχουµε να αποδείξουµε µία συνεπαγωγή, δηλαδή µια 

πρόταση της µορφής:   

                             «Αν p, τότε q», συµβολικά : « p q⇒ », 

όπου p και q είναι δύο προτάσεις. 

 Πριν προχωρήσουµε πρέπει να τονίσουµε ότι όταν λέµε ότι θα αποδείξουµε την αλήθεια 

µιας συνεπαγωγής: p q⇒  δεν εννοούµε ότι θα αποδείξουµε την αλήθεια της πρότασης p, 

ούτε την αλήθεια της πρότασης q, αλλά την αλήθεια τις πρότασης : p q⇒ .Πότε όµως µια 

συνεπαγωγή p⇒q είναι αληθής και πότε είναι ψευδής; Αυτό στα µαθηµατικά δεν το καθορίζει ο 

καθένας όπως θέλει ή όπως το καταλαβαίνει και ούτε είναι θέµα άποψης. Αυτό ορίζεται στη 

Μαθηµατική Λογική, που είναι η βάση όλων των µαθηµατικών, ως εξής: 

 

 

Η πρόταση p⇒⇒⇒⇒q είναι ψευδής, µόνο αν η p είναι αληθής και 

η q είναι ψευδής. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις είναι 

αληθής. 

 p  q p⇒q 

 α  α   α 

 α  ψ   ψ 

 ψ  α   α 

 ψ  ψ   α 
 

  

 Η πρόταση p ονοµάζεται  «υπόθεση» και η q ονοµάζεται «συµπέρασµα» της συνεπαγωγής: 

p⇒q. 

 Σηµειώνουµε ότι: 

α) Αν η πρόταση p είναι ψευδής, τότε η πρόταση:p⇒q είναι αληθής, είτε η πρόταση q είναι 

αληθής, είτε είναι ψευδής. 

β) Αν η πρόταση: p⇒q είναι αληθής, τότε δεν έπεται αναγκαίως ότι η πρόταση p είναι αληθής, 

ούτε ότι η πρόταση q είναι αληθής. 

 Μερικοί άλλοι τρόποι εκφράσεως της συνεπαγωγής p⇒q, είναι οι εξής; 

                                              «p συνεπάγεται q» 

                                                   «p πρέπει q» 

                                                     «q αρκεί p» 

                                     «p είναι ικανή συνθήκη για την q» 

                                   «q είναι αναγκαία συνθήκη (συνεπεία) της p». 

 

 

2. Απόδειξη συνεπαγωγής. 
     Σε µια µαθηµατική θεωρία ( εκεί µόνο ορίζεται η αυστηρή έννοια της απόδειξης), για να 

αποδείξουµε µια  συνεπαγωγή: p⇒q, µπορούµε να διακρίνουµε δύο περιπτώσεις (σύµφωνα µε τον 

ορισµό της συνεπαγωγής): 
1
ον

. Έστω ότι η p είναι ψευδής. Τότε η συνεπαγωγή p q⇒  είναι αληθής. 

2
ον

. Έστω ότι η p είναι αληθής. Τότε θα πρέπει ,εφαρµόζοντας τα θεωρήµατα της  θεωρίας και µε 

τη βοήθεια των νόµων και των κανόνων της Λογικής, να  αποδείξουµε την αλήθεια της q. 

 Όταν λέω Λογική, εννοώ τη Μαθηµατική Λογική και όχι τη λογική που αποκτά ο καθένας µόνος 

του. Αυτή είναι υποκειµενική, εµπειρική λογική, η οποία δεν ταυτίζεται πάντοτε µε τη Μαθηµατική 

Λογική. Τα µαθηµατικά θεµελιώνονται, κατανοούνται και αναπτύσσονται µε τη βοήθεια της 

Μαθηµατικής  Λογικής. 
 Στις αποδείξεις όµως την πρώτη περίπτωση ( που η p είναι ψευδής ) δεν την αναφέρουµε, 

όχι γιατί δεν χρειάζεται, αλλά γιατί αυτός που κάνει αποδείξεις υποτίθεται ότι ξέρει Μαθηµατική 

Λογική (αφού είναι η βάση των µαθηµατικών ) και θεωρεί περιττό σε κάθε απόδειξη να 

επαναλαµβάνει ότι αν η p είναι ψευδής τότε  η συνεπαγωγή είναι αληθής. 
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•Για παράδειγµα ,έστω ότι θέλουµε να αποδείξουµε ότι: 

«Για κάθε α,β,γ∈�  ισχύει: 

                    αν  α+β+γ=0 ,τότε 
3 3 3α +β + γ = 3αβγ ». 

Λύση. Έστω ότι α+β+γ=0, οπότε α β γ+ = − . Έτσι έχουµε: 

( ) ( )3 3α β γ+ = − ⇒ ( )3 3 33α β αβ α β γ+ + + = − ⇒ 
3 3 33α β αβγ γ+ − = −     

                                    ⇒ 3 3 3 3α β γ αβγ+ + = . 

Η απόδειξη τελείωσε και είναι δεκτή, παρόλα που έγινε µόνο για τρεις αριθµούς που έχουν 

άθροισµα 0, ενώ µας είπαν να αποδείξουµε την συνεπαγωγή για τρεις οποιουσδήποτε 

πραγµατικούς αριθµούς α, β και γ. Γιατί ; Γιατί, υπονοούµε ότι στην περίπτωση που οι αριθµοί 

αυτοί δεν έχουν άθροισµα 0 (π.χ., αν α=5,β=7 και γ=1 ), η υπόθεση είναι ψευδής και άρα η 

συνεπαγωγή είναι αληθής ( όποιος δεν το υπονοεί κάνει δικά του µαθηµατικά). 

 Τελικά, στις  δύο παρακάτω περιπτώσεις, θα έχουµε αποδείξει την αλήθεια µιας 

συνεπαγωγής: p q⇒ : 

Α. Αν αποδείξουµε ότι η p είναι ψευδής. 

Β. Αν υποθέσουµε ότι η p είναι αληθής (αγνοώντας ή αδιαφορώντας αν αυτό είναι  σωστό ή όχι ) 

και  αποδείξουµε ότι και η q είναι αληθής. 

∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι : σκοπός των µαθηµατικών δεν είναι να ξεχωρίσουν  τι είναι 

αληθές και τι είναι  ψευδές στον κόσµο, αλλά να βρουν ποιες προτάσεις είναι λογικές 

συνέπειες άλλων δοσµένων προτάσεων. 

       • Βεβαίως υπάρχουν και άλλοι τρόποι για να αποδείξουµε µια συνεπαγωγή, όπως για 

παράδειγµα η µέθοδος της εις άτοπο αγωγής, η µέθοδος της αντιστροφοαντιθέτου προτάσεως κτλ. 

Στις Πανελλαδικές εξετάσεις, όπως θα δούµε παρακάτω, έχει συµβεί να βάλουν θέµατα 

στα οποία η υπόθεση είναι ψευδής. Σε καµία περίπτωση τα θέµατα αυτά δεν µπορούν να 

χαρακτηριστούν λανθασµένα. Γιατί, σε κάθε άσκηση εκείνο που ζητείται από τον λύτη είναι, 

θεωρώντας ότι οι υποθέσεις είναι αληθείς  (αδιαφορώντας αν αυτό ισχύει  ή όχι) και εφαρµόζοντας 

τα θεωρήµατα της θεωρίας, καθώς και τους νόµους και τους  κανόνες της Μαθηµατικής Λογικής, 

να αποδείξει αυτά που ζητάει η άσκηση. Είναι βέβαιο ότι αυτό ζητάνε αυτοί που προτείνουν τέτοια 

θέµατα. Ίσως, ούτε καν υποψιάζονται ότι η υπόθεση µπορεί να είναι ψευδής. Τώρα, το ότι σε 

τέτοιες περιπτώσεις υπάρχει και άλλη λύση οφείλουµε να το γνωρίζουµε. Εξάλλου, όταν, για να 

λύσουµε µια άσκηση στη Γεωµετρία φτιάχνουµε, για παράδειγµα ,ένα ισοσκελές τρίγωνο 

αναρωτηθήκαµε ποτέ αν το τρίγωνο που φτιάξαµε είναι πράγµατι ισοσκελές; Όχι βέβαια. 

Υποθέτουµε ότι είναι ισοσκελές και συνεχίζουµε  (δηλαδή, τις περισσότερες φορές, 

εργαζόµαστε µε ψευδείς υποθέσεις). Ουσιαστικά, έστω και αν δεν το καταλαβαίνουµε, εννοούµε 

ότι, αν το τρίγωνο  που φτιάξαµε δεν είναι ισοσκελές ( υπόθεση ψευδής ), τότε η  συνεπαγωγή µε 

συµπέρασµα αυτά που θα καταλήξουµε, είναι αληθής  (επαναλαµβάνω ,η συνεπαγωγή). 

 Τώρα  θα µου πείτε, αν ο λύτης εξετάσει τις υποθέσεις και αποδείξει ότι µία (τουλάχιστον) 

από αυτές είναι ψευδής ή φθάσει σε άτοπο , τι γίνεται; Απλούστατα, τότε  και πάλι θα έχει λύσει 

την άσκηση , γιατί και στη δεύτερη περίπτωση θα έχει αποδείξει ότι µία τουλάχιστον από τις 

υποθέσεις  είναι ψευδής, οπότε η συνεπαγωγή είναι αληθής. 

• Το θέµα όµως είναι αλλού, όταν πρόκειται για Πανελλαδικές  Εξετάσεις. Αν ένας µαθητής 

έκανε µια τέτοια λύση, δηλαδή έδειχνε ότι κάποια από τις υποθέσεις είναι ψευδής, θα την 

θεωρούσαν σωστή οι βαθµολογητές; Πολύ αµφιβάλλω. 

 

Το 1947 στις Εισαγωγικές Εξετάσεις της Μαθηµατικής Σχολής (όπως λεγόταν τότε) του 

Πανεπιστηµίου Αθηνών είχαν βάλει το εξής θέµα: 
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«Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι: 

          συνΑ+συνΒ+συνΓ=2  (1)  και  ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ=1    (2)να δειχθεί ότι: 

R=
( )2

αβγ

α +β + γ
, όπου R η ακτίνα του περιγεγραµµένου  κύκλου του τριγώνου αυτού και  α,β,γ 

τα µήκη των  πλευρών του». 

Λύση.( Όλοι οι τύποι της τριγωνοµετρίας που θα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω ήταν γνωστοί 

στους τότε υποψηφίους).Βρίσκουµε εύκολα ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν: 

                       συνΑ+ συνΒ+ συνΓ=1 4 .
2 2 2

ηµ ηµ ηµ
Α Β Γ

+               (3)    

                         ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ= 4 .
2 2 2

συν συν συν
Α Β Γ

                 (4) 

Λόγω των υποθέσεων (1) και (2), από τις (3) και (4) έπεται  ότι: 

      
2 2 2

ηµ ηµ ηµ
Α Β Γ

=
1

4
      και    

2 2 2
συν συν συν

Α Β Γ
=

1

4
.  (5) 

Λόγω  αυτών, των (1) και (2) και επειδή α=2RηµΑ, β=2RηµΒ και γ=2RηµΓ έχουµε: 

                        
( )2

αβγ

α β γ+ +
=

( )22

2 .2 .2

4

R R R

R

ηµ ηµ ηµ

ηµ ηµ ηµ

Α Β Γ

Α+ Β+ Γ
 = 

                          
1 1

2 .2 .2 .2 16 . . .
2 2 2 2 2 2 4 4

R R Rηµ συν ηµ συν ηµ συν
Α Α Β Β Γ Γ

= = =  

Σχόλιο 1.  ∆εν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο να ισχύει η υπόθεση (1). Αυτό  δεν µειώνει  

στο ελάχιστο  την ορθότητα της προηγούµενης λύσης. Το ότι δεν υπάρχει τέτοιο τρίγωνο δεν 

κάνει την  λύση ,ούτε ευκολότερη, ούτε δυσκολότερη. Και δεν µπορεί να ισχυρισθεί κάποιος ότι 

δεν έλυσε την άσκηση επειδή δεν υπάρχει τέτοιο τρίγωνο. 

Ας δούµε τώρα γιατί δεν υπάρχει τέτοιο τρίγωνο. Συγκεκριµένα, θα αποδείξουµε ότι σε κάθε 

τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: ≤
3

συνΑ +συνΒ +συνΓ
2

, οπότε δεν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ που να ισχύει η 

σχέση:   

                              συνΑ+συνΒ+συνΓ=2. 

Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να το αποδείξουµε. Εµείς θα χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω 

ισότητα  (3) ,η οποία  ισχύει σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ. Προηγουµένως όµως θα αποδείξουµε ότι: 

 

«Για οποιεσδήποτε γωνίες x,y,z και ω του διαστήµατος (0,π),    

  ισχύουν οι  σχέσεις: 

                                     ≤ 2 x + y
ηµxηµy ηµ

2
                              (6) 

                            ≤ 4 x + y + z +ω
ηµxηµyηµzηµω ηµ

4
             (7) 

                                    ≤ 3 x + y + z
ηµxηµyηµz ηµ

3
                   (8)». 

♦ Για να αποδείξουµε την (6) αρκεί να αποδείξουµε ότι: 

                                22 2
2

x y
x yηµ ηµ ηµ

+
≤ ,   

    αρκεί: ( ) ( ) 1 ( )x y x y x yσυν συν συν− − + ≤ − + , 

    αρκεί: ( ) 1x yσυν − ≤ , ισχύει. 

♦ Σύµφωνα µε την  (6) και επειδή , , , (0, )x y z ω π∈ ,έχουµε: 
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2

2 2

2 2 2 2

x y z x y z
x y z

ω ω
ηµ ηµ ηµ ηµω ηµ ηµ ηµ ηµ

+ + + + ≤ = ≤ 
 

 

                      

2

2 42 2 (7).
2 4

x y z

x y z

ω
ω

ηµ ηµ

+ + +  + + +
≤ = ⇒ 
 
 

 

♦ Επειδή , , , (0, )
3

x y z
x y z π

+ +
∈ , σύµφωνα µε την (7), έχουµε: 

               4 3

3 4

x y z
x y z

x y z
x y zηµ ηµ ηµ ηµ ηµ

+ +
+ + ++ +

≤ ⇒  

                4

3 3

x y z x y z
x y zηµ ηµ ηµ ηµ ηµ

+ + + +
⇒ ≤  ( και επειδή   

                     0) (8).
3

x y z
ηµ

+ +
> ⇒  

• Από την (3), λόγω  της (8), έχουµε:  

           συνΑ+ συνΒ+ συνΓ= 3 2 2 21 4 1 4
2 2 2 3

ηµ ηµ ηµ ηµ

Α Β Γ
+ +Α Β Γ

+ ≤ + =  

                     

3

3 3 0 1 3
1 4 1 4 30 1 4

6 2 2
ηµ ηµ

Α+Β+Γ  = + = + = + = 
 

⇒  

                                   ⇒    συνΑ+ συνΒ+ συνΓ
3

2
≤ .  

• • Θα µπορούσε κάποιος µετά τις ισότητες (5) να προχωρήσει ως εξής: 

      Επειδή: 
( )( )

2

τ β τ γ
ηµ

βγ
Α − −

=  κτλ και ( )( )( )τ τ α τ β τ γΕ = − − − , 

η πρώτη από τις ισότητες (5) γίνεται: 

                     
2

2( )( )( ) 1 1
4

4 4

τ α τ β τ γ
ταβγ

αβγ ταβγ
− − − Ε

= ⇒ = ⇒ Ε =  (9). 

 Επίσης, επειδή:
( )

2

τ τ α
συν

βγ
Α −

=  κτλ. η δεύτερη από τις ισότητες (5) γίνεται:  

                                   
1

4
4

τ
αβγ τ

αβγ
Ε

= ⇒ = Ε  (10). 

Από τις (9) και (10) έπεται ότι: 

           2 2 24 .4τ τ τ ρτ τ ρ τΕ = Ε⇒ Ε = ⇒ = ⇒ = (11). 

Από την (10) και επειδή :
4R

αβγ
Ε =  βρίσκουµε ότι τ=R. Από αυτή και την (11) έπεται ότι 

ρ=R!!!, άτοπο. Άρα κάποια από τις υποθέσεις είναι ψευδής. 

 

Το 1997 στις Γενικές Εξετάσεις της 1
ης

  δέσµης το θέµα 3Β ήταν το εξής: 

«Υποθέτουµε ότι υπάρχει πραγµατική συνάρτηση g παραγωγίσιµη στο� , τέτοια ώστε 

,υπάρχει πραγµατικός αριθµός α, ώστε να ισχύει: 

                           ( ) ( ) ( )y xg x + y = e g x + e g y + xy +α                 (1) 
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 για κάθε x,y∈R.  Να δείξετε ότι: 

 i)  g(0) = -α.      ii) ′ ′ xg (x) = g(x) + g (0)e + x  , για κάθε x∈� ». 

 

Λύση. i) Θέτοντας στην (1) x=y=0, βρίσκουµε: 

                         0 0(0) (0) (0) (0) .g e g e g gα α= + + ⇒ = −  

 

ii) Έστω ένας αριθµός 0x ∈� . Από την (1) µε 0x x= , έχουµε για κάθε y∈� : 

                            0

0 0 0( ) ( ) ( ) .
xy

g x y e g x e g y x y α+ = + + +  

Παραγωγίζοντας ( ως προς y ) έχουµε: 

                           0

0 0 0( ) ( ) ( ) .
xy

g x y e g x e g y x′ ′+ = + +  

Άρα, για κάθε ,x y∈�  ισχύει: 

                               ( ) ( ) ( ) .y xg x y e g x e g y x′ ′+ = + +  

από αυτή µε y=0, έχουµε για κάθε x∈� : 

                                           ( ) ( ) (0) xg x g x g e x′ ′= + + . 

Σχόλιο 2. ∆εν υπάρχει συνάρτηση →g : R R  και  αριθµός ∈α R  ώστε να ισχύει  η ισότητα 

(1) για κάθε ∈x, y R ( αυτό , όπως είπαµε και παραπάνω, δεν µειώνει στο ελάχιστο την ορθότητα 

της προηγούµενης λύσης ). Πράγµατι, έστω ότι υπάρχουν. Προηγουµένως από την (1) µε x=y=0 

βρήκαµε ότι (0) .g α= −  Θέτοντας στην (1) x=1 και y=0 βρίσκουµε ότι: 

              g(1)=g(1)+eg(0)+α ⇒ ( ) 0 (1 ) 0 0e eα α α α− + = ⇒ − = ⇒ = . 

Έτσι από την (1), έχουµε για κάθε ,x y∈� : 

                                 ( ) ( ) ( )y xg x y e g x e g y xy+ = + + .                  (2) 

Από την (2) µε x=1 και y=1, βρίσκουµε ότι: 

               g(2)=eg(1)+eg(1)+1⇒ g(2)=2eg(1)+1                (3) 

Από την (2) µε y=2, έχουµε για κάθε x∈� : 

[ ](3)2 2 x( 2) ( ) g(2)+2x  e g(x)+e 2eg(1)+1 +2xx
g x e g x e+ = + = ⇒ 

                2 1( 2) ( ) 2 (1) 2x xg x e g x e g e x++ = + + + .              (4) 

Από την (2) µε y=1, έχουµε για κάθε x∈� : 

                     ( 1) ( ) (1)xg x eg x e g x+ = + + .                         (5) 

θέτοντας σ’αυτή όπου x το x+1 έχουµε για κάθε x∈� : 

    

(5)1 1

2 1

( 1 1) ( 1) (1) 1 ( ) (1) (1)

         1 ( 2) ( ) 2 (1) 1(6).

x x x

x

g x eg x e g x e eg x e g x e g

x g x e g x e g ex x

+ +

+

 + + = + + + + = + + + + 

+ + ⇒ + = + + + +
.            

 Aπό τις (4) και (6) βρίσκουµε ότι για κάθε  x∈�  ισχύει: 

                   2 1 1 1 ( 1)x x xe x ex x e ex x e x e+ = + + ⇒ − = − ⇒ − = − . 

 Από την τελευταία ισότητα µε x=2 βρίσκουµε: 

            2 1 2( 1) ( 1)( 1) 2( 1) 1 2 1e e e e e e e− = − ⇒ + − = − ⇒ + = ⇒ = , άτοπο. 

 Θα  λύσουµε ακόµα την εξής άσκηση:  

« Για κάθε πραγµατικό αριθµό ≠α 0,  να δείξετε ότι:  

                            αν 
3

2α + = 4
α

, τότε 
 
 
 

2

2 3
α + = 1

2α
». 
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Λύση. Έχουµε: 

       

2

2

2

3 3 9 3
2 4 2 16 4 2.2 . 16α α α α

α α α α
 + = ⇒ + = ⇒ + + = ⇒ 
 

 

                      

2

2 2 2 2

2 2 2

9 9 9 3
4 12 16 4 4 1 1.

4 2
α α α α

α α α α
 ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = 
 

 

Σχόλιο 3. Τι το ιδιαίτερο έχει η άσκηση αυτή; ∆εν υπάρχει πραγµατικός αριθµός ≠α 0  που να 

ισχύει η υπόθεση. Πράγµατι, τότε θα είχαµε: 

        2 2 23 3 1
2 4 2 4 3 0 2 0 2 1 0

2 2
α α α α α α α

α
+ = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ − + + = ⇒  

                                             ( )2 1
1 0

2
α⇒ − + = , άτοπο. 

Σχόλιο 4. Αν και, όπως είπαµε και παραπάνω, τα θέµατα του τύπου αυτού ( µε ψευδή υπόθεση) 

δεν µπορούν να χαρακτηρισθούν λανθασµένα, η γνώµη µου είναι ότι τέτοιου είδους θέµατα δεν 

πρέπει  να τίθενται σε εξετάσεις που αφορούν µαθητές ( Γυµνάσιο, Λύκειο, Πανελλαδικές). Και 

τούτο για δύο λόγους: 
α) Αν ένας µαθητής φθάσει στο συµπέρασµα ότι η υπόθεση είναι ψευδής  θα γνωρίζει ότι έχει 

λύσει την άσκηση και ότι πρέπει να σταµατήσει εκεί; Νοµίζω όχι, σύµφωνα µε αυτά που 

διδάσκεται. Κατά πάσα πιθανότητα θα νοµίζει ότι ο ίδιος κάπου έχει κάνει λάθος και θα 

σπαταλήσει το χρόνο του προσπαθώντας να βρει το λάθος του. 

β) Ας υποθέσουµε ότι ένας µαθητής φτάνει στο συµπέρασµα ότι η υπόθεση είναι ψευδής και ότι 

γνωρίζει ότι σ' αυτή την περίπτωση έχει λύση την άσκηση. Ο βαθµολογητής θα θεώρηση σωστή  

µια τέτοια λύση; Πολύ αµφιβάλλω, όπως είπα και παραπάνω. 

 

3. Η  ισοδυναµία 

  Η ισοδυναµία είναι µια από τις βασικότερες έννοιες στα µαθηµατικά. Βεβαίως, άλλο 

εννοούµε όταν λένε ότι δύο εξισώσεις(ή δύο ανισώσεις, κτλ.) είναι ισοδύναµες και άλλο όταν λέµε 

ότι  δύο προτάσεις είναι ισοδύναµες. Όπως είναι γνωστό, δύο εξισώσεις(ή δύο ανισώσεις, κτλ.) 

λέµε ότι είναι ισοδύναµες αν, και µόνο αν, έχουν τις ίδιες λύσεις, δηλαδή κάθε λύση της µιας είναι 

και λύση της άλλης. 

 ∆ύο προτάσεις πότε λέµε ότι είναι ισοδύναµες; Ακριβέστερα, αν p και q είναι δύο 

προτάσεις, πότε λέµε ότι η πρόταση: p⇔q ( διαβάστε: «p ισοδυναµεί q»), είναι αληθής και πότε 

είναι ψευδής; Αυτό, όπως και η συνεπαγωγή,  ορίζεται στη Μαθηµατική Λογική, ως εξής: 

 

 

Η πρόταση:p⇔⇔⇔⇔q είναι αληθής µόνο αν οι προτάσεις p και q 

είναι ταυτοχρόνως αληθείς ή ταυτοχρόνως ψευδείς. Σε κάθε 

άλλη περίπτωση είναι  ψευδής. 

 p  q p⇔q 

 α  α   α 

 α  ψ   ψ 

 ψ  α   ψ 

 ψ  ψ   α  
  

 Σηµειώνουµε ότι σε µια ισοδυναµία: p⇔q δεν υπάρχει « υπόθεση» και «συµπέρασµα», όπως σε 

µία συνεπαγωγή. 

 Μερικοί άλλοι τρόποι εκφράσεως της ισοδυναµίας p⇔q ,είναι οι εξής; 

                                   «p αν, και µόνο αν,q» 

                                   «p πρέπει και αρκεί q» 

                                   «p τότε, και µόνο τότε,q» 

                                   «p και q είναι ισοδύναµες» 

                                   «p είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη της q» 
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4. Ισοδυναµία και ορισµοί 
 Στα µαθηµατικά ( και όχι µόνο) , µε την βοήθεια των ισοδυναµιών δίνουµε τους διάφορους 

ορισµούς. Βεβαίως, την ισοδυναµία στους ορισµούς την δεχόµαστε και δεν έχει την έννοια της 

ισοδυναµίας δύο γνωστών προτάσεων, όπως επίσης και η ισοδυναµία δύο εξισώσεων δεν έχει την 

ίδια έννοια µε την ισοδυναµία δύο προτάσεων (§3) (γι' αυτό συµβολικά γράφουµε:
ορ ⋅
⇔ και 

όχι:⇔ ).∆ηλαδή, όταν θέλουµε να ορίσουµε: µια νέα έννοια Α και λέµε: «Α αν, και µόνο αν, Β» 

,εννοούµε ότι: « Όταν λέµε Α δεχόµαστε ότι ισχύει  το Β και όταν ισχύει το Β δεχόµαστε να λέµε  

Α». 

 ∆υστυχώς, µερικά βιβλία, µεταξύ αυτών τα σχολικά και µερικά πανεπιστηµιακά , δεν 

δίνουν τους ορισµούς υπό µορφή ισοδυναµιών, αλλά υπό µορφή συνεπαγωγών , που είναι µεγάλο 

λάθος, µε αποτέλεσµα να προκαλούν σύγχυση. Αναφέρουµε µερικά παραδείγµατα: 

 1)  ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ  Α΄ και Β΄ Ενιαίου Λυκείου. Στη σελίδα 18, γράφει: 

 « ∆ύο γωνίες  λέγονται συµπληρωµατικές αν έχουν άθροισµα µια ορθή γωνία». Με άλλα 

λόγια, µας λέει ότι: « Αν δύο γωνίες έχουν άθροισµα µια ορθή γωνία , τότε οι γωνίες αυτές 

λέγονται συµπληρωµατικές». Ακριβέστερα, µας λέει ότι: 

                 ( 1 )ήω ϕ ορθ
∧ ∧
+ = ⇒ (  και  είναι συµπληρωµατικές)ω ϕ

∧ ∧
. 

Και τώρα γεννάται το ερώτηµα, από πού προκύπτει ότι: « Αν δύο γωνίες είναι συµπληρωµατικές 

έχουν άθροισµα µια ορθή γωνία;». Προφανώς από πουθενά. Ο σωστός ορισµός είναι ο εξής: 

   « ∆ύο γωνίες  λέγονται συµπληρωµατικές αν, και µόνο αν, έχουν άθροισµα µια ορθή γωνία». 

Σχόλιο. Αν ένας σας έλεγε ότι :«∆ύο άνθρωποι λέγονται πρώτα ξαδέλφια, αν οι πατεράδες τους 
είναι αδέλφια ». ∆ηλαδή: «Αν οι πατεράδες τους είναι αδέλφια, τότε λέγονται πρώτα ξαδέλφια»,  

είναι βέβαιο ότι θα αντιδρούσατε και θα του λέγατε  ότι αυτό δεν είναι σωστό. Και θα είχατε δίκιο, 

γιατί δύο άνθρωποι είναι πρώτα ξαδέλφια και σε άλλες περιπτώσεις. Για παράδειγµα, όταν οι 

µανάδες τους είναι  αδελφές. Αλλά ο ορισµός αυτός είναι εντελώς όµοιος µε τον παραπάνω ορισµό, 

καθώς και µε όλους τους άλλους ορισµούς , που δίνει το σχολικό βιβλίο της Γεωµετρίας , όπως και 

όλα τα αλλά σχολικά βιβλία και όχι µόνο. 

2)  ΑΛΓΕΒΡΑ Α΄ Ενιαίου λυκείου. Στη σελίδα 80, γράφει: 

« Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α λέγεται άρτια, αν για κάθε x∈Α  ισχύει: x− ∈Α  

και f(-x)=f(x)». 

Ο σωστός ορισµός είναι ο εξής: 

« Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α λέγεται άρτια, αν, και µόνο αν, για κάθε x∈Α  

ισχύει: x− ∈Α  και f(-x)=f(x)». 

3) ΑΛΓΕΒΡΑ Β Ενιαίου λυκείου. Στη σελίδα 94, γράφει: 

« Μια ακολουθία λέγεται αριθµητική πρόοδος, αν κάθε  όρος της προκύπτει από το 

προηγούµενό του µε πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθµού» 

Ο σωστός ορισµός είναι ο εξής: 

« Μια ακολουθία λέγεται αριθµητική πρόοδος, αν, και µόνο αν, κάθε  όρος της προκύπτει από 

το προηγούµενό του µε πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθµού» 

4)  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης, Γ΄ τάξη Ενιαίου Λυκείου. Στη 

σελίδα 213, γράφει: 

« Μια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της, αν 

υπάρχει το 

 

                                       
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−

−
 

και είναι πραγµατικός αριθµός». 
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Ο σωστός ορισµός είναι ο εξής: 

« Μια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της, αν, 

και µόνο αν, υπάρχει το 

 

                                       
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−

−
 

και είναι πραγµατικός αριθµός». 

 

5. Απόδειξη ισοδυναµίας:p⇔⇔⇔⇔q 
1
ος

 τρόπος. ∆είχνουµε ότι: p ⇒ q και q ⇒ p. 

2
ος

 τρόπος. Κατασκευάζουµε µια διαδοχή (αληθών) ισοδυναµιών της µορφής:   

                    p ⇔ r ⇔ t ⇔…u ⇔ q   ή   q ⇔ u ⇔…⇔ r ⇔ p. 

3
ος

 τρόπος. ∆είχνουµε ότι: p ⇔ r και q ⇔ r. 

       • Βεβαίως υπάρχουν και άλλοι τρόποι για να αποδείξουµε µια ισοδυναµία , όπως για 

παράδειγµα η µέθοδος της εις άτοπο αγωγής κτλ. 

 

6. Μία απλή αλλά πολύ χρήσιµη πρόταση 
Η παρακάτω πρόταση είναι χρήσιµη σε πολλά ζητήµατα των µαθηµατικών. Κυρίως όµως 

είναι χρήσιµη όταν ζητάµε να βρούµε ένα ή περισσότερα µαθηµατικά αντικείµενα ( αριθµούς, 

συναρτήσεις, διανύσµατα κτλ. ). 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ. Αν (Σ) είναι µια σχέση ή ένα σύστηµα σχέσεων και για τις σχέσεις: 1, 2 ,..., νσ σ σ  

ισχύουν οι   συνεπαγωγές: 

                                        1 2( ) , ( ) ,..., ( ) νσ σ σΣ ⇒ Σ ⇒ Σ ⇒ ,               (1) 

τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

                                              

1

2

( )

( ) .

.

.

ν

σ

σ

σ

Σ





Σ ⇔ 






 

Με άλλα λόγια: « Κάθε σχέση ( ή σύστηµα σχέσεων) ισοδυναµεί µε τον     

                           εαυτόν της µαζί µε όποιες και όσες σχέσεις θέλουµε από          

                           εκείνες που συνεπάγονται από τη σχέση αυτή». 

Απόδειξη. Έστω ότι οι σχέσεις του ( )Σ  είναι αληθείς. Τότε, λόγω των συνεπαγωγών (1), κάθε µία 

από τις σχέσεις 1, 2 ,..., νσ σ σ  είναι αληθής. Το αντίστροφο είναι προφανές. 

� Παρακάτω δίνουµε µερικά παραδείγµατα εφαρµογής τις παραπάνω πρότασης. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1. Να βρείτε τους ακέραιους αριθµούς x και y , για τους οποίους  ισχύουν: 

                                      5x <  , 3 2 9x y− > ,  2 5 6x y+ > . 
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Λύση. Έχουµε, για κάθε , :x y∈�  

                              

   

5
5 5 3 5

19 57
3 2 9 15 10 45 3 2 9

3 2 9
2 5 6 4 10 12 2 5 6

2 5 6

x
x x x

x
x y x y x y

x y
x y x y x y

x y

< 
< < < <      >      − > ⇔ − > ⇔ ⇔ − >      − >     + > + > + >      + > 

⇔  

         

4 4
x=4 x=4 x=4

12 2 9  ή 2 3
y=o ή y=1 y=0 y=1

8 5 6 5 2

x x

y
y

y

=  =         ⇔ − > ⇔ ⇔ ⇔       − < <       + >   

 

 Άρα, οι ζητούµενοι αριθµοί είναι: (x=4 , y=0 ) και (x=4 , y=1 ). 

 

 

      ΑΣΚΗΣΗ 2. Να βρείτε τους µιγαδικούς αριθµούς z , για τους οποίους ισχύει: 2 3 4z i= − .                                

Λύση. Ένας µιγαδικός αριθµός z=x+yi , ,x y∈�  είναι ζητούµενος αν , και µόνον αν: 

           

( )
( )

( )

( )

2

22

2

2 2

2 22

3 4
3 4 3 4

3 4

2 3 4
                 

3 4

x yi i
z i x yi i

x yi i

x y xyi i

x yi

 + = −
= − ⇔ + = − ⇔ ⇔

+ = −

 − + = −
⇔ ⇔

+ = + −

 

                  

       

( )
( )

( )
( )

22 2

2

2 2

-x=2 ή x= 243
-x=2, y= 1  και

-2 4 1 y=1 ή y= 1
-x= 2, y=1

2 -xy= 25

xx y

xy y

xyx y

 = − =
 

⇔ = − ⇔ = ⇔ ⇔   
   = −+ =  

 

 Άρα, οι ζητούµενοι αριθµοί είναι:z=2-i και z=-2+i . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3. Να βρείτε τους µιγαδικούς αριθµούς z , για τους οποίους ισχύει: 

                                                
37z . = 1z . 

( Σχολικό βιβλίο Γ τάξης Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης σελίδα 122 άσκηση 5 ) 

Λύση. Έχουµε,για κάθε :z∈�  

          

37 3 6 444 3
37

3 107

. 1 1. 1. . 1
. 1

1. 1 11

z z zz zz z z
z z

zz zz z

 =   ===   
= ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

== = =   

 

                   ( ) ( ) ( )4 2 2 z z z z- i -i1 1 1 0 =1 ή = 1 ή =  ή =z z z⇔ = ⇔ − + = ⇔ . 

Άρα οι ζητούµενοι αριθµοί είναι: z 1 , z -1 , z i και z -i.= = = =  

Σχόλιο. Το σχολικό βιβλίο στις λύσεις (σελίδα 105  α΄ τρόπος ) διακόπτει τις ισοδυναµίες 

µε τη λέξη «Εποµένως» που σηµαίνει : «Συνεπάγεται». Έτσι όµως όλες οι ισοδυναµίες που γράφει 

θα έπρεπε να είναι συνεπαγωγές και στο τέλος να επαληθεύσει αν οι αριθµοί που βρήκε 

επαληθεύουν την δοσµένη εξίσωση. Γιατί αυτό δεν συνάγεται από πουθενά, αφού οι ισοδυναµίες 

διακόπτονται. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, οι αντίστροφες συνεπαγωγές ,αν και ισχύουν, δεν χρειάζονται 

στην απόδειξη. Τώρα, αν τις έγραψαν µόνο και µόνο επειδή ισχύουν, τότε θα έπρεπε να γράψουν 

και το θεώρηµα του Πυθαγόρα και όχι µόνο!!! 
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