

1)Να βρεθούν τα μέτρα των παρακάτω μιγαδικών αριθμών :

α) z1 = (3 + i)2             β) z2 = 
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δ) z4 = 
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         ε) z5 = 
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    στ) z6 = i2 + i3 + i4  ζ) z7 = (1 + i)(5 + 12i)      η) z8 = 
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    θ) z9 = εφx - i                                     ι) z10 =
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2) Aν |z - 2000| = |z - 2004|, να δειχθεί ότι : Re(z) = 2002.                       

3) Nα βρεθούν οι μιγαδικοί  z = x + yi για τους οποίους ισχύει:

    i) |z + i| = |z - i|                       ii) 
[image: image7.wmf]z+z+z-z=2z


4) Aν  |z + 3| = 2|z - 3| , δείξτε ότι : |z - 5| = 4 .

5) Δείξτε ότι : 
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6) Aν για τον zє( ισχύει η σχέση  
[image: image9.wmf](
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 , να βρεθεί η γραμμή πάνω στην οποία κινείται ο  z.         
7) Αν z1, z2, z3 єC ισχύει  |z1| = |z2| = |z3| =1  και  z1 + z2 + z3 = 4i να υπολογισθεί το μέτρο του μιγαδικού   
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8) Aν |z1| = |z2| = 2004, να δείξετε ότι ο  
[image: image11.wmf](
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9) Nα βρεθούν οι μιγαδικοί  z  για τους ισχύουν  |z +3 – 4i| = 1  και  Re(z) + Im(z) = 0.  
10) Αν για τους z1,z2 ισχύει |z1 + z2| = |z1| = |z2| με z1 ≠ 0 , τότε να δείξετε ότι |z1 - z2| = 
[image: image12.wmf]3

|z1|.
11) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του μιγαδικού  
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12) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  |z2 - 1| = |z|2 , τότε να δείξετε ότι  
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)

2

1

Rez=

2

 .
13) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς  z1,z2,w1,w2 ισχύει ότι :                                                                            α) 
[image: image15.wmf](
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                                                                                    (ταυτότητα Lagrange)
β)  
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                                                                   (ανισοταυτότητα Cauchy-Schwartz)
14) Aν  z ≠ 0 και ισχύουν  
[image: image17.wmf]z+1z
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 , τότε να βρεθεί ο  z.

15) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς  z1,z2, ισχύει ότι : 
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16) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  | z | = 1 τότε να δείξετε ότι ο 
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  είναι πραγματικός.
17) Δίνονται οι μιγαδικοί  z1,z2≠ 0 για τους οποίους ισχύει 
[image: image20.wmf]22
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      i) Δείξτε ότι |z1| = |z2|.

      ii) Δείξτε ότι |z1 + z2| = |z1 – z2| .

     iii) Aν Α η εικόνα του z1 , Β η εικόνα του z2 δείξτε ότι το τρίγωνο  ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.
18) Αν για τους z1,z2 ισχύει |z1 + z2| = |z1 – z2|  τότε να δείξετε ότι 
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19)  Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  
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  , να δείξετε ότι  
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20) Αν z ≠ -i , να δειχθεί η ισοδυναμία  | z | = 1 ( 
[image: image24.wmf]z-i
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21)  Να δειχθεί η ισοδυναμία   | z | = 1 ( 
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22)   Αν για τους z1,z2 ισχύει |z1| = |z2| = 1 τότε να δείξετε ότι  
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23)   Αν για τους z1,z2 ισχύει |z1| = |z2| = 1 τότε να δείξετε ότι  
[image: image27.wmf]12
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                                                                         (εξετάσεις Πανεπιστημίου Nice)
24)   Αν για τους z1,z2 ισχύει   
[image: image28.wmf]12
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 , τότε να αποδείξετε ότι              |z1| = 1 ή |z2| = 1  .
25) Bρείτε τον μιγαδικό  z για τον οποίο ισχύουν  | z | = 4 και 

       |z - 3| + |z + 3| = 10 .
26) Έστω  α,β єR  με  |α| + |β| ≠ 0. Να υπολογισθεί η παράσταση 
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27)   Έστω  α,β єR  με  α2 + β2 +αβi = 2 + i  . Να αποδείξετε ότι                   α = β. 
28)   Αν για τους z1,z2 ισχύει  |z1 - z2|2 = |z1|2 + |z2|2 , τότε να δείξετε ότι  |z1 + z2| = |z1 – z2|  .

29) Να βρείτε το σύνολο των εικόνων Μ(z) των μιγαδικών αριθμών  z , για τους οποίους ο μιγαδικός  
[image: image30.wmf]z-1-i
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30) Αν  |z – 3i - 2| = 2, να βρεθεί ο  z  με το ελάχιστο και το μέγιστο μέτρο.

31) Να παραστήσετε γραφικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z, για τους οποίους ισχύουν : 
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32) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων Μ(z) των μιγαδικών αριθμών z, όταν  
[image: image32.wmf]z+i
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  με α) wєI  β)  wєR .
33)  Αν για τους z1, z2, …, zν єC ισχύει  |z1| = |z2| = ...= |zν| =1  και                        z1 + z2 + … + zν = 1 , να αποδείξετε ότι    
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34) Έστω  z = x + yi , με Ιm(z) > 0, να αποδείξετε ότι  
[image: image34.wmf]z-i
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35)  Αν για τους z1, z2, z3 єC ισχύει  |z1| = |z2| = |z3| =1 και έστω οι μιγαδικοί  z = z1 + z2 + z3  και  w = z1z2 + z3z1 + z2z3 .
Nα αποδείξετε ότι | z | = | w |.
36) Αν για τους z1, z2 ισχύει  |z1 + z2| = |z1| + |z2| , τότε να δείξετε ότι 
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37) Αν | z | = 1 να δείξετε ότι : 
[image: image36.wmf]1z-2i3
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38) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z  για τους οποίους ισχύει : |z - 1|2 + |z + 1|2 = 4 .

39) Αν για τους z1, z2, z3 єC ισχύει  z1 + z2 + z3 = 0  και                               z12 + z22 + z32 = 0 , να δείξετε ότι :  |z1| = |z2| = |z3|.
                                                                          (εξετάσεις Πανεπιστημίου Liverpool)
40) Αν ο μιγαδικός  w  κινείται σε κύκλο κέντρου  Κ(0,0) και ακτίνας  ρ , όπου 0 < ρ ≠ 1 και ισχύει  
[image: image37.wmf]ρ
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 , δείξτε ότι ο  z  κινείται σε έλλειψη.
41) Αν για τους z1, z2 ισχύει |z1| < 1 και |z2| < 1 να δείξετε ότι                      |z1 - z2| < 
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42) Nα λυθούν οι εξισώσεις: 
       i) |z| - z = 1 + 2i                 ii) 
[image: image39.wmf]2
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43)  Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  α) 
[image: image40.wmf]22
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 τότε  zєR.
                                                    β)  
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44) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z , αν  | z – 2 +5i | = | z + 3i| .Από τους παραπάνω  z  να βρείτε αυτόν που έχει το ελάχιστο μέτρο.

45) Αν | z – 2 +i | = 2, τότε :

      α) δείξτε ότι ο  z κινείται σε κύκλο

      β) υπολογίστε τον  z  που έχει το ελάχιστο μέτρο και τον  z  που έχει το μέγιστο μέτρο.

46) Bρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ(z) , όπου z = x + yi για τους οποίους ισχύουν  |x| ≤ 3 ,  |y| ≤ 3 και |z| ≥ 3 .
47) α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς   z1,z2, ισχύει ότι : |z1 - z2|2 + |z1 + z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2) .

     β) Αν για τους z1, z2, z3 єC ισχύει  z1 + z2 + z3 = 0  και  |z1| = |z2| =   |z3| =1, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα σημεία Α(z1), B(z2) και Γ(z3) είναι ισόπλευρό.
                                                                 (εξετάσεις Πανεπιστημίου Manchester)
 48) Να εκφράσετε γραφικά το εμβαδό του κοινού μέρους των  μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει ταυτόχρονα |z| < 1 και                 |z - i| < 1 .
  49) Αν  z = 3συνθ + 4iημθ , θєR να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z .

50) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z , όταν ο μιγαδικός  
[image: image42.wmf]z
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  51) Να βρεθούν τα σημεία τομής των γεωμετρικών τόπων των εικόνων των μιγαδικών  z , w για τους οποίους ισχύει : 
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  52) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  z2 + z +1 = 0 , τότε να αποδείξετε ότι : | z | = | z + 1| = 1.

53) Έστω οι μιγαδικοί  z1,z2  με z2 ≠ 1.Να αποδείξετε ότι , αν z1 єR  ή | z2 | = 1 τότε ο  
[image: image45.wmf]121
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  54) Να αποδείξετε ότι  
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)

(

)

νν

w=1+i3-1-i3I

Î

 .

  55) Αν  zє(, να αποδείξετε ότι : i)  με Re(z) < 
[image: image47.wmf]1
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      ii) με  
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   τότε  | z | > 1.
  56) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  
[image: image51.wmf]2
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 , να βρεθεί που κινούνται οι εικόνες του μιγαδικού  z.
  57) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z  για τον οποίο ισχύει : 
[image: image52.wmf](1-i)z+2i=4

 .
  58) Έστω  
[image: image53.wmf](

)

(

)

z=2x-3+2

ψ-1i

 , x,ψ єR. Δείξτε ότι στο μιγαδικό   επίπεδο ο γεωμετρικός τόπος των σημείων (x,ψ) όταν 
[image: image54.wmf]2z-1+3i=3

 , είναι κύκλος.
  59) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z  στις παρακάτω περιπτώσεις :

      α) | z - 1 | = | z + i|                         ε) | z - 1 | < | z - i|                         
      β) | z - 1 | = 2
                  στ) | z – i | = | z +1|   και  | z – 1 + i | = 1  
      γ) | z +2 | < 4

      δ) 2 < | z - 1 | < 3

60) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z  όταν  
[image: image55.wmf]2
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61) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z  αν 
[image: image56.wmf]2
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  62) Αν z є(* με | z | = 1 και  
[image: image57.wmf]2
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, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w.
  63)  Αν z є( με | z | = 1 και 
[image: image58.wmf]1
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 , να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w.
  64) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z  αν οι εικόνες των μιγαδικών  1, z , 1 + z2 είναι σημεία συνευθειακά.
  65) Για ποιους φυσικούς αριθμούς  ν ισχύει : i2ν+1 = i ;
  66) Aν  | z – 3 + i | = 2, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  w στις παρακάτω περιπτώσεις :

      i)  w = z +1        ii) w = z – 3 + 5i     iii) w = 2z – 4 + 3i
67) Nα βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός  z є(  αν  
[image: image59.wmf]z-1z-2
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  68) Αν | z +2 - 3i | = 2, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  w = 2z – 1 + i.
69) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει | z -1 - i | < 5 να δείξετε ότι                     | z -10 - 13i | > 10.
70) Αν για τον μιγαδικό  z  ισχύει  zν-1 + zν-2 + ...+ z + 1 = 0 , να δείξετε ότι  | z | = 1 .
  71) Αν ο  z  κινείται σε κύκλο με κέντρο  Κ(1,2) και ακτίνα  ρ = 1 να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο  Μ(w) όταν :

      α) w = z – 1    και      β) w = 3z + 2 – i.

  72) Να λυθεί η εξίσωση  2z3 = | z | + 1.
  73) Aν | z +4i | = 2 να βρεθούν η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του              | z - 3 | .

  74) Αν Α, Β οι εικόνες των  z1,z2 є(* , να δειχθεί η ισοδυναμία : 
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  ( Ο,Α,Β συνευθειακά  ή  (ΟΑ) = (ΟΒ).
  75) Αν για τους z1, z2 ισχύει | z1 - i | = 1  και | z2 - 3 | = 2 , να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της παράστασης  | z1 – z2 |.
  76) Aν z1, z2 є( να δειχθεί ότι :  
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  77) Να λυθεί η εξίσωση : z2 + 2|z| - 8z +15 = 0.
  78) Έστω ο μιγαδικός  z = x + yi  και ο  
[image: image62.wmf]2
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 .Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ(z) , αν wєR.

  79) Αν για τους z1, z2, z3 єC ισχύουν  z1 + z2 + z3 = 0 και 
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  , να δειχθεί ότι : 
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  80) Να δείξετε ότι για τους z1, z2, …, zν єC ισχύει : 
[image: image65.wmf]12
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  για κάθε νєΝ* με ν ≥2.
  81) Αν z є( και  |2z-1| = | z - 2 | , να δειχθεί ότι : |z| = 1.
  82) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων για τα οποία ο λόγος  
[image: image66.wmf]1+z
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 είναι φανταστικός αριθμός.
  83) Να βρεθεί η συνθήκη για να ισχύει η σχέση |z1 - z2| = |z1| + |z2|.
  84) Να βρεθεί η μέγιστη τιμή της παράστασης  Α = |z – 3 – 7i|, όταν  z є( και | z – 1- 2i | ≤ 3.
  85) Έστω ο μιγαδικός  z = x + yi και οι μιγαδικοί  z1 = z – 2 + i ,             z2 = 2 – i .Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ(z) , αν ο  z1. z2  είναι φανταστικός.
  86) Αν  z = α + βi να δειχθεί ότι : 
[image: image67.wmf]α+β
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 .
  87) Αν  z1, z2,єC  και λ > 0 να δειχθεί ότι :                                                          |z1 - z2|2 ≤ (1 + λ)|z1|2 + (
[image: image68.wmf]1
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  88) Αν  
[image: image69.wmf]ν

12

12

ν

z-i

z-iz-i

++...+1

z+iz+iz+i

á

  τότε να δείξετε ότι : 
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  89) Αν  
[image: image71.wmf](
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 τότε :

      α) Δείξτε ότι ο  z  κινείται σε κύκλο.

      β) Βρείτε τον  z  με το ελάχιστο μέτρο και τον  z  με το μέγιστο μέτρο.

  90) Έστω  z1, z2, z3 єC με  |z1| = |z2| = |z3| = α єR* και Α,Β,Γ είναι οι εικόνες τους στο μιγαδικό επίπεδο. Θεωρούμε τους μιγαδικούς w1 = z1z2 , w2 = z2z3 , w3 = z3z1  και Κ,Λ,Μ αντίστοιχα οι εικόνες τους στο μιγαδικό επίπεδο. Να αποδείξετε ότι αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο τότε και το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισόπλευρο.
91) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών  z  για τους οποίους ισχύει :   | z  + 2 –3i | = | z +1 – i |. Nα βρεθεί ο μιγαδικός που η εικόνα του απέχει την ελάχιστη απόσταση από το σημείο Α(1,1).
92)  Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z = x + yi ≠ 0   και  
[image: image72.wmf]2
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        i) Aν wє( να αποδειχθεί ότι  zє(  ή |z|2 = Re(z) και αντίστροφα.

        ii) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων  Μ(x,y) όταν   wє( .

                                                                      (εισαγωγικές εξετάσεις Πορτογαλίας)
93) Για κάθε  zє( να αποδείξετε ότι: 
[image: image73.wmf]z+3+z+2-z-z+14
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