

1) Nα βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  x  που επαληθεύουν την ανισότητα : 
[image: image1.wmf]3+xi

2x+i

  < 1 .
2) Να υπολογισθεί η τιμή της παράστασης  
[image: image2.wmf]15-7-155

A=i+i+i+i

.

    3) Αν για τους μιγαδικούς  z , w ισχύει  
[image: image3.wmf]2

22

wi+z=w+z

 , δείξτε ότι |z| = |w|  ή ότι οι αριθμοί  w , z είναι πραγματικοί .
4) Να βρεθεί ο νєΝ ώστε να είναι πραγματικός αριθμός η παράσταση  
[image: image4.wmf]23

ν
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  , με  59 < ν < 65.
5) Δίνεται ο μιγαδικός  z = x + yi , x,yєR .
i) Aν 
[image: image5.wmf](
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, δείξτε ότι ο  z  κινείται σε μια υπερβολή.

ii) Αν επιπλέον ισχύει  |z| = |2 – 3i|, να βρείτε τους  z.

iii) Δείξτε ότι οι εικόνες των παραπάνω  z  είναι κορυφές ορθογωνίου παραλληλογράμμου, του οποίου υπολογίστε το εμβαδό.
6) Έστω  w = 
[image: image6.wmf](
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z-
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  , όπου  α,zє(  με |α| ≠ 1 και θєR. Να δείξετε ότι |z| = 1 αν και μόνο αν |w| = 1 .

7) Έστω  
[image: image7.wmf]z-
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 με α,zє(   και Im(α) ≠ 0. Να δείξετε ότι zєR αν  και μόνο αν |w| = 1 .

8) Αν  z = x + yi , x,yєR και  
[image: image8.wmf]z-4i
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  τότε:
i) Bρείτε τα Re(w)  και Ιm(w)

ii) Bρείτε τον γ.τ του  z  αν Re(w) = 0.

iii) Bρείτε τον γ.τ του  z  αν Ιm(w) = 0.

iv) Αν z1 , z2 δυο μιγαδικοί του  (ii) ερωτήματος, δείξτε ότι  
[image: image9.wmf]12
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 .
    9)  Aν  
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 .Δείξτε ότι:

         i) |z - κi| = |z + κi|                  ii) zєR
    10) i) Aν  z1,z2,z3є(  με   z1 + z2 + z3 = 0  και   z12 + z22 + z32 = 0 , να   δείξετε ότι  |z1| = |z2| = |z3| .

        ii) Aν  z12 + z22 + z32 = z1 z2 + z2 z3 + z3 z1 , να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο με κορυφές τα σημεία  Α(z1) , Β(z2) και Γ(z3) είναι ισόπλευρο.
    11) Αν για τους μιγαδικούς  z , w ισχύουν  |z| = |w| = 1 και                         z1 = z +w + αzw + 1 , z2 = z +w + zw + α , όπου αєR.
Nα δείξετε ότι :

i) 
[image: image11.wmf]12
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ii)  το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές όπου Α η εικόνα του z1, B η εικόνα του z2 και Ο η αρχή των αξόνων.

12) Aν  z1, z2, z3, z4є(  με  z1 + z2 + z3 + z4 = 0  και                                     |z1| = |z2| = |z3| = |z4| =1 , τότε να δείξετε ότι τα σημεία  Α(z1) , Β(z2), Γ(z3) και Δ (z4) είναι κορυφές ορθογωνίου παραλληλογράμμου. 
    13) Aν   
[image: image12.wmf]12
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 , δείξτε ότι τα μέτρα των z1, z2  ή είναι και τα δυο   μικρότερα του  1 ή και τα δυο μεγαλύτερα του 1 . 
14)  Αν  z  μιγαδικός αριθμός  και  f(ν) = iνz , νєΝ* τότε:

i) δείξτε ότι  f(4λ) + f(4λ + 1) + f(4λ + 2) + f(4λ + 3) = 0, λєΝ*
ii) δείξτε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ όπου Ο η αρχή των αξόνων, Α η εικόνα του  z  και  Β η εικόνα του  f(4λ + 3) είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

iii) Αν επιπλέον  |z| = 8 , να υπολογίσετε το ΕΟΑΒ .

15) i) Nα δείξετε ότι για μιγαδικούς z  είναι αληθής η ισοδυναμία :

       
[image: image13.wmf]z-i
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 .Eξηγείστε γεωμετρικά το αποτέλεσμα.
         ii) Αν για τους z1,z2,z3є(  ισχύει η σχέση  
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  και z = z1 + z2 + z3  , να δείξετε ότι  
[image: image15.wmf]z-i
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 .
16) Αν  |z1| = |z2| = |z3| = 2007, να δείξετε ότι : 
[image: image16.wmf]123122331
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 .
17) Aν  z + w + v = 0 και |z| = |w| = |v| > 0   με z, w, vє( τότε:

      i) δείξτε ότι οι εικόνες των z, w, v είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου.

      ii) Aν το παραπάνω τρίγωνο έχει εμβαδό  
[image: image17.wmf]43

 τ.μ , να βρείτε  το |z|.
18)i) Nα δείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές  Α(z1 + z2) , B(z1 – z2) , Γ(
[image: image18.wmf]12
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), όπου z1, z2є( , z ≠ 0 είναι ισόπλευρο τρίγωνο.

ii) Aν  ΕΑΒΓ = 
[image: image19.wmf]3

 τ.μ , να βρεθεί το  |z2|.
19)i) Nα λύσετε την εξίσωση  2z2 + 2z +1 = 0 (1) .
     ii) Oνομάζουμε  z1  τη ρίζα της (1) της οποίας Im(z1) > 0 .Nα  υπολογίσετε  τα  
[image: image20.wmf]23
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 .

      iii) Aν  Α, Β, Γ οι εικόνες των μιγαδικών z1 ,
[image: image21.wmf]23

11

z,z

  αντίστοιχα στο μιγαδικό επίπεδο , δείξτε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.
      iv) Nα υπολογίσετε το ΕΑΒΓ .
20) Αν  |z – 1 + i| = 2, να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του |z + 2 -3i| .
21) i) Aν  |z| = ρ > 0, δείξτε ότι  
[image: image22.wmf]2

ρ

z=

z

 .

      ii) Aν |z1| = |z2| = 2, δείξτε ότι  ο 
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22)  Αν  z = x + yi , x,yєR , z ≠ - 1   και  
[image: image24.wmf]z-2i
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 .
       i) Nα γράψετε τον  w  στην μορφή α + βi , α,βєR.

      ii) Aν  wєI ,δείξτε ότι ο  z  κινείται σε κύκλο ο οποίος διέρχεται από την αρχή των αξόνων και να βρείτε την εξίσωση του.

      iii) Aν wєR, βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του  z  και προσδιορίστε αυτόν τον  z  με το ελάχιστο μέτρο.
23) Να σχεδιάσετε στο επίπεδο τους γεωμετρικούς τόπους των εικόνων των μιγαδικών  z  στις παρακάτω περιπτώσεις :
      i) |z - i| = 1                      ii) |z - i| = |z + 1|     iii) |z - i| > |z + 1|     

      iv) Re(z) < Im(z)          v)  2 ≤ |z|  ≤ 3 (να βρεθεί και το εμβαδό)
24) Αν για τον μιγαδικό  z = x + yi, ισχύει :  
[image: image25.wmf]2
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       i) Nα δειχθεί ότι η εικόνα Μ(x,y) του  z  διαγράφει κύκλο του οποίου να προσδιοριστεί το κέντρο και η ακτίνα.

       ii) Ποιος από τους παραπάνω μιγαδικούς  z  έχει το μεγαλύτερο πραγματικό μέρος ;

       iii) Nα δειχθεί ότι  Im(z) < 0, όπου  z  κάποιος από τους παραπάνω μιγαδικούς.

25) Αν η εικόνα του μιγαδικού  w  ανήκει σε κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ = 1 και 
[image: image26.wmf]z=5-5i+22w

, τότε να βρεθούν :

      i) O γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z.

      ii) H μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του |z| .

26) Δίνεται ο μιγαδικός  w , για τον οποίο ισχύει 
[image: image27.wmf](

)

w=w-1+wi

.
      i) Nα βρεθεί το |w| .

      ii) Nα βρεθεί ο μιγαδικός  w.
27) Αν  λєR  και  
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          i) Bρείτε τα Re(z)  και Ιm(z)
          ii) Δείξτε ότι ο  z  κινείται σε ευθεία την οποία και να προσδιορίσετε , για τις διάφορες τιμές του λ.

          iii) Προσδιορίστε τον μιγαδικό  z  με το ελάχιστο μέτρο.

    28) Αν ο μιγαδικός  z  κινείται πάνω στην  ευθεία(ε1): 2x – y + 1 = 0  και  w = 2 – i(z – 1),
          i) δείξτε ότι ο  w  κινείται σε ευθεία  (ε2) κάθετη στην (ε1).
          ii) Aν  Α  το σημείο τομής των (ε1),(ε2) και  Β, Γ τα σημεία τομής των  (ε1),(ε2) αντίστοιχα με τον άξονα x΄x ,να βρεθεί το εμβαδό του ΑΒΓ τριγώνου.
    29) Aν  
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 , τότε:
          i) Δείξτε ότι ο  z  μπορεί να πάρει 4 μόνο τιμές.

          ii) Aν  Α, Β, Γ, Δ οι εικόνες του  z , να δείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο του οποίου να βρεθεί το εμβαδό.
    30) Στο μιγαδικό επίπεδο ο  z  είναι  
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)

(

)

z=2

συνθ+3+i2ημθ-3,θR

Î

 .
          i) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z.

          ii) Να βρεθεί ο  z  με το ελάχιστο και το μέγιστο μέτρο.

31) Αν  Α, Β, Γ είναι οι εικόνες των μιγαδικών  z1, z2, z  αντίστοιχα όπου  z1 = 6i, z2 = 3, z = x +yi για τα οποία ισχύει                                    |z – z1| = 2|z – z2| .
      i) Δείξτε ότι ο  z  κινείται σε κύκλο, ο οποίος διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

     ii) Aν  w1, w2 μιγαδικοί που κινούνται στον παραπάνω κύκλο, βρείτε την μέγιστη τιμή του  |w1 – w2|.

    32) Δείξτε ότι η εξίσωση  
[image: image31.wmf](
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  δεν έχει πραγματικές  ρίζες.

    33) i) Nα λυθεί η εξίσωση  
[image: image32.wmf]1
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          ii) Aν  z1 η ρίζα της εξίσωσης για την οποία  Re(z1) < 0 , να  υπολογισθεί η παράσταση  
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    34) Δείξτε ότι η εξίσωση  
[image: image34.wmf](

)

(

)

2

κ+12λ+1

1+iz=z+i

 κ ≠ λ, κ,λ єΝ* δεν   έχει καμιά πραγματική ρίζα.
35) Αν  για τους  z1,z2,z3 є(  ισχύουν  z1 + z2 + z3 = 2 ,                                   z12 + z22 + z32 = 0  και |z1| = |z2| = |z3| = ρ, δείξτε ότι :

          i) z1 z2 + z2 z3 + z3 z1 = 2                   ii) ρ = 1
36) Αν για τους  z1,z2 ισχύουν   
[image: image35.wmf]12
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 , τότε:
           i) δείξτε ότι  Im(z1) > 0  και  Im(z2) > 0
           ii) Δείξτε ότι  
[image: image36.wmf]12
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37) i) Θεωρούμε τη σχέση  iz3 + w(1 – i)z2 – w2z = 0, με w,zє(* .
          Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  w  αν οι  εικόνες του  z  είναι σημεία κύκλου με κέντρο  
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  και ακτίνα  ρ = 
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          ii) Δίνεται η εξίσωση  
[image: image39.wmf]2
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, όπου                        w = α + βi, z = x + yi , λ > 0.Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z.
38) Έστω  α  πραγματικός αριθμός  με  -π < α ≤ π .
           i) Nα λυθεί στο (  η εξίσωση  z2 – 4(ημα)z + 4 = 0 .

           ii) Aν  z1, z2 οι ρίζες της προηγούμενης εξίσωσης να υπολογιστούν οι παραστάσεις   
[image: image40.wmf]1
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  και  S2 = z14 + z24 .

           iii) Για ποιες τιμές του  α  έχουμε  S2 = 0 ;
39) Έστω  Μ, Α, Β οι εικόνες των μιγαδικών  z, z2, z3 αντίστοιχα.
          i) Nα βρεθούν οι αριθμοί  z  ώστε δυο τουλάχιστον από τα σημεία Μ, Α, Β να συμπίπτουν.

          ii) Aν z ≠ -1, z ≠ 0, z ≠ 1 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ  των εικόνων των μιγαδικών  z  που απέχουν εξίσου από τα  Α και Β.

          iii) Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων  Μ  των z  για τα οποία ισχύει  ΜΑ(ΜΒ .
          iv) Aν  z = -1 – i , να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές .
                                                                         (εξετάσεις Πανεπιστημίου Montreal)
40) Δίνεται η συνάρτηση f  με 
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          i)
Αν 
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 να αποδείξετε  ότι ο z είναι πραγματικός αριθμός.

          ii)
Αν
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 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του   z στο μιγαδικό επίπεδο.

          iii)
Αν 
[image: image45.wmf](
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, να αποδείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού αριθμού z, βρίσκονται σε κύκλο του οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα.

                                                                                              (εισαγωγικές εξετάσεις Ελλήνων εξωτερικού 2003)
41) Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 
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Δείξτε ότι:  
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        β. 
Δείξτε ότι ο αριθμός  
[image: image51.wmf]1

2

2

1

z

z

z

z

+

είναι πραγματικός . 

        γ. 
Δείξτε ότι:  
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                                                         (εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2005)
42) i) Αν 
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 είναι μιγαδικοί αριθμοί για τους οποίους     ισχύει   
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       να βρείτε τους 
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         ii) Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς z, w ισχύουν                  
[image: image61.wmf]z – 1 – 3i
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 και 
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[image: image65.wmf]≤
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        α. να δείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί μιγαδικοί   αριθμοί z, w έτσι, ώστε z = w και 
        β. να βρείτε τη μέγιστη τιμή του 
[image: image67.wmf]z – w
[image: image68.wmf]. 

                                                             (επαναληπτικές εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2005)
43) Δίνονται  οι  μιγαδικοί  αριθμοί 
z = α+βi, όπου α,β(IR   και       w=3z –
[image: image69.wmf]iz

+4, όπου 
[image: image70.wmf]z

 είναι ο συζυγής του z.
        α. Να αποδείξετε ότι:
Re(w)=3α–β+4 και  Ιm(w)=3β–α.

       β. Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του w στο μιγαδικό   επίπεδο κινούνται στην ευθεία με εξίσωση  y=x–12,  τότε οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία με εξίσωση y=x–2.

       γ. Να βρείτε ποιος από τους μιγαδικούς αριθμούς z, οι    εικόνες των οποίων κινούνται στην ευθεία με εξίσωση y=x–2,  έχει το ελάχιστο μέτρο.



                                                               (εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2003)
44) α) Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο (Σ) των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z  που ικανοποιούν τις σχέσεις : 
[image: image71.wmf]z=2
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           β) Να αποδείξετε ότι, αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού  z  κινείται στο σύνολο  (Σ), τότε η εικόνα του μιγαδικού αριθμού 
[image: image72.wmf]14
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 κινείται σε ευθύγραμμο τμήμα το οποίο βρίσκεται στον άξονα  x΄x.

                                                                                                 (επαναληπτικές εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2003)
45) Έστω  z  ένας μιγαδικός αριθμός  και  f(ν) = iνz , νєΝ*.
       i) Nα δείξετε ότι  f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0

       ii) Aν  |z| = 2 , να βρεθεί το εμβαδό του τριγώνου με κορυφές τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  0 , z  και f(13) .


(εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2002)
    46) i) Έστω  zє( , να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του  z  όταν  |z - 1|2 + |z – 3 – 2i|2 = 6 (1) .
           ii) Aπό το σημείο Ο(0,0) φέρουμε δυο εφαπτομένες  (ε1) , (ε2) στον παραπάνω γεωμετρικό τόπο .Να βρεθούν τα σημεία επαφής .

                                                                                (εξετάσεις 1η Δέσμη 1999)
    47)  Nα αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς           z1 , z2 ισχύει    
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)

222

121212

z+z=z-zRezz=0

Û

  .
          

                                                            (εξετάσεις 1η Δέσμη 1995)
    48) i) Στο σύνολο ( να βρείτε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων 
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[image: image75.wmf]1614

z+2z+1=0

  (2) .

          ii) Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w , v  τέτοιους ώστε  w = z – zi  και  
[image: image76.wmf]1
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. Να δείξετε ότι αν ο  α  μεταβάλλεται στο  R*  και ισχύει  
[image: image77.wmf]w=v

  , τότε η εικόνα  Ρ του  z  κινείται σε μια υπερβολή.

        (εξετάσεις 1η Δέσμη 1994)
    49) Δίνεται η συνάρτηση  
[image: image78.wmf](

)

(

)

z-1z+1

f(z)=,zC

z+z

Î

  και  Re(z) ≠ 0.
          i) Δείξτε ότι  
[image: image79.wmf]1
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          ii) Bρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων  Μ  των μιγαδικών  z = αx + βyi με α,β,x,yє(  και αβx ≠ 0  όταν  Re[f(z)] = 0.
                                                                                (εξετάσεις 1η Δέσμη 1993)
    50) Nα λυθεί η εξίσωση στο σύνολο  ( των μιγαδικών 

           z6 + 2z5 + 2z4 + 2z3 + z2 + (z + 1)2 = 0 .

         (εξετάσεις 1η Δέσμη 1989)
51) Δίνεται η συνάρτηση  
[image: image80.wmf]iz-2+4i

f(z)=,

z-i

  με zє(-{i} .
Θεωρούμε ότι  α = z – i , β = f(z) – I .

i) Nα δείξετε ότι  αβ = -3 + 4i 

ii)  Nα βρεθεί ο α  αν είναι  α = β.

iii) Nα λυθεί η εξίσωση  f(z) = 1 – i .

iv) Aν  f(z)є( να δείξετε ότι η εικόνα Μ(x,y) του  z  διαγράφει κύκλο με εξαίρεση το σημείο (0,1).
52) α) Να βρεθούν οι μιγαδικοί  z  για τους οποίους ισχύει : z2 ≥ 1  
β) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(z) στο μιγαδικό επίπεδο  αν ισχύει : z3 ≥ 1 . 
   53) Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  
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  και  
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       α. 
Να αποδείξετε ότι: 

  i. 
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2

1

3

2

1

z

z

z

z

z

z

-

=

-

=

-

.    ii. 
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       β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των 


[image: image87.wmf]3
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 στο μιγαδικό επίπεδο, καθώς και το είδος του τριγώνου που αυτές σχηματίζουν. 

(εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2006)
    54) Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός   
[image: image88.wmf]2+
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  με αєR.   

        α. 
Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει  στον κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ =1. 

        β. 
Έστω z1 , z2   οι μιγαδικοί που προκύπτουν από τον 
              τύπο   
[image: image89.wmf]2+

αi
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   για  α = 0 και α = 2 αντίστοιχα. 

     i.  Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των μιγαδικών  αριθμών z1 και  z2  . 

    ii.  Να αποδειχθεί ότι ισχύει:  [image: image90.jpg](Zl)2V =(- Zz)v



  

  
για κάθε φυσικό αριθμό  ν. 


(εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2007)
   55)Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς z και w ισχύουν 


[image: image91.wmf](i+22)z=6

 και 
[image: image92.wmf]w-(1-i)=w-(3-3i)

 ,τότε να βρείτε:

       i.
το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών                      αριθμών z .

       ii. 
το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών               αριθμών w .

       iii. 
την ελάχιστη τιμή του 
[image: image93.wmf]w


       iv. 
την ελάχιστη τιμή του 
[image: image94.wmf]w

z
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   (εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2008)
   56)Δίνεται ότι ο μιγαδικός αριθμός    
[image: image95.wmf]2
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   είναι ρίζα  της εξίσωσης   z2+βz+γ=0, όπου β και γ πραγματικοί αριθμοί. 
       i. 
Να αποδείξετε ότι β=–1 και γ=1. 

       ii. 
Να αποδείξετε ότι 
[image: image96.wmf]1

3

1

-

=

z


       iii. 
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του                 μιγαδικού αριθμού w, για τον οποίο ισχύει   
[image: image97.wmf]1
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z
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.
                                                             (επαναληπτικές εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2008)
57) Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z=(2λ+1)+(2λ−1)i ,         λ
[image: image98.wmf]Î
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       Α.i.
Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία   βρίσκονται οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών z, για τις διάφορες τιμές του λ
[image: image99.wmf]Î

(.
          ii.Από τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς να                 αποδείξετε ότι ο μιγαδικός αριθμός z0 =1-i  έχει το                                              μικρότερο δυνατό μέτρο. 
       Β. Να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί w οι οποίοι   ικανοποιούν την εξίσωση   
[image: image100.wmf]0
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 , όπου 
[image: image101.wmf]0

z

  ο μιγαδικός αριθμός που αναφέρεται στο προηγούμενο ερώτημα.

                                                             (εξετάσεις Ενιαίου λυκείου 2009)
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