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Κεθάιαην 1
ν
  

΢πλαξηήζεηο  
 

 

 

 ΢πλαξηήζεηο: 
 

Έζησ Α έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ . Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην 

Α κηα δηαδηθαζία f , κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν x ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν πξαγκαηηθό 

αξηζκό y. 

Έζησ f κία ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην Α. Αλ κε ηε ζπλάξηεζε f ην x A  αληηζηνηρίδεηαη ζην 

y , ηόηε γξάθνπκε :  y f x . Σν x είλαη ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ελώ ην y είλαη ε 

εμαξηεκέλε. 

 

 

΢ηνηρεία ζπλάξηεζεο: 

 

1)Σύπνο  f x y . 

2)Πεδίν νξηζκνύ (ζπκβνιίδεηαη κε Α ή fA ) είλαη ην ζύλνιν από ην νπνίν παίξλεη ηηκέο ην x γηα λα 

απεηθνλίζεη ε f . Σν αλαδεηνύκε ζηνλ x x . 

3)΢ύλνιν ηηκώλ (ζπκβνιίδεηαη κε  f A ) είλαη ην ζύλνιν πνπ πεξηιακβάλεη κόλν ηηο εηθόλεο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ. Σν αλαδεηνύκε ζηνλ y y . 

4)Γξαθηθή παξάζηαζε (ζπκβνιίδεηαη κε fC ) είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ 

   f fC x,f x / x A  , δειαδή είλαη ην ζρήκα πνπ πξνθύπηεη αλ ηνπνζεηήζνπκε ζην 

νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ηα ζεκεία    fx,f x , x A . 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: 

 

΢ύκθσλα κε ηα όζα έρνπκε αλαθέξεη, όηαλ ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε f δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

 A α,β  ζεκαίλεη όηη ην ζεκείν αλήθεη ζηελ fC  θαη πξνθαλώο ζα επαιεζεύεη ηνλ ηύπν ηεο. 

Γειαδή ζα ηζρύεη  f α β . 

 

 

 Πξάμεηο κε ζπλαξηήζεηο: 
 

Έζησ f , g δύν ζπλαξηήζεηο κε θνηλό πεδίν νξηζκνύ Α. Σόηε: 

1. Άζξνηζκα ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε      s x f x g x   κε x A  

2. Γηαθνξά ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε      d x f x g x   κε x A . 

3. Γηλόκελν ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε      p x f x g x   κε x A . 

4. Πειίθν ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε  
f (x)

t x
g(x)

  κε x A  θαη  g x 0 . 

5. Αλ ι  θαη f ζπλάξηεζε, ηόηε νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε ιf  κε πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη ηύπν 

    ιf x ι f x  . 
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 Μνλνηνλία ζπλάξηεζεο: 
 

1. Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίωο αύμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ 

γηα θάζε 
1 2x ,x Γ  κε 1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x . 

2. Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίωο θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ 

γηα θάζε 
1 2x ,x Γ  κε 1 2x x  ηζρύεη    1 2f x f x . 

3. Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα νλνκάδεηαη γλεζίωο κνλόηνλε. 

 

 

 Αθξόηαηα ζπλάξηεζεο: 
 

Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην Α ιέκε όηη παξνπζηάδεη: 

Σνπηθό κέγηζην ζην ox A  ην f( ox ) , αλ ππάξρεη πεξηνρή ηνπ 0x  ηέηνηα ώζηε γηα θάζε x ζηελ 

πεξηνρή απηή ηνπ ox  να ηζρύεη    of x f x . 

Σνπηθό ειάρηζην ζην ox A  ην f( ox ) , αλ ππάξρεη πεξηνρή ηνπ 0x  ηέηνηα ώζηε γηα θάζε x ζηελ 

πεξηνρή απηή ηνπ ox  να ηζρύεη    of x f x . 

 

΢εκείσζε 1 : ΢ηνλ παξαπάλσ νξηζκό κε ηελ έθθξαζε «πεξηνρή ηνπ ox » ελλννύκε νπνηνδήπνηε 

δηάζηεκα ηεο κνξθήο  α,β  ην νπνίν πεξηέρεη ην ox . (Γεληθά νξίδεηαη σο πεξηνρή ηνπ ox  θάζε 

ζύλνιν ηεο κνξθήο  α,β , κε  ox α,β , ή θάζε έλσζε δηαζηεκάησλ ηεο κνξθήο 

   o oα,x x ,β ). 

 

 

 Όξην ζπλάξηεζεο: 
Όηαλ ιέκε  

ox x

f x ιlim


  ελλννύκε ηελ ηάζε πνπ παξνπζηάδνπλ νη εηθόλεο λα πιεζηάδνπλ ζηνλ 

θαηαθόξπθν άμνλα y y  ηνλ αξηζκό ι θαζώο ν x πιεζηάδεη ην ox  ζηνλ νξηδόληην άμνλα x x . 

 

 

 Πξάμεηο νξίωλ: 
 

Αλ  
ox x

1f x ιlim


  θαη  
ox x

2g x ιlim


  κε 1 2ι ,ι   ηόηε έρνπκε ηηο ηδηόηεηεο: 

1)     
ox x

1 2f x g x ι ιlim


    

2)     
ox x

1 2f x g x ι ιlim


    

3)   
ox x

1α f x α ιlim


    

4) 
 

 ox x

1

2

f x ι

g x ι
lim


  

5)   
ox x

λ λ
1f x ιlim



  

6)  
ox x

θθ
1f x ιlim



  
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 Όξην ζπλάξηεζεο δύν θιάδωλ: 
 

Έζησ ε ζπλάξηεζε  
 

 

o

o

g x , x x
f x

h x , x x


 



. Γηα λα ππάξρεη ην όξην ηεο  f x  ζην ox  πξέπεη λα 

ηζρύεη:    
o ox x x x

f x f xlim lim
 


- +

    
o ox x x x
g x h xlim lim

 
 . 

 

 

 ΢πλέρεηα ζπλάξηεζεο: 
 

 Μηα ζπλάξηεζε  f x  νλνκάδεηαη ζπλερήο ζην ox A  όηαλ ηζρύεη:     
ox x

of x f xlim


 . 

Γειαδή ην όξην ηεο f ζην ox  θαη ε εηθόλα ηνπ ox  είλαη ίζεο.  

  ΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ζπλάξηεζε δύν θιάδσλ, όπσο παξαπάλσ, ηόηε γηα λα είλαη ε  f x  

ζπλερήο ζην ox , πξέπεη λα ηζρύεη:      
o ox x x x

og x h x f xlim lim
 

  . 

 
 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: ΢πγθεληξώλνληαο ηα παξαπάλσ έρνπκε όηη γηα ηελ δίθιαδε ζπλάξηεζε f κε 

ηύπν  
 

 

o

o

g x , x x
f x

h x , x x


 



θαη ζηελ ζρέζε      
o ox x x x

og x h x f xlim lim
 

  : 

Αλ ηζρύνπλ ηα δύν πξώηα ηόηε ππάξρεη ην όξην ηεο f ζην ox , ελώ αλ ηζρύνπλ θαη ηα ηξία ηόηε ε f 

είλαη ζπλερήο ζην ox . 

 

 

 Η f ιέγεηαη ζπλερήο ζην Α αλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ πεδίν νξηζκνύ ηεο Α. 
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 Παξάγωγνο ηηκή ηεο f  ζην ox x : 

 

Οξηζκόο:  Έζησ ζηνηρείν ox A  (Α: πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f ).  Αλ ππάξρεη ην όξην 

h 0

o of (x h) f (x )

h
lim


 
  θαη είλαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο , ηόηε ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη 

παξαγωγίζηκε ζην ζεκείν ox .  Σν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγωγνο ηηκή ηεο f ζην ox  θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  of x . Γξάθνπκε ηόηε:    

 

                                                   
h 0

o o
o

f (x h) f (x )
f x

h
lim


 
    . 

 

Η παξάγωγνο ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ox  εθθξάδεη ηνλ ζηηγκηαίν ξπζκό κεηαβνιήο ελόο 

κεγέζνπο  y f x  ωο πξνο x, όηαλ ox x . 

 

Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ δηαζηήκαηνο ηζνύηαη κε ηελ ηαρύηεηα θαη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο 

ηαρύηεηαο ηζνύηαη κε ηελ επηηάρπλζε. Γειαδή    s t π t   θαη    π t α t  . 

 

 

΢ΗΜΑΝΣΙΚΟ: 

   Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ox , ηόηε είλαη θαη ζπλερήο ζε απηό ,  όκσο 

αλ είλαη ζπλερήο δελ γλσξίδνπκε αλ είλαη θαη παξαγσγίζηκε. Πρ ε ζπλάξηεζε  f x x , x   

είλαη ζπλερήο ζην ox 0  αιιά όρη θαη παξαγσγίζηκε ζε απηό.  

   Αλ όκσο ε f  δελ είλαη ζπλερήο ζην ox  ηόηε ζίγνπξα δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ox . 

 

 

 Παξάγωγνο ζπλάξηεζε ηεο f : 
 

Έζησ κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Β ην ζύλνιν ησλ x A  ζηα νπνία ε f είλαη 

παξαγσγίζηκε (έρεη παξάγσγν ηηκή). Σόηε νξίδεηαη κία λέα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην Β, κε 

ηελ νπνία θάζε x B  αληηζηνηρίδεηαη ζην  
   

h 0

o of x h f x
f x

h
lim


 
   (ηελ παξάγσγν ηηκή ηεο f 

ζην x). Η ζπλάξηεζε απηή ιέγεηαη πξώηε παξάγωγνο ηεο  f  θαη ζπκβνιίδεηαη κε f  . 

 

΢εκείσζε : Ολνκάδνπκε δεύηεξε παξάγσγν ηεο f  θαη ζπκβνιίδνπκε κε f   την παράγωγο 
σσνάρτηση της f  . Ομοίως τρίτη παράγωγο f   της f  καλούμε την παράγωγο της f   κοκ. 

Οη παξάγσγνη ηέηαξηεο ηάμεο θαη πάλσ αληί ηόλσλ ζπκβνιίδνληαη κε  (λ)f x   (γηα παξάγσγν             

λ-ηάμεο). 

 

 

 Εθαπηνκέλε θακπύιεο : 
 

Η εθαπηνκέλε θακπύιεο είλαη κία επζεία ε νπνία εθάπηεηαη ζηελ θακπύιε ζε έλα κόλν ζεκείν, 

έζησ   o ox ,f x  (δελ απνθιείεηαη λα ηελ ηέκλεη όκσο ζε άιιν ζεκείν) . 
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Η γεληθή κνξθή ηεο εμίζσζεο είλαη:        y ιx β    ,       όπνπ ι είλαη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο 

ηεο επζείαο , κε  

 oι f x εθω    , 

όπνπ σ είλαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε κε ηνλ άμνλα x x . Ιζρύεη 0 σ 180  . 

 

Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ   o ox ,f x  επαιεζεύνπλ θαη ηελ εμίζσζε ηεο θακπύιεο θαη ηελ 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο . 

 

Όηαλ δύν επζείεο είλαη παξάιιειεο ηόηε νη ζπληειεζηέο δηεύζπλζεο είλαη ίζνη, δει.  1 2ι ι . 

Όηαλ δύν επζείεο είλαη θάζεηεο ηόηε ηζρύεη :   1 2ι ι 1   . 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ: Οη θαηαθόξπθεο επζείεο x=α  δελ  έρνπλ  ζπληειεζηή  δηεύζπλζεο. 

 

 

 Παξάγωγνο βαζηθώλ ζπλαξηήζεωλ 
 

1) Αλ  f x c  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  f x 0  . Γειαδή  c 0  . 

2) Αλ  f x x  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  f x 1  . Γειαδή  x 1  . 

3) Αλ   λf x x , λ    ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε   λ 1f x λ x   .  

     Γειαδή  λ λ 1x λ x 
 . 

4) Αλ   uf x x , u    θαη x   ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
*
 κε   u 1f x ux   . 

     Γειαδή  u u 1x ux 
 . 

5) Αλ   αf x x , α   θαη x 
  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

  κε   α 1f x αx   .  

     Γειαδή   1x x 
  . 

6) Αλ  f x x , x 0   ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
  κε  

1
f x

2 x
  . 

     Γειαδή  
1

x
2 x


 . 

7) Αλ  
1

f x
x

  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 


 κε  
2

1
f x

x
   . Γειαδή 

2

1 1

x x

 
  

 
. 

 

8) Αλ   xf x α , 0 α 1    ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε   xf x α ln α   .  

      Γειαδή  x xα α ln α

  . 

9) Αλ   xf x e , ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε   xf x e  . Γειαδή  x xe e

 . 

10) Αλ  f x ln x, x 0   ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
  κε  

1
f x

x
  . Γειαδή  

1
ln x

x
  . 

11) Αλ  f x εκx  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  f x ζπλx  . Γειαδή  εκx ζπλx  . 
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12) Αλ  f x ζπλx  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  f x εκx   .  

        Γειαδή  ζπλ x εκx   . 

13) Αλ  f x εθx  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
π

kπ , k
2

 
   
 

 κε  
2

1
f x

ζπλ x
  .    

        Γειαδή  
2

1
εθx

ζπλ x

  . 

14) Αλ  f x ζθx  ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  kπ , k   κε  
2

1
f x

εκ x
   .  

        Γειαδή  
2

1
ζθx

εκ x

   . 

 

 

Σα παξαπάλσ πεξηγξάθνληαη ελ ζπληνκία ζηνλ αθόινπζν πίλαθα: 

 

     c 0   
   

     x 1       
1

lnx
x

   

   α α 1
x αx


    εκx ζπλx   

   
1

x
2 x


  

  ζπλ x εκx    

 
2

1 1

x x

 
  

 
  

2

1
εθx

ζπλ x

   

 x x
e e


      

2

1
ζθx

εκ x

    

  x x
α α lnα


   

   

 Καλόλεο παξαγώγηζεο 
 

1.         ι f x ι f x       

 

2.             f x g x f x g x        

 

3.                 f x g x f x g x f x g x          

 

4.      
 
 

       

 2

f x f x g x f x g x

g x g x

      
 

 
 

 

 

 Παξάγωγνο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο 

 
 

                   f g x f g x g x
       
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 Γεληθή κνξθή παξαγώγωλ  

     (παξάγωγνη βαζηθώλ ζύλζεηωλ ζπλαξηήζεωλ): 
 

1.      α α 1f x α f x f x , α     
 

. 

 

2.  
 

 
1

f x f x
2 f x

   
 

. 

 

3. 
   

 
2

1 1
f x

f x f x

 
   

 
. 

 

4.      f x f x
e e f x

   
 

. 

 

5.  
 

 

f x
ln f x

f x

    . 

 

6.        εκ f x ζπλ f x f x
     . 

 

7.        ζπλ f x εκ f x f x
      . 

 

 

 Εθαξκνγέο παξαγώγωλ: (Σν θξηηήξην ηεο πξώηεο παξαγώγνπ) 
 

 

 

1)  Έζησ f κία ζπλάξηεζε πνπ είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα  Γ α, β  θαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε 

εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ, δειαδή ζην  α,β . Σόηε: 

 

Α) Αλ ηζρύεη  f x 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ , ηόηε ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην Γ. 

 

Β) Αλ ηζρύεη  f x 0   γηα θάζε εζσηεξηθό ζεκείν x ηνπ Γ , ηόηε ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην Γ. 

 

 

 

2)  Έζησ f κία ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα  α,β  θαη ox   α,β  κε  of x 0  . Σόηε: 

 

Α)  Αλ  of x 0   ζην δηάζηεκα  oα, x  θαη  of x 0   ζην δηάζηεκα  ox ,β  ηόηε ε ζπλάξηεζε f 

παξνπζηάδεη γηα ox x  κέγηζην ην  of x  ζην δηάζηεκα  α,β . 
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Β)  Αλ  of x 0   ζην δηάζηεκα  oα, x  θαη  of x 0   ζην δηάζηεκα  ox ,β  ηόηε ε ζπλάξηεζε f 

παξνπζηάδεη γηα ox x  ειάρηζην ην  of x  ζην δηάζηεκα  α,β . 

 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η: 

 

Έρνπκε 3 είδε ζεκείσλ ηα νπνία κπνξνύλ λα είλαη ηνπηθά αθξόηαηα: 

 

Α)  Άθξα δηαζηήκαηνο, 

Β)  ΢εκεία ox  ζηα νπνία ε f είλαη παξαγσγίζηκε θαη  of x 0  . 

Γ)  ΢εκεία ζηα νπνία ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε, αιιά είλαη ζπλερήο. 

 

Η f δελ έρεη αθξόηαηα αλ ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο κνλόηνλε , δειαδή αλ ε f   έρεη ζηαζεξό 

πξόζεκν ζην  α,β . 

 

 

 Μεζνδνινγία Επίιπζεο Πξνβιεκάηωλ Μεγίζηνπ – Ειαρίζηνπ: 
 

1.   Δληνπίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ολνκάδνπκε x κία από απηέο θαη 

εθθξάδνπκε ηηο ππόινηπεο ζπλαξηήζεη ηεο x. Πξνζνρή ρξεηάδεηαη γηα ην ηη ηηκέο 

κπνξνύλ λα πάξνπλ νη παξαπάλσ κεηαβιεηέο (πρ κεηαβιεηέο πνπ εθθξάδνπλ ρξόλν, 

βάξνο, απόζηαζε, εκβαδό θιπ πξέπεη λα είλαη ηνπιάρηζηνλ κε αξλεηηθέο). 

 

2.   Δληνπίδνπκε ηελ πνζόηεηα ηεο νπνίαο αλαδεηνύκε ηελ κέγηζηε ή ηελ ειάρηζηε 

ηηκή. Γεκηνπξγνύκε κία ζπλάξηεζε f  ε νπνία λα ππνινγίδεη ηελ πνζόηεηα απηή. 

Ιδηαίηεξε πξνζνρή ρξεηάδεηαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  ην νπνίν θαζνξίδεηαη από ηηο 

δπλαηέο ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ε κεηαβιεηή x ηεο ζπλάξηεζεο (βάζεη ηόζν ηεο 

θύζεο ηεο κεηαβιεηήο όζν θαη ησλ πεξαηηέξσ πεξηνξηζκώλ ηνπ πξνβιήκαηνο). 

 

3. Μειεηνύκε ηελ ζπλάξηεζε f  σο πξνο κνλνηνλία θαη αθξόηαηα. Από ηα 

ζπκπεξάζκαηα ηεο παξαπάλσ κειέηεο, απαληνύκε ζηελ εθάζηνηε εξώηεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. (Η ιύζε ηεο άζθεζεο δελ ηειεηώλεη πνηέ κε ηελ εύξεζε ηεο 

κνλνηνλίαο θαη ησλ αθξνηάησλ ηεο f  αιιά κόλν κε ηελ ζαθή απάληεζε ζηελ 

εξώηεζε ηεο εθθώλεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο). 
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Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢ 
 

 

Βασικά στοισεία σςναπτήσεων 
 

 

1. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

i.  
3x 15x

f x
5


  

ii.  
2

2

3x 1
f x

4x 2





 

iii.  
4 3

3 2

2x 2x
f x

x x





 

iv.  
2

2

x 16
f x

5x 3x 1




 
 

v.  
 

46

3
x

2f x
4x 3x 2




 

 

vi.  
  

  
2

4 x 3 x 2
f x

3 x 5 x 1

 


 
 

vii.  
2

2

x 1
f x

x x 12




 
 

viii.  f x 3x 6   

ix.   3 6f x x 3   

x.   6f x 5 x 1    

xi.   7
x

f x
x 1




 

xii.   3 2f x x 2 x 16     

xiii.  
2

2

x 2x 15
f x

x 16

 



 

xiv.  
2

2

x 100 x 10
f x

x 144

  



 

xv.    f x log 10x 200   

xvi.    2f x ln 4 x   

xvii.    f x ln x 1   

xviii.  
1

f x
2 log x




 

xix.    f x log 2 log x   

xx.    2 x 3
f x ln 25 x

x 4


  


 

 

 

2. Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

i.  
2

3 2

x 4
f x

x 6x 11x 6




  
 

ii.  
2

3x 1
f x

εκ x 1





 

iii.   2f x εκx 16 x    

iv.  
2

2x 3
f x

x 2x 3




 
 

v.  
2

1 ln x
f x

ln x ln x 2




 
 

 

 

3. Να ππνινγίζεηε ην ι  έηζη ώζηε ε  
2

2

x 2x 3
f x

x x 9

 


 
 λα έρεη πεδίν νξηζκνύ ην . 

4. Να ππνινγίζεηε ην ι  έηζη ώζηε ε  
2

x
f x

x x 4


 
 λα έρεη πεδίν νξηζκνύ ην . 
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5. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    f x ln x 2 1    θαη   x 3g x e 1  . 

i. Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ησλ f θαη g. 

ii. Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο  f 3 ,  f e 2 ,  g 3 ,  g 1  

iii. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο  f x 0  θαη  g x 0 . 

iv. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

v. Να εμεηάζεηε αλ ηα ζεκεία Α (3,0) θαη Β (4,1) αλήθνπλ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο g. 

 

 

 

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

2

4 x
f x

x 1





. 

i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο  f 0  θαη  f 2 . 

iii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο  
5

f x
8

  . 

iv. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

v. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

vi. Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη άξηηα. 

 

 

 

7. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
24 x , x 1

f x
6 3x , x 1

  
 

 
. 

i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο  f 0 ,  f 1 ,  f 1  θαη  f 2 . 

iii. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 0 . 

iv. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

v. Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηνπο άμνλεο. 

 

 

 

 

 

8. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f x x 2   θαη   xg x e 1  .  

i. Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ησλ f θαη g. 

ii. Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο  f 0 ,  f  ,  f ln 2 ,  g 0 ,  g e . 

iii. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο  f x 0  θαη  g x 0 . 

iv. Να νξίζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο 
f

g
 θαη 

g

f
. 

v. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
 

 

f x
0

g x
 . 
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9. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  
2

x
f x

x 1



 θαη  

2x 4
g x

x 3





. 

i. Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g. 

ii. Πνην είλαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f g ; 

iii. Να νξίζεηε ηηο ζπλαξηήζεηο 
f

g
 θαη 

g

f
. 

iv. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε 
f

g
 παίξλεη ζεηηθέο ηηκέο. 

v. Να εμεηάζεηε πνηα από ηα ζεκεία  A 2,0  ,  B 1,1  , Γ
3

3,
8

 
 
 

 ,  0,0  ,  0,1  

αλήθνπλ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε fC  ηεο f ή ηελ γξαθηθή παξάζηαζε gC  ηεο g. 

 

 

 

10. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 2f x x x 4 x    . 

i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

ii. Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  2, 2    θαη  2,2 , λα 

βξείηε ην ζεκείν ζην νπνίν ε fC  ηέκλεη ηνλ άμνλα y y . 
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Όπια σςναπτήσεων 
 

 

11. Να ππνινγηζηνύλ ηα παξαθάησ όξηα (ζεσξήζηε δεδνκέλν όηη ην πεδίν νξηζκνύ ησλ 

παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ είλαη ηέηνην ώζηε λα έρεη λόεκα ε αλαδήηεζε νξίνπ γηα θαζεκία από 

απηέο): 

i.  
x 1

3 2x 3x 7x 5lim


    

ii.  
x 2

2x 7x 4lim


   

iii.  
x

2

1

2

4x 6x 3lim


   

iv. 
  

x 0
2

2x 3 3x 1

x x 2
lim


 

 
 

v. 
 

x 1

3x 6 x 2

3x 1
lim


 


 

vi. 
 x 3

2 x 13x 4x 1 2

x 1 x 2
lim


  

  
 

vii.   
x 0

23εκ x x 1 ζπλx 3εθxlim


    

viii.  
x

3 2

π

2

2εκ x 3ζπλ x x 2lim


   

ix. 
x e

2

2

ln x ln x 2

x
lim


 
 

x. 
   x 1

3 3 2

2 2

ln x ln x x 1

εκ x 1 ζπλ x 1
lim


  

  
 

xi.  
x π

εκx ζπλx ln xlim


  

xii.  
x 0

2 2ln x 1 ζπλ xlim


   

 

 

12. Να ππνινγηζηνύλ ηα παξαθάησ όξηα (κε δεδνκέλν όηη ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ 

ζπλαξηήζεσλ είλαη ηέηνην ώζηε λα έρεη λόεκα ε αλαδήηεζε νξίνπ γηα θαζεκία από απηέο): 

i. 
x 1

2

2

x 4x 3

x 1
lim


 


 

ii. 
x 2

2

2

x 5x 6

x 3x 2
lim


 

 
 

iii. 
x 1

x 1

x 1
lim





 

iv. 
x 2

2

2

x x 3 3

x 4
lim


  


 

v. 
x 2

2x 4

x 2
lim





 

vi. 
x 3

2x 6x 9

x 3
lim


 


 

vii. 
x 3

2x 2x 3

x 3
lim


 


 

viii. 
x 2

3

2

x 8

x 5x 6
lim




 
 

ix. 
x 1

3

2

x 1

x 1
lim





 

x. 
x 2

4 2

2

x x 5x 10

x 3x 2
lim


  

 
 

xi. 
x 2

4

3

x 16

x 8
lim





 

xii. 
x 1

2

1
1

x
1

1
x

lim






 

xiii. 
 

x 0

3

2

x 3 27

x x
lim


 


 

xiv. 
x 9

3 x

9 x
lim





 

xv. 
x 0

2

2

1 x 1

x
lim


 
 

xvi. 
x 2 2

x 2 2

x 5 3
lim


 

 
 

xvii. 
x 4

2

x 2

x 5x 4
lim




 
 

xviii. 
x 1

2x x 2 x 1

x 1
lim


   


 

xix. 
x 1

x 1

x 3 2
lim




 
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xx. 
x 1

2

2 x 1

x 2x 3
lim


 

 
 

 

 

13. Έζησ ε ζπλάξηεζε  
3 2

2

x 5x 7x 2
f x

2x 5x 2

  


 
 .  

Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα ππνινγίζεηε ην  
x 2

f xlim


. 

 

 

14. Να ππνινγίζεηε ην  
x 1

f xlim


, αλ  
2

2

x x 2 2
f x

x 4x 3

  


 
.  

 

 

15. Να ππνινγίζεηε ηα αθνινπζα όξηα : α) 
x 1

2x x

x 1
lim





 , β)  

x 9
2

3 x

x 81
lim





 , γ) 

x 4
2

x 2

x 5x 4
lim




 
. 

 

 

16. Αθνύ βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ θάζε ζπλάξηεζεο ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ηα όξηα :        

α)  
x 1

2

x
x 1

x 1
lim


 
  

 
 , β) 

x 0

x 4 3x 4

x 1 1
lim


  

 
 , γ) 

x 0

3

2

x

1 x 1
lim
  

 , δ) 
x 2

x x 2

4x 1 3
lim


 

 
 , 

ε)
x 0

3

2

(1 x) 1

x x
lim


 


. 

 

 

17. Έζησ ε ζπλάξηεζε  
h (h 1)

f h
h


 . Έρεη όξην ε f ζην h 0 ;  

 

 

18. Αλ  f x x 1  , λα ππνινγίζεηε ην όξην 
h 0

2

f (h 1) f (1)

h 2h
lim


 


. 

 

 

19. Να ππνινγίζεηε ηα όξηα : α) 
x 0

x x

x x
lim





 , β) 

x 1

3

2

x 1

x 1
lim





 , γ) 

x 2
2

x 7 3

x 4
lim


 


 , δ) 

x 1

3 x 1

x 1
lim





 

 

20. Αλ  f x 1 x  , λα ππνινγίζεηε ην όξην 
x 1

x 1

f (x) 2
lim





. 

 

 

21. Οκνίσο γηα   2f x x x 1   , ππνινγίζηε ην 
x 0

f (x) 1

x
lim



 . 

 

 



ΜΜ αα θθ ηη μμ αα ττ ιι κκ άά   ΓΓ εε νν ιι κκ ήή ςς   ΠΠ αα ιι δδ εε ίί αα ςς   ΓΓ ΄́   ΛΛ υυ κκ εε ίί οο υυ   ΣΣ υυ νν αα ρρ ττ ήή σσ εε ιι ςς   

 

Νικολόπουλος   Αθανάσιος    14 / 31   email: nikolopoulosathanasios@gmail.com 

 

22. Έζησ ε ζπλάξηεζε  

2x 5x 6
, x 2

f x x 2

αx 3 , x 2

  


  
  

. Να βξεζεί ην α  έηζη ώζηε ε f  λα είλαη 

ζπλερήο ζην x 2 . 

 

 

23. Να πξνζδηνξηζηνύλ ηα α, β  ώζηε ε f λα είλαη ζπλερήο ζην x 1  , κε 

 
  2

αx β 1 , x 1
f x

α 1 x 2β , x 1

   
 

   

. 

 

 

24. Οκνίσο γηα ηελ ζπλάξηεζε  
23x 1 , x 0

f x
αx 2β , x 0

  
 

 
 ζην x 0 . 
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Παπάγωγορ σςνάπτησηρ 
 

 

25. Με ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ, λα ππνινγίζεηε ηελ παξάγσγν ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν 

ox  όηαλ: 

i.   of x 3x 4 , x 5    

ii.   2
of x x 2 , x 3    

iii.   2
of x x 2x 5 , x 1     

iv.   3 2
of x x x 5 , x 1      

v.   of x x 3 , x 2     

 

 

26. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.   3 2f x x 2x 5x 6     

ii.  
5 4 3 2x x x x

f x x 2
5 4 3 2

       

iii.  f x 2εκx 3ζπλx 5    

iv.  f x 2 x ln x 1    

v.   2 108
f x 2x

x
   

 

27. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.    2 xf x x 1 e    

ii.    f x x 1 ln x   

iii.     f x 1 εκx 1 ζπλx εκx ζπλx      

iv.    f x x εκx ζπλx   

v.    f x x 1600 2x   

 

 

28. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.  
2

x
f x

x 1



 

ii.  
2

x 2
f x

x 2x 1




 
 

iii.  
9

f x x
x

   

iv.  
ln x

f x
x

  

v.  
2

x

x 1
f x

e


  
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29. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.    
5

2f x x x 1    

ii.    
3

f x x ln x   

iii.    
100

2 2f x εκ x ζπλ x   

iv.  f x εκ3x  

v.   3f x εκx  

vi.   3f x εκ x  

vii.   3f x εκ 3x  

viii.    
33f x εκ 3x  

ix.    
3

3 3f x εκ 3x  

x.  f x ζπλ4x  

xi.   4f x ζπλx  

xii.   4f x ζπλ x  

xiii.   4f x ζπλ 4x  

xiv.    
44f x ζπλ 4x  

xv.    
4

4 4f x ζπλ 4x  

 

 

 

 

30. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.  f x ln x  

ii.   2f x ln x  

iii.   2f x ln x  

iv.   2 2f x ln x  

v.  f x ln5x  

vi.   2f x ln5x  

vii.    
2

f x ln 5x  

viii.   3f x ln 5x  

ix.   3 2f x ln 5x  

x.    
23f x ln 5x  

 

 

 

31. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f όηαλ: 

i.    2f x ln εκ x  

ii.    3f x ζπλ ζπλx  

iii.   3f x ln 3x  

iv.  
 3

1
f x

εκ ln x

  

v.       
5

3f x x ζπλx 3x ln εθx     

vi.      f x ln εκx εκ ln x   

vii.        2 2 2f x εκ ln x ln ζπλ x ζπλ εκ x    

viii.      22 2f x ln ζπλ 3x  
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32. Να απνδείμεηε όηη γηα θαζεκία από ηηο αθόινπζεο ζπλαξηήζεηο f , ε παξάγσγόο ηεο είλαη ε g 

όηαλ: 

i.    2 2f x x x 1 ln x x 1       ,    2g x 2 x 1   

ii.    2 2f x x ln x x 1 1 x       ,     2g x ln x x 1    

iii.  
2x 6

f x ln
x 1 x 1

 
 

  ,   
 

2

2

x 3x 2
g x

x x 1

 



 

iv.      f x x εκ ln x ζπλ ln x      ,     g x 2εκ ln x . 

 

33. Να εμεηάζεηε αλ είλαη ζπλερήο ζην x 2  , ε ζπλάξηεζε:  
3

3

x 5 , x 2
f x

x 10 1 , x 2

   
 

   

.  ΢ηε 

ζπλέρεηα λα εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε απηή είλαη παξαγσγίζηκε.  

 

 

34. Οκνίσο γηα ηελ ζπλάξηεζε   2f x x x 3    ζην x 3 . 

 

 

35. Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε  
3x 1, x 1

f x
3x 1, x 1

  
 

 
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην x 1 . 

 

 

36. Αλ   2f x x , λα δείμεηε όηη      f α β f α f β     . 

 

 

 

 

37. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ηηκέο ησλ ζπλαξηήζεσλ :  

i.   2f x x εκ x  , γηα x    , 

ii.     
2

f x x 1 ζπλx    , γηα x 0  

iii.   
εκx

f x
2 ζπλx




, γηα x
3


  , 

iv.   f x x εκx ζπλx   , γηα x
4


 . 

 

 

38. Nα βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ:   

i.  
εκx x

f x
x εκx

   ,   

ii.  
x ln x

g x
x


  ,   

iii.    h x ln ln x  ,  

iv.  θ x εκ ln x  . 

 

 

39. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
5

4

x , x 0
f x

x , x 0

 
 



. α) λα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο f θαη                        

β) λα εμεηάζεηε ηελ f   σο πξνο ηελ ζπλέρεηα . 
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40. Έζησ ε ζπλάξηεζε  
 

 
2

f x x
g x

f x 1




  

 , κε ηελ f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε . Να 

βξείηε ηελ  g 0  αλ γλσξίδνπκε όηη  f 0 0  θαη  f 0 2  . 

 

 

41. Έζησ ε ζπλάξηεζε   x xf x e e  , x 0 . Να δείμεηε όηη :      
1 1

xf x f x f x 0
2 4

    . 

 

 

42. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε      f x κζπλ ζx λεκ ζx  . Να δείμεηε όηη:    2f x ζ f x 0   . 

 

 

43. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x 2x x  . Να δείμεηε όηη :      1 x f x f x 0    , γηα θάζε 

x . 

 

 

44. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f , g παξαγσγίζηκεο ζην ox  κε  og x 0  θαη  og x 0  . Οξίδνπκε 

ηελ ζπλάξηεζε  
f (x)

Q x
g(x)

 , κε  oQ x 0  . Να δείμεηε όηη   0
o

0

f (́x )
Q x

g (́x )
 . 

 

45. Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην , λα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο 

   
f (x)

g x f x lnx
x 1

 


 θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην  g 4  αλ  f 4 4  θαη 

 f 4 0  . 

 

 

46. Να βξείηε ηα x  γηα ηα νπνία ηζρύεη : y y   όηαλ 3y x . 

 

 

47. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x x x 3  . Να βξείηε ηελ παξάγσγν f   ηεο f . 

 

 

48. Έζησ ε ζπλάξηεζε   2 xf x x e . Nα πξνζδηνξηζηνύλ νη α , β , γ  R ώζηε γηα θάζε x  λα 

ηζρύεη :       xα f x β f x γ f x e       . 

 

 

49. Αλ  
x

x
f x

1 e





, x , λα δείμεηε όηη    f x f x x    , γηα θάζε x . 

 

50. Να ππνινγηζηνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : α)  3εκ ln x , β)  ζπλ ζπλx , γ) 

 εκ ζπλx , δ)  ln εκx , ε) 
x

x x

e

e e
 , ζη) 

εκx

1 ζπλx
. 
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51. Έζησ f κία ζπλάξηεζε πεξηηηή (δει.    f x f x   ) θαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην . 

Να απνδείμεηε όηη:    f 0 f 0 0  . 

 

 

52. Aλ   λx λxf x αe βe  , λα δείμεηε όηη :    2f x λ f x  . 

 

 

53. Aλ   xf x e εκx , λα δείμεηε όηη :      f x 2f x 2f x 0    . 

 

 

54. Aλ      2 xf x g x 3g x 2e    κε   3 2g x x 2x 4x 2002    , x , λα βξείηε ηελ  f 0 . 

 

55. Να ππνινγηζηνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : α)    
10

2f x x 5x 3    , 

β)   2 xf x x e   , γ)   3 2f x 1 x x    , δ)    f x εθ ζπλx  , ε)   εκxf x e .  

 

56. Αλ  
2

2

εκ x
f x

1 ζπλ x



 , x  λα δείμεηε όηη : f 3f 3

4 4

    
    

   
.  

 

57. Να βξείηε πνιπώλπκν Ρ(x) δεπηέξνπ βαζκνύ ηέηνην ώζηε λα ηζρύεη :     2P x P x x 5   , 

γηα θάζε x . 
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Ευαπτομένη γπαυικήρ παπάστασηρ 
 

 

58. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
x 1

f x
x 3





. Να βξείηε: 

i. Σελ παξάγσγν ηηκή ηεο f ζην ox 2  , 

ii. Σνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην 

ζεκείν ox 2  , 

iii. Σελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ε ζην ζεκείν ox 2  . 

 

 

59. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x x 1   . Να βξείηε: 

i. Σελ παξάγσγν ηηκή ηεο f ζην ζεκείν ox 0 , 

ii. Σνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην ζεκείν   A 0,f 0 , 

iii. Σελ εμίζσζε ηεο παξαπάλσ εθαπηνκέλεο. 

 

 

60. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 2x 3   . Να βξείηε: 

i. Σελ παξάγσγν ηηκή ηεο f ζην ox 1 , 

ii. Σελ παξάγσγν ηηκή ηεο f ζην ox 2 , 

iii. Σνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην ζεκείν   A 1,f 1  , 

iv. Σελ παξάγσγν ηηκή ηεο f ζην ηπραίν ζεκείν x  , 

v. Σα ζεκεία ηεο fC  ζηα νπνία ε εθαπηνκέλε έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 4, 

vi. Σελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο fC  πνπ είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία 

: y 6x 3   . 

 

 

61. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   2f x x  θαη  
1

g x
x

  . 

i. Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ fC  θαη gC . 

ii. Να εμεηάζεηε αλ νη fC  θαη gC  έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην θνηλό ηνπο ζεκείν. 

iii. Να εμεηάζεηε αλ ε επζεία : y 4x 4    εθάπηεηαη ηεο fC  ζην ζεκείν  A 2,4 ; 

 

 

62. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο θάζεηεο ζηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο   2f x x x 3    ζην ζεκείν  2,5 . 

 

63. Να βξεζεί ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x΄x , ε εθαπηνκέλε ζηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο ζπλάξηεζεο   2f x x x 1    ζην ζεκείν  1,1 . 

 

 

64. Να βξεζνύλ ηα α,β R γηα ηα νπνία ε   3 2f x αx βx 2    έρεη ζην ζεκείν ηεο  1,2  

εθαπηνκέλε πνπ ζρεκαηίδεη γσλία ν45  κε ηνλ άμνλα x x . 
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65. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο θάζεηεο ζηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

  3 2f x x x   ζην ζεκείν  1,0 . 

 

 

66. Να βξείηε ηελ γσλία πνπ ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x  ε εθαπηόκελε ζηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο   4f x x 4x 4   , ζην ζεκείν  1, 7  . 

 

 

67. Γίλεηαη ε επζεία ε: y x 3   θαη ε ζπλάξηεζε   2f x x . Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f , ε νπνία είλαη παξάιιειε ζηελ 

επζεία ε . 

 

 

68. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην 

ζεκείν   o oA x ,f x  , όηαλ : α)  f x x x 1   , ox 9  , β)  f x ln x x  , ox
2


 . 

 

 

69. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηεο παξαβνιήο 2y x 3   ζηα νπνία νη εθαπηόκελεο ηεο δηέξρνληαη 

από ην ζεκείν  A 1,0 . 

 

 

70. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο   2f x 2x x 3    ζην ζεκείν  M 0,3 . 

 

 

71. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    f x ln 2x . Να βξεζνύλ : α) ηα ζεκεία ζηα νπνία ε fC  ηέκλεη ηνπο 

άμνλεο. β) λα βξεζεί ην δηάζηεκα ζην νπνίν ε fC  είλαη πάλσ από ηελ επζεία y e . γ) Να 

βξεζεί ε  f x  . δ) Να βξεζεί ην 
e

f
2

 
 
 

 θαη λα εμεγήζεηε ηη παξηζηάλεη. ε) Να βξεζεί ε 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζην ζεκείν 
e e

K ,f
2 2

  
  
  

. 

 

72. Έζησ fC  ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f κε   3 2f x αx βx 9x 12    . Να πξνζδηνξίζεηε ηα 

,   έηζη ώζηε ην ζεκείν  2, 10   λα αλήθεη ζηελ fC  θαη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Α 

λα έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο 3   . 

 

 

73. Έζησ νη ζπλαξηήζεηο   2f x x x 1    θαη  
1

g x
x

 . Να δείμεηε όηη νη ζπλαξηήζεηο έρνπλ 

έλα κόλν θνηλό ζεκείν ζην νπνίν νη ζπλαξηήζεηο είλαη θάζεηεο. 
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74. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x  θαη ε επζεία ε: y x 6  . Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ε νπνία είλαη θάζεηε ζηελ επζεία ε.  

 

 

75. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

αx β , x 2
f x

x γx , x 2

  
 

  
. Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α, β, γ   γηα ηηο 

νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη ζην ζεκείν   2,f 2   εθαπηνκέλε παξάιιειε ζηελ 

επζεία : 2x y 3 0    . 

 

 

76. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x . i) Να βξεζνύλ νη εθαπηόκελεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

f ζηα θνηλά ζεκεία κε ηελ επζεία y x . ii) Να βξεζεί ε θάζεηε ζηελ εθαπηνκέλε ζηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ζην θνηλό ηεο ζεκείν κε ηεηκεκέλε δηάθνξε από ην κεδέλ. 

 

 

77. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   xf x e  θαη   xg x e . α) Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ 

εθαπηόκελσλ ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f , g ζηα ζεκεία ηνπο   A 1,f 1  

θαη   B 1,g 1 . β) Γείμηε όηη νη παξαπάλσ εθαπηόκελεο είλαη θάζεηεο . 

 

 

78. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3 2f x x αx βx γ    . Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α, β, γ  γηα ηηο 

νπνίεο ε επζεία y 2x β   είλαη εθαπηνκέλε ηεο θακπύιε ηεο f ζην ζεκείν ηεο  1,3 . 

 

 

79. ΢ε πνην ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο   2f x x 6x 1    ε εθαπηνκέλε 

είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x x . 

 

 

80. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 f x ln x  πνπ δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ . 

 

 

81. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 f x ln x , ζην ζεκείν πνπ θόβεη απηή ηνλ άμνλα x x . Να δείμεηε όηη ε παξαπάλσ 

εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε ζηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο xOy  ησλ αμόλσλ . 

 

 

82. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   3 2f x x αx βx 1     θαη   2g x x x 2    θαη ην ζεκείν 

 0A 1, y  πνπ είλαη θνηλό ζεκείν ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ f , g .  Αλ νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ησλ f θαη g έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν  0A 1, y , λα βξείηε ηηο ηηκέο 

ησλ α, β θαη ηελ εμίζσζε ηεο θνηλήο εθαπηνκέλεο. 
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83. Να δείμεηε όηη γηα ηα ζεκεία  o ox , x  ηεο fC  ηεο ζπλάξηεζεο  f x ζπλx , ζηα νπνία ε 

εθαπηνκέλε δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ηζρύεη: o ox ζθx 0  . 

 

 

84. Nα βξείηε ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο 

 
2

2

x
f x

1 x



 ζην ζεκείν ηεο   1,f 1 . 

 

 

85. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο 
εκx

y
ζπλx 2




, ζην ζεκείν o

π
x

2
 . 
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Μονοτονία - Ακπότατα 
 

 

86. Να κειεηήζεηε σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i.   2f x x 2x 4    

ii.   2f x x 4x 5     

iii.   3f x x 3x 2    

iv.  
x 1

f x
x 3





 

v.   x 1f x e x 1    

vi.  f x ln x x 1    

 

 

87. Να κειεηήζεηε σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i.  
3

2x 2
f x x 3x

3 3
     

ii.  
2x 16

f x
x


  

 

 

88. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2x 2x 4

f x
x 2

 



. Να βξεζνύλ: 

i. Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

ii. Η f  . 

iii. Η κνλνηνλία ηεο f . 

iv. Σα ηνπηθά αθξόηαηα ηεο f . 

v. Η f  . 

vi. Η κνλνηνλία ηεο f  . 

 

 

89. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
ζπλx π 3π

f x , x A ,
1 εκx 2 2

 
    

  
. 

i. Να βξεζεί ε f  . 

ii. Να απνδεηρζεί όηη ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

iii. Να ιπζεί ε αλίζσζε  f x 1 . 

 

 

 

90. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   4 3 2f x x 12x 48x 64x 10     . 

i. Να βξεζεί ε f   θαη ε f  . 

ii. Να ιπζεί ε εμίζσζε  f x 0  . 

iii. Να βξεζεί ην πξόζεκν ηεο f  . 

iv. Να κειεηεζεί ε f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

v. Να κειεηεζεί ε f   σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 
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91. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο  
2

2

x 4
f x

x 5x 4




 
. 

 

 

92. Να κειεηήζεηε ηελ κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο  
2

ln x 1
f x

ln x


 . 

 

 

93. Οκνίσο γηα ηελ ζπλάξηεζε   2x 5f x e x  . 

 

 

94. Έζησ ε ζπλάξηεζε  f x ln x x  . α) λα βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ , β) λα κειεηήζεηε ηελ 

κνλνηνλία , γ) λα βξεζνύλ ηα αθξόηαηα . 

 

 

95. Οκνίσο γηα ηελ  
2x 7x 6

f x
x 10

 



. 

 

 

96. Οκνίσο γηα ηελ   2 2f x x 9 x 2   . 

 

 

97. Να βξεζνύλ ηα αθξόηαηα ηεο  
2

4

x
f x

x 1



. 

 

 

98. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε   2 xf x x e . α) λα βξείηε ηηο f  , f  , β) λα εμεηάζεηε κνλνηνλία 

θαη αθξόηαηα. 

 

 

99. Έζησ  
x xe e

f x
2

 
 . Να απνδείμεηε όηη ε κέγηζηε ηηκή ηεο  f x  είλαη –1. 

 

100. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    2 2f x x ln x x 1 x 1 , x      . 

i. Να απνδεηρζεί όηη    2f x ln x x 1    . 

ii. Να κειεηεζεί ε f σο πξνο ηελ κνλνηνλία. 

iii. Να βξεζνύλ ηα αθξόηαηα ηεο f. 

 

 

101. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3 2x αx

f x 4x 2
3 2

    . 

i. Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο f. 

ii. Να πξνζδηνξηζηνύλ νη ηηκέο ηνπ α γηα ηηο νπνίεο ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην . 
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102. Έζησ ε ζπλάξηεζε    
1

h x f 2x g , x 0
x

 
   

 
 κε   2f x x x 1    θαη  

1
g x

x
  . Να 

βξεζνύλ ηα αθξόηαηα ηεο  h x . 

 

103. Έζησ ε ζπλάξηεζε   3 2f x αx βx 6x 1    . i) λα βξεζνύλ ηα α, β  έηζη ώζηε ε f λα 

δέρεηαη ηνπηθό αθξόηαην ζηα ζεκεία x 1  θαη x 2  . ii) Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο f θαη 

λα πξνζδηνξηζζεί ην είδνο ησλ αθξόηαησλ, αθνύ αληηθαηαζηαζνύλ ηα α, β.  

 

 

104. Να εμεηάζεηε ηελ ζπλάξηεζε     xf x ζπλx εκx e  ,  x 0,2π  σο πξνο ηελ κνλνηνλία . 

 

 

105. Να εμεηάζεηε ηελ ζπλάξηεζε   3 2f x x 3x 3x 1    , σο πξνο ηα αθξόηαηα. 

 

 

106. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3 2f x x αx β   . Αλ  ε ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη ζην ox 2  ηνπηθό 

αθξόηαην ην 1, λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α ,β. ΢ηε ζπλέρεηα λα βξείηε θαη ηα ππόινηπα αθξόηαηα 

ηεο f , αλ ππάξρνπλ. 
 

 

107. Να εμεηάζεηε ηε ζπλάξηεζε  
x

f x
ln x

  σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηεο. 

 

 

108. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   4 3f x x 4α x β    , α 0 . Αλ ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη γηα x 1  

κέγηζην ην 8, λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α ,β. 

 

109. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    3 2 2f x x α 1 x 3x α     , x . Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α  

γηα ηηο νπνίεο ε f δελ έρεη ηνπηθά αθξόηαηα. 
 

 

110. Έζησ  f x ζπλ2x 2εκx 2   ,  x 0,2π . Να βξείηε ηα αθξόηαηα ηεο  f x . 

 

111. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε      
2 3x x

f x x ln 1 x x ln 1 x
2 6

       . 

i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f, ηελ f   θαη ηελ f  . 

ii. Να βξείηε ηελ κνλνηνλία ηεο f  . 

iii. Να ππνινγίζεηε ηνλ ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο fC  ζηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ. 

iv. Να πξνζδηνξίζεηε ην πξόζεκν ηεο f  . 

v. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη λα απνδείμεηε όηη ε f έρεη νιηθό 

ειάρηζην ην νπνίν θαη λα βξείηε . 

vi. Να απνδείμεηε όηη     2 31 1
x ln x 1 x ln x 1 x x

2 6
      , γηα θάζε x 1  . 

vii. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    
2 3x x

x ln x 1 x ln x 1
2 6

      . 
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112. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3f x x 2x   θαη νη αξηζκνί α θαη β κε 3 2α 3α 5α 1    θαη 

3 2β 3β 5β 5   . 

i. Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη πεξηηηή θαη λα εμεηάζεηε αλ ε fC  έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ή 

θέληξν ζπκκεηξίαο. 

ii. Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο  f α 1  θαη  f β 1 . 

iii. Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

iv. Να απνδείμεηε όηη αλ    f κ f λ , ηόηε κ λ , γηα θάζε ,  . 

v. Να απνδείμεηε όηη α β 2  . 

 

 

113. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2xf x e 2x 1   . 

i. Να βξείηε ηελ κνλνηνλία ηεο f θαη ηα ηνπηθά ηεο αθξόηαηα. 

ii. Να απνδείμεηε όηη ε f έρεη νιηθό ειάρηζην. 

iii. Να απνδείμεηε όηη 2xe 2x 1  , γηα θάζε x . 

iv. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε x x xe e 2xe   . 
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Πποβλήματα 
 

 

114. Η ηηκή πώιεζεο ελόο κεραληθνύ εμαξηήκαηνο είλαη 1000€ . Σν θόζηνο ηνπ ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξόλνπ θαηαζθεπήο (ζε ώξεο) πξνζεγγίδεηαη από ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο: 

  2 1K t t 250t  . α) Πόηε πξαγκαηνπνηήζεθε ην κέγηζην θέξδνο;  β) Πόζν είλαη απηό; 

 

 

115. Από όια ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε εκβαδόλ 1600m
2
 , λα βξείηε ηηο δηαζηάζεηο 

εθείλνπ πνπ έρεη ηελ κηθξόηεξε πεξίκεηξν. 

 

 

116. Έλα θηλεηό ζε ρξόλν t sec δηαλύεη δηάζηεκα S ζε κέηξα πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν : 

  3 2S t t t t 3    , 0 t 10  . Να βξείηε : α) ηελ αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ , 

β) πνηα ρξνληθή ζηηγκή ε ηαρύηεηα ηνπ ζα είλαη 
m

2
sec

 ,  

γ) πνηα ρξνληθή ζηηγκή ε επηηάρπλζε ζα είλαη 
2

m
8

sec
. 

 

 

117. Μηα επηρείξεζε έρεη δηαπηζηώζεη όηη ην πνζό ζε εθαηνκκύξηα δξαρκέο πνπ ηεο νθείινπλ 

δηάθνξνη πειάηεο ηεο , δίλεηαη από ηνλ ηύπν :   5 33
P x x 2x 15x 1

5
    , όπνπ x είλαη ν 

αξηζκόο ησλ ρξεσζηώλ ηεο. Να βξείηε γηα πνην αξηζκό ρξεσζηώλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ 

ρξένπο είλαη ειάρηζηνο θαη πνηνο είλαη απηόο. 

 

 

118. Γηα ην ηξίγσλν ΑΒΓ ,κε ΑΓ ην ύςνο ηνπ, ηζρύεη:   xΑΓ f x e 1    θαη 

 ΒΓ g x x 2ln x    κε x 0 . Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ ΑΓ ,ηνπ ΒΓ θαη ηνπ 

εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ γηα x 1 . 

 

 

119. Μηα πέηξα βάιιεηαη θαηαθόξπθα πξνο ηα πάλσ . Σν ύςνο πνπ βξίζθεηαη ε πέηξα ηελ ρξνληθή 

ζηηγκή  t 0,7 , δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε   2h x 35t 5t  . Να βξείηε: α) ηελ αξρηθή 

ηαρύηεηα πνπ βιήζεθε ε πέηξα, β) ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 

t 3  θαη t 4 , γ) ην πςειόηεξν ζεκείν ζην νπνίν ζα θζάζεη ε πέηξα. 

 

 

120. Έλαο βηνκήραλνο κπνξεί λα ζηείιεη ακέζσο ζε πειάηεο , θνξηίν 200 ηόλσλ κε θέξδνο 30000€  

ηνλ ηόλν. Αλ πεξηκέλεη ιίγν θαηξό ζα πξνζζέηεη ζην θνξηίν 10 ηόλνπο ηελ εβδνκάδα αιιά ην 

θέξδνο από όιν ην θνξηίν ζα κεηώλεηαη θαηά 1000€ ηνλ ηόλν θάζε εβδνκάδα. Πόηε πξέπεη λα 

ζηείιεη ην θνξηίν ώζηε λα έρεη κέγηζην θέξδνο ;  

 

121. Έλαο θαιιηεξγεηήο γλσξίδεη όηη θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ζηηγκή ε παξαγσγή κήισλ είλαη 100 

θηιά αλά εβδνκάδα , ελώ ε ηηκή ησλ κήισλ είλαη 2€ ην θηιό. Αλ ε παξαγσγή απμάλεηαη θαηά 

5 θηιά ηελ εβδνκάδα θαη ε ηηκή ηνπ θηινύ κεηώλεηαη θαηά 0,05€ ηελ εβδνκάδα, ηόηε λα βξείηε 

πόηε ηα έζνδα ηνπ θαιιηεξγεηή ζα είλαη κέγηζηα. 
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122. Να βξείηε ην κέγηζην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΟΚΛΜ ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο . 

 

 

 

 

 

                                  Α(0,1) 

 

                                                 Λ(α,β) 

                                                                

     Β(8,0) 

 

 

 

 

123. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ηνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4  θαη ζρεκαηίδεη κε 

ηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο ηξίγσλν ειαρίζηνπ εκβαδνύ. 

 

 

124. Έλα θαθελείν βγάδεη ην θαινθαίξη ηξαπέδηα ζηελ πιαηεία. Αλ βγάιεη 12 ηξαπέδηα ηόηε ηα 

εκεξήζηα έζνδα ζα είλαη 20€ γηα θάζε ηξαπέδη. Αλ όκσο βγάιεη πεξηζζόηεξα ηξαπέδηα ηόηε ν 

ζπλσζηηζκόο επεξεάδεη ηελ θίλεζε θαη ηα εκεξήζηα έζνδα κεηώλνληαη θαηά 0,5€ γηα θάζε 

ηξαπέδη. Πόζα ηξαπέδηα κπνξεί λα βγάιεη ην θαθελείν ώζηε λα κεγηζηνπνηήζεη ηα έζνδα; 

 

 

125. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x x  θαη ην ζεκείν  A 2,0 . Να βξεζεί ην ζεκείν ηεο f ζην νπνίν 

ε απόζηαζε από ην Α λα είλαη ειάρηζηε. 

 

 

126. Σν θόζηνο παξαγσγήο x πξντόλησλ κηαο βηνκεραλίαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

  2C x 3800 5x 0,001x   . Η ηηκή πώιεζεο αλά κνλάδα όηαλ παξαρζνύλ x πξντόληα 

δηακνξθώλεηαη θάζε θνξά ζηελ ηηκή  P x 50 0,001x  . Να βξεζνύλ ην πιήζνο ησλ 

πξντόλησλ πνπ πξέπεη λα παξαρζνύλ από ηελ βηνκεραλία ώζηε λα έρεη κέγηζην θέξδνο. 

 

127. Έλα εξγνζηάζην δαραξνπιαζηηθήο παξαζθεπάδεη κεηαμύ άιισλ ηαςάθηα γαιαθηνκπνύξεθνπ. 

Τπνινγίζηεθε όηη ε παξαζθεπή x ηαςηώλ ηελ εβδνκάδα θνζηίδεη πεξίπνπ 2525
4

2

 x
x

 

δξαρκέο. Αλ ε ηηκή πώιεζεο ηνπ ηαςηνύ είλαη 
x

1000
2

  δξαρκέο, πόζα ηαςάθηα πξέπεη λα 

παξάγεη ηελ εβδνκάδα, ώζηε λα έρεη ην κεγαιύηεξν δπλαηό θέξδνο. 

 

 

128. Η ελέξγεηα  w t , πνπ απνδίδεηαη από έλα πελίν , κεηαβάιιεηαη κε ην ρξόλν t ζύκθσλα κε 

ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο :   2 4w t 6t t  , θαη κεηξηέηαη ζε joules. α) λα εθθξάζεηε ην 

ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ελέξγεηαο σο πξνο ην ρξόλν (ηελ ηζρύ ηνπ πελίνπ) ηε ρξνληθή ζηηγκή 
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0t t , β) ζε πνηα ρξνληθή ζηηγκή ην πελίν έρεη κέγηζηε ηζρύ; γ) πόζα joules είλαη ε κέγηζηε 

ηζρύο; 

 

 

129. ΢ε έλα ζύζηεκα αμόλσλ Oxy  δίλνληαη ηα ζεκεία  A 0 , x 1  θαη  2B x 2x ,0  κε x 0 . 

Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ σο πξνο x, όηαλ x 2 . 

 

 

130. Βξείηε ηε κέγηζηε δπλαηή ηηκή ηεο παξάζηαζεο A 2x y  , αλ ηα x, y είλαη ηα κήθε ησλ 

θάζεησλ πιεπξώλ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ κε ππνηείλνπζα 5 . 

 

 

131. Να ρσξίζεηε ηνλ αξηζκό 30 ζε δύν κέξε x, y κε x 0  θαη y 0 , έηζη ώζηε ε παξάζηαζε 

2A x y 2002   λα έρεη ηε κέγηζηε δπλαηή ηηκή θαη πνηα είλαη απηή . 

 

 

132. Η απόδνζε κηαο επέλδπζεο ζε εθαηνκκύξηα δξαρκέο σο ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ t (ζε έηε) 

είλαη    2f t ln t 25 ln 25, t 0    . Βξείηε ζε πόζα ρξόληα ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο 

επέλδπζεο γίλεηαη κέγηζηνο . 

 

 

133. Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιειεπηπέδνπ κε δηαζηάζεηο 

α x , β x 1  , γ x 2   σο πξνο x , όηαλ x 2 . 

 

 

134. Να βξείηε ην ζεκείν ηεο επζείαο κε εμίζσζε y 3x 4   πνπ είλαη πιεζηέζηεξν ζηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ . 

 

 

135. Έλαο αγξόηεο έρεη ζπξκαηόπιεγκα κήθνπο 200m γηα λα πεξηθξάμεη από ηηο ηξεηο πιεπξέο έλα 

ρώξν ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ . Η ηέηαξηε πιεπξά είλαη ηνίρνο . Πνηεο πξέπεη λα είλαη νη 

δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ ώζηε ην νξζνγώλην λα έρεη κέγηζην εκβαδόλ ;  
 

 

136. Από όια ηα νξζνγώληα κε εκβαδόλ 2200m  πνην είλαη εθείλν πνπ έρεη ηε κηθξόηεξε 

πεξίκεηξν; 
 

 

137. Έλαο αγξόηεο ρξεζηκνπνηεί έλα λέν ιίπαζκα . Σν λέν ιίπαζκα απμάλεη ην εηζόδεκα πνπ 

δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε :   3 24 1780
E t t 17t 104t

3 3
     . To θόζηνο από ηελ ρξήζε 

είλαη:   2K t t 40t  . Βξείηε ζε πόζα έηε ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο γίλεηαη κέγηζηνο. 

 
 

138. Έλα θάξκαθν γηα ηελ ππόηαζε ππάξρεη ζε δηζθία θαη ζε ζηξόπη . Η κεηαβνιή ηεο πίεζεο 

ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t, από ηελ ρνξήγεζε ησλ δηζθίσλ δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε 

  tf t te , t 0   θαη κε ηελ ρνξήγεζε ζηξνπηνύ από ηελ ζπλάξηεζε   2 tg t t e , t 0  . 
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Πνηα από ηηο δύν κνξθέο ηνπ θαξκάθνπ δίλεη κεγαιύηεξε κέγηζηε πίεζε θαη πνην θέξλεη ην 

απνηέιεζκα απηό πην γξήγνξα ;  
 

 

139. Μηα βηνκεραλία θαζνξίδεη ηελ ηηκή πώιεζεο Π(x) θάζε κνλάδαο ελόο πξντόληνο ζπλαξηήζεη 

ηνπ πιήζνπο x κνλάδσλ παξαγσγήο , ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν :  
3x

x 19500
3

   . Σν θόζηνο 

παξαγσγήο αλά κνλάδα πξντόληνο είλαη 2000€ θαη επηπιένλ ε βηνκεραλία πιεξώλεη θόξν 

600€ γηα θάζε κνλάδα πξντόληνο . Να βξεζεί πόζεο κνλάδεο πξντόληνο πξέπεη λα παξάγεη ε 

βηνκεραλία , ώζηε λα έρεη ην κέγηζην δπλαηό θέξδνο . 
 

 

140. Έλαο αγξόηεο ζέιεη λα πξνζιάβεη εξγάηεο γηα λα καδέςνπλ 12500 θηιά ληνκάηεο . Κάζε 

εξγάηεο καδεύεη 125 θηιά ηελ ώξα θαη πιεξώλεηαη 6€ ηελ ώξα . Γηα ηνλ ζπληνληζκό θαη ηελ 

επηζηαζία ησλ εξγαηώλ ν αγξόηεο ζα πξνζιάβεη θαη έλαλ επηζηάηε ηνλ νπνίν ζα πιεξώλεη 

10€ ηελ ώξα . Ο αγξόηεο επηπιένλ ζα πιεξώζεη ζην ζσκαηείν ησλ εξγαηώλ εηζθνξά 10€ γηα 

ηνλ επηζηάηε θαη θάζε εξγάηε . Να βξείηε πόζνπο εξγάηεο πξέπεη λα πξνζιάβεη ν αγξόηεο γηα 

λα ηνπ θνζηίζεη ην ειάρηζην δπλαηόλ θαη πνην ζα είλαη ην ειάρηζην θόζηνο . 
 

141. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  κε ηύπν    
1

f x , x 0,
x

   . 

α) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο f  ζην ζεκείν  Λ 1,1 . 

β) Από ηπραίν ζεκείν  Μ x, y  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  θέξλνπκε παξάιιειεο 

επζείεο πξνο ηνπο άμνλεο x x  θαη y y , νη νπνίεο ζρεκαηίδνπλ κε ηνπο εκηάμνλεο Ox, Oy  

νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν. Να βξεζνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ, ώζηε ε 

πεξίκεηξνο ηνπ νξνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ λα είλαη ειάρηζηε. 

                                                                   (4
ο
 Θέμα Πανελληνίων Εξετάσεων 2005) 


