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Εικοσιδωεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci

Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο πεντάγωνα και εξήντα

ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον

ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί να έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται

στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις
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ενώ το δυαδικό του πολύεδρο είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο.

Πηγή:http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron

Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος

Ο δικτυακός τόπος mathematica.gr ανήκει και διευθύνεται σύμφωνα με τον κανονισμό του που υπάρχει στην αρ-

χική του σελίδα (http://www.mathematica.gr) από ομάδα Διευθυνόντων Μελών.
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Διασκεδαστικά Μαθηματικά

ΑΣΚΗΣΗ 1 (Προτείνει ο Atemlos) Όταν ο Γκιούλιβερ πήγε στην

Λιλιπούπολη διαπίστωσε ότι όλα τα πράγματα εκεί είναι ακριβώς

12 φορές μικρότερα. Πόσα πακέτα σπίρτων της Λιλιπούπολης ϑα

χρειαστούν για να γεμίσουν ένα πακέτο σπίρτων του Γκιούλιβερ;

ΑΣΚΗΣΗ 2 (Προτείνει ο Σπύρος Καρδαμίτσης ) Τρείς φίλοι (ο έ-

νας είναι τυφλός) συμφώνησαν να παίξουν ως εξής:

´Εχουν 2 πράσινες και 3 κόκκινες κάρτες. Παίρνει ο καθένας στην

τύχη από μια κάρτα και την στηρίζει στην πλάτη του φίλου του.

Κερδίζει όποιος μαντέψει τι χρώμα έχει η κάρτα που είναι στην

πλάτη του. Οι κάρτες που μένουν δεν αποκαλύπτονται. Ο καθέ-

νας βλέπει τις κάρτες των άλλων αλλά όχι τη δική του. Όταν άρχισε

το παιχνίδι ο πρώτος είπε δεν ξέρω και ο δεύτερος το ίδιο. Τότε ο

τρίτος φίλος που είναι τυφλός τους είπε το χρώμα της κάρτας του.

´Ηταν σωστό και κέρδισε. Τι χρώμα είπε; Πώς το βρήκε;

Μαθηματικά Α´ Γυμνασίου

ΑΣΚΗΣΗ 3 (Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Σε μια χώρα που οι

πολίτες της απολαμβάνουν καλό και φθηνό φαγητό, το ΦΠΑ στην

εστίαση είναι στο 23%. Αυτό γίνεται με σκοπό η χώρα να προσελ-

κύει και να δελεάζει τους τουρίστες, μιας και σε γειτονικές χώρες

το ΦΠΑ είναι στο 10% , αλλά οι τουρίστες προτιμάνε το 23%, επει-

δή έχουμε ωραίο περιβάλλον. Μια παρέα από πέντε μαθηματικούς

βγήκε για φαγητό σε ταβερνάκι. Θα ακολουθούσε αργότερα και

μουσική με μπουζουκάκι και με όλα τα ωραία της νύχτας. Επειδή

εμείς οι ´Ελληνες σπάνια κοιτάζουμε τιμοκατάλογο, ο ταβερνιάρης,

μόλις του έκαναν τη σχετική ένδειξη ότι ϑέλουν να πληρώσουν, έ-

κανε το λογαριασμό ως εξής :

Υπολόγισε σβέλτα την αξία των υλικών με τα οποία ετοίμασε

τα φαγητά των τριών πελατών του, πρόσθεσε το κέρδος του 40%

επί του κόστους και πάνω σε αυτή την τιμή, όπως ξέρετε, πρόσθεσε

και 23% ΦΠΑ. Οι πέντε φίλοι πλήρωσαν συνολικά 90 ευρώ, αλλά

μέσα σε αυτά ήταν και το φιλοδώρημα 3, 90 ευρώ στην κοπέλα που

σερβίρισε με ευγένεια το φαγητό και έφερε και δροσερό καρπουζάκι

Τρικάλων στο τέλος.

Λίγο πριν φύγουν οι μαθηματικοί για να πάνε στο σπίτι με σκο-

πό να βάλουν καμιά άσκηση σε μια ωραία μαθηματική ιστοσελίδα,

στο mathematica, άρχισαν οι νυχτερινές ειδήσεις. Και επειδή στα

ταβερνάκια πάντα υπάρχει μια τηλεόραση ανοικτή στη γωνία για

να βλέπει η γιαγιά και τα εγγονάκια του ταβερνιάρη, οι πέντε φί-

λοι άκουσαν -και τι χαρά που έκαναν- ότι το ΦΠΑ στην εστίαση

ϑα μειωθεί στο 13%. Πόσο ϑα κοστίσει την επόμενη φορά αυτό το

δείπνο, αν γίνει η ίδια παραγγελία, το κόστος αγοράς των υλικών

μείνει το ίδιο, το ποσοστό κέρδους δεν αλλάξει (γίνονται και ϑαύ-

ματα μερικές φορές σε αυτή τη χώρα!), και για μπουρμουάρ στην

κοπέλα αφήσουν 2, 9 ευρώ ;

ΑΣΚΗΣΗ 4 (Προτείνει ο Χρήστος Δεμιρτζόγλου) Στο παρακάτω

σχήμα να υπολογίσετε τη γωνία x

Μαθηματικά Β´ Γυμνασίου

ΑΣΚΗΣΗ 5 (Προτείνει ο Κώστας Καπένης) Ποιά από τις δύο πα-

ρακάτω παραστάσεις

(−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2013

ή

(−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2012

είναι μεγαλύτερη;

ΑΣΚΗΣΗ 6 (Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Πόσα ψηφία έχει ο

αριθμός a = 22
5 · 552 ;

Μαθηματικά Γ´ Γυμνασίου

ΑΣΚΗΣΗ 7 (Προτείνει ο KARKAR) Βρείτε τους πραγματικούς α-

ριθμούς x, y, για τους οποίους ισχύει:

x + 1

y
+

1

2xy
=

1 − y

x
.

ΑΣΚΗΣΗ 8 (Προτείνει ο Χρήστος Δεμιρτζόγλου) Αν α είναι ϑετι-

κός αριθμός και ισχύει ότι α2
+

1

α2
= 5 , να υπολογιστεί η τιμή της

παράστασης α3
+

1

α3
.

Μαθηματικά Α´ Λυκείου, Άλγεβρα

ΑΣΚΗΣΗ 9 (Προτείνει ο Νίκος Ζαφειρόπουλος) Ο λόγος των α-

ϑροισμάτων των ν πρώτων όρων δύο αριθμητικών προόδων είναι

2ν + 1

3ν − 2
, ν = 1, 2,3, ...

ι) Να βρεθεί ο λόγος των ένατων όρων τους.

ιι) Να βρεθεί ο λόγος του τέταρτου όρου της μιας προς τον δέκατο

όρο της άλλης.
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ΑΣΚΗΣΗ 10 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης) ´Ενας βαρκά-

ρης για να βρει την ταχύτητα του ρεύματος ενός ποταμού απο-

φασίζει να κάνει το ακόλουθο πείραμα. Αφήνει ένα κομμάτι ξύλο

στην επιφάνεια του νερού (σημείο O) και ξεκινά να κωπηλατεί κατά

τη φορά του ρεύματος. Αφού περάσουν 40min φτάνει στο σημείο

A, 1km από την αφετηρία του. Αμέσως επιστρέφει, παίρνει το ξύλο

από το νερό, κάνει στροφή και κωπηλατώντας πάλι κατά τη φορά

του ρεύματος φτάνει για δεύτερη φορά στο A μετά από 24min από

τη στιγμή που ανέσυρε το ξύλο από το νερό.

Ποια η ταχύτητα του ρεύματος αν υποθέσουμε ότι οι ταχύτητες

ρεύματος και βάρκας είναι σταθερές και ότι δεν χρειάζεται χρόνος

για την αναστροφή της πορείας της βάρκας;

Για πόσο χρόνο κωπηλάτησε ο βαρκάρης αντίθετα για να συναντή-

σει το ξύλο;

Μαθηματικά Α´ Λυκείου, Γεωμετρία

ΑΣΚΗΣΗ 11 (Προτείνει ο KARKAR)

Οξυγώνιο τρίγωνο ABC, με AB < AC, είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο

κέντρου O. Φέρω το ύψος AD και την κάθετη στην OD στο D, η

οποία τέμνει την AB στο E.

Αν σας δοθεί η B̂ = ω, υπολογίστε την OÊD = ϕ.

ΑΣΚΗΣΗ 12 (Προτείνει ο KARKAR)

Τα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα ABC και ADE έχουν, αμφότε-

ρα, ορθή γωνία τους την Â. Συνδέω τα μέσα K, L των υποτεινουσών

τους BC, DE, καθώς και τα μέσα M, N των τμημάτων CD, BE.

Δείξτε ότι MN⊥KL και MN = KL.

Μαθηματικά Β´ Λυκείου, Άλγεβρα

ΑΣΚΗΣΗ 13 (Προτείνει ο KARKAR) Λύστε το σύστημα :

{
9(x4 + y4) = 68(x + y)2

3xy = 4(x + y)

}

ΑΣΚΗΣΗ 14 (Προτείνει ο Λευτέρης Πρωτοπαπάς) Δίνονται οι συ-

ναρτήσεις f , g με

f (x) = ln
1 + x

1 − x
, g(x) = f (ηµx) .

1. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f , g.

2. Να λύσετε την εξίσωση g(x) = ln 3.

3. Να λύσετε την ανίσωση f (x) > ln 7.

4. Να λύσετε την εξίσωση e f (x)
=

x

2(x2 − 1)
+

1

x + 1
.

Μαθηματικά Β´ Λυκείου, Γεωμετρία

ΑΣΚΗΣΗ 15 (Προτείνει ο KARKAR) Σε τρίγωνο △ ABC με γωνία

∠B = 600 , το M είναι το μέσο της BC και το D το σημείο επαφής

της BC με τον έγκυκλο του τριγώνου. Φέρνω τμήμα CS κάθετο στη

διχοτόμο της γωνίας ∠A .

Δείξτε ότι το τρίγωνο △ S MD είναι ισόπλευρο.

ΑΣΚΗΣΗ 16 (Προτείνει ο ΛΕΩΝΙΔΑΣ) ´Εστω τρίγωνο △ ABC με

AC > AB και D το ίχνος του ύψους από την κορυφή A.

Η κάθετη από το σημείο D προς την AC την οποία τέμνει στο ση-

μείο E.´Εστω ακόμα F σημείο της DE έτσι ώστε

(EF) (DC) = (BD) (DE).

Να δείξετε ότι AF⊥BF.

Μαθηματικά Β´ Λυκείου, Κατεύθυνση

ΑΣΚΗΣΗ 17 (Προτείνει ο Tolaso J Kos) Δίδονται τα διανύσμα-

τα ~a, ~b του επιπέδου με
(
~̂a, ~b

)
=

2π

3
. Δίδονται και τα διανύσματα

~u = 2~a + 4~b και ~v = ~a − ~b.
1. Δείξτε ότι τα ~u, ~v είναι μη μηδενικά.

Αν ισχύει ακόμα ότι
∣∣∣~a
∣∣∣ = 1 =

∣∣∣∣~b
∣∣∣∣ τότε:

2. Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα των ~a~b, ~u~v.

3. Να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτων ~u, ~v

4. Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσμάτων ~u, ~v

ΑΣΚΗΣΗ 18 (Προτείνει ο Χρήστος Καρδάσης )

1. Αν ισχύει
∣∣∣~a
∣∣∣ =

∣∣∣∣~β
∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣~a + ~β
∣∣∣∣ , να δείξετε ότι ~a = ~β

2. Δίνονται τα διανύσματα ~a, ~β τέτοια ώστε
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∣∣∣∣~a + ~β
∣∣∣∣ = 4 .

Να βρείτε τον ρ ∈ R καθώς και το διάνυσμα ~x αν ισχύουν

∣∣∣~x + ~a
∣∣∣ = ρ και

∣∣∣∣~x − ~β
∣∣∣∣ = 3ρ − ρ2 .

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Γενική Παιδεία

ΑΣΚΗΣΗ 19 (Προτείνει ο Διονύσης Σέμα ) Δύο κύκλοι με ακτίνα

R = 1 διαλέγονται με τον παρακάτω τρόπο. Το κέντρο του κύκλου

k1 διαλέγεται ομοιόμορφα στη τύχη από το ευθύγραμμο τμήμα που

ενώνει τα σημεία με συντεταγμένες (0, 0) και (2,0). Ανεξάρτητα από

αυτή την επιλογή, το κέντρο του κύκλου k2 διαλέγεται ομοιόμορφα

στη τύχη από το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία με συν-

τεταγμένες (0, 1) και (2, 1). Ποιά είναι η πιθανότητα οι k1 και k2 να

τέμνονται;

ΑΣΚΗΣΗ 20 (Προτείνει ο Νίκος Αλεξανδρόπουλος ) Δίνεται ο

δειγματικός χώρος Ω = {1, x1, x2, ..., xν}. Αν τα ενδεχόμενα x1, x2, ..., xν
είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου με x1x2 =

7
√

e και η πιθα-

νότητά τους δίνεται από τη σχέση P (xκ) = ln xκ, κ = 1, 2, ..., ν τότε:

α. Να βρεθεί η πιθανότητα P (1)

β. Αν α είναι η ελάχιστη τιμή του φυσικού αριθμού ν, να προσδιο-

ρίσετε τον πραγματικό αριθμό λ ώστε, η ευθεία y = λx + α + 2 να

εφάπτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης με f (x) = x3.

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, Μιγαδικοί Αριθμοί

ΑΣΚΗΣΗ 21 (Προτείνει ο Χρήστος Κυριαζής) ´Εστω a, b, c μιγαδι-

κοί αριθμοί τέτοιοι ώστε:

|a| = |b| = |c| = |a + b + c| = 1.

Αν |a − b| = |a − c| και b , c , να αποδείξετε ότι:

|a + b||a + c| = 2 .

ΑΣΚΗΣΗ 22 (Προτείνει ο KARKAR)

α) Αν z ∈ C με |z| = 1 και w =
2z − 1

z − 2
, να βρείτε το γεωμετρικό τόπο

των εικόνων του μιγαδικού w.

β) Να υπολογίσετε τα: |z − w|min, |z − w|max.

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, ´Ορια, Συνέχεια

ΑΣΚΗΣΗ 23 (Προτείνει ο Νίκος Μαυρογιάννης) Δίνονται οι συ-

ναρτήσεις

f (x) =
√
1 − x4 , g (x) =

x − 1

1 − α − x2

1) Να βρείτε το πεδίο ορισμού D f της f .

2) Για τις διάφορες τιμές του α ∈ R να βρεθεί το πεδίο ορισμού Dg

της g.

3) Για ποιές τιμές του α ισχύει D f ⊆ Dg (δηλαδή το πεδίο ορισμού

της f περιέχεται στο πεδίο ορισμού της g);

ΑΣΚΗΣΗ 24 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου) Θεωρούμε την συ-

νάρτηση f με

f (x) =
√

x + |z| − |w| ,

όπου z,w ∈ C.

(1) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

(2) Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f −1 έχουν

ένα μόνο κοινό σημείο, να βρεθεί η ελάχιστη απόσταση των εικόνων

των z,w στο μιγαδικό επίπεδο.

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, Διαφορικός
Λογισμός

ΑΣΚΗΣΗ 25 (Προτείνει ο Γιώργος Σαρακατσιάνος)

´Εστω συνάρτηση f : R→ R, για την οποία ισχύουν :

f (x) = x + f ′(x) − 1 + f ′′(x) , f (0) = 0, f (0) = 1.

Να βρεθεί ο τύπος της f .

ΑΣΚΗΣΗ 26 (Προτείνει ο Διονύσης Βουτσάς)

Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,+∞), με f (0) = 0 που

είναι κοίλη και ισχύει

(x + 1) f (x) + 2013g(x) = x f (x + 1)

για κάθε x > 0.

Να αποδείξετε ότι:

1) Υπάρχει ξ ∈ (1,3) : (ξ − 2)g(ξ) = 2013ξ(ξ − 1), αφου αποδείξετε οτι

η g είναι συνεχής.

2) Για κάθε x > 0 υπάρχει x0 > 0 :

2x0 f (x) = x2 f ′(x0) .

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, Ολοκληρωτικός
Λογισμός

ΑΣΚΗΣΗ 27 (Προτείνει ο Ροδόλφος Μπορης)

1.´Εστω f συνεχής συνάρτηση.

Θέτουμε O(0, 0), A(a, 0), M(a, f (a)), B(0, f (0)) και P( f , a) την περίμε-

τρο της κλειστής καμπύλης OAMBO, ενώ E( f , a) το εμβαδό που

περικλείει.

Αν P( f , a) = E( f , a) , να δείξετε ότι a > 2 .(από Putnam)

2. Δίνονται τώρα ότι : η f είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο

και ότι το μήκος L( f , a), της καμπύλης C f , δίνεται από την σχέση :

L( f , a) =

∫ a

0

√
1 + ( f ′(t))2dt.

Να βρείτε τον τύπο όλων των f στην περίπτωση όπου

P( f , a) − E( f , a) = Ω

για κάθε τιμή του a ≥ 0 όπου Ω μια σταθερά και να αποδείξετε ότι

Ω ≥ 4 .

ΑΣΚΗΣΗ 28 (Προτείνει ο Ροδόλφος Μπόρης) f : R→ R συνεχής

και :

f (x) = −e f (0)
+

∫ x

0

1

1 + e f (t)
dt .

Να υπολογίσετε το :
∫ 1

0
f (t)dt συναρτήσει του f (0)
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Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, Ασκήσεις σε όλη
την ´Υλη

ΑΣΚΗΣΗ 29 (Προτείνει ο parmenides51)

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς

z(x) =
2

1 + 2xi
, x ∈ R.

α) Να αποδείξετε ότι z(x) + z(x) = |z(x)|2
β) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z(x) κινούνται σε κύ-

κλο με κέντρο K(1,0) , του οποίου να βρείτε την ακτίνα.

γ) Να αποδείξετε ότι :

i) οι εικόνες των μιγαδικών z(x) και z

(
−

1

4x

)
, x , 0 είναι αντιδιαμε-

τρικά σημεία του παραπάνω κύκλου

ii) |z(2013) − z(2)|2 +
∣∣∣∣∣∣z(2013) − z

(
− 1

8

)∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣z(2) − z

(
− 1
8

)∣∣∣∣∣∣
2

δ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→+∞

(Im (z(x)) · ηµx)

ε) Αν α < β να αποδείξετε ότι

∫ β

α

Im (z(x)) dx < β − α

ΑΣΚΗΣΗ 30 ( Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Δίνεται η συνάρ-

τηση f με τύπο :

f (x) =
1

sin x
, x ∈ (0, π).

α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα.

β) Να βρείτε της ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f .

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη C f

τον άξονα x′x και τις ευθείες με εξισώσεις x = π
3
, x = π

2
.

Μαθηματικά Γ´ Λυκείου, Κατεύθυνση, Θέματα με
Απαιτήσεις

ΑΣΚΗΣΗ 31 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) ´Εστω

f (x) = ln(x + 1)

και συνάρτηση g : (0,+∞)→ R ώστε για κάθε x > 0, g(x) να είναι ο

μοναδικός ϑετικός αριθμός ώστε f (x) = x f ′(g(x)).

Να βρεθεί το όριο

lim
x→0+

g(x)

x
.

ΑΣΚΗΣΗ 32 (Προτείνει ο Νίκος Ζανταρίδης) Η συνάρτηση

f : [0, 1] → (0,+∞) είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο και

αύξουσα και ισχύουν

1∫

0

( f (x))3dx =

1∫

0

( f ′ (x))
3
dx =

( f (1))3 − 1

3

και f (0) = 1.

Να βρεθεί η f .

Ασκήσεις μόνο για μαθητές

ΑΣΚΗΣΗ 33 (Προτείνει ο KARKAR)

Στο παραλληλόγραμμο ABCD το M είναι το μέσο της AB , ενώ

AC και DM τέμνονται στο S .

Βρείτε τι μέρος του (ABCD) είναι το (S MC)

ΑΣΚΗΣΗ 34 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου )

Γεωμετρία Β´ Γυμνασίου

1. Δίνεται τρίγωνο ABΓ με γωνία B = 30◦ μοίρες και ϑεωρούμε

τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου αυτού. Αν το απόστημα

της χορδής AΓ είναι 12 εκ., να βρεθεί το μήκος του κύκλου.

2. Ο Σπύρος μόλις αγόρασε το καινούριο ποδήλατο, πήγε μια

βόλτα από το σπίτι του μέχρι την παραλία που απέχει ακριβώς

6314, 54 μέτρα. Επειδή του αρέσει να ασχολείται με τα μαθηματικά,

ϑέλησε να βρει την ακτίνα της ρόδας του ποδηλάτου, χωρίς να την

μετρήσει. ´Εβαλε λοιπόν ένα κόκκινο σημαδάκι πάνω στην μπρο-

στινή ρόδα και παρατήρησε ότι μέχρι να φτάσει στην παραλία, είδε

το σημαδάκι να γυρίζει 2011 φορές! Πως μπόρεσε και βρήκε την

ακτίνα;

Μαθηματικοί Διαγωνισμοί Juniors,
Άλγεβρα-Θεωρία Αριθμών-Συνδυαστική

ΑΣΚΗΣΗ 35 (Προτείνει ο Θάνος Μάγκος) Αν a, b ∈ Z τέτοιοι, ώ-

στε

9 | (a2 − ab + b2),

να αποδείξετε ότι 3|a ∧ 3|b.

ΑΣΚΗΣΗ 36 (Προτείνει ο Θάνος Μάγκος) Να βρεθεί ο τριψήφιος

ακέραιος n = abc, ώστε 2n = 3a!b!c!.

Μαθηματικοί Διαγωνισμοί Juniors, Γεωμετρία

ΑΣΚΗΣΗ 37 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου) Δίνεται τρίγωνο

ABΓ στο οποίο η γωνία Α είναι ίση με 60o.

Η ευθεία του Euler του τριγώνου αυτού, τέμνει τις πλευρές AB και

AΓ , στα σημεία E και Z αντιστοίχως.

Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο AEZ είναι ισόπλευρο.

ΑΣΚΗΣΗ 38 (Προτείνει ο Νίκος Φραγκάκης) Δίδεται κύκλος

(O,R) και διάμετρος του AB . Στην ακτίνα OB ϑεωρούμε τα ση-

μεία K, L τέτοια ώστε OK = KL = LB και στην προέκτασή της προς

το B σημείο M , τέτοιο ώστε BM =
R

2
.

1. Βρείτε σημείο C του κύκλου τέτοιο ώστε ÂCL = 600 .

2. Αν η ευθεία CL τέμνει ακόμα τον κύκλο στο E και η ευθεία EK

τη χορδή AC στο T , δείξετε ότι το τρίγωνο T EM είναι ισόπλευρο.
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Μαθηματικοί Διαγωνισμοί Seniors,
Άλγεβρα-Θεωρία Αριθμών-Συνδυαστική

ΑΣΚΗΣΗ 39 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης)

Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : R>0 × R>0 → R>0, ώστε:

α) f

(
f

(
x

y
, y

)
, z

)
= x f (1, z), για κάθε x, y, z ∈ R>0,

β) η συνάρτηση g : R>0 → R>0 με g(x) = f (x, x) για κάθε x ∈ R>0
είναι μονότονη.

ΑΣΚΗΣΗ 40 (Γ.-Σ. Σμυρλής) Υπάρχουν 1000000 (106) διάφοροι

ανά δύο ϑετικοί ακέραιοι, ώστε ουδείς εξ αυτών αλλά και το άθροι-

σμα οποιωνδήποτε εξ αυτών να μην αποτελεί τέλειο τετράγωνο;

Μαθηματικοί Διαγωνισμοί Seniors, Γεωμετρία

ΑΣΚΗΣΗ 41 (Προτείνει ο Χρήστος Στραγάλης)

´Εστω M, N, τα μέσα των διαγωνίων AC, BD αντιστοίχως, τετρα-

πλεύρου ABCD εγγεγραμμένου σε κύκλο έστω (O).

Εάν E, Z, είναι τα σημεία τομής των απέναντι πλευρών, αποδείξ-

τε ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων △ EMN, △ ZMN,

εφάπτονται της ευθείας EZ.

ΑΣΚΗΣΗ 42 (Προτείνει ο Γρηγόρης Κακλαμάνος)

´Εστω τετράγωνο ABCD και ας είναι P, τυχόν σημείο του τόξου
⌢

AD

του περιγεγραμμένου κύκλου του (O)

( με P . A . D.)

´Εστω PR ‖ AD με R ∈ AB και PT ‖ AC με T ∈ CD. Αν S ≡ PB∩ AD,

να αποδειχθεί ότι τα σημεία R, S , T είναι συνευθειακά.

Θέματα Διαγωνισμών ΕΜΕ

ΑΣΚΗΣΗ 43 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπουλος - ΙΜΟ

2013) ´Εστω Q>0 το σύνολο των ϑετικών ρητών. ´Εστω συνάρτη-

ση f : Q>0 → R τέτοια ώστε

(i) f (xy) ≤ f (x) f (y) για κάθε x, y ∈ Q>0,
(ii) f (x + y) ≥ f (x) + f (y) για κάθε x, y ∈ Q>0,

(iii) υπάρχει ρητός a > 1 τέτοιος ώστε f (a) = a.

Να δειχθεί ότι f (x) = x για κάθε q ∈ Q>0.

ΑΣΚΗΣΗ 44 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης) Να προσδιο-

ρίσετε όλες τις συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε

f (x + y f (x)) = f (x f (y)) − x + f (y + f (x))

για κάθε x, y ∈ R.

Μαθηματικοί Διαγωνισμοί για Φοιτητές

ΑΣΚΗΣΗ 45 (Σπύρος Καπελλίδης) ´Εστω a ένας περιττός ακέ-

ραιος. Να βρείτε όλα τα μονικά πολυώνυμα p με ακέραιους συντε-

λεστές, τα οποία έχουν την εξής ιδιότητα:

Για κάθε ακέραιο n υπάρχει ακέραιος m ώστε p(m) + p(n) = a

ΑΣΚΗΣΗ 46 (Διαγωνισμό IMC 2013) Υπάρχει μιγαδική ακολου-

ϑία (an) τέτοια ώστε για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθμό p η σειρά

+∞∑

n=1

ap
n

να συγκλίνει αν και μόνο αν ο p δεν είναι πρώτος;

Άλγεβρα ΑΕΙ

ΑΣΚΗΣΗ 47 (Προτείνει ο tamos) ´Εστω V διανυσματικός χώρος

υπεράνω του R. Δείξτε ότι ο V δε γράφεται ως πεπερασμένη ένωση

γνήσιων υποχώρων του.

ΑΣΚΗΣΗ 48 (Προτείνει ο Γιώργος Σμυρλής) ´Εστω V γραμμικός

χώρος επί του C (όχι απαραιτήτως πεπερασμένης διαστάσεως) καί

T : V → V γραμμικός μετασχηματισμός. Αν p πολυώνυμο, το οποίο

αναλύεται ως

p(x) = (x − λ1)k1 · · · (x − λν)kν ,

όπου λ1, . . . , λν διάφοροι ανά δύο μιγαδικοί, τότε

ker p(T ) = ker(T − λ1)k1 ⊕ · · · ⊕ ker(T − λν)kν ,

όπου ker p(T ) = {v ∈ V : p(T )v = 0}.

Ανάλυση ΑΕΙ

ΑΣΚΗΣΗ 49 (Προτείνει ο Γεώργιος Σμυρλής) ´Εστω f : Ω → C
αναλυτική καί μή ταυτοτικώς μηδενική, όπου Ω χωρίο. Αν η f έχει

αναλυτική n−ιοστή ρίζα διά κάθε n φυσικό, τότε δείξατε ότι η f έχει

καί μιγαδικό λογάριθμο.

ΑΣΚΗΣΗ 50 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) ´Εστω α-

κολουθία {an}n≥1 με a1 = 1, an+3 = an για n = 1, 2, 3, . . . , και

∞∑

n=1

an

n
= 0.

Να βρεθεί η τιμή του a2.

Θεωρία Αριθμών ΑΕΙ
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ΑΣΚΗΣΗ 51 (Προτείνει ο Παναγιώτης Λώλας) Να αποδείξετε ότι

υπάρχει ϑετικός πραγματικός α, ώστε, αν a0 = α και an+1 = 2an , όλοι

οι όροι της ακολουθίας [an] να είναι πρώτοι. (Με [x] συμβολίζεται

το ακέραιο μέρος του x)

ΑΣΚΗΣΗ 52 (Προτείνει ο Αλέξανδρος Γαλανάκης) ´Εστω m ϑε-

τικός ακέραιος. Αποδείξτε ότι υπάρχουν m το πλήθος διαδοχικοί

ϑετικοί ακέραιοι καθένας από τους οποίους διαιρείται με ένα του-

λάχιστον τετράγωνο ακεραίου μεγαλύτερου του 1.

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά ΑΕΙ

ΑΣΚΗΣΗ 53 (Προτείνει ο Αλκιβιάδης Σπυριδόπουλος) Δίνεται η

ακολουθία xk, k ∈ N με

x0 = 0, x1 = 1 και xk+1 = xk + xk−1, k ≥ 1.

α) Να δείξετε ότι η ακολουθία xk μπορεί να γραφεί ως

[
xk+1

xk

]
= A

[
xk

xk−1

]
= Ak

[
x1
x0

]
,

όπου οι A,Ak είναι 2 × 2 πίνακες.

β) Να βρείτε τον πίνακα Ak.

ΑΣΚΗΣΗ 54 (Προτείνει ο Λευτέρης Πρωτοπαπάς) Ορισμός:

Αν a > 0 είναι η ακτίνα της σφαίρας αντιστροφής, που βρίσκεται

στο κέντρο του συστήματος συντεταγμένων,

~r ∈ R3 είναι το διάνυσμα ϑέσης του αρχικού σημείου και ~r′ ∈ R3 εί-

ναι το διάνυσμα ϑέσης του τελικού σημείου που προκύπτει από τον

μετασχηματισμό Kelvin K, ισχύει ότι: ~r′ := K(~r) :=
a2

r2
~r όπου ~r , ~0

και |~r| = r.

Αν |~r′| = r′, να αποδείξετε ότι:

i) rr′ = a2, ii) ~r =
a2

r′2
~r′.

Ανώτερα Μαθηματικά

ΑΣΚΗΣΗ 55 (Προτείνει ο Δημήτρης Χριστοφίδης) Δίνεται μια το-

πολογία σε n στοιχεία η οποία έχει (αυστηρώς) περισσότερα από

3 · 2n−2 ανοικτά σύνολα.

Να δειχθεί ότι η τοπολογία είναι διακριτή.

ΑΣΚΗΣΗ 56 (Προτείνει ο Σεραφείμ Τσιπέλης) Να αποδειχθεί ότι

το σύνολο

A =

{
p

q

∣∣∣ p, q : πρώτοι αριθμοί

}

είναι πυκνό στο διάστημα ∆ = [0 , +∞) .

Προτεινόμενα Θέματα Μαθηματικών (ΑΣΕΠ)

ΑΣΚΗΣΗ 57 (Προτείνει ο Χρήστος Κυριαζής) Να βρείτε τις πραγ-

ματικές λύσεις του συστήματος:

|x| − |x − y| = 2

3 |y| + |x + y| = 10

ΑΣΚΗΣΗ 58 (Προτείνει ο Νίκος Ζανταρίδης) Να δείξετε ότι:

cos x + cos y ≤ 2 cos
(√

xy
)
+

(x−y)2

2
, ∀x, y ∈ [0,+∞)

Ο Φάκελος του καθηγητή, Ανάλυση

ΑΣΚΗΣΗ 59 (Προτείνει ο Σπύρος Καπελλίδης) Να βρείτε όλες

τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις f : [0,+∞)→ [0,+∞) για τις οποί-

ες ισχύουν f (0) = 0 και f ′(x2) = f (x) για κάθε x ∈ [0,+∞).

ΑΣΚΗΣΗ 60 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης) Να προσδιο-

ρίσετε όλες τις συναρτήσεις f : R → [0,+∞) , ώστε η f 2 να είναι

παραγωγίσιμη και
(

f 2
)′
= f .

Ο Φάκελος του καθηγητή, Γεωμετρία

ΑΣΚΗΣΗ 61 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Να δει-

χθεί ότι καθώς το b μεταβάλλεται, η εφαπτόμενη της έλλειψης
x2

A2
+

y2

b2
= 1 στο (a,

b

A

√
A2 − a2) περνά από σταθερό σημείο.

Ακολούθως να χρησιμοποιηθεί αυτή η ιδιότητα για μια απλή

γεωμετρική κατασκευή της εφαπτομένης της έλλειψης
x2

A2
+

y2

B2
= 1

στο (a,
B

A

√
A2 − a2)

ΑΣΚΗΣΗ 62 (Προτείνει ο erxmer) Να αποδειχθεί οτι η παραβολή

είναι το όριο της έλλειψης, όταν ο μεγάλος άξονας της έλλειψης αυ-

ξάνεται απεριόριστα και μια κορυφή της καθώς και η πλησιέστερη

σε αυτή εστία παραμένουν σταθερές.

Ο Φάκελος του καθηγητή, Άλγεβρα

ΑΣΚΗΣΗ 63 (Προτείνει ο Γιώργης Καλαθάκης) Αν το τριώνυμο

Q(x) = x2 + ax + b έχει πραγματικές ρίζες, δείξετε ότι το πολυώ-

νυμο P(x) = x3 + ax2 + (b − 3)x − a έχει όλες του τις ρίζες πραγμα-

τικές .

ΑΣΚΗΣΗ 64 (Προτείνει ο Σπύρος Καπελλίδης) Δίνεται το σύνολο

A =
{
a + b

√
2
∣∣∣ b ∈ Q ∧ a2 − 2b2

= 1
}
.

Αν z1, z2, z3 ∈ A, δείξτε ότι

(z1 + z2)(z2 + z3)(z3 + z1)

z1z2z3
∈ Q.
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Επιμελητής: Γιώργος Ρίζος

ΑΣΚΗΣΗ 1 (Προτείνει ο Atemlos) Όταν ο Γκιούλιβερ

πήγε στην Λιλιπούπολη διαπίστωσε ότι όλα τα πράγ-

ματα εκεί είναι ακριβώς 12 φορές μικρότερα. Πόσα πα-

κέτα σπίρτων της Λιλιπούπολης ϑα χρειαστούν για να

γεμίσουν ένα πακέτο σπίρτων του Γκιούλιβερ;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=44&t=25638

Λύση (Γιώργος Απόκης) Προφανώς το ¨12 φορές μικρό-

τερα¨ αναφέρεται σε κάθε μία διάσταση. Δηλαδή, αν

ένα κουτί κανονικά έχει διαστάσεις a, b, c, τότε στη Λι-

λιπούπολη ϑα έχει
a

12
,

b

12
,

c

12
. ´Ετσι, ο όγκος του ϑα

είναι
abc

123
άρα 123 φορές μικρότερος του κανονικού.

Επομένως, ϑα χρειαστούν 123 = 1.728 κουτιά.

ΑΣΚΗΣΗ 2 (Προτείνει ο Σπύρος Καρδαμίτσης ) Τρείς

φίλοι (ο ένας είναι τυφλός) συμφώνησαν να παίξουν ως

εξής:

´Εχουν 2 πράσινες και 3 κόκκινες κάρτες. Παίρνει ο κα-

ϑένας στην τύχη από μια κάρτα και την στηρίζει στην

πλάτη του φίλου του. Κερδίζει όποιος μαντέψει τι χρώ-

μα έχει η κάρτα που είναι στην πλάτη του. Οι κάρτες

που μένουν δεν αποκαλύπτονται. Ο καθένας βλέπει τις

κάρτες των άλλων αλλά όχι τη δική του. Όταν άρχισε

το παιχνίδι ο πρώτος είπε δεν ξέρω και ο δεύτερος το

ίδιο. Τότε ο τρίτος φίλος που είναι τυφλός τους είπε

το χρώμα της κάρτας του. ´Ηταν σωστό και κέρδισε. Τι

χρώμα είπε; Πώς το βρήκε;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=44&t=28179

Λύση (Λεωνίδας) Αν ο δεύτερος είχε δει ότι ο τρότος

είχε πράσινη, τότε ϑα ήξερε ότι ο ίδιος έχει κόκκινη,

αφού αν ο πρώτος είχε δει ότι ο τρίτος και ο δεύτερος
έχουν πράσινη, τότε ο ίδιος ϑα ήξερε ότι έχει κόκκι-

νη, εφόσον υπάρχουν μόνο 2 πράσινες. Επομένως, ο

τυφλός σκεπτόμενος έτσι κατάλαβε ότι έχει κόκκινη.
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Επιμελητής: Δημήτρης Ιωάννου

ΑΣΚΗΣΗ 3 (Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Σε μια

χώρα που οι πολίτες της απολαμβάνουν καλό και φθη-

νό φαγητό, το ΦΠΑ στην εστίαση είναι στο 23%. Αυτό

γίνεται με σκοπό η χώρα να προσελκύει και να δελεάζει

τους τουρίστες, μιας και σε γειτονικές χώρες το ΦΠΑ

είναι στο 10% , αλλά οι τουρίστες προτιμάνε το 23%, ε-

πειδή έχουμε ωραίο περιβάλλον. Μια παρέα από πέντε

μαθηματικούς βγήκε για φαγητό σε ταβερνάκι. Θα α-

κολουθούσε αργότερα και μουσική με μπουζουκάκι και

με όλα τα ωραία της νύχτας. Επειδή εμείς οι ´Ελληνες

σπάνια κοιτάζουμε τιμοκατάλογο, ο ταβερνιάρης, μόλις

του έκαναν τη σχετική ένδειξη ότι ϑέλουν να πληρώ-

σουν, έκανε το λογαριασμό ως εξής :

Υπολόγισε σβέλτα την αξία των υλικών με τα οποία

ετοίμασε τα φαγητά των τριών πελατών του, πρόσθεσε

το κέρδος του 40% επί του κόστους και πάνω σε αυ-

τή την τιμή, όπως ξέρετε, πρόσθεσε και 23% ΦΠΑ. Οι

πέντε φίλοι πλήρωσαν συνολικά 90 ευρώ, αλλά μέσα

σε αυτά ήταν και το φιλοδώρημα 3, 90 ευρώ στην κοπέ-

λα που σερβίρισε με ευγένεια το φαγητό και έφερε και

δροσερό καρπουζάκι Τρικάλων στο τέλος.

Λίγο πριν φύγουν οι μαθηματικοί για να πάνε στο

σπίτι με σκοπό να βάλουν καμιά άσκηση σε μια ωραί-

α μαθηματική ιστοσελίδα, στο mathematica, άρχισαν οι

νυχτερινές ειδήσεις. Και επειδή στα ταβερνάκια πάντα

υπάρχει μια τηλεόραση ανοικτή στη γωνία για να βλέ-

πει η γιαγιά και τα εγγονάκια του ταβερνιάρη, οι πέντε

φίλοι άκουσαν -και τι χαρά που έκαναν- ότι το ΦΠΑ

στην εστίαση ϑα μειωθεί στο 13%. Πόσο ϑα κοστίσει

την επόμενη φορά αυτό το δείπνο, αν γίνει η ίδια πα-

ραγγελία, το κόστος αγοράς των υλικών μείνει το ίδιο,

το ποσοστό κέρδους δεν αλλάξει (γίνονται και ϑαύματα

μερικές φορές σε αυτή τη χώρα!), και για μπουρμουάρ

στην κοπέλα αφήσουν 2, 9 ευρώ ;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=33&t=38327

Λύση (Γιώργος Απόκης) Ο λογαριασμός πριν το φιλο-

δώρημα είναι 90 − 3, 90 = 86, 10 ευρώ. Αυτά τα 86, 10

ευρώ είναι το ποσό μαζί με το ΦΠΑ του 23% δηλαδή

πριν πολλαπλασιαστεί με 1, 23. Επομένως, πριν από το

ΦΠΑ το ποσό ήταν 86, 10 : 1, 23 = 70 ευρώ. ´Ομως, τα

70 ευρώ είναι το αρχικό κόστος μαζί με το 40% του κό-

στους. ´Ετσι, το αρχικό κόστος ήταν 70 : 1, 4 = 50 ευρώ.

Αν ο ΦΠΑ γίνει 13% και το φιλοδώρημα 2, 90 ευρώ τότε

ϑα έχουμε : Μετά το 40% το ποσό είναι 50 · 1, 4 = 70

ευρώ. Μετά το ΦΠΑ είναι 70 · 1, 13 = 79, 10 ευρώ και

μετά το φιλοδώρημα 79, 10 + 2, 90 = 82 ευρώ.

ΑΣΚΗΣΗ 4 (Προτείνει ο Χρήστος Δεμιρτζόγλου) Στο

παρακάτω σχήμα να υπολογίσετε τη γωνία x

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=33&t=36477

Λύση (Κωνσταντίνος Τζιμούλιας) Στο τρίγωνο △ ABC

η γωνία ŷAB είναι εξωτερική οπότε ŷAB = B̂ + Ĉ.

Άρα 80◦ = 50◦ + Ĉ , δηλαδή 80◦ − 50◦ = Ĉ, ή Ĉ = 30◦.
Από το τρίγωνο △ ADC έχουμε: x + 1250 + 300 = 1800,

άρα x = 1800 − 1250 − 300, δηλαδή x = 25◦

.
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Επιμελητής: Παύλος Μαραγκουδάκης

ΑΣΚΗΣΗ 5 (Προτείνει ο Κώστας Καπένης) Ποιά από

τις δύο παρακάτω παραστάσεις

(−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2013

ή

(−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2012

είναι μεγαλύτερη;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=34&t=30550

Λύση 1 (Κλεόβουλος Κοφονικόλας) Η μεγαλύτερη πα-

ράσταση είναι η b γιατί η a ισούται με −1, αφού η δύνα-

μη 2013 είναι περιττός αριθμός και άρα το (−1)2013 = −1,
ο λόγος για τον οποίο όμως το a ισούται με −1 είναι

γιατί προσθέτοντας δύο διαδοχικούς όρους παίρνουμε

0 μέχρι που φτάνουμε στο τελευταίο αριθμό που είναι

υψωμένος σε περιττό αριθμό.

´Οσον αφορά τη b, ισούται με 0 για τους παραπάνω

λόγους και για το ότι δεν έχουμε το τελευταίο αριθμό

υψωμένο σε δύναμη που είναι περιττός αριθμός.

Επομένως b > a.

Λύση 2 (Ευάγγελος Παπαπέτρος)

Ας είναι A = (−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2013

και B = (−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + ... + (−1)2012

Τότε A = B + (−1)2013 = B − 1 < B

ΑΣΚΗΣΗ 6 (Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Πόσα

ψηφία έχει ο αριθμός a = 22
5 · 552 ;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=34&t=27337

Λύση (Γιώργος Απόκης) Είναι :

a = 22
5 · 552 = 232 · 525 = 225 · 27 · 525 =

(2 · 5)25 · 27 = 1025 · 27 = 128 · 1025

δηλαδή ισούται με το 128 ακολουθούμενο από 25

μηδενικά, έτσι έχει 28 ψηφία.
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Επιμελητής: Γιώργος Ρίζος

ΑΣΚΗΣΗ 7 (Προτείνει οKARKAR) Βρείτε τους πραγ-

ματικούς αριθμούς x, y, για τους οποίους ισχύει:

x + 1

y
+

1

2xy
=

1 − y

x
.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=35&t=33318

Λύση (Βαγγέλης Μουρούκος) Η δοσμένη εξίσωση ορί-

ζεται για x , 0 και y , 0 και γράφεται ισοδύναμα:

2x (x + 1) + 1 = 2y (1 − y) ⇔

2x2 + 2x + 1 − 2y + 2y2 = 0 ⇔
(
x2 + y2 + 1 − 2xy + 2x − 2y

)
+

(
x2 + 2xy + y2

)
= 0⇔

(x − y + 1)2 + (x + y)2 = 0 ⇔
{

x − y + 1 = 0

x + y = 0

}

και άρα

(x, y) =

(
− 1
2
,
1

2

)
.

ΑΣΚΗΣΗ 8 (Προτείνει ο Χρήστος Δεμιρτζόγλου) Αν α

είναι ϑετικός αριθμός και ισχύει ότι α2
+

1

α2
= 5 , να υ-

πολογιστεί η τιμή της παράστασης α3
+

1

α3
.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=35&t=33893

Λύση (Γιώργος Απόκης) ´Εχουμε

(
α +

1

α

)2
= α2

+ 2α ·
1

α
+

1

α2
= α2

+
1

α2
+ 2

= 5 + 2 = 7 ,

κι αφού α > 0 έχουμε: α +
1

α
=

√
7.

Τώρα

α3
+

1

α3
=

(
α +

1

α

) (
α2 − α · 1

α
+

1

α2

)

=

(
α +

1

α

) (
α2
+

1

α2
− 1

)

=

√
7 (5 − 1) = 4

√
7 .
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Επιμελητής: Στράτης Αντωνέας

ΑΣΚΗΣΗ 9 (Προτείνει ο Νίκος Ζαφειρόπουλος) Ο λό-

γος των αθροισμάτων των ν πρώτων όρων δύο αριθμη-

τικών προόδων είναι

2ν + 1

3ν − 2
, ν = 1, 2, 3, ...

ι) Να βρεθεί ο λόγος των ένατων όρων τους.

ιι) Να βρεθεί ο λόγος του τέταρτου όρου της μιας προς

τον δέκατο όρο της άλλης.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=38355

Λύση 1 (Ευάγγελος Παπαπέτρος) ι) ´Εστω aν , ν ∈ N
και bν , ν ∈ N οι δύο αριθμητικές πρόοδοι. Ας είναι d1

και d2 οι διαφορές αυτών. Το άθροισμα των ν πρώτων

όρων της προόδου aν , ν ∈ N είναι,

S ν =
ν

2
[2 a1 + (ν − 1) d1]

ενώ της bν , ν ∈ N είναι

S ′ν =
ν

2
[2 b1 + (ν − 1) d2].

Γνωρίζουμε ότι

S ν

S ′ν
=

2 a1 + (ν − 1) d1

2 b1 + (ν − 1) d2

=
2 ν + 1

3 ν − 2
, ν ∈ N (I).

Είναι a9 = a1 + 8 d1 , b9 = b1 + 8 d2 και άρα η (I) για

ν = 17 δίνει

2 a1 + 16 d1

2 b1 + 16 d2

=
35

49
=

5

7
⇒

a1 + 8 d1

b1 + 8 d2

=
5

7
⇒

a9

b9

=
5

7
.

ιι) Η σχέση (I) για ν = 1 δίνει

a1

b1

= 3 ⇔ a1 = 3 b1.

Για ν = 3 έχουμε

a1 + d1

b1 + d2

= 1⇒ 3 b1 + d1 = b1 + d2 ⇒b1 =
d2 − d1

2
.

Από το πρώτο ερώτημα ισχύει ότι
a9

b9

=
5

7
, οπότε

7 a9 = 5 b9 ⇒ 7 a1 + 56 d1 = 5 b1 + 40 d2

⇒ 21 b1 − 5 b1 = 40 d2 − 56 d1

⇒ 16 b1 = 40 d2 − 56 d1

⇒ 8 d2 − 8 d1 = 40 d2 − 56 d1

⇒ 48 d1 = 32 d2

⇒ d2 =
3

2
d1

Σύμφωνα με τα παραπάνω

a4

b10

=
a1 + 3 d1

b1 + 9 d2

=
3 b1 + 3 d1

b1 + 9 d2

,

όπου

3b1+3d1 =
3d2 − 3d1

2
+3d1 =

3d2 + 3d1

2
=

3d2

2
+d2 =

5

2
d2.

b1+9d2 =
d2 − d1 + 18d2

2
=

19d2

2
−

d1

2
=

19d2

2
−

d2

3
=

55d2

6
.

Συνεπώς
a4

b10

=
3

11
.

Λύση 2 (Νίκος Ζαφειρόπουλος) ´Εστω (aν), ν =

1, 2, 3, ..., η μία α.π. με διαφορά w και άθροισμα ν

πρώτων όρων S ν και (bν), ν = 1, 2, 3, ..., η άλλη α.π.

με διαφορά w′ και άθροισμα ν πρώτων όρων S ′ν .

Τότε από την υπόθεση έχουμε :

S ν

S
′
ν

=

ν
2
[2a1 + (ν − 1)w]

ν
2
[2b1 + (ν − 1)w′]

⇒

2ν + 1

3ν − 2
=

2a1 + (ν − 1)w

2b1 + (ν − 1)w′
.

Μετά τις πράξεις και ϑεωρώντας ως μεταβλητή το ν

παίρνουμε:

3wν2+(6a1−5w)ν+2w−4a1 = 2w′ν2+(4b1−w′)ν+2b1−w′.
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Η ισότητα αυτή για να ισχύει για κάθε ν = 1, 2, 3, ...

πρέπει

3w = 2w′ (1)

6a1 − 5w = 4b1 − w′ (2)

2w − 4a1 = 2b1 − w′ (3)

Λύνουμε την (1) ως προς w′, αντικαθιστούμε στις

(2) , (3) και ϑεωρώντας το w ως γνωστό παίρνουμε το

σύστημα:

12a1 − 8b1 = 7w ∧ 8a1 + 4b1 = 7w

του οποίου η λύση είναι :

a1 =
3
4

w , b1 =
1
4

w .

Άρα

a9

b9

=
a1 + 8w

b1 + 8w′
=

3
4

w + 8w

1
4
w + 83

2
w
=

5

7

και

a4

b10

=
a1 + 3w

b1 + 9w′
=

3
4
w + 3w

1
4
w + 93

2
w
=

3

11
.

ΑΣΚΗΣΗ 10 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης)

´Ενας βαρκάρης για να βρει την ταχύτητα του ρεύμα-

τος ενός ποταμού αποφασίζει να κάνει το ακόλουθο

πείραμα. Αφήνει ένα κομμάτι ξύλο στην επιφάνεια του

νερού (σημείο O) και ξεκινά να κωπηλατεί κατά τη φορά

του ρεύματος. Αφού περάσουν 40min φτάνει στο ση-

μείο A, 1km από την αφετηρία του. Αμέσως επιστρέφει,

παίρνει το ξύλο από το νερό, κάνει στροφή και κωπη-

λατώντας πάλι κατά τη φορά του ρεύματος φτάνει για

δεύτερη φορά στο A μετά από 24min από τη στιγμή που

ανέσυρε το ξύλο από το νερό.

Ποια η ταχύτητα του ρεύματος αν υποθέσουμε ότι οι

ταχύτητες ρεύματος και βάρκας είναι σταθερές και ότι

δεν χρειάζεται χρόνος για την αναστροφή της πορείας

της βάρκας;

Για πόσο χρόνο κωπηλάτησε ο βαρκάρης αντίθετα για

να συναντήσει το ξύλο;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=32333

Λύση (Γιώργος Γαβριλόπουλος) Από την αφετηρία του
μέχρι το σημείο A διήνυσε ο βαρκάρης 1 km σε 40′. Ο-

πότε η μέση ταχύτητά του ήταν ίση με

1
2
3

= 1, 5 km/h.

Από τη στιγμή που μάζεψε ξανά το ξύλο μέχρι να ξα-

ναφτάσει στο σημείο A κινούνταν κατά τη φορά του

ρεύματος άρα πάλι η ταχύτητά του ήταν 1, 5 km/h.

Συνεπώς διήνυσε απόσταση 1, 5 · 24
60
= 0, 6 km.

Ας ϑέσουμε ως x τον χρόνο κατά τον οποίο κωπηλα-

τούσε ανάποδα. Το ξύλο σε χρόνο 40 + x λεπτά είχε

προχωρήσει 1000 − 600 = 400 m = 0, 4 km. Συνεπώς η

ταχύτητα του ρεύματος ήταν ίση με

0, 4
2
3
+ x
=

0, 4
3x+2
3

=
1, 2

3x + 2
km/h.

Η ταχύτητα του βαρκάρη όταν κωπηλατούσε προς τη

φορά του ρεύματος ήταν ίση με το άθροισμα των τα-

χυτήτων του ρεύματος και της ταχύτητας με την οποία

κωπηλατούσε (y). Σχηματίζουμε την εξίσωση

y +
1, 2

3x + 2
= 1, 5.

´Οταν κωπηλατούσε ανάποδα η ταχύτητά του ήταν αν-

τίστοιχα
0, 6

x
km/h και με το ίδιο σκεπτικό σχηματίζου-

με την εξίσωση

y −
1, 2

3x + 2
=

0, 6

x
.

Θέλουμε λοιπόν να επιλύσουμε το σύστημα


y + 1,2
3x+2
= 1, 5

y − 1,2
3x+2
=

0,6
x

.

Αφαιρούμε κατά μέλη και έχουμε

2, 4

3x + 2
=

1, 5x − 0, 6

x
⇔

2, 4x = 4, 5x2 + 3x − 1, 8x − 1, 2 ⇔

45x2 − 12x − 12 = 0 ⇔

15x2 − 4x − 4 = 0 .

Λύνουμε την εξίσωση και παίρνουμε τη ϑετική λύση η

οποία είναι
4 + 16

30
=

2

3
. Άρα ο ψαράς κωπηλατούσε

ανάποδα για 40′ ενώ η ταχύτητα του ρεύματος ήταν

1, 2

4
= 0, 3 km/h .

14

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=32333


Επιμελητής: Μιχάλης Νάννος

ΑΣΚΗΣΗ 11 (Προτείνει ο KARKAR)

Οξυγώνιο τρίγωνο ABC, με AB < AC, είναι εγγεγραμ-

μένο σε κύκλο κέντρου O. Φέρω το ύψος AD και την

κάθετη στην OD στο D, η οποία τέμνει την AB στο E.

Αν σας δοθεί η B̂ = ω, υπολογίστε την OÊD = ϕ.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=34725

Λύση (Μιχάλης Νάννος)

´Εστω M το μέσο της AB και ως γνωστό OM̂A = 90◦.

Τα MZDB, MODE εγγράψιμα, οπότε

ω = ϕ + θ (εξωτερική γωνία στο ⊳ZMD και

Z ≡ OM ∩ AD) με θ = 90◦ − ω,

συνεπώς ϕ = 2ω − 90◦.

ΑΣΚΗΣΗ 12 (Προτείνει ο KARKAR)

Τα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα ABC και ADE έ-

χουν, αμφότερα, ορθή γωνία τους την Â. Συνδέω τα

μέσα K, L των υποτεινουσών τους BC, DE, καθώς και

τα μέσα M, N των τμημάτων CD, BE.

Δείξτε ότι MN⊥KL και MN = KL.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=35706

Λύση (Ηλίας Καμπελής)
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Τα τρίγωνα CAE και DAB είναι ίσα αφού έχουν

AE = AD, AC = AB (από τα ισοσκελή τρίγωνα) και

CÂE = DÂB ως αθροίσματα ίσων γωνιών.
´Ετσι, CE = DB (1) και AĈE = DB̂A (2).

Το τετράπλευρο MKLNείναι παραλληλόγραμμο (α-

φού συνδέει τα μέσα των πλευρών του τετραπλεύρου

CDEB) και εφόσον CE = DB, το MKLNείναι ρόμβος.

Από το τρίγωνο BOC (O ≡ CE ∩ BD) είναι:

BÔC = 180◦ − OB̂C − BĈE ⇒

BÔC = 180◦ − 45◦ + DB̂A − 45◦ − AĈE
(2)
⇒

BÔC = 90◦, δηλαδή CE⊥DB.

Αφού οι διαγώνιου του τετραπλεύρου CDEB είναι ίσες

και κάθετες το MKLN είναι τετράγωνο,

οπότε MN⊥KL και MN = KL.

16



Επιμελητής: Γιώργης Καλαθάκης

ΑΣΚΗΣΗ 13 (Προτείνει ο KARKAR) Λύστε το σύστη-

μα :

{
9(x4 + y4) = 68(x + y)2

3xy = 4(x + y)

}

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38606

Λύση (Αχιλλέας Συννεφακόπουλος)

Αν x + y = 0, τότε προφανώς x = y = 0.

Ας υποθέσουμε από εδώ και πέρα ότι x + y , 0.

Από τις σχέσεις του συστήματος παίρνουμε

9(x4 + y4) = 68
9

16
x2y2 ⇐⇒

(4x)2 + (4y)2 = 68x2y2 ⇐⇒

(4x2 + 4y2)2 = (10xy)2 ⇐⇒

x2 + y2 =
5

2
|xy| .

Περίπτωση 1:

Αν x2 + y2 =
5

2
xy =

10

3
(x + y), τότε

10

3
(x + y) = (x + y)2 − 2xy = (x + y)2 −

8

3
(x + y),

κι άρα

(x + y)2 = 6(x + y) .

Κι αφού x + y , 0, παίρνουμε x + y = 6 και xy = 8.

Άρα (x, y) = (2, 4) ή (4, 2).

Περίπτωση 2:

Αν x2 + y2 = −5
2

xy = − 10
3

(x + y), τότε

− 10
3

(x + y) = (x + y)2 − 2xy = (x + y)2 − 8

3
(x + y),

κι άρα

(x + y)2 = −
2

3
(x + y) .

Κι αφού x + y , 0, παίρνουμε x + y = −
2

3
και xy = −

8

9
.

Άρα (x, y) =
( 2
3
,−4

3

)
ή (x, y) =

(
−4

3
, 2
3

)
.

Άρα οι λύσεις (x, y) είναι οι εξής πέντε (που εύκολα

ελέγχουμε με επαλήθευση):

(0, 0), (2, 4), (4, 2),
( 2
3
,−4

3

)
,
(
−4

3
, 2
3

)
.

ΑΣΚΗΣΗ 14 (Προτείνει ο Λευτέρης Πρωτοπαπάς)

Δίνονται οι συναρτήσεις f , g με

f (x) = ln
1 + x

1 − x
, g(x) = f (ηµx) .

1. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f , g.

2. Να λύσετε την εξίσωση g(x) = ln 3.

3. Να λύσετε την ανίσωση f (x) > ln 7.

4. Να λύσετε την εξίσωση e f (x)
=

x

2(x2 − 1)
+

1

x + 1
.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=36955

Λύση (Ηλίας Καμπελής)

1. Για την f :

Πρέπει x , 1 και
1 + x

1 − x
> 0⇔

(1 + x) (1 − x) > 0⇔ −1 < x < 1

Οπότε D f = (−1, 1)

2. Για την g:

Πρέπει x ∈ R και ηµx ∈ D f ⇔ −1 < ηµx < 1⇔

x , κπ + π
2
, κ ∈ Z
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Οπότε Dg = R −
{
x ∈ R | x , κπ + π

2
, κ ∈ Z

}

β) g (x) = ln 3⇒ f (ηµx) = ln 3⇔

ln
1 + ηµx

1 − ηµx
= ln 3⇒

1 + ηµx

1 − ηµx
= 3⇒ 1 + ηµx = 3 − 3ηµx⇒

ηµx =
1

2
⇒

{
x = 2λπ + π

6

x = 2λπ + 5π
6

, λ ∈ Z δεκτές

3. f (x) > ln 7
−1<x<1
⇔ 1 + x

1 − x
> 7

1−x>0
⇔

1 + x > 7 − 7x⇔ x > 3
4

Άρα x ∈
(
3

4
, 1

)

4. Η εξίσωση με −1 < x < 1 γίνεται:

eln 1+x
1−x =

x

2 (x − 1) (x + 1)
+

1

x + 1
⇔

1 + x

1 − x
=

−x

2 (1 − x) (x + 1)
+

1

x + 1
⇔

2(1 + x)2 = −x + 2 (1 − x)⇔

2 + 4x + 2x2 = −x + 2 − 2x⇔

2x2 + 7x = 0⇔ x = 0 η̇ x = − 7
2

Δεκτή μόνο η x = 0.
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Επιμελητής: Στάθης Κούτρας

ΑΣΚΗΣΗ 15 (Προτείνει ο KARKAR) Σε τρίγωνο △

ABC με γωνία ∠B = 600 , το M είναι το μέσο της BC

και το D το σημείο επαφής της BC με τον έγκυκλο του

τριγώνου. Φέρνω τμήμα CS κάθετο στη διχοτόμο της

γωνίας ∠A .

Δείξτε ότι το τρίγωνο △ S MD είναι ισόπλευρο.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=22&t=39579

Λύση 1 (Νίκος Φραγκάκης) Με S την προβολή του C

στη διχοτόμο της γωνίας ∠A και N το μέσο της AC η

διάμεσος S N του τριγώνου △ S AC ϑα ισούται με το

μισό της υποτείνουσας, δηλαδή ϑα είναι:

S N = AN ⇒ ∠NS A = ∠NAS (= S AB) ⇒ BA ‖ S N,

άρα η S N ϑα διέρχεται από το μέσο M της BC.

Προφανώς ∠S MD = ∠B = 600.

´Εστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι: b > c.

Είναι γνωστό ότι DM = b−c
2
.

Από την άλλη μεριά

S M + MN = S N =
b

2
⇒

S M +
s

2
=

b

2
⇒ S M =

b − c

2

συνεπώς το τρίγωνο △ MDS είναι ισόπλευρο.

Λύση 2 (Μιχάλης Τσουρακάκης) Αν CE ∩ AB = E, το

τρίγωνο △ EAC είναι ισοσκελές αφού η διχοτόμος του
AS είναι και ύψος του κι έτσι το S είναι το μέσο της

CE , οπότε

MS ‖ AE ⇒ ∠ABC = ∠BMS = 600.

Επίσης

∠B = 600
△ABC
⇒ ∠A + ∠C = 1200

⇒
∠A

2
+
∠C

2
= 600

⇒ ∠S OC = 600 .

κι επειδή το τετράπλευρο ODS C είναι εγγράψιμο(
∠ODC = ∠OS C = 900

)
ϑα είναι και ∠CDS = 600.

Άρα το τρίγωνο △ DMS είναι ισόπλευρο.

ΑΣΚΗΣΗ 16 (Προτείνει ο ΛΕΩΝΙΔΑΣ) ´Εστω τρίγωνο

△ ABC με AC > AB και D το ίχνος του ύψους από την

κορυφή A.

Η κάθετη από το σημείο D προς την AC την οποία τέ-

μνει στο σημείο E.´Εστω ακόμα F σημείο της DE έτσι

ώστε

(EF) (DC) = (BD) (DE).

Να δείξετε ότι AF⊥BF.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=22&t=39215

Λύση 1 (Στάθης Κούτρας) Από (EF) (DC) = (BD) (DE)

προκύπτει

(EF)

(BD)
=

(DE)

(DC)
(1)
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Από την ομοιότητα των ορθογωνίων τριγώνων △ DEC,△

EDA προκύπτει

(DE)

(DC)
=

(AE)

(AD)
(2).

Από (1) , (2)⇒
(EF)

(BD)
=

(AE)

(AD)

∠AEF=∠ADB=900

⇒
△ AEF ∼△ ADB⇒ ∠AFE = ∠ABD⇒
ABDF εγγράψιμο σε κύκλο.

Επομένως ∠AFB = ∠ADB = 900 ⇒ AF⊥BF και το ζη-

τούμενο έχει αποδειχθεί.

Λύση 2 (AIAS ) Είναι

(EF) (DC) = (DB) (DE)⇔ (DB)
(EF)
=

(DC)
(DE)

Επίσης

∠ADE + ∠EDC = 900 = ∠EDC + ∠C ⇒ ∠ADE = ∠C

και από τα όμοια ορθογώνια τρίγωνα △ EDC,△ EAD

ϑα έχουμε:

(DC)

(DE)
=

(AD)

(AE)
.

Άρα

(DB)

(EF)
=

(AD)

(AE)
⇔

(DB)

(DA)
=

(EF)

(AE)
,

δηλαδή τα ορθογώνια τρίγωνα △ DAB,△ EAF έχουν α-

νάλογες τις κάθετες πλευρές τους, οπότε ϑα είναι όμοια

και συνεπώς ∠a = ∠b.

Το τετράπλευρο ABDF έχει την εξωτερική γωνία ∠b ί-

ση με την απέναντι εσωτερική ∠a, είναι εγγράψιμο και

η πλευρά AB ϑα φαίνεται από τις άλλες δύο κορυφές

υπό ίσες γωνίες, δηλαδή ∠AFB = ∠ADB = 900.

Με ∠AFB = 900 ⇒ AF⊥DF και το ζητούμενο έχει απο-
δειχθεί.

Λύση 3 (Μιχάλης Τσουρακάκης) Από

(EF) (DC) = (BD) (DE)⇔
(EF)

(ED)
=

(BD)

(DC)
.

Θεωρούμε FK ‖ DC, BH ‖ DE, όπως φαίνεται στο σχή-

μα, οπότε BH είναι ύψος του τριγώνου △ ABC και ι-

σχύει:

(EF)

(ED)
=

(EK)

(EC)
και

(BD)

(DC)
=

(HE)

(EC)
.

Άρα

(EK)

(EC)
=

(HE)

(EC)
⇒ (EK) = (HE) οπότε,

DE είναι μεσοκάθετη της HK κι έτσι (HF) = (FK).

´Ομως το τετράπλευρο NFDB είναι παραλληλόγραμμο
(NF ‖ BD,DE ‖ BH) και συνεπώς

BD =‖ NF ⇒ BD =‖ FK ⇒ FKDB παραλληλόγραμμο,

άρα BF ‖ DK.

Στο τρίγωνο όμως △ ADK, το F είναι το ορθόκεντρό

του, αφού KM,DE είναι ύψη του.

Άρα AF⊥DK κι επομένως AF⊥BF, αφού BF ‖ DK και

το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.
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Επιμελητής: Κώστας Τηλέγραφος

ΑΣΚΗΣΗ 17 (Προτείνει ο Tolaso J Kos) Δίδονται τα

διανύσματα ~a, ~b του επιπέδου με
(
~̂a, ~b

)
=

2π

3
. Δίδονται

και τα διανύσματα ~u = 2~a + 4~b και ~v = ~a − ~b.

1. Δείξτε ότι τα ~u,~v είναι μη μηδενικά.

Αν ισχύει ακόμα ότι
∣∣∣~a
∣∣∣ = 1 =

∣∣∣∣~b
∣∣∣∣ τότε:

2. Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα των ~a~b, ~u~v.

3. Να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτων ~u, ~v

4. Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσμάτων ~u, ~v

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=39166

Λύση (Κακαβάς Βασίλειος)

1. Αν ~u = 2~a + 4~b =
−→
0 ⇔ ~a = −2~b , σημαίνει ότι

~a րւ ~b , που είναι άτοπο, αφου
(
~̂a, ~b

)
=

2π
3
, και

αν ~v = ~a − ~b = −→0 , προκύπτει ότι ~a րր ~b , που

είναι άτοπο αφού
(
~̂a, ~b

)
=

2π
3
. Άρα τα ~u,~v είναι

μη μηδενικά.

2. Επειδή
∣∣∣~a
∣∣∣ = 1 =

∣∣∣∣~b
∣∣∣∣ είναι

~a~b = |~a||~b|συν 2π
3
= −

1

2

και

~u~v = (2~a + 4~b)(~a − ~b)

= 2~a2
+ 2~a~b − 4~b2

= 2 + 2(− 1
2

) − 4 = −3 .

3. Είναι

|~u|2 = |2~a + 4~b|2

= (2~a + 4~b)
2

= 4~a2
+ 16~b2

+ 16~a~b = 4 + 16 − 8 = 12 .

Άρα |~u| = 2
√
3 .

Επίσης

|~v|2 = |~a − ~b|2

= (~a − ~b)
2

= ~a2
+ ~b2 − 2~a~b = 1 + 1 + 1 = 3 .

Άρα |~v| =
√
3 .

4. Είναι συν(~̂u,~v) =
~u~v

|~u||~v|
= −

3

6
= −

1

2
.

Άρα ~̂u,~v =
2π

3
.

ΑΣΚΗΣΗ 18 (Προτείνει ο Χρήστος Καρδάσης )

1. Αν ισχύει
∣∣∣~a
∣∣∣ =

∣∣∣∣~β
∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣~a + ~β
∣∣∣∣ , να δείξετε ότι ~a = ~β

2. Δίνονται τα διανύσματα ~a, ~β τέτοια ώστε

∣∣∣∣~a + ~β
∣∣∣∣ = 4 .

Να βρείτε τον ρ ∈ R καθώς και το διάνυσμα ~x αν

ισχύουν

∣∣∣~x + ~a
∣∣∣ = ρ και

∣∣∣∣~x − ~β
∣∣∣∣ = 3ρ − ρ2 .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=38955

Λύση(Θάνος Μάγκος)

1. Από τις σχέσεις που δίνονται προκύπτει

|~a| + |~b| = |~a + ~b| .

Άρα τα ~a, ~b είναι ομόρροπα. Και επειδή έχουν ίσα

μέτρα είναι ίσα.

21

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=39166
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=38955


2. Από την τριγωνική ανισότητα έχουμε

ρ + 3ρ − ρ2 = |~x + ~a| + |~x − ~b|

≥ |~x + ~a − ~x + ~b| = 4 =⇒
(ρ − 2)2 ≤ 0 =⇒
ρ = 2.

Τότε, παρατηρούμε ότι

|~x + ~a| = |~b − ~x| =
1

2
|~x + ~a + ~b − ~x| =

1

2
|~a + ~b|.

Τότε, από το 1. είναι

~x + ~a = ~b − ~x =⇒ ~x =
1

2
(~b − ~a).
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Επιμελητής: Χρήστος Τσιφάκης

ΑΣΚΗΣΗ 19 (Προτείνει ο Διονύσης Σέμα ) Δύο κύκλοι

με ακτίνα R = 1 διαλέγονται με τον παρακάτω τρόπο.

Το κέντρο του κύκλου k1 διαλέγεται ομοιόμορφα στη τύ-

χη από το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία με

συντεταγμένες (0, 0) και (2, 0). Ανεξάρτητα από αυτή

την επιλογή, το κέντρο του κύκλου k2 διαλέγεται ομοιό-

μορφα στη τύχη από το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει

τα σημεία με συντεταγμένες (0, 1) και (2, 1). Ποιά είναι

η πιθανότητα οι k1 και k2 να τέμνονται;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=18&t=36660

Λύση (Δημήτρης Χριστοφίδης) ´Εστω (x, 0) οι συντε-

ταγμένες του κέντρου του k1 και (y, 1) οι συντεταγμένες

του κέντρου του k2. Οι k1, k2 τέμνονται αν και μόνο αν

|x − y| <
√
3.

Επειδή τα x, y είναι ανεξάρτητα και ομοιόμορφα στο

[0, 2] η ζητούμενη πιθανότητα είναι το ένα τέταρτο του

εμβαδού του χωρίου με 0 6 x 6 2 και 0 6 y 6 2 με

|x − y| <
√
3.

Το εμβαδόν ισούται με 4 − (2 −
√
3)2 = 4

√
3 − 3 και

άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι
4
√
3 − 3

4
.

ΑΣΚΗΣΗ 20 (Προτείνει ο Νίκος Αλεξανδρόπουλος )

Δίνεται ο δειγματικός χώρος Ω = {1, x1, x2, ..., xν}. Αν τα

ενδεχόμενα x1, x2, ..., xν είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρι-

κής προόδου με x1x2 =
7
√

e και η πιθανότητά τους δίνε-

ται από τη σχέση P (xκ) = ln xκ, κ = 1, 2, ..., ν τότε:

α. Να βρεθεί η πιθανότητα P (1)

β. Αν α είναι η ελάχιστη τιμή του φυσικού αριθμού ν, να

προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό λ ώστε, η ευθεί-

α y = λx + α + 2 να εφάπτεται στη γραφική παράσταση

της συνάρτησης με f (x) = x3.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=18&t=29779

Λύση (Λευτέρης Πρωτοπαπάς) α) Αν λ είναι ο λόγος

της γεωμετρικής προόδου και από τη υπόθεση βρί-

σκουμε:

x21λ = e
1
7 ⇔ λ =

e
1
7

x2
1

(I).

´Ομως:

P(1) + P(x1) + P(x2) + . . . + P(xν) = 1,

οπότε:
P(1) + ln (x1x2 . . . xν) = 1

⇔ P(1) + ln
(
xν1λ

1+2+...+(ν−1)
)
= 1⇔

⇔ P(1) + ln

(
xν1λ

ν(ν−1)
2

)
)
= 1 , οπότε λόγω της (I) βρί-

σκουμε:

P(1) + ln

(
xν1e

ν(ν−1)
14 x

−ν(ν−1)
1

)
= 1⇔

P(1) = 1 − ln

(
x2ν−ν

2

1 e
ν(ν−1)
14

)
.

β) Η μικρότερη τιμή του ν είναι το 1, οπότε a = 1

και η εφαπτομένη έχει εξίσωση y = λx + 3.

´Εστω (x0, x30) το σημείο επαφής, οπότε η εξίσωση

της εφαπτομένης είναι y = 3x20x − 2x30.

Συνεπώς 3x20 = λ, 3 = −2x30, οπότε

x0 = −
(
3

2

) 1
3

, λ =

(
243

4

) 1
3

.
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Επιμελητής: Λευτέρης Πρωτοπαπάς

ΑΣΚΗΣΗ 21 (Προτείνει ο Χρήστος Κυριαζής) ´Εστω

a, b, c μιγαδικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε:

|a| = |b| = |c| = |a + b + c| = 1.

Αν |a − b| = |a − c| και b , c , να αποδείξετε ότι:

|a + b||a + c| = 2 .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=51&t=30054

Λύση 1 (Μάγκος Θάνος) Η προς απόδειξη πρόταση

έχει την ακόλουθη ισοδύναμη γεωμετρική εκφώνηση:

Αν σε τρίγωνο ABC ισχύει b = c, R = 1,OG =
1

3
, να

αποδείξετε ότι OM · ON =
1

2
, όπου M,N τα μέσα των

AB, AC, αντίστοιχα.

Είναι: OG2
= R2 −

1

9
(a2
+ b2
+ c2)⇒ a2

+ 2b2
= 8(I),

δηλαδή a2
+ b2
+ c2 = 8R2, άρα το τρίγωνο είναι ορθο-

γώνιο στο A, οπότε είναι a2
= b2

+ c2 = 2b2(II). Τότε,
είναι:

OM = ON =

√
2(OA2 + OB2) − AB2

4
=

√
4 − b2

4
,

οπότε: OM · ON =
1

2
, αφού από τις (I), (II) είναι b2

= 2.

Λύση 2 (Γιώργος Ρίζος) Οι εικόνες A, B,C των a, b, c

είναι σημεία του κύκλου με κέντρο O(0, 0) και ακτίνα

1. Είναι:

|a| = 1⇔ ā =
1

a
,

|b| = 1⇔ b̄ =
1

b
, |c| = 1⇔ c̄ =

1

c
,

|a + b + c| = 1⇔ (a + b + c)
(
ā + b̄ + c̄

)
= 1⇔

(a + b + c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
= 1⇔

a

b
+

a

c
+

b

a
+

b

c
+

c

a
+

c

b
= −2⇔

a2c + a2b + b2c + ab2
+ bc2 + ac2 = −2abc ⇔

a (b + c)2 + a2 (c + b) + bc (b + c) = 0⇔

(b + c)
[
ab + ac + a2

+ bc
]
= 0⇔

(b + c) (a + b) (a + c) = 0.

Αν b = −c οι εικόνες B,C των b, c είναι αντιδιαμετρικά

σημεία, και αφού |a − b| = |a − c| ϑα είναι AB = AC,

οπότε η OA είναι κάθετη στη διάμετρο BC, οπότε:

|a + b| = |a − c| = AC =
√
2, |a + c| = |a − b| = AB =

√
2,

άρα έχουν γινόμενο 2.

Αν b = −a οι εικόνες B, A των b, a είναι αντι-

διαμετρικά σημεία, και αφού |a − b| = |a − c| ϑα είναι

AB = AC = 2, οπότε τα B,C ταυτίζονται, που είναι

άτοπο.

Το ίδιο αν c = −a.

Λύση 3 (Γιώργος Ροδόπουλος) Ισχύει:

(b + c) (a + b)(a + c) = 0 (1)

| a − b | = | a − c | ⇒ | a − b |2 = | a − c |2 ⇒

(a − b)
(
ā − b̄

)
= (a − c) (ā − c̄)

⇒ . . .⇒ ab̄ + bā = ac̄ + āc⇒ a

b
+

b

a
=

a

c
+

c

a
⇒

a2c + b2c − a2b − c2b = 0⇒ a2 (c − b) − bc (c − b) = 0⇒

(c − b)
(
a2 − bc

)
= 0

b,c
⇒ a2

= bc (2)

Λόγω της (1) τώρα έχουμε:

• Αν a + b = 0 ⇒ a = −b, τότε:

(2)⇒ b2
= bc

b,0
⇒ b = c, άτοπο.

• Αν a + c = 0 ⇒ a = −c, τότε:

(2)⇒ c2 = bc
c,0
⇒ c = b, άτοπο.

• Αν b + c = 0 ⇒ c = −b, τότε: (2) ⇒ a2
= −b2,

οπότε:

| a + b | | a + c | = | a + b | | a − b | =
∣∣∣ a2 − b2

∣∣∣ =
∣∣∣ 2a2

∣∣∣ = 2 | a |2 = 2.
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Λύση 4 (Γιώργος Ρίζος)

´Εστω διανύσματα
→

OA,
→

OB,
→

OC τέτοια ώστε:

∣∣∣∣∣
→

OA

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
→

OB

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
→

OC

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
→

OA+
→

OB +
→

OC

∣∣∣∣∣ = 1.

´Εστω:

φ =

∧( →
OA,

→
OB

)
, ω =

∧( →
OB, ;

→
OC

)
, µǫ 0 ≤ ω, φ ≤ 180◦

και σημείο D για το οποίο ισχύει:
→

OD =
→

OA+
→

OB. Εί-

ναι, από Ν. Συνημιτόνων:

(OD)2 = 12 + 12 − 2συν
(
180◦ − φ

)
= 2 + 2συνφ⇒

(OD) =
√
2 (1 + συνφ) =

√
2

(
1 + 2συν2

φ

2
− 1

)

=

√
4συν2

φ

2
= 2συν

φ

2
.

´Εστω E σημείο για το οποίο είναι
→

OE =
→

OD+
→

OC. Εί-

ναι, από Ν. Συνημιτόνων:

(OE)2 = (OD)2 + 12 − 2συν
φ

2
· συν

(
180◦ −

(
ω +

φ

2

))
⇔

4συν2
φ

2
+ 2συν

φ

2
· συν

(
ω +

φ

2

)
= 0⇔

4συν
φ

2

(
συν

φ

2
+ συν

(
ω +

φ

2

))
= 0.

1η περίπτωση:

συν
φ

2
= 0⇔ συν

φ

2
= συν

π

2
⇔ φ = π,

οπότε τα A, B είναι αντιδιαμετρικά, δηλαδή (AB) = 2.

Προσθέτοντας, τώρα, τη δεύτερη συνθήκη της αρ-

χικής εκφώνησης (AB) = (AC) ⇒ (AC) = 2, οπότε τα
B,C ταυτίζονται, άτοπο ως προς την υπόθεση.

2η περίπτωση:

συν
φ

2
= συν

(
π − ω −

φ

2

)
⇔

(ω = π ∧ φ + ω = π)

Αν ω = π τότε τα B,C είναι αντιδιαμετρικά.

Αφού (AB) = (AC), τότε το ABC είναι ορθογώνιο και
ισοσκελές με υποτείνουσα
(BC) = 2⇒ (AB) = (AC) =

√
2

Αν φ +ω = π τα A,C είναι αντιδιαμετρικά και αφού
(AB) = (AC) ⇒ (AB) = 2, οπότε τα B,C ταυτίζονται,

άτοπο ως προς την υπόθεση.

Λύση 5 (zorba − the − f reak)

Από την ταυτότητα του παραλληλογράμμου έχουμε:

|a + b|2 + |a − b|2 = 2|a|2 + 2|b|2 = 4

και όμοια: |a + c|2 + |a − c|2 = 4. Επειδή |a − b| = |a − c|
προκύπτει

|a + b| = |a + c| (1).

Επίσης έχουμε:

|a + b + c| = 1⇔ |a + b + c|2 = 1⇔

⇔ . . .⇔ (a + b)(b + c)(c + a) = 0.

Αν ήταν a + b = 0 τότε από τη σχέση (1) παίρνουμε

a + c = 0, άρα b = c που είναι αδύνατο. ´Ομοια αν

ήταν c + a = 0, επομένως είναι: b + c = 0 (2). Από την

ταυτότητα:

|a + b|2 + |b + c|2 + |c + a|2 = |a|2 + |b|2 + |c|2 + |a + b + c|2,

παίρνουμε λόγω των (1), (2) ότι:

2|a + b|2 = 4⇔ |a + b| · |a + c| = 2.

Λύση 6 (Αντώνης Ζητρίδης)

Θεωρούμε τις εικόνες των a, b, c ως κορυφές τριγώ-

νου και έστω ότι το περίκεντρο του τριγώνου είναι η

αρχή των αξόνων. Το ορθόκεντρο του τριγώνου αυ-

τού ϑα είναι η εικόνα του μιγαδικού a + b + c. Από

|a| = |b| = |c| = |a + b + c| = 1 (1) βγαίνει ότι το ορθό-

κεντρο ανήκει στον περίκυκλο του τριγώνου,άρα είναι

ορθογώνιο. Από |a − b| = |a − c| βγαίνει ότι το τρί-

γωνο είναι ισοσκελές με κορυφή A. Άρα το τρίγωνο

είναι ορθογώνιο και ισοσκελές στο A. Από (1) έπεται
ότι ο περίκυκλος έχει ακτίνα 1, άρα από πυθαγόρειο

λαμβάνουμε ότι οι δύο ίσες πλευρές έχουν μήκος
√
2
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η καθεμία, άρα το γινόμενό τους είναι ίσο με 2. Τώρα

επειδή −b = c,−c = b (συμμετρία ως προς την αρχή των

αξόνων) έχουμε: |a + b||a + c| = |a − b||a − c| = 2. Στην
περίπτωση όπου a = b ή a = c, εύκολα βγαίνει (απ´την

|a − b| = |a − c|) ότι ϑα πρέπει b = c, άτοπο.

Λύση 7 (Κώστας Ζερβός)

´Εστω A , B , C οι εικόνες των a, b, c. Τότε τα A , B , C

είναι σημεία του κύκλου με κέντρο το O(0, 0) και ακτί-

να 1. Αφού |a − b| = |a − c| ⇔ (AB) = (AC) , το A ανήκει
στη μεσοκάθετο του BC, άρα ένα από τα σημεία τομής

A , A′ της μεσοκαθέτου με τον κύκλο.

Τα διανύσματα ~OA , ~OM οπότε:

• Αν είναι ομόρροπα , τότε

| ~OM + ~OA| = | ~OM| + | ~OA| ⇔
|a + b + c| = |b + c| + |a| = |b + c| + 1.

Αλλά |a+b+c| = 1 , επομένως |b+c| = 0⇔ ~OM = ~0,

που σημαίνει ότι τα B , C είναι αντιδιαμετρικά.

• Αν είναι αντίρροπα, τότε:

~OM + ~OA| =
∣∣∣∣| ~OM| − | ~OA|

∣∣∣∣⇔

⇔ |a + b + c| =
∣∣∣∣|b + c| − |a|

∣∣∣∣ = ||b + c| − 1|.

Αλλά |a + b + c| = 1 , επομένως:
∣∣∣∣b + c| − 1

∣∣∣∣ = 1⇔ |b + c| = 0⇔ ~OM = ~0,

που σημαίνει ότι τα B , C είναι αντιδιαμετρικά ή

|b + c| = 2 = |b| + |c| ⇔ | ~OB + ~OC| = | ~OB| + | ~OC|,

που σημαίνει ότι τα ~OB , ~OC είναι ομόρροπα,
άρα τα B, C συμπίπτουν , δηλαδή b = c (απορ-

ρίπτεται γιατί b , c).

Επομένως B , C αντιδιαμετρικά δηλαδή b = −c και το

A είναι μέσο του ημικυκλίου διαμέτρου BC (Σχήμα 2),

άρα |b + a| = |a − c| = (AC) =
√
2 και |c + a| = |a − b| =

(AB) =
√
2. ´Ετσι |b + a| · |c + a| = 2.

Λύση 8 (parmenides51)

Από την αντιμετώπιση μου στο

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=18356 έχουμε δυο

ενδεχόμενα: είτε δεν σχηματίζουν τρίγωνο οι εικόνες

τους και ακριβώς δυο από τα τρία σημεία ταυτίζονται
(περίπτωση 1η), είτε σχηματίζουν ορθογώνιο τρίγωνο με

κορυφές στον μοναδιαίο κύκλο (περίπτωση 2η).

• Πρώτη περίπτωση: δυο από τα τρία σημεία ταυ-

τίζονται. Η περίπτωση b = c απορρίπτεται διότι

b , c. Αν a = c τότε:

|a − b| = |a − c| = |a − a| = |0| = 0⇒

a − b = 0⇒ a = b⇒ a = c = b

απορρίπτεται γιατί: b , c. Η περίπτωση a = c α-

πορρίπτεται ομοίως.

Άρα απορρίπτεται όλη η πρώτη περίπτωση.

• Συνεπώς ισχύει η δεύτερη περίπτωση και σχη-

ματίζουν ορθογώνιο τρίγωνο οι εικόνες των μι-

γαδικών. Επειδή |a − b| = |a − c| το τρί-

γωνο τους ϑα είναι ισοσκελές κι αφού εί-

ναι ορθογώνιο κι εγγεγραμμένο στον μοναδιαί-

ο κύκλο ϑα έχει προφανώς πλευρές: 2, x, x με

x2 + x2 = 22 ⇔ 2x2 = 4⇔ x2 = 2⇔ x =
√
2 , διότι

x > 0.

´Εστω A(a), B(b),C(c) τότε:

AB = |a − b| = x =
√
2,
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AC = |a − c| = x =
√
2, BC = 2R = 2.

Τα τρίγωνα OAB,OAC είναι ορθογώνια και ισο-

σκελή και ίσα, οπότε για τα μέσα M,N των υπο-

τεινουσών τους αντίστοιχα ϑα ισχύει πως οι ίσοι

διαμέσοι OM,ON τους ϑα είναι το μισό της υπο-

τείνουσας AB = AC = x, δηλαδή:

OM = ON =
x

2
=

√
2

2
.

Συνεπώς:

|a + b||a + c| =
∣∣∣∣
−−→
OA +

−−→
OB

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−−→
OA +

−−→
OC

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣2
−−→
OM

∣∣∣∣
∣∣∣∣2
−−→
ON

∣∣∣∣ = 4(OM)(ON) = 4
x

2

x

2
= x2 =

√
22 = 2.

ΑΣΚΗΣΗ 22 (Προτείνει ο KARKAR)

α) Αν z ∈ C με |z| = 1 και w =
2z − 1

z − 2
, να βρείτε το γεωμε-

τρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w.

β) Να υπολογίσετε τα: |z − w|min, |z − w|max.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=51&t=31611

Λύση 1 (Νίκος Φραγκάκης)

α) ´Εχουμε w =
2z − 1

z − 2
(1).

Αφού τώρα οι εικόνες του z διαγράφουν τον μοναδιαίο
κύκλο σίγουρα z , 2 οπότε έχουμε ισοδύναμα από την

(1) προκύπτει

w =
2z − 1

z − 2
⇔ w =

2z − 4 + 3

z − 2
⇔

w − 2 =
3

z − 2
⇔ z = 2 +

3

w − 2
με w , 2 (2).

Αν πάρουμε τώρα μέτρα έχουμε

| 3

w − 2
+ 2| = 1⇔ |2w − 1| = |w − 2|

(δηλαδή Απολλώνιος κύκλος) , εύκολα δε ισοδύναμα

έχουμε:

(2w − 1)(2w̄ − 1) = (w − 2)(w̄ − 2)⇔

ww̄ = 1⇔ |w| = 1.

β) Μέγιστη τιμή έχουμε όταν z = 1 και τότε w = −1
με max |z − w| = 2,

ενώ ελάχιστη τιμή έχουμε για z =
1 +
√
3i

2
,

οπότε w = z̄ και min |z − w| =
√
3.

Σε κάθε σημείο Mz του μοναδιαίου κύκλου σχεδιά-

ζουμε την εικόνα του z−2 μετά με τις εφαπτόμενες στο

μοναδιαίο κύκλο από το C(z−2) και με την βοήθεια της

πολικής του σημείου αυτού έχουμε το N που αντιστοι-

χεί στον μιγαδικό με ίδιο όρισμα με τον z − 2 και μέτρο

ON =
1

|z − 2|
.

Άρα για τον συζυγή του έχουμε εικόνα το σημείο

D

(
1

z − 2

)
.

Λόγω του ότι ο μιγαδικός w = 2 +
3

z − 2
έχει εικόνα Mw

που ανήκει στο κύκλο για τον οποίο ο λόγος των α-

ποστάσεων κάθε του σημείου από τα A

(
1

2
, 0

)
, B(2, 0)

είναι
1

2
(δηλαδή πάλι τον μοναδιαίο κύκλο) , η χορδή

που συνδέει τις εικόνες των w, z ϑα διέρχεται από το

A και γίνεται ελάχιστη αν γίνει κάθετη στον οριζόντιο

άξονα.

Λύση 2 (Διονύσης Βουτσάς) β) Αφού οι μιγαδικοί με
εξάρτηση κινούνται στον ίδιο κύκλο, τον μοναδιαίο, έ-

χουμε ότι |z −w|max = 2 που συμβαίνει όταν είναι αντι-
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διαμετρικοί,

άρα όταν

z + w = 0⇒ z +
2z − 1

z − 2
= 0⇒

z2 − 2z + 2z − 1

z − 2
= 0⇒ z2 − 1 = 0⇒

z = ±1

και τότε αντίστοιχα w = −1,+1.

Για το ελάχιστο πρέπει z = w⇒ z = 2±
√
3 που δεν

ανήκει στον μοναδιαίο κύκλο, άρα δεν υπάρχει αυτή η

περίπτωση.

Συνεπώς βρίσκω w =
4 − 5x

5 − 4x
−

3y

5 − 4x
i και

|z − w|2 =

4 − 4x2

5 − 4x


2

+

y

8 − 4x

5 − 4x



2

και με πράξεις x2 + y2 = 1.

Θέτω συνάρτηση f (x) = |z − w|2 ...

Λύση 3 (Άλκης Μπεντεβής)

β) Είναι |w − z| =
∣∣∣∣∣
2z − 1

z − 2
− z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2z − 1 − z2 + 2z

z − 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
z2 − 4z + 1

z − 2

∣∣∣∣∣∣ =

=
z=x+yi

∣∣∣∣∣∣
(x + yi)2 − 4(x + yi) + 1

x − 2 + yi

∣∣∣∣∣∣ = . . .

=
x2+y2=1

2 |2 − x|
√
5 − 4x

=
|x|≤1

−2x + 4
√
5 − 4x

.

Θεωρώ την συνάρτηση f

με f (x) =
−2x + 4
√
5 − 4x

, x ∈ [−1, 1].

Είναι f ′(x) =
4x − 2

(5 − 4x)
√
5 − 4x

, x ∈ [−1, 1],

οπότε η f έχει ελάχιστο για x =
1

2
και μέγιστο για

x = ±1.

Άρα max |z − w| = f (±1) = 2.

Εύκολα βρίσκουμε ότι είναι είτε z = 1 και w = −1

είτε z = −1 και w = 1.

Επίσης min |z − w| = f

(
1

2

)
=

√
3

για z =
1

2
+

√
3

2
i

και w =
1

2
−
√
3

2
i

είτε για z =
1

2
−
√
3

2
i

και w =
1

2
+

√
3

2
i.

Λύση 4 (KARKAR)

β) Θα χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο λήμμα:

Αν από σημείο στο εσωτερικό του κύκλου διέρχον-

ται χορδές, μεγαλύτερη είναι η διάμετρος και μικρότερη

είναι η κάθετη στη διάμετρο.

´Εστω A(x, y) η εικόνα του z , οπότε αντικαθιστώντας

βρίσκω ότι η εικόνα του w είναι η :

B

(
4 − 5x

5 − 4x
,
−3y

5 − 4x

)
.

Εύκολα διαπιστώνω , ότι τα σημεία A, B και S

(
1

2
, 0

)
,

είναι συνευθειακά .

Συνεπώς η μέγιστη τιμή του |z − w| , δηλαδή του (AB) ,
είναι στη ϑέση A1B1 ( = 2−διάμετρος ) ενώ η ελάχιστη

στη ϑέση A2B2 ( =
√
3− κάθετη στη διάμετρο ).
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Επιμελητής: Μίλτος Παπαγρηγοράκης

ΑΣΚΗΣΗ 23 (Προτείνει ο Νίκος Μαυρογιάννης) Δί-

νονται οι συναρτήσεις

f (x) =
√
1 − x4 , g (x) =

x − 1

1 − α − x2

1) Να βρείτε το πεδίο ορισμού D f της f .

2) Για τις διάφορες τιμές του α ∈ R να βρεθεί το πεδίο

ορισμού Dg της g.

3) Για ποιές τιμές του α ισχύει D f ⊆ Dg (δηλαδή το

πεδίο ορισμού της f περιέχεται στο πεδίο ορισμού της

g);

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=52&t=1934

Λύση (giannis1990) 1) Πρέπει:

1 − x4 ≥ 0⇔ x4 ≤ 1⇔ |x|4 ≤ 1⇔ |x| ≤ 1⇔

−1 ≤ x ≤ 1

Συνεπώς D f = [−1, 1].
2) Πρέπει x2 , 1 − α .

Διακρίνουμε 3 περιπτώσεις:

• Αν α = 1 τότε προκύπτει ότι x2 , 0 ⇔ x , 0.

´Ετσι Dg = R
∗.

• Αν 1 − α < 0 ⇔ α > 1, τότε δεν υπάρχει ρίζα του

παρανομαστή άρα Dg = R
∗.

• Αν 1 − α > 0⇔ α < 1 ϑα πρέπει x , ±
√
1 − α.

Συνεπώς:

Dg = (−∞,−
√
1 − α) ∪ (−

√
1 − α,

√
1 − α) ∪ (

√
1 − α,+∞)

3) Με α = 1 το ζητούμενο δεν ισχύει, ενώ με α > 1

ισχύει. Εξετάζουμε τι γίνεται όταν α < 1 :

Με x ∈ D f ϑέλουμε x ∈ Dg. Η μόνη περίπτωση για

να ισχύει αυτό είναι να ισχύει
√
1 − α > 1⇔ α < 0, άρα

α ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞).

ΑΣΚΗΣΗ 24 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου) Θεω-

ρούμε την συνάρτηση f με

f (x) =
√

x + |z| − |w| ,

όπου z,w ∈ C.

(1) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

(2) Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και

f −1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, να βρεθεί η ελάχιστη

απόσταση των εικόνων των z,w στο μιγαδικό επίπεδο.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=52&t=36651

Λύση (Δημήτρης Ιωάννου) (1) Το πεδίο ορισμού της f ,

είναι το D f = [−|z|,+∞). ´Εστω λοιπόν x1, x2 ∈ D f , με:

x1 < x2 ⇒ x1 + |z| < x2 + |z| ⇒
√

x1 + |z| <
√

x2 + |z|.

Άρα:
√

x1 + |z| − |w| <
√

x2 + |z| − |w| ⇒ f (x1) < f (x2) και

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο D f .

(2) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα,

ϑα είναι και ¨1-1¨ και άρα αντιστρέφεται. Και αφού η f

είναι γνησίως αύξουσα, άρα το κοινό σημείο των f , f −1

ϑα βρίσκεται πάνω στην διχοτόμο της πρώτης και τρί-

της γωνίας των αξόνων, δηλαδή η εξίσωση f (x) = f −1(x)

είναι ισοδύναμη με την εξίσωση: f (x) = x. ´Εχουμε λοι-

πόν:

f (x) = x⇔
√

x + |z| − |w| = x⇔
√

x + |z| = x + |w|.

Με x ≥ max(−|z|,−|w|), έχουμε:

x + |z| = x2 + 2x|w| + |w|2 ⇔

x2 + (2|w| − 1)x + |w|2 − |z| = 0

Αφού από την υπόθεση, οι γραφικές παραστάσεις των

f , f −1, έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, ϑα πρέπει η πιο

πάνω εξίσωση να έχει μία μόνο λύση. Άρα πρέπει

∆ = 0, δηλαδή:

(2|w| − 1)2 − 4(|w|2 − |z|) = 0⇔ |z| − |w| = −
1

4

´Ομως ||z| − |w|| ≤ |z − w| ⇒ |z − w| ≥ | − 1
4
| = 1

4
.

Άρα η ελάχιστη τιμή της απόστασης των εικόνων των
z,w, είναι ίση με 1

4
.

Στην παραπάνω λύση χρησιμοποιήθηκε η πρόταση:
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Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f

και f −1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο τότε αυτό βρίσκε-

ται στην ευθεία y = x.

Απόδειξη: Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ:

f (p) < p ⇒ f ( f (p)) < f (p) ⇒ p < f (p), που είναι

άτοπο.

2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: f (p) > p ⇒ f ( f (p)) > f (p) ⇒ p >

f (p), που και πάλι είναι άτοπο.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι f (p) = p,

δηλαδή ότι η ρίζα p της εξίσωσης f −1(x) = f (x), είναι

και ρίζα της εξίσωσης f (x) = x.

Αντιστρόφως: Αν p είναι ρίζα της εξίσωσης f (x) =

x, τότε: f (p) = p ⇒ f −1( f (p)) = f −1(p) ⇒ p = f −1(p),

δηλαδή δείξαμε ότι: f −1(p) = f (p). και η απόδειξη ο-

λοκληρώθηκε. (Δηλαδή ότι οι εξισώσεις f −1(x) = f (x)

και f (x) = x, είναι ισοδύναμες, όταν η f είναι γνησίως

αύξουσα.)
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Επιμελητής: Βασίλης Κακαβάς

ΑΣΚΗΣΗ 25 (Προτείνει ο Γιώργος Σαρακατσιάνος)

´Εστω συνάρτηση f : R→ R, για την οποία ισχύουν :

f (x) = x + f ′(x) − 1 + f ′′(x) , f (0) = 0, f (0) = 1.

Να βρεθεί ο τύπος της f .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=37676

Λύση 1 (Νίκος Ζανταρίδης) ´Εχουμε:

f (x) = x + f ′(x) − 1 + f ′′(x) : (1)

και
f (0) = 0, f ′ (0) = 1.

Θεωρούμε την συνάρτηση: g (x) = f (x)− x, x ∈ R. Είναι:

g′ (x) = f ′ (x) − 1, g (0) = f (0) − 0 = 0,

g′ (0) = f ′ (0) − 1 = 1 − 1 = 0.

Εστω k ένας απο τους δύο πραγματικούς αριθμούς

για τους οποίους ισχύει: k2 + k − 1 = 0. Για κάθε x ∈ R

ισχύει:

(1)⇒ ( f (x) − x)′′ + ( f (x) − x)′ = f (x) − x⇒

g′′ (x) + g′ (x) = g (x)⇒

g′′ (x) + g′ (x) + kg′ (x) = kg′ (x) + g (x)⇒

g′′ (x) + (k + 1) g′ (x) = k

(
g′ (x) +

1

k
g (x)

)
⇒

g′′ (x) + (k + 1) g′ (x)
( 1

k
=k+1)
=

k
(
g′ (x) + (k + 1) g (x)

)
⇒

(
g′′ (x) + (k + 1) g′ (x)

)
e(k+1)x

=

k
(
g′ (x) + (k + 1) g (x)

)
e(k+1)x ⇒

⇒
(
g′ (x) e(k+1)x

)′
=

(
kg (x) e(k+1)x

)′
⇒

g′ (x) e(k+1)x
= kg (x) e(k+1)x

+ c1.

Για x = 0 έχουμε:

g′ (0) e(k+1)0
= kg (0) e(k+1)0

+ c1 ⇒

0.1 = k.0.1 + c1 ⇒ c1 = 0,

οπότε για κάθε x ∈ R ισχύει:

g′ (x) e(k+1)x
= kg (x) e(k+1)x ⇒ g′ (x) = kg (x)⇒

(
g′ (x) − kg (x)

)
e−kx
= 0⇒

(
g (x) e−kx

)′
= 0⇒ g (x) e−kx

= c⇒ g (x) = cekx.

Εχουμε:

g (0) = 0⇒ ce0 = 0⇒ c = 0,

οπότε για κάθε x ∈ R ισχύει:

g (x) = 0ekx ⇒ f (x) − x = 0⇒ f (x) = x

(ικανοποιεί την υπόθεση). Αρα είναι f (x) = x, x ∈ R.

Λύση 2 ( Κώστας Ζερβός) ´Εχουμε: f ′′(x) + f ′(x) =

f (x) + 1 − x.

Θα προσπαθήσουμε να εμφανίζουμε και στα δύο

μέλη μία συνάρτηση g και την παραγωγό της.´Ετσι προ-

σθέτουμε και στα δύο μέλη το a f ′(x) , όπου τον a ∈ R

ϑα τον προσδιορίσουμε παρακάτω. Τότε έχουμε:

f ′′(x) + (1 + a) f ′(x) = a f ′(x) + f (x) + 1 − x⇔

f ′′(x) + (1 + a) f ′(x) = a

[
f ′(x) +

1

a
f (x)

]
+ 1 − x.

Σκεφτόμαστε ότι ῾῾καλά ϑα είναι᾿᾿ η f ′′(x)+(1+a) f ′(x)

να είναι η παράγωγος της f ′(x)+
1

a
f (x). Για να συμβαί-

νει αυτό , ϑα πρέπει: 1 + a = 1
a
⇔ a2

+ a − 1 = 0 (και

εδώ προκύπτει η τιμή του k που είναι μια από τις δύο

ρίζες της εξίσωσης αυτής).

Τότε: f ′′(x) +
1

a
f ′(x) = a ·

[
f ′(x) +

1

a
f (x)

]
+ 1 − x.

Θέτουμε: g(x) = f ′(x) +
1

a
f (x) (1). Άρα:

g′(x) = ag′(x) + 1 − x⇔

e−ax · g′(x) − ae−axg(x) = e−ax(1 − x)⇔
(
e−axg(x)

)′
=

(
e−ax · (ax + 1 − a)

a2

)′
,

όπου στο 2ο μέλος βρήκαμε μια αρχική της: e−ax(1 − x).
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Άρα:

e−axg(x) =
e−ax · (ax + 1 − a)

a2
+ c1 , c∈R

Αλλά: g(0) = f ′(0)+
1

a
f (0) = 1 , άρα: c1 =

a2
+ a − 1

a2
= 0.

Άρα g(x) =
ax + 1 − a

a2
, δηλαδή:

f ′(x) +
1

a
f (x) =

ax + 1 − a

a2
.

´Ετσι:

e
x
a f ′(x) +

1

a
e

x
a f (x) =

ax + 1 − a

a2
e

x
a ⇔

(
e

x
a f (x)

)′
=

(
ax − a2 − a + 1

a
e

x
a

)′

⇔ e
x
a f (x) =

ax − a2 − a + 1

a
e

x
a + c2

και αφού f (0) = 0 και a2
+ a − 1 = 0 , έχουμε c2 = 0 και

τελικά f (x) = x , x ∈ R.

ΑΣΚΗΣΗ 26 (Προτείνει ο Διονύσης Βουτσάς)

Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0,+∞), με

f (0) = 0 που είναι κοίλη και ισχύει

(x + 1) f (x) + 2013g(x) = x f (x + 1)

για κάθε x > 0.

Να αποδείξετε ότι:

1) Υπάρχει ξ ∈ (1, 3) : (ξ − 2)g(ξ) = 2013ξ(ξ − 1), αφου

αποδείξετε οτι η g είναι συνεχής.

2) Για κάθε x > 0 υπάρχει x0 > 0 :

2x0 f (x) = x2 f ′(x0) .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=35182

Λύση 1 ( Βασίλης Κακαβάς)

1) Θέλουμε η εξίσωση (x − 2)g(x) − 2013x(x − 1) = 0

να έχει ρίζα στο (1, 3).Γι αυτό ϑεωρούμε την συνάρτη-

ση:

ϕ(x) = (x − 2)g(x) − 2013x(x − 1), x ∈ [1, 3]

που είναι συνεχής ως πράξεις μεταξύ συνεχών αφού α-

πό την ισότητα: 2013g(x) = x f (x + 1) − (x + 1) f (x) και η

g είναι συνεχής επειδή είναι η f συνεχής ως παραγωγί-

σιμη. Επίσης ισχύει ότι :

ϕ(1) = −g(1) και ϕ(2) = −20132 < 0

άρα αναζητούμε το πρόσημο των τιμών της g.

´Ετσι αν ϑεωρήσουμε ότι η g έχει ρίζα έστω: x0 ∈
(0, +∞) τότε από την αρχική ισότητα ϑα ισχύει ότι:

(x0 + 1) f (x0) = x0 f (x0 + 1)⇔

f (x0)

x0
=

f (x0 + 1)

x0 + 1
(1)

οπότε για την συνάρτηση h(x) =
f (x)

x
, x > 0 στο

[x0, x0 + 1] ισχύουν οι προϋποθέσεις του Rolle, άρα υ-

πάρχει ξ ∈ (x0, x0 + 1) ώστε: h′(ξ) = 0 (2)

´Ομως είναι : h′(x) =
x f ′(x)− f (x)

x2
και από ϑεώρημα

μέσης τιμής για την f στο [0, x], x > 0 ϑα υπάρχει:

κ ∈ (0, , x) ώστε να ισχύει:

f ′(κ) =
f (x) − f (0)

x
=

f (x)

x
⇔ f (x) = f ′(κ)x

επομένως:

h′(x) =
x f ′(x) − x f ′(κ)

x2
=

f ′(x) − f ′(κ)

x
< 0

γιατί επειδή f κοίλη ϑα έχει f ′ γνήσια φθίνουσα και

αφού κ < x ϑα ισχύει ότι f ′(κ) > f ′(x) άρα το (2) άτοπο

επομένως g(x) , 0, x > 0 και σαν συνεχής ϑα έχει στα-
ϑερό πρόσημο και επειδή τελικά η h(x) =

f (x)

x
, x > 0 εί-

ναι γνήσια φθίνουσα ϑα ισχύει για 1 < 2 ότι h(1) > h(2),

δηλαδή f (1)

1
>

f (2)

2
⇔ 2 f (1) > f (2) και από: 2013g(x) =

x f (x + 1) − (x + 1) f (x) είναι:

2013g(1) = f (2) − 2 f (1) < 0

άρα είναι g(1) < 0 επομένως ϕ(1) = −g(1) > 0 οπότε

ϕ(1)ϕ(2) < 0 και από ϑεώρημα Bolzano η ϕ(x) = 0 έχει

ρίζα στο (1, 2) ⊂ (1, 3)

2) ϑεωρούμε την συνάρτηση :

σ(t) = f (x)t2 − x2 f (t), t ∈ [0, x], x > 0

που είναι παραγωγίσιμη στο [0, x] με:

σ′(t) = 2t f (x) − x2 f ′(t)

και ισχύει ότι: σ(0) = 0 και σ(x) = f (x)x2 − x2 f (x) = 0,

άρα σύμφωνα με το ϑεώρημα του Rolle υπάρχει: x0 ∈
(0, x) ώστε:

σ′(x0) = 0⇔ 2x0 f (x) − x2 f ′(x0) = 0⇔

2x0 f (x) = x2 f ′(x0)

αυτό που ϑέλαμε.

Λύση 2 ( Ευάγγελος Παπαπέτρος)

´Εχουμε ότι: (x + 1) f (x) + 2013g(x) = x f (x + 1) (∗)
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1) Από την (∗) συμπεραίνουμε ότι η g είναι συνεχής

στο (0,+∞). Θεωρούμε την συνάρτηση h : [1, 3]→ R με

τύπο:
h(x) = (x − 2)g(x) − 2013x(x − 1)

Η h είναι συνεχής στο [1, 3] ως πράξεις συνεχών συναρ-

τήσεων. Είναι: h(1) = −g(1) και h(2) = −20132 < 0. Η (∗)
για x = 1 δίνει:

2 f (1) + 2013g(1) = f (2) ⇔

g(1) =
1

2013

[
f (2) − f (1)

2 − 1
−

f (1) − f (0)

1 − 0

]
=

=
1

2013

[
f ′(x2) − f ′(x1)

]

με x1 ∈ (0, 1) και x2 ∈ (1, 2) που προσδιορίστηκαν από

την εφαρμογή του Θεωρήματος Μέσης Τιμής για την f

στα διαστήματα [0, 1] και [1, 2] αντίστοιχα.

Η f είναι κοίλη, που σημαίνει ότι η f ′ είναι γνησίως
φθίνουσα, και άρα:

x1 < x2 ⇒ f ′(x2) − f ′(x1) < 0⇒ g(1) < 0⇒ h(1) > 0

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα BOLZANO στην συνάρ-

τηση h στο διάστημα [1, 2] εξασφαλίζουμε τηνύπαρξη

ξ ∈ (1, 2) για το οποίο ισχύει:

(ξ − 2)g(ξ) = 2013ξ(ξ − 1).

2) ´Εστω x > 0.

Αν f (x) = 0 τότε, από το Θεώρημα ROLLE για την

f στο διάστημα [0, x] υπάρχει r ∈ (0, x) τέτοιο, ώστε:

f ′(r) = 0. Θέτοντας x0 = r έχουμε το ζητούμενο.

Αν f (x) , 0, ϑεωρούμε την συνάρτηση:

G(y) =
f (y)

f (x)
− y2

x2
, y ∈ [0, x]

η οποία είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο πεδίο ο-

ρισμού της με G(0) = G(x) = 0.

Επομένως, από το Θεώρημα ROLLE, υπάρχει

x0 ∈ (0, x) τέτοιο, ώστε: G′(x0) = 0, που ισοδύναμα δί-

νει: 2x0 f (x) = x2 f ′(x0).
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Επιμελητής: Ροδόλφος Μπόρης

ΑΣΚΗΣΗ 27 (Προτείνει ο Ροδόλφος Μπορης)

1.´Εστω f συνεχής συνάρτηση.

Θέτουμε O(0, 0), A(a, 0), M(a, f (a)), B(0, f (0)) και P( f , a)

την περίμετρο της κλειστής καμπύλης OAMBO, ενώ

E( f , a) το εμβαδό που περικλείει.

Αν P( f , a) = E( f , a) , να δείξετε ότι a > 2 .(από Putnam)

2. Δίνονται τώρα ότι : η f είναι παραγωγίσιμη με συ-

νεχή παράγωγο και ότι το μήκος L( f , a), της καμπύλης

C f , δίνεται από την σχέση :

L( f , a) =

∫ a

0

√
1 + ( f ′(t))2dt.

Να βρείτε τον τύπο όλων των f στην περίπτωση όπου

P( f , a) − E( f , a) = Ω

για κάθε τιμή του a ≥ 0 όπου Ω μια σταθερά και να

αποδείξετε ότι Ω ≥ 4 .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=54&t=35233

Λύση (Ροδόλφος Μπόρης) Για το 1ο

Η f συνεχής στο [0, a]⇒ P(x0, y0), x0 ∈ [0, a],

y0 = f (x0) = max( f )

Αν ονομάσουμε με L(C,D) το μήκος της καμπύλης

C f μεταξύ δυο σημείων της C,D τότε ϑα ισχύουν:

BP ≤ L(B, P) (εδώ η ευθεία είναι η μικρότερη από-

σταση που ενώνει δυο σημεία)

PM ≤ L(P, M) (ομοίως)

Τότε

OB + BP ≤ OB + L(B, P)

AM + MP ≤ AM + L(P, M)

Από την τριγωνική ανίσωση όμως έχουμε :

OP ≤ OB + BP ≤ OB + L(B, P)

AP ≤ AM + MP ≤ AM + L(P, M)

Επειδή οι OP και AP είναι υποτείνουσες στα
ορθογώνια τρίγωνα OPK και APK είναι

y0 = PK ≤ OP ≤ OB + BP ≤ OB + L(B, P)

y0 = PK ≤ AM + MP ≤ AM + L(P, M)

Προσθέτουμε κατά μέλη και προκύπτει

2y0 ≤ OB + L(B, P) + AM + L(P, M)

Οπότε : a + 2y0 ≤ a +OB+ L(B, P)+ AM + L(P, M) =

P( f , a)

Ακόμη είναι φανερό ότι : E( f , a) ≤ ay0

Άρα a + 2y0 ≤ P( f , a) = E( f , a) ≤ ay0

δηλαδή 0 < a ≤ (a − 2)y0

Άμεσα προκύπτει ότι a > 2

Για το 2ο

Για το δεύτερο ερώτημα αφού P( f , a) = E( f , a) + Ω

για κάθε τιμή του a ≥ 0 ϑα έχουμε

∫ x

0

√
1 + ( f ′(t))2dt + f (0) + x + f (x) =

∫ x

0
f (t)dt + Ω, x ≥ 0

Για x = 0 προκύπτει Ω = 2 f (0) οπότε η εξίσωση

γίνεται :

∫ x

0

√
1 + ( f ′(t))2dt − f (0) + x + f (x) =

∫ x

0
f (t)dt

Παραγωγίζοντας παίρνουμε√
1 + ( f ′(x))2 = −1 − f ′(x) + f (x)

Άρα υψώνοντας στο τετράγωνο και κρατώντας τους

περιορισμούς είναι

1 + ( f ′(x))2 = (−1 − f ′(x) + f (x))2

−1 − f ′(x) + f (x) > 0

Μετά τις πράξεις έχουμε

2 f ′(x)( f (x) − 1) = f 2(x) − 2 f (x) [1]
f (x) > f ′(x) + 1 [2]

34

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=54&t=35233


Αν υπάρχει x0 : f (x0) = 1 από την [1] προκύπτει

0 = −1 Άτοπο.

Οπότε και επειδή η f είναι συνεχής τότε η f (x) − 1

ϑα διατηρεί σταθερό πρόσημο.

Συνεπώς διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:

Α) f (x) < 1 [3]

Από την [1] είναι : f ′(x) =
f 2(x)−2 f (x)

f (x)−1 αντικαθιστούμε

στην [2] και παίρνουμε f (x) >
f 2(x)−2 f (x)

f (x)−1 + 1.

Λαμβάνοντας υπ´ όψη μας την [3] μετά τις πράξεις

έχουμε f 2(x) − 2 f (x) + 2 < 0 αδύνατον

Β) f (x) > 1 [4]

Αντίστοιχα καταλήγουμε f 2(x)−2 f (x)+2 > 0 αληθές

για οποιαδήποτε f (x) οπότε συνεχίζουμε ξέροντας ότι

ισχύει η [4]

Στην [1] ϑέτουμε g(x) = f (x) − 1 > 0 λόγω της [4]

νκαι μετά τις πράξεις έχουμε (g2(x))′ = g2(x) − 1 [5]

Στην [5] ϑέτουμε h(x) = g2(x) − 1 [6]
Καταλήγουμε στην h′(x) = h(x) οπότε όπως είναι γνω-

στό h(x) = cex [7]

Από την [6] g2(x) = 1+ cex με c ≥ 0 διότι αλλιώς πάντα

υπάρχει x1 > 0 : g2(x1) < 0 άτοπο.

Αυτό συμβαίνει διότι για c < 0 είναι :

c limx→+∞ ex
= −∞.

Τώρα από την [5] και αφού g(x) > 0 ϑα είναι :

g(x) =
√
1 + cex οπότε

f (x) = 1 +
√
1 + cex, x ≥ 0, c ≥ 0 [8]

Που επαληθεύει την [2] και [4] και την αρχική σχέ-

ση του ερωτήματος, η οποία επίσης επαληθεύεται και

για x = 0, πράγμα απαραίτητο προκειμένου να ισχύει η

ισοδυναμία.

Τελικά Ω = 2 f (0) = 2(1 +
√
1 + c ≥ 4

ΑΣΚΗΣΗ 28 (Προτείνει ο Ροδόλφος Μπόρης) f :

R→ R συνεχής και :

f (x) = −e f (0)
+

∫ x

0

1

1 + e f (t)
dt .

Να υπολογίσετε το :
∫ 1

0
f (t)dt συναρτήσει του f (0)

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=54&t=36197

Λύση 1 (Λευτέρης Πρωτοπαπάς) Η αρχική σχέση για

x = 0 δίνει: f (0) = −e f (0) (1).

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R ως ά-

ϑροισμα των παραγωγίσιμων συναρτήσεων e− f (0) (στα-

ϑερά) και
∫ x

0
1

1+e f (t) dt (η προς ολοκλήρωση συνάρτηση

είναι συνεχής, άρα ορίζεται η συνάρτηση ολοκλήρωμα)

f με: f ′(x) = 1
1+e f (x) (2).

Συνεπώς f ′(x) + f ′(x)e f (x)
= 1⇔

(
f (x) + e f (x)

)′
= (x)′ ⇒ f (x) + e f (x)

= x + c, c ∈ R,

οπότε για x = 0 βρίσκουμε f (0)+ e f (0)
= c και λόγω της

(1) προκύπτει c = 0, άρα f (x) + e f (x)
= x (3).

Από την (2) έχουμε ότι f ′(x) > 0, άρα f ′(x) , 0, και

από την (2) έχουμε:

f ′(x) + f ′(x)e f (x)
= 1⇔ e f (x)

=
1 − f ′(x)

f ′(x)
(4).

Συνεπώς η (3) δίνει: f (x) +
1− f ′(x)

f ′(x)
= x⇔

f (x) f ′(x) − f ′(x) − x f ′(x) − f (x) + f (x) + 1 = 0⇔

⇔ f (x) =

(
x f (x) + f (x) −

f 2(x)

2
− x

)′
,

οπότε:

∫ 1

0

f (t)dt =

[
x f (x) + f (x) −

f 2(x)

2
− x

]1

0

=

2 f (1) − f 2(1)

2
− 1 − f (0) +

f 2(0)

2
(5).

Θέτουμε στην (3) όπου x = 1 και έχουμε ότι:

f (1) + e f (1)
= 1, οπότε f (1) = 0, αφού η συνάρτηση g

με g(x) = x + ex − 1 είναι γνησίως αύξουσα (ϑετική πα-

ράγωγος) και έχει ρίζα το 0. Συνεπώς η (5) δίνει:

∫ 1

0

f (t)dt = −1 − f (0) +
f 2(0)

2
.

Παρατήρηση 1 (abgd)

Αφού βρούμε την σχέση f (x) + e f (x)
= x (3) και το

f (1) = 0 μπορούμε να κάνουμε και αυτό :

∫ 1

0

f (x)dx =

∫ 1

0

(
x − e f (x)

)
dx =

1

2
−

∫ 1

0

e f (x)dx.

Σ´ αυτό το σημείο ϑέτουμε f (x) = u, οπότε dx =

(1 + eu)du και
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∫ 1

0

f (x)dx =
1

2
−

∫ 0

f (0)

eu
+ e2udu

= e f (0)
+

e2 f (0)

2
− 1 = − f (0) +

f 2(0)

2
− 1.

Παρατήρηση 2 (Ροδόλφος Μπόρης)

Υπάρχει και 3ος τρόπος να πάμε μετά την f +e f
= x

εύκολα η f είναι αντιστρέψιμη και x+ex
= f −1(x) οπότε

μπορουμε να χρησιμοποιήσουμε το:

∫ 1

0

f (t)dt +

∫ f (1)

f (0)

f −1(t)dt = 1 f (1) − 0 f (0)

κι έτσι να βρούμε το ζητούμενο αφού f (1) = 0.
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Επιμελητής: Σπύρος Καρδαμίτσης

ΑΣΚΗΣΗ 29 (Προτείνει ο parmenides51)

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς

z(x) =
2

1 + 2xi
, x ∈ R.

α) Να αποδείξετε ότι z(x) + z(x) = |z(x)|2
β) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z(x) κι-

νούνται σε κύκλο με κέντρο K(1, 0) , του οποίου να βρεί-

τε την ακτίνα.

γ) Να αποδείξετε ότι :

i) οι εικόνες των μιγαδικών z(x) και z

(
−

1

4x

)
, x , 0 είναι

αντιδιαμετρικά σημεία του παραπάνω κύκλου

ii) |z(2013) − z(2)|2 +
∣∣∣∣∣∣z(2013) − z

(
− 1
8

)∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣z(2) − z

(
− 1
8

)∣∣∣∣∣∣
2

δ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→+∞

(Im (z(x)) · ηµx)

ε) Αν α < β να αποδείξετε ότι

∫ β

α

Im (z(x)) dx < β − α

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=55&t=36969

Λύση (Βασίλης Κακαβάς) α) Είναι :

z(x) + z(x) =
1

1 + 2ix
+

1

1 − 2ix
=

1 − 2ix + 1 + 2ix

1 + 4x2
=

=
2

1 + 4x2
= |z(x)|

β) Αν z(x) = α+ βi, α, β ∈ R λόγω του (α) ϑα ισχύει

ότι : 2α = α2
+ β2 ⇔ (α − 1)2 + β2 = 1, το οποίο σημαίνει

ότι η εικόνα του z(x) είναι σημείο του κύκλου κέντρου

K(1, 0) και ακτίνας ρ = 1.

γ) Αφού :

z(x) =
2

1 + 2ix
, z(−

1

4x
) =

2

1 − 1
2x

i
=

4x

2x − i
=

4ix

1 + 2ix

είναι σημεία του ίδιου κύκλου για να είναι αντιδιαμε-

τρικά αρκεί η απόσταση των εικόνων τους να είναι ιση

με διάμετρο. Είναι :

∣∣∣∣∣z(x) − z(− 1

4x
)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

2

1 + 2ix
− 4ix

1 + 2ix

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
1 + 2ix

1 + 2ix

∣∣∣∣∣ = 2

αυτό που ϑέλαμε.

δ) Αν A εικόνα του z(2013), B εικόνα του z(2) και Γ

εικόνα του z(− 1
8
) επειδή σύμφωνα με το (γ) η BΓ διά-

μετρος το ABΓ ορθογώνιο στο A και από πυθαγόρειο

ϑεώρημα ϑα ισχύει ότι AΓ2 + AB2
= BΓ2 άρα αυτό που

ϑέλαμε.

ε) Είναι :

z(x)−z(x) =
1

1 + 2ix
−

1

1 − 2ix
=

1 − 2ix − 1 − 2ix

1 + 4x2
= −

4x

1 + 4x2
i

άρα : I m (z) = − 4x
4x2+1

= f (x) και επειδή : lim
x→+∞

f (x) =

− lim
x→+∞

4x
4x2+1

= 0 με κριτήριο παρεμβολής δείχνουμε ότι :

lim
x→+∞

( f (x)ηµx) = 0.

στ) Θέλουμε :

β∫

α

f (x)dx <

β∫

α

dx⇔
β∫

α

( f (x) − 1)dx < 0 (1)

είναι :

f (x)−1 = − 4x

4x2 + 1
−1 = −4x + 4x2 + 1

4x2 + 1
= − (2x + 1)2

4x2 + 1
≤ 0 ,

x ∈ R . Επομένωςη (1) ισχύει.

ΑΣΚΗΣΗ 30 ( Προτείνει ο Μπάμπης Στεργίου) Δίνε-

ται η συνάρτηση f με τύπο :

f (x) =
1

sin x
, x ∈ (0, π).

α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα

κοίλα.

β) Να βρείτε της ασύμπτωτες της γραφικής παράστα-

σης της f .

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται

από τη C f τον άξονα x′x και τις ευθείες με εξισώσεις

x = π
3
, x = π

2
.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=55&t=14744

Λύση 1 (Χρήστος Στραγάλης) α) Η συνάρτηση f είναι
παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με :
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f ′(x) =
−συνx

ηµ2x
, x ∈ (0, π)

Λύνουμε την εξίσωση:

f ′(x) = 0⇔ −συνx

ηµ2x
= 0⇔ συνx = 0

x∈(0,π)
⇔ x =

π

2

Λύνουμε την ανίσωση:

f ′(x) > 0⇔ −συνx

ηµ2x
> 0

ηµ2x>0
⇔ συνx < 0

x∈(0,π)
⇔ x ∈

(
π

2
, π

)

Κατασκευάζουμε πίνακα μονοτονίας:

x 0 π/2 π

f ′(x) - 0 +

f (x) ց ր

Άρα f γνησίως φθίνουσα στο
(
0,
π

2

]
και γνησίως αύξου-

σα στο
[
π

2
, π

)
.

Η f ′ είναι επίσης παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της

οπότε:

f ′′(x) =
ηµ3x − 2ηµx · συνx (−συνx)

ηµ4x
=

=
ηµ2x + 2συν2x

ηµ3x
=

1 + συν2x

ηµ3x
> 0,∀x ∈ (0, π)

άρα η f είναι κυρτή στο πεδίο ορισμού της.

β) Η f είναι συνεχής στο (0, π) οπότε ϑα εξετάσουμε

τι συμβαίνει στα άκρα του διαστήματος. Είναι :

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1

ηµx
= +∞

και lim
x→π−

f (x) = lim
x→π−

1

ηµx
= +∞

άρα οι ευθείες x = 0 και x = π είναι κατακόρυφες α-

σύμπτωτες της C f .

γ)

f ((0, π)) = f

((
0,
π

2

])
∪ f

((
π

2
, π

))
=

=

[
f

(
π

2

)
, lim

x→0+
f (x)

)
∪

(
f

(
π

2

)
, lim

x→π−
f (x)

)
=

= [1,+∞) ∪ (1,+∞) = [1,+∞) .

δ)

E =

∫ π
2

π
3

∣∣∣∣∣
1

ηµx

∣∣∣∣∣ dx
ηµx>0
=

∫ π
2

π
3

1

ηµx
dx =

∫ π
3

π
2

ηµ2 x
2
+ συν2 x

2

2ηµ x
2
· συν x

2

dx =

=

∫ π
2

π
3

ηµ x
2

2συν x
2

dx +

∫ π
2

π
3

συν x
2

2ηµ x
2

dx =

=

[
ln

(
2ηµ

x

2

)
− ln

(
2συν

x

2

)] π
2

π
3

=
ln3

2
.
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Επιμέλεια: Μπάμπης Στεργίου

ΑΣΚΗΣΗ 31 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπου-

λος) ´Εστω

f (x) = ln(x + 1)

και συνάρτηση g : (0,+∞) → R ώστε για κάθε x > 0,

g(x) να είναι ο μοναδικός ϑετικός αριθμός ώστε f (x) =

x f ′(g(x)).

Να βρεθεί το όριο

lim
x→0+

g(x)

x
.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=38760

Λύση (Βασίλης Μαυροφρύδης) Για x ∈ (0, 1), είναι:

f (x) = x f ′(g(x)) ⇔ ln (x + 1) =
x

g (x) + 1
⇔

g (x) =
x

ln (x + 1)
− 1⇔

g (x)

x
=

x − ln (x + 1)

x ln (x + 1)

Επομένως:

lim
x→0+

g (x)

x

( 0
0 )
=

DLH
lim

x→0+

x

(x + 1) ln (x + 1) + x

( 0
0 )
=

DLH

lim
x→0+

1

ln (x + 1) + 2
=

1

2
.

ΑΣΚΗΣΗ 32 (Προτείνει ο Νίκος Ζανταρίδης) Η συ-

νάρτηση

f : [0, 1] → (0,+∞) είναι παραγωγίσιμη με συνεχή πα-

ράγωγο και αύξουσα και ισχύουν

1∫

0

( f (x))3dx =

1∫

0

(
f ′ (x)

)3
dx =

( f (1))3 − 1

3

και f (0) = 1.

Να βρεθεί η f .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=38645

Λύση(Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) ´Εστω I η κοινή τιμή

των παραπάνω δύο ορισμένων ολοκληρωμάτων. Παρα-

τηρούμε ότι :

∫ 1

0

f 2(x) f ′(x) dx =
f (1)3 − 1

3
= I.

´Ετσι, είναι :

∫ 1

0

f (x)2( f (x) − f ′(x)) = I − I = 0(1).

Ομοίως, είναι :

∫ 1

0

(
f ′(x)2 + f ′(x) f (x)

)
)( f (x) − f ′(x)) dx =

∫ 1

0

f ′(x)( f (x)2 − f ′(x)2) = I − I = 0 (2)

Από (2) − 2 · (1) κι αφού :

f ′(x)2 + f ′(x) f (x) − 2 f (x)2 =

( f ′(x) + 2 f (x))( f ′(x) − f (x))

παίρνουμε

∫ 1

0

( f ′(x) + 2 f (x))( f (x) − f ′(x))2 dx = 0.

Αλλά η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι συνεχής και

μη αρνητική(αφού f ′(x) ≥ 0 και f (x) ≥ f (0) = 1 για κάθε

x ∈ [0, 1]). Συνεπώς :

( f ′(x) + 2 f (x))( f (x) − f ′(x))2 = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

Αφού f ′(x) + 2 f (x) ≥ 2 f (0) = 2 > 0 για κάθε x ∈ [0, 1],

ϑα πρέπει να ισχύει f (x) − f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

Εύκολα, τώρα, βλέπουμε ότι :

f (x) = ex για κάθε x ∈ [0, 1].

Σχόλιο : Τη σχέση στο πλαίσιο μπορούμε να την απο-

δείξουμε κι ευκολότερα, αν παρατηρήσουμε ότι:

(b + 2a)(a − b)2 = 2a3 − 3a2b + b3 .

Οπότε :

∫ 1

0

( f ′(x) + 2 f (x))( f (x) − f ′(x))2 dx = 2I − 3I + I = 0 .
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Επιμελητής: Σωτήρης Χασάπης

ΑΣΚΗΣΗ 33 (Προτείνει ο KARKAR)

Στο παραλληλόγραμμο ABCD το M είναι το μέσο

της AB , ενώ AC και DM τέμνονται στο S .

Βρείτε τι μέρος του (ABCD) είναι το (S MC)

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=69&t=30788

Λύση 1 (gavrilos)

´Εχω μια μακροσκελή λύση. Δεν ξέρω αν υπάρχει

συντομότερη. Προεκτείνουμε τις CB , DM οι οποίες

τέμνονται στο P. Επίσης προεκτείνουμε τις DA , CM

που τέμνονται στο σημείο K.

Ισχύει ότι PMB ≃ PDC κι επειδή BM =
CD

2
κατα-

λαβαίνουμε ότι
(PMB)

(PDC)
=

1

4
.

´Ομως αφού σύμφωνα με τα παραπάνω

PB = BC = AD ϑα έχουμε PMB = AMD (μια πλευρά

ίση και οι περιεχόμενές της γωνίες ως εντός εναλλάξ)

κι έτσι (AMD) =
(ABCD)

4
⇔ (MBCD) =

3(ABCD)

4
.

Ακόμη, με τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε ότι

AMK =
(CDK)

4
, AMK = MBC ⇔ (MBC) =

(ABCD)
4

⇔

(MCD) =
(ABCD)

2
.

Επειδή όμως οι διαγώνιοι χωρίζουν το παραλληλό-

γραμμο σε ίσα τρίγωνα μπορούμε να πούμε:

(MDC) = (ACD)⇔ (S MC) = (AS D).

Τώρα, από στο σχήμα υπάρχει και η ομοιότητα των

AMS , S DC με λόγο εμβαδών ίσο με
1

4
επειδή

AM =
CD

2
.

Από πριν γνωρίζουμε ότι (AMD) =
(ABCD)

4
και βα-

σιζόμενοι σ´ αυτό δημιουργούμε το σύστημα:
(S DC)

4
+ (S MC) = 1

4

(S DC) + (S MC) = 1
2

⇔ 3(S DC)

4
=

1

4
⇔ (S DC) =

(ABCD)
3
⇔ (S MC) =

(ABCD)
6

.

Άρα το ζητούμενο χωρίο είναι το ένα έκτο του πα-

ραλληλογράμμου.

Λύση 2 (KARKAR) Περιστρέφω το σχήμα και το

βλέπω στη νέα του ϑέση.

Είναι :
MS

S D
=

1

2
, ( από τα όμοια MAS , S CD ) , συνε-

πώς (MCS ) =
1

3
(MCD) =

1

6
(ABCD)

Λύση 3 (Μιχάλης Νάννος)
(CAB) = (MCD)⇒ 2x+2y = x+4y⇔ x = 2y⇔ 6y =

3x (1)

3x + 6y = (ABCD)
(1)
⇒ 6x = (ABCD) ⇔ (S MC) = x =

(ABCD)

6
.

ΑΣΚΗΣΗ 34 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου )

Γεωμετρία Β´ Γυμνασίου

1. Δίνεται τρίγωνο ABΓ με γωνία B = 30◦ μοίρες

και ϑεωρούμε τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου

αυτού. Αν το απόστημα της χορδής AΓ είναι 12 εκ., να

βρεθεί το μήκος του κύκλου.

2. Ο Σπύρος μόλις αγόρασε το καινούριο ποδήλα-

το, πήγε μια βόλτα από το σπίτι του μέχρι την παραλία

που απέχει ακριβώς 6314, 54 μέτρα. Επειδή του αρέσει

να ασχολείται με τα μαθηματικά, ϑέλησε να βρει την α-

κτίνα της ρόδας του ποδηλάτου, χωρίς να την μετρήσει.

´Εβαλε λοιπόν ένα κόκκινο σημαδάκι πάνω στην μπρο-

στινή ρόδα και παρατήρησε ότι μέχρι να φτάσει στην

παραλία, είδε το σημαδάκι να γυρίζει 2011 φορές! Πως

μπόρεσε και βρήκε την ακτίνα;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=169968#p169968

Λύση 1 ( raf616 Ραφαήλ Ψυρούκης) Εφόσον η ΓB̂A εί-

ναι 30o ως εγγεγραμμένη, η ΓÔA ϑα είναι 2 · ΓB̂A =

2 · 30o
= 60o. Άρα, το τρίγωνο είναι ισόπλευρο και έχει

όλες τις γωνίες ίσες με 60o. Θα πάρουμε το ημίτονο
των 60o και έχουμε:

ηµ60o
=

12
R
⇔

√
3
2
=

12
R
⇔ R = 24√

3
⇔ R = 8

√
3

Επομένως, το μήκος του κύκλου είναι:

L = 2πR⇔ L = 2π · 8
√
3⇔ L = 16π

√
3 .

Λύση 2 ( Eagle Δημήτρης Οικονόμου) Εγώ σκέφτη-

κα ως εξής: Τα 6314, 54m που έκανε είναι ουσιαστικά
2011 φορές το μήκος της ρόδας. ´Ελυσα την εξίσωση

2011 · 2πr = 6314, 54 και βρήκα ότι η ακτίνα είναι 0, 5.

40

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=69&t=30788
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=169968#p169968


ΓεωμετρίαΆλγεβρα, Θεωρία Αριθμών, Συνδυαστική Επιμελητής: Φωτεινή Καλδή

ΑΣΚΗΣΗ 35 (Προτείνει ο Θάνος Μάγκος) Αν a, b ∈ Z
τέτοιοι, ώστε

9 | (a2 − ab + b2),

να αποδείξετε ότι 3|a ∧ 3|b.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=34727

Λύση 1 (Θανάσης Κοντογεώργης) ´Εστω ότι

3 ∤ a ∧ 3 ∤ b. Τότε δε μπορεί να είναι a, b ≡ 1

(mod 3) ή a, b ≡ −1 (mod 3) γιατί ϑα είχαμε
a2 − ab + b2 ≡ 1 + 1 − 1 ≡ 1 (mod 3), άτοπο.

Άρα a ≡ 1 (mod 3), b ≡ −1 (mod 3) ή αντίστροφα.

Γράφουμε a = 3k + 1, b = 3l − 1 κι έχουμε

a2 − ab + b2
= 9k2 + 9l2 + 9k + 9l + 9kl + 3

αριθμός που δε διαιρείται με το 9.

Καταλήξαμε, λοιπόν, σε άτοπο υποθέτοντας ότι

3 ∤ a ∧ 3 ∤ b.

Επομένως, 3 | a ∨ 3 | b.
Αν 3|a τότε 3|a2 − ab οπότε, αφού 3|9|a2 − ab + b2, είναι

και 3|b2 και, αφού 3 πρώτος, 3|b, δηλαδή 3 | a ∧ 3 | b.
Αν 3|b τότε ομοίως καταλήγουμε στο 3 | a ∧ 3 | b.
Λύση 2 (Παύλος Μαραγκουδάκης) Μια άλλη λύση:

a3 + b3 = (a + b)
(
a2 − ab + b2

)
≡ 0 (mod9)

οπότε a3 + b3 ≡ 0 (mod3).

Είναι a3 ≡ a (mod3) και b3 ≡ b (mod3) οπότε

a + b ≡ 0 (mod3) και (a + b)2 ≡ 0 (mod9)

Ακόμα 3ab = (a + b)2 −
(
a2 − ab + b2

)
, οπότε 9|3ab, άρα

ένας από τους a, b είναι πολλαπλάσιο του 3.

Εφόσον a + b ≡ 0 (mod3), ϑα είναι και ο άλλος πολλα-

πλάσιο του 3.

ΑΣΚΗΣΗ 36 (Προτείνει ο Θάνος Μάγκος) Να βρεθεί

ο τριψήφιος ακέραιος n = abc, ώστε 2n = 3a!b!c!.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=35748

Λύση (Παύλος Μαραγκουδάκης) κανένα ψηφίο δεν

μπορεί να είναι μεγαλύτερο του 5 αφού 3 · 6! > 2000 .

Αν ένα ψηφίο είναι το 5, τότε ο n ϑα είναι πολλαπλά-

σιο του
3 · 5!

2
= 180.

Το μοναδικό πολλαπλάσιο του 180 που δεν περιέχει

ψηφίο μεγαλύτερο του 5 είναι το 540 που όμως δεν

είναι λύση του προβλήματος.

Άρα όλα τα ψηφία είναι το πολύ 4.

Επίσης δεν είναι δυνατόν να έχουμε δύο τεσσάρια διότι

3 · 4!4!

2
> 500.

Σίγουρα κάποιο ψηφίο είναι τουλάχιστον 3,

αφού
3 · 2!2!2!

2
< 200.

Άρα ο n είναι πολλαπλάσιο του 3,

άρα και το άθροισμα των ψηφίων του.

Αν το άθροισμα των ψηφίων του ήταν 3 τότε ο n λόγω
των περιορισμών που έχουμε, ϑα ήταν ο 300 που δεν

είναι λύση.

Ούτε το 6 μπορεί να είναι το άθροισμα των ψηφίων του

αφού οι δυνατές επιλογές ψηφίων είναι 4, 2, 0 ή 4, 1, 1

ή 3, 2, 1 ή 3, 3, 0 που όλες απορρίπτονται.

Μένει άθροισμα ψηφίων το 9.

´Εχουμε μόνο δύο περιπτώσεις: 4, 3, 2 ή 4, 4, 1.

Η πρώτη περίπτωση οδηγεί στη μοναδική λύση του

προβλήματος, το 432 .
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ΑΣΚΗΣΗ 37 (Προτείνει ο Δημήτρης Ιωάννου) Δίνεται

τρίγωνο ABΓ στο οποίο η γωνία Α είναι ίση με 60o.

Η ευθεία του Euler του τριγώνου αυτού, τέμνει τις πλευ-

ρές AB και AΓ , στα σημεία E και Z αντιστοίχως.

Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο AEZ είναι ισόπλευρο.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=38818

Λύση 1 (Νίκος Φραγκάκης) Ας είναι M το μέσο του

μικρού τόξου
⌢

BC επειδή η BC μεσοκάθετος στην ακτί-

να KM ( γιατί Â = 600 ) το τετράπλευρο AHMK έχει

AH// = KM άρα είναι τελικά ρόμβος και η AM που

είναι και φορέας της διχοτόμου της Â ϑα είναι κάθε-

τος στο EZ , δηλαδή AE = AZ και άρα το AEZ είναι
ισόπλευρο.

.

Λύση 2 (Σωτήρης Λουρίδας) Από την άλλη μεριά το τε-

τράπλευρο BCKH βγαίνει άμεσα ότι είναι εγγράψιμμο

καθότι ισχύει

∠BHC = ∠BKC = 120◦.

Επομένως παίρνουμε:

∠AZE = 90◦ − ∠C + 90◦ − ∠B = 60◦.

ΑΣΚΗΣΗ 38 (Προτείνει ο Νίκος Φραγκάκης) Δίδεται

κύκλος (O,R) και διάμετρος του AB . Στην ακτίνα OB

ϑεωρούμε τα σημεία K, L τέτοια ώστε OK = KL = LB

και στην προέκτασή της προς το B σημείο M , τέτοιο

ώστε BM =
R

2
.

1. Βρείτε σημείο C του κύκλου τέτοιο ώστε ÂCL = 600 .

2. Αν η ευθεία CL τέμνει ακόμα τον κύκλο στο E και

η ευθεία EK τη χορδή AC στο T , δείξετε ότι το τρίγωνο

T EM είναι ισόπλευρο.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=36737

Λύση (Στάθης Κούτρας)

1) Ορίζουμε το σημείο E ως το ένα σημείο τομής

του κύκλου (O) με τον κύκλο (B,R) και στη συνέ-
χεια E , C ≡ EL ∩ (O).
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2) Το τρίγωνο △ OBE είναι ισόπλευρο (από κατα-

σκευής) και με

(OK) = (LB) =
R

3
⇒ . . . △ OEK =△ BEL⇒

∠T EO = ∠BEC
A,C,B,E oµoκυκλικα

= ∠BAC ≡

∠OAC
OA=OC=R
= ∠TCO ⇒

T,C, E,O ομοκυκλικά, οπότε:

∠ATO
εξωτερικη στo εγγραψιµo OTCE

= ∠OEC
OE=EC=R
=

∠OCE = ∠OT E
∠OEK=∠BEL
= T EB⇒

OT ‖ EB ⇒ OT

EB
=

KO

KB
=

1

2

EB=R
⇒ OT =

R

2
= BM :

(1)

και ∠TOB = ∠OBE = 600 ⇒ ∠TOA = 1200 =

∠EBM
OA=BE=R,OT=BM= R

2⇒

△ OAT =△

BEM ⇒ ∠BME = ∠ATO = . . . ∠OBE ⇒ O, B, M, E

ομοκυκλικά άρα τελικά O, T,C, M, E ομοκυκλικά ο-

πότε:


∠T ME = ∠TCE = 600

∠ET M = ∠EOM = 600
⇒ . . . △ T ME

ισόπλευρο και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.
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ΑΣΚΗΣΗ 39 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης)

Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : R>0 × R>0 → R>0,
ώστε:

α) f

(
f

(
x

y
, y

)
, z

)
= x f (1, z), για κάθε x, y, z ∈ R>0,

β) η συνάρτηση g : R>0 → R>0 με g(x) = f (x, x) για κάθε

x ∈ R>0 είναι μονότονη.

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=38983

Λύση (Σπύρος Καπελλίδης)

Βήμα 1: Η (a) για z = 1 δίνει

f

(
f

(
x

y
, y

)
, 1

)
= x f (1, 1) : (1),

για κάθε x, y ∈ R.
Από την (1) εύκολα συμπεραίνουμε ότι η f είναι

επί.

´Εστω

(
x0

y0
, y0

)
= (a, b) με f (a, b) = 1. Τότε η (1) για

x = x0 και y = y0 δίνει

f (1, 1) = x0 f (1, 1)⇒ x0 = 1.

Συνεπώς αν f (a, b) = 1, τότε αναγκαστικά a =
1

y0
και b = y0. Αλλά η (1) επίσης δίνει ότι

f ((0,+∞) × {1}) = (0,+∞), άρα πρέπει y0 = 1, άρα

f (1, 1) = 1, δηλαδή η (1) γίνεται:

f

(
f

(
x

y
, y

)
, 1

)
= x : (2),

για κάθε x, y > 0, οπότε για y = 1 έχουμε

f ( f (x, 1), 1) = x,

για κάθε x > 0.

Βήμα 2: Η συνάρτηση h : (0,+∞)→ (0,+∞) με

h(x) = f (x, 1) είναι 1 − 1, γιατί

h(x1) = h(x2)⇒ f (x1, 1) = f (x2, 1)⇒

⇒ ( f (x1, 1), 1) = ( f (x2, 1), 1)⇒

⇒ f (( f (x1, 1), 1)) = f (( f (x2, 1), 1))⇒ x1 = x2

(λόγω της (3)).

Εξάλλου η (a) για x = f (x, 1) και y = 1 δίνει

f ( f ( f (x, 1), 1) , z) = f (x, 1) f (1, z) ⇒

⇒ f (x, z) = f (x, 1) f (1, z) : (4),

για κάθε x, z > 0.

Τέλος, η (4) για z = x δίνει

f (x, x) = f (x, 1) f (1, x) : (5),

για κάθε x > 0.

Βήμα 3: Η (2) για y = 1 δίνει

f ( f (x, 1), 1) = x⇒

⇒ h ( f (x, 1)) = x (⋆)

και η (2) για y = x δίνει

f ( f (1, x), 1) = x⇒

⇒ h ( f (1, x)) = x (⋆⋆) .

Από τις (⋆) και (⋆⋆) έχουμε

h ( f (x, 1)) = h ( f (1, x))⇒ f (x, 1) = f (1, x),

για κάθε x > 0. Συνεπώς η (5) γράφεται

f (x, 1) =
√

f (x, x),

για κάθε x > 0, άρα h(x) =
√

g(x).

Άρα, η h είναι μονότονη και λόγω του 1 − 1 είναι

γνησίως μονότονη.

Βήμα 4: Αν η h είναι γνησίως αύξουσα, ϑα δείξουμε

ότι h(x) = x, για κάθε x > 0.

´Εστω ότι υπάρχει x0 > 0 με h(x0) > x0. Τότε

h(h(x0)) > h(x0)⇒ x0 > h(x0),

άτοπο. Ομοίως καταλήγουμε σε άτοπο αν υποθέσουμε

ότι υπάρχει x0 > 0 με h(x0) < x0, συνεπώς απεδείχθη το

ζητούμενο.

Από την (4) έχουμε

f (x, y) = f (x, 1) f (1, y) = f (x, 1) f (y, 1) = h(x)h(y) = xy,

για κάθε x, y > 0, που είναι η μία λύση του προβλήμα-

τος.
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Αν η h είναι γνησίως φθίνουσα, τότε ϑα δείξουμε

ότι h(x) =
1

x
, για κάθε x > 0.

Για αυτό χρειάζεται να αποδειχθεί η εξής βοηθητική

πρόταση:

h(x)h

(
1

x

)
= 1,

για κάθε x > 0.

Αν στη (2) ϑέσουμε x = 1 και y = x, έχουμε

f

(
f

(
x,

1

x

)
, 1

)
= 1⇒ h

(
f

(
x,

1

x

))
= 1⇒

⇒ h

(
f

(
x,

1

x

))
= h(1)⇒ f

(
x,

1

x

)
= 1⇒

⇒ f (x, 1) f

(
1

x
, 1

)
= 1⇒ h(x)h

(
1

x

)
= 1.

Ερχόμαστε τώρα στην απόδειξη του ζητούμενου.

´Εστω ότι υπάρχει x0 > 0 με h(x0) >
1

x0
. Τότε

h(h(x0)) < h

(
1

x0

)
⇒ x0 <

1

h(x0)
⇒ h(x0) <

1

x0
,

άτοπο. Ομοίως καταλήγουμε σε άτοπο αν υποθέσουμε

ότι υπάρχει x0 > 0 με h(x0) <
1

x0
.

Συνεπώς h(x) =
1

x
, για κάθε x > 0.

Από την (4) έχουμε

f (x, y) = f (x, 1) f (y, 1) = h(x)h(y) =
1

xy
,

για κάθε x, y > 0, που είναι η δεύτερη λύση του προ-

βλήματος.

ΑΣΚΗΣΗ 40 (Γ.-Σ. Σμυρλής) Υπάρχουν 1000000 (106)

διάφοροι ανά δύο ϑετικοί ακέραιοι, ώστε ουδείς εξ αυ-

τών αλλά και το άθροισμα οποιωνδήποτε εξ αυτών να

μην αποτελεί τέλειο τετράγωνο;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=34768

Λύση 1 (Παύλος Μαραγκουδάκης) Θα αποδείξουμε γε-

νικότερα ότι για κάθε k ≥ 1 υπάρχει σύνολο με k στοι-

χεία που έχει την ιδιότητα αυτή.

Για k = 1 διαλέγουμε το μονοσύνολο {2} .
Ας υποθέσουμε ότι οι k αριθμοί

a1, a2, . . . , ak

είναι διαφορετικοί ϑετικοί ακέραιοι και τέτοιοι ώστε

κανένας να μην είναι τέλειο τετράγωνο αλλά και το ά-

ϑροισμα οποιωνδήποτε εξ αυτών να μην είναι τέλειο
τετράγωνο.

Ας είναι a το άθροισμα των a1, a2, . . . , ak. Ορίζουμε

ως ak+1 = a2
+ 1. Τότε οι k + 1 αριθμοί

a1, a2, . . . , ak, ak+1

είναι διαφορετικοί αφού ak+1 > a ≥ ai και κανένας δεν

είναι τέλειο τετράγωνο.

Επίσης το άθροισμα οποιωνδήποτε εξ αυτών δεν

είναι τέλειο τετράγωνο αφού αν διαλέξουμε κάποιους

από αυτούς και δεν είναι ο ak+1 ένας από αυτούς, το

συμπέρασμα έπεται από την υπόθεση της επαγωγής.

Αν ο ak+1 είναι ένας από αυτούς τότε το άθροισμά τους

ϑα είναι μικρότερο ή ίσο από τον a2
+ a + 1, άρα ϑα

είναι ανάμεσα στα διαδοχικά τέλεια τετράγωνα a2 και
(a + 1)2, οπότε δεν είναι τέλειο τετράγωνο.

Λύση 2 (Παναγιώτης Λώλας) Αν πάρουμε τους αριθ-

μούς

3, 30, 300, . . . , , 3 · 10k−1

έχουμε το ζητούμενο (εδώ για k = 106).

Λύση 3 (Μιχάλης Λάμπρου) Ενδιαφέρον πρόβλημα, ω-

ραίες λύσεις!

Αλλιώς: Παίρνουμε τους αριθμούς

2, 23, 25, ... , 22n−1, . . .

και σταματάμε όπου ϑέλουμε ή ακόμη τους παίρνουμε

όλους (άπειροι το πλήθος). Σε ένα οποιοδήποτε άθροι-

σμα όρων, βγάζουμε κοινό παράγοντα τον πιο μικρό.

Γράφεται

22m−1(1 + 22n1 + ... + 22nk ) = 22m−1×(περιττός).

Το τελευταίο είναι προφανώς μη τέλειο τετράγωνο,

αφού η ανάλυσή του σε πρώτους παράγοντες περιέχει

περιττό πλήθος από δυάρια.

Σχόλιο (Δημήτρης Χριστοφίδης) ´Ενας άλλος τρό-

πος (αρκετά πιο πολύπλοκος) είναι να δείξουμε ότι

υπάρχει ένας πρώτος p και φυσικοί a1, . . . , a106 ώστε

κανένα από τα αθροίσματα να μην είναι τετράγωνο

mod p.

´Εχω μια απόδειξη του πιο πάνω αλλά ξεφεύγει λίγο

από αυτόν τον φάκελο για αυτό το έβαλα ως άσκηση

εδώ.
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Γεωμετρία Επιμελητής: Κώστας Βήττας

ΑΣΚΗΣΗ 41 (Προτείνει ο Χρήστος Στραγάλης)

´Εστω M, N, τα μέσα των διαγωνίων AC, BD αντιστοί-

χως, τετραπλεύρου ABCD εγγεγραμμένου σε κύκλο έ-

στω (O).

Εάν E, Z, είναι τα σημεία τομής των απέναντι πλευρών,

αποδείξτε ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων

△ EMN, △ ZMN, εφάπτονται της ευθείας EZ.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=7057

Λύση (Κώστας Ρεκούμης.)

´Εστω τα σημεία E ≡ AB ∩ CD , Z ≡ AD ∩ BC και

P ≡ AC ∩BD και ας είναι S , το μέσον του τμήματος EZ

το οποίο ανήκει στην ευθεία MN, γνωστή ως ευθεία

Newton −Gauss στο πλήρες τετράπλευρο ABCDEZ.

Από OM ⊥ AC και ON ⊥ BD, όπου O είναι το πε-

ρίκεντρο του ABCD, έχουμε ότι τα σημεία O, M, P, N,

ανήκουν στον ίδιο κύκλο έστω (T ), με διάμετρο το τμή-
μα OP.

Η EZ, ταυτίζεται με την Πολική ευθεία του σημείου

P ως προς τον κύκλο (O) και άρα ισχύει OP ⊥ EZ , (1)

Η EP, ταυτίζεται με την Πολική ευθεία του σημείου

Z ως προς τον κύκλο (O) και άρα ισχύει EP ⊥ OZ , (2)

Από (1), (2), προκύπτει ότι το τετράπλευρο PQZK

είναι εγγράψιμο και άρα ισχύει ∠OPQ = ∠QZK , (3)

όπου Q ≡ OZ ∩ EP και K ≡ EZ ∩OP.

Αλλά, από τα ορθογώνια τρίγωνα

△ QOP, △ QEZ έχουμε

∠OPQ = ∠T QP , (4) και ∠QZK = ∠ZQS , (5)

όπου T είναι το κέντρο του κύκλου (T ).

Από (3), (4), (5) =⇒ ∠T PQ = ∠ZQS , (6)

Από (6) και ∠EQZ = 90o
=⇒ ∠T QS = 90o , (7)

Από (7) πρόκύπτει ότι η ευθεία S Q εφάπτεται του
κύκλου (T ) και άρα ισχύει

(S M)(S N) = (S Q)2 = (S E)2 , (8)

λόγω του ορθογωνίου τριγώνου △ QEZ.

Από (8) συμπεραίνεται ότι η ευθεία EZ εφάπτεται

του περίκυκλου έστω (O′) του τριγώνου △ EMN.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι η ευθεία EZ εφάπτεται

και του περίκυκλου έστω (O′′) του τριγώνου △ ZMN

και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.

ΑΣΚΗΣΗ 42 (Προτείνει ο Γρηγόρης Κακλαμάνος)

´Εστω τετράγωνο ABCD και ας είναι P, τυχόν σημείο του

τόξου
⌢

AD του περιγεγραμμένου κύκλου του (O)

( με P . A . D.)

´Εστω PR ‖ AD με R ∈ AB και PT ‖ AC με T ∈ CD. Αν

S ≡ PB∩AD, να αποδειχθεί ότι τα σημεία R, S , T είναι

συνευθειακά.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=31032

Λύση 1 (Στάθης Κούτρας.)

´Εστω το σημείο R′ ≡ CD ∩ RP και στο ορθογώνιο τρί-

γωνο △ PBD με PT ⊥ BD ισχύει ∠DPT = ∠DBP , (1)

Από (1), στα όμοια ( ως ισοσκελή ) ορθογώνια τρί-

γωνα △ R′PT, △ ABD, οι PD, BS είναι ομόλογες ευθείες
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και άρα, έχουμε
DT

TR′
=

S D

S A
, (2)

Από (2) και DR′ ‖= AR =⇒
DT

AR
=

S D

S A
, (3)

Από (3) και DT ‖ AR, σύμφωνα με το Θεώρημα Θα-

λή, συμπεραίνεται ότι τα σημεία R, S , T ανήκουν στην

ίδια ευθεία και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.

Λύση 2 (Δημήτρης Παπαδημητρίου.)

´Εστω τα σημεία Q ≡ AB ∩ DP και L ≡ CD ∩ QS .

Από DA ⊥ BQ και BP ⊥ DQ έχουμε ότι το σημείο

S ≡ DA∩BP ταυτίζεται με το ορθόκεντρο του τριγώνου

△ DQB και άρα ισχύει QS ≡ QL ⊥ BD , (1)

Από (1) και PT ⊥ BD =⇒ QL ‖ PT , (2)

Από (2) και PR ‖ AD =⇒
QR

RA
=

QP

PD
=

LT

T D
, (3)

Από (3) και AQ ‖ LD, σύμφωνα με το Θεώρημα Θα-
λή, προκύπτει ότι τα σημεία R, S , T είναι συνευθειακά

και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.
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Επιμελητής: Αλέξανδρος Συγκελάκης

ΑΣΚΗΣΗ 43 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπουλος

- ΙΜΟ 2013) ´Εστω Q>0 το σύνολο των ϑετικών ρητών.

´Εστω συνάρτηση f : Q>0 → R τέτοια ώστε

(i) f (xy) ≤ f (x) f (y) για κάθε x, y ∈ Q>0,

(ii) f (x + y) ≥ f (x) + f (y) για κάθε x, y ∈ Q>0,

(iii) υπάρχει ρητός a > 1 τέτοιος ώστε f (a) = a.

Να δειχθεί ότι f (x) = x για κάθε q ∈ Q>0.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=180027

Λύση (Κώστας Ζερβός) Για x = a , y = 1 στην (1) έχουμε

f (a) f (1) ≥ f (a) ⇐⇒ a f (1) ≥ a ⇐⇒ f (1) ≥ 1.

Είναι f (nx) ≥ n f (x) ∀n ∈ N∗ , x ∈ Q>0. Πράγματι

για n = 1 ισχύει ενώ αν f (kx) ≥ k f (x) , k ∈ N∗ τότε

f ((k + 1)x) = f (kx + x) ≥ f (kx) + f (x) ≥ k f (x) + f (x) =

(k + 1) f (x). Από την τελευταία, για x = 1 , έχουμε

f (n) ≥ n f (1) ≥ n ∀n ∈ N∗.
Είναι f (an) ≤ an ∀n ∈ N∗. Πράγματι για n = 1 είναι

f (a) ≤ a1 που ισχύει ενώ αν f
(
ak

)
≤ ak , k ∈ N∗ τότε

f
(
ak+1

)
= f

(
aka

)
≤ f

(
ak

)
f (a) ≤ aka = ak+1.

Για x = n ∈ N∗ και y =
m

n
, m ∈ N∗ στην (1), έχου-

με f (n) f

(
m

n

)
≥ f

(
n

m

n

)
= f (m) ≥ m > 0, άρα για κάθε

ϑετικό ρητό p =
m

n
είναι f (p) > 0.

Για κάθε x, y ∈ Q>0 με x > y έχουμε

f (x) = f ((x − y) + y) ≥ f (x − y) + f (y)

άρα

f (x) − f (y) ≥ f (x − y) > 0⇒ f (x) > f (y)

επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο Q>0.

Αν υπάρχει no ∈ N∗ ώστε f (no) > no, τότε ϑα υπάρ-

χει θ > 0 ώστε f (no) = no + θ.

Για κάθε n ∈ N∗ είναι f (nno) ≥ n f (no) = nno + nθ

και αν επιλέξουμε το n = n1 ώστε n1θ ≥ no, τότε

f (n1no) ≥ n1no + no.

Επίσης υπάρχει k ∈ N∗ και υπάρχει n2 ∈ N∗ με
n2 ≥ n1 ώστε n2no ≤ ak < n2no + no. ´Ετσι ϑα ισχύει και

n2θ ≥ no άρα f (n2no) ≥ n2no + no.

Αλλά n2no + no ≤ f (n2no) ≤ f (ak) ≤ ak < n2no + no,

άτοπο.

Άρα f (n) = n ∀n ∈ N∗.
Αν υπάρχει x ∈ Q>0 ώστε f (x) < x, τότε ϑα υπάρ-

χουν m1, m2 ∈ Z∗ ώστε x =
m1

m2

άρα

m1 =
m1

m2

· m2 =
m1

m2

· f (m2) > f

(
m1

m2

)
· f (m2)

≥ f

(
m1

m2

· m2

)
= f (m1) = m1

άρα m1 > m1, άτοπο.

Άρα f (x) ≥ x , ∀x ∈ Q>0.
Αν υπάρχει x ∈ Q>0 με 0 < x < a ώστε f (x) > x,

τότε είναι a − x > 0 και a = f (a) = f (a − x + x) ≥
f (a − x) + f (x) > f (a − x) + x ⇒ a − x > f (a − x), άτοπο

αφού f (a − x) ≥ a − x.

Άρα f (x) = x , ∀x ∈ Q>0 , 0 < x < a.

Αν υπάρχει x ∈ Q>0 με x > a ώστε f (x) > x, τότε

υπάρχει k ∈ N∗ ώστε ak > x (αφού a > 1) άρα 0 <
x

ak
< 1

και επομένως f

(
x

ak

)
=

x

ak
.

´Ετσι έχουμε f

(
x

ak

)
f
(
ak

)
≥ f (x) > x και

f

(
x

ak

)
f
(
ak

)
=

x

ak
f
(
ak

)
≤ x

ak
ak
= x, δηλαδή x > x, ά-

τοπο.

Άρα f (x) = x , ∀x ∈ Q>0 , x > a.

Και αφού f (a) = a, ϑα έχουμε f (x) = x , ∀x ∈ Q>0.

ΑΣΚΗΣΗ 44 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης)

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : R → R

τέτοιες ώστε

f (x + y f (x)) = f (x f (y)) − x + f (y + f (x))

για κάθε x, y ∈ R.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=159644

Λύση (Αντώνης Ζητρίδης) Θέτω για ευκολία c = f (0).

Για x = y = 0 παίρνουμε f (c) = 0 ενω για x = c

έχουμε f (c f (y)) = c − f (y) (i).
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Για x = 0, y = f (y) έχουμε f ( f (y)c) = c + f ( f (y) + c)

και από την προηγούμενη αυτή γίνεται

f (y) + f ( f (y) + c) = 0 (ii)

Στην αρχική για y = c και με τη βοήθεια της (i) λαμβά-

νουμε f (x + c f (x)) = c − x + f (c + f (x)) ⇔ f (x + c f (x)) =

c − x − f (x) (1).

Στην (1) ϑέτω x = 0 και παίρνω f (c2) = 0 ενώ ϑέ-

τοντας x = c2 παίρνω c − c2 = 0⇔ c = 0 ή c = 1.

• 1η περίπτωση: Αν c = 0 η (1) γράφεται ισοδύνα-

μα f (x) = − x

2
, η οποία συνάρτηση δεν ικανοποιεί

την αρχική σχέση.

• 2η περίπτωση: Αν c = 1 τότε η (i) γράφεται
f ( f (y)) = 1 − f (y) (iii). Στην αρχική ϑέτω y = 0

και παίρνω f ( f (x)) = x ή αλλιώς f ( f (y)) = y. Αν-

τικαθιστώ αυτό στη (iii) και λαμβάνω f (y) = 1− y,

η οποία επαληθεύει και είναι μοναδική.
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Επιμελητής: Δημήτρης Χριστοφίδης

ΑΣΚΗΣΗ 45 (Σπύρος Καπελλίδης) ´Εστω a ένας πε-

ριττός ακέραιος. Να βρείτε όλα τα μονικά πολυώνυμα

p με ακέραιους συντελεστές, τα οποία έχουν την εξής

ιδιότητα:

Για κάθε ακέραιο n υπάρχει ακέραιος m ώστε

p(m) + p(n) = a

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=59&t=37007

Λύση (Νίκος Κολιόπουλος)

Τα σταθερά πολυώνυμα δε μας κάνουν ενώ τα

p(x) = x + t για t ∈ Z μας κάνουν. ´Εστω τώρα

deg(p) = q > 1 και έστω μια ακολουθία ακεραίων (sn)

τέτοια ώστε p(n) + p(sn) = a για κάθε n ∈ N. Επειδή

p(sn)→ ±∞ πρέπει και sn → ±∞.

´Εστω Mn για κάθε n ο αριθμός μεταξύ των n και

sn με τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή και mn αυτός με τη

μικρότερη. Τότε εύκολα το

p(n) + p(sn) − nq − (sn)q

(Mn)q−1

είναι φραγμένο, οπότε αφού

p(n) + p(sn)

(Mn)q−1 =
a

(Mn)q−1 → 0,

ϑα πρέπει το

nq
+ (sn)q

(Mn)q−1 =
(mn)q

+ (Mn)q

(Mn)q−1

να είναι επίσης φραγμένο. Άρα υπάρχει μια σταθερά c

ώστε

∣∣∣∣∣
(mn)q

+ (Mn)q

(Mn)q−1

∣∣∣∣∣ ≤ c.

Επειδή εύκολα για μεγάλα n οι αριθμοί Mn,mn έχουν

αντίθετα πρόσημα με |Mn| ≥ |mn|, προκύπτει:

∣∣∣∣∣1 + (
mn

Mn

)q

∣∣∣∣∣ ≤
c

|Mn|

⇔
∣∣∣∣∣∣1 −

(
|mn|
|Mn|

)q
∣∣∣∣∣∣ ≤

c

|Mn|

⇔1 −
(
|mn|
|Mn|

)q

≤
c

|Mn|
⇔|Mn|q − c|Mn|q−1 ≤ (|Mn| − dn)q (∗)

όπου dn = |Mn| − |mn| ≥ 0.

Αν το dn έπαιρνε κάποια ακέραια τιμή d άπειρες

φορές, ϑα είχαμε p(Mn) + p(−Mn ± d) = a για άπειρα

Mn τα οποία εύκολα ϑα έπαιρναν άπειρες διαφορε-

τικές τιμές, οπότε ϑα είχαμε p(x) + p(−x − d) ≡ a, ή

p(x)+ p(−x+d) ≡ a. Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω
ότι ισχύει το δεύτερο. Λαμβάνοντας υπ´ όψιν ότι ο q

είναι περιττός (απλό) και εξισώνοντας συντελεστές στις

δυνάμεις q και q − 1 προκύπτει ότι qd = −2aq−1 όπου

p(x) = xq
+ aq−1x

q−1
+ · · · .

Οπότε πρέπει να έχουμε ότι d άρτιος. Αν τώρα δουλέ-

ψουμε mod2, προκύπτει ότι

p(x) + p(−x) = a ≡ 1 mod 2,

που είναι άτοπο αφού το πολυώνυμο του αριστερού

μέλους έχει μόνο άρτιους συντελεστές. Άρα για μεγά-

λα n ϑα πρέπει να ισχύει dn ≥ c και επειδή ο q είναι

περιττός, η (∗) δίνει:

|Mn|q − c|Mn|q−1 ≤ (|Mn| − c)q

και άρα

(1 − q)c|Mn|q−1 + u(Mn) ≥ 0

όπου u πολυώνυμο βαθμού το πολύ q − 2. Αυτό για

άπειρα n με τα αντίστοιχα |Mn| να γίνονται οσοδήποτε

μεγάλα, είναι αδύνατο.

Άρα τα p(x) = x + t για t ∈ Z είναι τα μόνα που μας

κάνουν.

ΑΣΚΗΣΗ 46 (Διαγωνισμό IMC 2013) Υπάρχει μιγαδι-

κή ακολουθία (an) τέτοια ώστε για κάθε ϑετικό ακέραιο
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αριθμό p η σειρά

+∞∑

n=1

a
p
n να συγκλίνει αν και μόνο αν ο p

δεν είναι πρώτος;

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=59&t=39108

Λύση (Αλέξανδρος Μουσάτωφ)

Αρχικά απαριθμούμε τους πρώτους p1 = 2, p2 =

3, . . . και μετά απαριθμούμε τα ζευγάρια (pm, n) ως ε-

ξής:

Πρώτα επιλέγουμε το (p1, 1) και μετά επιλέγουμε έ-

να ζεύγος (pm, n) που δεν έχει επιλεχθεί ώστε το m + n

να είναι ελάχιστο.
Για κάθε ζεύγος (p, n) κατασευάζουμε ένα μπλοκ

το οποίο αποτελείται από όλους τους όρους της μορ-

φής
ωm

p

n1/p p2
για m = 0, 1, 2, . . . , p − 1. Παρατηρούμε ότι

αν gcd(k, p) = 1 τότε το άθροισμα των k-δυνάμεων του

μπλοκ (p, n) είναι 0, και αν p|k είναι 1
nk/p p2k−1 .

Τώρα, παρατηρούμε ότι αν ο k δεν είναι πρώτος

και έχει ℓ πρώτους διαιρέτες τότε το άθροισμα των k-

δυνάμεων όλων των μπλοκ είναι ϑετικό και λιγότερο α-
πό ℓζ(2) διοτι k/p ≥ 2 για κάθε πρώτο που διαιρεί τον

k. Παρατηρούμε επίσης ότι αν ο k είναι πρώτος τότε το

άθροισμα των k-δυνάμεων όλων των μπλοκ αποκλείνει

στο άπειρο διότι η αρμονική σειρά αποκλίνει.

Μένει να δείξουμε ότι τα ενδιάμεσα μερικά αθροί-

σματα δεν διαφέρουν πολύ από τα μερικά αθροίσματα

των μπλοκ. Εύκολα βλέπουμε ότι η διαφορά ενός εν-

διάμεσου μερικού αθροίσματος με τελευταίο μπλοκ το

(p, n) από το αμέσως προηγούμενο μερικό άθροισμα των

μπλοκ είναι το πολύ 1
nk/p p2k−1 , οπότε καθώς πάμε στο ά-

πειρο είτε ο p είτε ο n1/p ϑα είναι πολύ μεγάλοι, οπότε

το σφάλμα τείνει στο μηδέν. Άρα η σειρά συγκλίνει

καθώς τα μερικά αθροίσματα σχηματίζουν ακολουθία

Cauchy όταν τα αθροίσματα των μπλοκ συγκλίνουν, ο-

πότε η δοσμένη σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν ο k δεν

είναι πρώτος.
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Επιμελητής: Δημήτρης Χριστοφίδης

ΑΣΚΗΣΗ 47 (Προτείνει ο tamos) ´Εστω V διανυσματι-

κός χώρος υπεράνω του R. Δείξτε ότι ο V δε γράφεται

ως πεπερασμένη ένωση γνήσιων υποχώρων του.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=10&t=36122

Λύση (Βαγγέλης Μουρούκος)

Θα αποδείξουμε γενικότερα ότι αν το σώμα k είναι

άπειρο, τότε κάθε k-διανυσματικός χώρος V δεν μπορεί

να γραφεί ως πεπερασμένη ένωση γνησίων υποχώρων

του.

Θα χρησιμοποιήσουμε απαγωγή σε άτοπο. ´Εστω

ότι n > 1 είναι ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος τέτοιος,

ώστε V =

n⋃

i=1

Vi, όπου Vi γνήσιος k-υπόχωρος του V για

κάθε i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Θεωρούμε 0 , v ∈ V1, w ∈ V \ V1 και το σύνολο

L =
{
v + tw : t ∈ k∗

}
.

Παρατηρούμε ότι L ∩ V1 = ∅. Εφόσον το σύνολο L

είναι άπειρο, ϑα υπάρχει j ∈ {2, 3, . . . , n} τέτοιο, ώστε

το σύνολο L ∩ V j να είναι άπειρο. Αλλά τότε ϑα υ-

πάρχουν s, t ∈ k∗ με s , t ώστε v + sw, v + tw ∈ V j. Άρα,

ϑα είναι (s − t) w ∈ V j, οπότε w ∈ V j και v ∈ V j. Επειδή

το 0 , v ∈ V1 είναι τυχαίο, προκύπτει ότι V1 ⊆
n⋃

j=2

V j,

πράγμα που αντιβαίνει στον ελαχιστικό ορισμό του n.

ΑΣΚΗΣΗ 48 (Προτείνει ο Γιώργος Σμυρλής) ´Εστω V

γραμμικός χώρος επί του C (όχι απαραιτήτως πεπερα-

σμένης διαστάσεως) καί T : V → V γραμμικός μετασχη-

ματισμός. Αν p πολυώνυμο, το οποίο αναλύεται ως

p(x) = (x − λ1)k1 · · · (x − λν)kν ,

όπου λ1, . . . , λν διάφοροι ανά δύο μιγαδικοί, τότε

ker p(T ) = ker(T − λ1)k1 ⊕ · · · ⊕ ker(T − λν)kν ,

όπου ker p(T ) = {v ∈ V : p(T )v = 0}.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=10&t=37484

Λύση (Bern)

Αρκεί να το δείξουμε για πολυώνυμο που είναι γι-

νόμενο δυο πολυωνύμων σχετικά πρώτων και μετά η

επαγωγή ϑα δώσει αυτό που ϑέλουμε.

Λήμμα: ´Εστω p, q πολυώνυμα στο C[x] χωρίς κοινή

ρίζα. Γράφουμε Npq για τον ker(p(T )q(T )) και Np,Nq

για τους ker(p(T )) και ker(q(T )) αντιστοίχως. Τότε,

Npq = Np ⊕ Nq.

Απόδειξη: Εφόσον, δεν έχουν κοινή ρίζα υπάρχουν
πολυώνυμα a, b ώστε ap + bq = 1, το οποίο δίνει

a(T )p(T ) + b(T )q(T ) = I.

Αν x ∈ V τότε

x = a(T )p(T )x + b(T )q(T )x.

Η παρατήρηση είναι ότι αν x ∈ Npq, ο πρώτος προ-

σθετέος ανήκει στο Nq ενώ ο δεύτερος στο Np. Αυτό εί-

ναι άμεσο αν χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι πολυώ-

νυμα του ίδιου γραμμικού τελεστή μετατίθενται. Άρα,

κάθε x ∈ Npq γράφεται ως x = xp+xq με xp ∈ Np, xq ∈ Nq.

Για τη μοναδικότητα της γραφής λέμε: αν

x = xp + xq = x′p + x′q

τότε

y = xp − x′p = x′q − xq

απ´ όπου προκύπτει ότι y ∈ Np ∩ Nq. Άρα,

y = a(T )p(T )y + b(T )q(T )y = 0

και τελειώσαμε.
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Επιμελητές: Αναστάσιος Κοτρώνης - Γρηγόρης Κωστάκος

ΑΣΚΗΣΗ 49 (Προτείνει ο Γεώργιος Σμυρλής) ´Εστω

f : Ω → C αναλυτική καί μή ταυτοτικώς μηδενική, ό-

που Ω χωρίο. Αν η f έχει αναλυτική n−ιοστή ρίζα διά

κάθε n φυσικό, τότε δείξατε ότι η f έχει καί μιγαδικό

λογάριθμο.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=9&t=32640

Λύση (Βαγγέλης Μουρούκος)
Ισχυρισμός 1: ´Εστω Ω ⊆ C ανοικτό και συνεκτικό

και f : Ω→ C μια ολόμορφη συνάρτηση, όχι ταυτοτι-

κώς μηδενική. Υποθέτουμε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο

n υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση g : Ω→ C τέτοια, ώστε

f (z) = gn (z) για κάθε z ∈ Ω. Τότε, ισχύει ότι f (z) , 0

για κάθε z ∈ Ω.
Απόδειξη: ´Εστω τυχαίο z0 ∈ Ω. Συμβολίζουμε με

ordz0 ( f ) την τάξη μηδενισμού της f στο z0. Εφό-

σον η f δεν είναι ταυτοτικά μηδενική στο Ω, ϑα είναι

ordz0 ( f ) ∈ N. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n έχουμε ότι:

ordz0 ( f )= ordz0

(
gn)
= n · ordz0 (g) .

Αυτό όμως σημαίνει ότι ο φυσικός αριθμός ordz0 ( f )

είναι πολλαπλάσιο του n, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

Άρα, ϑα είναι ordz0 ( f ) = 0, δηλαδή f (z0) , 0.

Ισχυρισμός 2: ´Εστω Ω ⊆ C ανοικτό και συνεκτικό

και f : Ω→ C μια ολόμορφη συνάρτηση, με f (z) , 0

για κάθε z ∈ Ω. Τότε, τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

1. Υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση g : Ω→ C τέτοια,

ώστε f (z) = eg(z) για κάθε z ∈ Ω.

2. Η συνάρτηση
f ′

f
έχει αρχική στο Ω.

Απόδειξη: (1) ⇒ (2): Αν f (z) = eg(z), τότε
f ′ (z)

f (z)
= g′ (z)

και άρα η g είναι μια αρχική της
f ′

f
.

(2) ⇒ (1): ´Εστω F μια αρχική της
f ′

f
στο Ω.

Θέτουμε h (z) = f (z) e−F(z) και παρατηρούμε ότι ισχύει
h′ (z) = 0 για κάθε z ∈ Ω. Επομένως, υπάρχει a ∈ C∗
τέτοιο, ώστε h (z) = a, δηλαδή f (z) = aeF(z) για κάθε

z ∈ Ω. Θέτοντας a = eb και g (z) = b + F (z), βρίσκουμε

ότι f (z) = eg(z) για κάθε z ∈ Ω. �

´Εστω τώρα Ω ⊆ C ανοικτό και συνεκτικό και

f : Ω→ C μια ολόμορφη συνάρτηση, όχι ταυτοτικώς

μηδενική. Υποθέτουμε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n

υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση g : Ω→ C τέτοια, ώστε

f (z) = gn (z) για κάθε z ∈ Ω. Από τον Ισχυρισμό 1, έχου-

με ότι f (z) , 0 για κάθε z ∈ Ω. Λόγω του Ισχυρισμού 2,

για να αποδείξουμε το ζητούμενο αρκεί να αποδείξουμε

ότι η συνάρτηση
f ′

f
έχει αρχική στο Ω. Είναι γνωστό,

όμως, ότι αυτό είναι ισοδύναμο με το ότι

∫

γ

f ′ (z)

f (z)
dz = 0

για κάθε κλειστή καμπύλη γ ⊂ Ω.
´Εστω, λοιπόν, τυχαία κλειστή καμπύλη

γ : [a, b]→ Ω. Θεωρούμε τη συνάρτηση ϕ : [a, b]→ C
με

ϕ (t) = exp



t∫

a

f ′ (γ (s))

f (γ (s))
γ′ (s) ds

 για κάθε t ∈ [a, b].

Τότε, είναι

ϕ′ (t) = ϕ (t)
( f ◦ γ)′ (t)

( f ◦ γ) (t)
⇒

(
ϕ (t)

( f ◦ γ) (t)

)′
= 0

για κάθε t ∈ [a, b], οπότε

exp



∫

γ

f ′ (z)

f (z)
dz

 = ϕ (b) = ϕ (a) = 1

και άρα ∫

γ

f ′ (z)

f (z)
dz ∈ 2πiZ.

Από την υπόθεση, έχουμε ότι για κάθε ϑετικό ακέ-

ραιο n ο αριθμός

1

2πi

∫

γ

f ′ (z)

f (z)
dz = n · 1

2πi

∫

γ

g′ (z)

g (z)
dz

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του n. Άρα, ϑα είναι∫

γ

f ′ (z)

f (z)
dz = 0 και η απόδειξη ολοκληρώνεται.
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Σχόλιο του Γ.Σμυρλή: Την άσκηση αυτή την έβαλε

ο Βασίλης Νεστορίδης (Καθ. Μαθηματικού Αθηνών) σε

σεμινάριο επιφανειών Riemann.

ΑΣΚΗΣΗ 50 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπου-

λος) ´Εστω ακολουθία {an}n≥1 με a1 = 1, an+3 = an για

n = 1, 2, 3, . . . , και
∞∑

n=1

an

n
= 0.

Να βρεθεί η τιμή του a2.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=9&t=35764

Λύση (Γιώργος Σμυρλής)

´Εστω sn =
∑n

k=1 ak/k. Αν sn → 0, τότε s3n → 0.

´Ομως

s3n =

n∑

k=1

(
1

3k + 1
+

a

3k + 2
+

b

3k + 3

)

= · · ·

=

n∑

k=1

9(1 + a + b)k2 + (15 + 12a + 9b)k + (6 + 3a + 2b)

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)
.

Αν 1 + a + b , 0, τότε η s3n τείνει στο άπειρο ή πλην
άπειρο. Άρα 1 + a + b = 0. Θέτομε b = −1 − a, οπότε:

s3n =

n∑

k=1

(
1

3k + 1
+

a

3k + 2
− 1 + a

3k + 3

)

= · · ·

=

n∑

k=1

(6 + 3a)k + (4 + a)

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)

= (2 + a)

n∑

k=1

1

(3k + 1)(3k + 2)

− (2 + 2a)

n∑

k=1

1

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)

= (2 + a)An − (2 + 2a)Bn,

όπου

An =

n∑

k=1

1

(3k + 1)(3k + 2)
και

Bn =

n∑

k=1

1

(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3)
.

Τελικώς s3n → 0, αν

(2 + a)A − (2 + 2a)B = 0, ή a =
2A − 2B

2B − A
,

όπου

A =

∞∑

n=1

1

(3n + 1)(3n + 2)
=
π
√
3

9
− 1

2
και

B =

∞∑

n=1

1

(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)

=
1

2

∞∑

n=1

1

(3n + 1)(3n + 2)
−

1

2

∞∑

n=2

1

(3n + 1)(3n + 2)

=
π
√
3

12
−

1

6
−

ln 3

4
.

Το A υπολογίζεται με ολοκληρωτικά υπόλοιπα (και όχι

μόνον).
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Επιμελητής: Νίκος Κατσίπης

ΑΣΚΗΣΗ 51 (Προτείνει ο Παναγιώτης Λώλας) Να α-

ποδείξετε ότι υπάρχει ϑετικός πραγματικός α, ώστε, αν

a0 = α και an+1 = 2an , όλοι οι όροι της ακολουθίας [an]

να είναι πρώτοι. (Με [x] συμβολίζεται το ακέραιο μέρος

του x)

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=63&t=35363

Λύση (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Ορίζουμε μια ακο-

λουθία {pn} πρώτων αριθμών ως εξής: ϑέτουμε p1 =

2 , p2 = 3 και έχοντας επιλέξει τους p1, p2, · · · , pk για

κάποιο k ≥ 2 επιλέγουμε ως pk+1 κάποιον πρώτο αριθμό

ώστε
2pk < pk+1 < 2 · 2pk − 1 (*)

(από το ϑεώρημα Bertrand) και συνεχίζουμε επα-

γωγικά.

Θεωρούμε της συνάρτηση f (x) = log2 x και γράφου-

με

f [1](x) := f (x) και f [k+1](x) := f ( f [k](x)) για k ≥ 1

(όπου ορίζεται βέβαια).

Τώρα ορίζουμε τις ακολουθίες {xn} και {yn} με
xn = f [n](pn) και yn = f [n](pn + 1) για κάθε n ≥ 1.

Από τη (*) παίρνουμε

pn < f (pn+1) < f (pn+1 + 1) < pn + 1

κι άρα

xn < xn+1 < yn+1 < yn

Θέτοντας a := lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn,

για την ακολουθία {an} με a1 = a και an+1 = 2an για

n ≥ 1 ϑα είναι

pn < an < pn + 1, κι άρα [an] = pn.

Σχόλιο (Δημήτρης Χριστοφίδης) Σχετικό άρθρο με
το παραπάνω αποτέλεσμα στο American Mathemati

cal Monthly (76), 1969, 2328 "History of a formula for

primes".

ΑΣΚΗΣΗ 52 (Προτείνει ο Αλέξανδρος Γαλανάκης) ´Ε-

στω m ϑετικός ακέραιος. Αποδείξτε ότι υπάρχουν m το

πλήθος διαδοχικοί ϑετικοί ακέραιοι καθένας από τους

οποίους διαιρείται με ένα τουλάχιστον τετράγωνο ακε-

ραίου μεγαλύτερου του 1.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=63&t=36326

Λύση (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Συμβολίζουμε με p(m)

το m-οστό πρώτο αριθμό.

Αφού οι αριθμοί p(i), 1 ≤ i ≤ m είναι πρώτοι μετα-

ξύ τους ανά δύο, άρα από το κινέζικο ϑεώρημα υ-

πολοίπων υπάρχει ακέραιος αριθμός k ο οποίος εί-

ναι κοινή λύση των m σε πλήθος ισοτιμιών: k ≡ −i

(mod p2(i)), 1 ≤ i ≤ m δηλαδή των

k ≡ −1 (mod p2(1)) (1)

k ≡ −2 (mod p2(2)) (2)

k ≡ −3 (mod p3(3)) (3)

...
...

k ≡ −m (mod p2(m)) (m)

Τότε όμως από τη σχέση (1) έχουμε:

k + 1 ≡ 0 (mod p2(1))

από τη σχέση (2) έχουμε:

k + 2 ≡ 0 (mod p2(2))

από τη σχέση (3) έχουμε:

k + 3 ≡ 0 (mod p3(3))

και από τη σχέση (m) έχουμε:

k + m ≡ 0 (mod p2(m))

Οπότε κάθε ένας από τους παραπάνω m διαδοχικούς

ακέραιους k + i, 1 ≤ i ≤ m διαιρείται από το τετράγωνο

του αντίστοιχου πρώτου αριθμού p(i).
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Επιμελητής: Λευτέρης Πρωτοπαπάς

ΑΣΚΗΣΗ 53 (Προτείνει ο Αλκιβιάδης Σπυριδόπου-

λος) Δίνεται η ακολουθία xk, k ∈ N με

x0 = 0, x1 = 1 και xk+1 = xk + xk−1, k ≥ 1.

α) Να δείξετε ότι η ακολουθία xk μπορεί να γραφεί ως

[
xk+1

xk

]
= A

[
xk

xk−1

]
= Ak

[
x1
x0

]
,

όπου οι A, Ak είναι 2 × 2 πίνακες.

β) Να βρείτε τον πίνακα Ak.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=47&t=39465

Λύση (Λευτέρης Πρωτοπαπάς) Πληροφοριακά

η συγκεκριμένη ακολουθία εκφράζει τους αριθμούς

Fibonacci.

Ο πίνακας A είναι ο A =

[
1 1

0 1

]
.

Τότε:

[
xk+1

xk

]
= A

[
xk

xk−1

]
= A2

[
xk−1
xk−2

]
=

A3

[
xk−2
xk−3

]
= . . . = Ak

[
x1
x0

]
,

οπότε ο πίνακας Ak είναι ο Ak = Ak
=

[
1 1

0 1

]k

.

Με επαγωγή αποδεικνύεται ότι Ak = Ak
=

[
1 k

0 1

]
.

´Εστω P(k) η προς απόδειξη σχέση Ak
=

[
1 k

0 1

]
.

Για k = 1 έχουμε A1
=

[
1 1

0 1

]
, η οποία ισχύει.

Με δεδομένο ότι ισχύει η P(k) ϑα αποδείξουμε ότι

ισχύει και η P(k + 1) : Ak+1
=

[
1 k + 1

0 1

]
.

Πράγματι:

Ak+1
= AkA =

[
1 k

0 1

] [
1 1

0 1

]
=

[
1 k + 1

0 1

]
, που αποδει-

κνύει το ζητούμενο.

ΑΣΚΗΣΗ 54 (Προτείνει ο Λευτέρης Πρωτοπαπάς) Ο-

ρισμός:

Αν a > 0 είναι η ακτίνα της σφαίρας αντιστροφής, που

βρίσκεται στο κέντρο του συστήματος συντεταγμένων,

~r ∈ R3 είναι το διάνυσμα ϑέσης του αρχικού σημείου

και ~r′ ∈ R3 είναι το διάνυσμα ϑέσης του τελικού σημεί-

ου που προκύπτει από τον μετασχηματισμό Kelvin K,

ισχύει ότι: ~r′ := K(~r) :=
a2

r2
~r όπου ~r , ~0 και |~r| = r.

Αν |~r′| = r′, να αποδείξετε ότι:

i) rr′ = a2, ii) ~r =
a2

r′2
~r′.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=47&t=39232

Λύση 1 (Σεραφείμ Τσιπέλης) i)
−→
r′ =

a2

r2
~r ⇒

⇒
∣∣∣∣∣
−→
r′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a2

r2
~r

∣∣∣∣∣∣ =
a2

r2

∣∣∣~r
∣∣∣⇒

⇒ r′ =
a2

r2
r =

a2

r
⇒ r′r = a2.

ii)
a2

r2
> 0⇒

−→
r′ ↑↑ ~r ⇒ ~r = λ ·

−→
r′ ⇒

⇒
∣∣∣~r
∣∣∣ = |λ| ·

∣∣∣∣∣
−→
r′
∣∣∣∣∣⇒ λ =

r

r′
=

a2

r′2
⇒ ~r =

a2

r′2
−→
r′ .

Λύση 2 (Λευτέρης Πρωτοπαπάς) ii)
a2

r′2
~r′ =

a2

r′2
a2

r2
~r =

a4

r′2r2
~r =

a4

a4
~r = ~r.

Η σχέση αυτή δηλώνει ότι ο μετασχηματισμός

αντιστρέφεται και ισχύει K = K−1.
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Επιμελητής: Σεραφείμ Τσιπέλης

ΑΣΚΗΣΗ 55 (Προτείνει ο Δημήτρης Χριστοφίδης) Δί-

νεται μια τοπολογία σε n στοιχεία η οποία έχει (αυστη-

ρώς) περισσότερα από 3 · 2n−2 ανοικτά σύνολα.

Να δειχθεί ότι η τοπολογία είναι διακριτή.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=13&t=7846

Λύση (Δημήτρης Σκουτέρης) ´Εστω S ο χώρος κι έστω

Ax το μικρότερο ανοικτό σύνολο με x ∈ Ax (υπάρχει

αφού το S είναι ανοικτό και η τοπολογία κλειστή ως

προς την πεπερασμένη τομή).

Αν y ∈ Ax − {x}, τότε, από τα υποσύνολα του χώρου

που περιέχουν το x το πολύ τα μισά ϑα είναι ανοικτά

(αυτά που περιέχουν και το y). Άρα, συνολικά το πολύ

3/4 |P(S )| = 3 · 2n−2 υποσύνολα ϑα ειναι ανοικτά, το

οποίο αντιβαίνει στην υπόθεση.

´Ωστε Ax = {x}. Αφού όλα τα μονοσύνολα είναι α-
νοικτά, η τοπολογία είναι διακριτή.

ΑΣΚΗΣΗ 56 (Προτείνει ο Σεραφείμ Τσιπέλης) Να α-

ποδειχθεί ότι το σύνολο

A =

{
p

q

∣∣∣ p, q : πρώτοι αριθμοί

}

είναι πυκνό στο διάστημα ∆ = [0 , +∞) .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=13&t=30564

Λύση (Δημήτρης Χριστοφίδης) Αφού x ∈ A ⇒ 1/x ∈ A

αρκεί να δείξουμε ότι το A είναι πυκνό στο [1,+∞).

Επίσης, επειδή οι ρητοί είναι πυκνοί στους πραγμα-

τικούς αρκεί να δείξουμε ότι το A είναι πυκνό στο
Q∩ [1,+∞) και για αυτό αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε

ρητό

r = a/b ∈ [1,+∞) και κάθε ε > 0 υπάρχουν πρώτοι p, q

με

(1 + ε)r < p/q < (1 + ε)r.

Από το ϑεώρημα των πρώτων αριθμών, αν συμβο-

λίσουμε με pn τον n-οστό πρώτο ισχύει ότι pn ∼ n log n.

Άρα για κάθε δ > 0 και κάθε n αρκετά μεγάλο ισχύει

ότι (1 − δ)n log n < pn < (1 + δ)n log n.

Επομένως για n αρκετά μεγάλο, αν πάρουμε p = pan

και q = pbn έχουμε

(1−δ)
(1+δ)

a
b

(
1 +

log(a/b)

log(bn)

)
<

p

q
< (1+δ)

(1−δ)
a
b

(
1 +

log(a/b)

log(bn)

)
.

Το ζητούμενο έπεται αν επιλέξουμε n αρκετά μεγά-

λο.
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Επιμελητής: Χρήστος Κυριαζής

ΑΣΚΗΣΗ 57 (Προτείνει ο Χρήστος Κυριαζής) Να

βρείτε τις πραγματικές λύσεις του συστήματος:

|x| − |x − y| = 2

3 |y| + |x + y| = 10

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=27&t=38719

Λύση 1 (Δημήτρης Ιωάννου)

Θέτω |x| − 2 = m, |y| − 2 = n .

Τότε |x| = m + 2, |y| = n + 2.

Το δοσμένο σύστημα, γράφεται τώρα:

m + 2 − |x − y| = 2

3(n + 2) + |x + y| = 10

Άρα:

|x − y| = m , (ΣΧΕΣΗ 1)

|x + y| = 4 − 3n, (ΣΧΕΣΗ 2)
Γνωρίζουμε ότι

|x − y| ≥ |x| − |y| ⇒ m ≥ (m + 2) − (n + 2)⇒

n ≥ 0 ,(ΣΧΕΣΗ 3)

Ακόμα γνωρίζουμε ότι:

|x − y| + |x + y| ≥ |x − y + x + y| = 2|x| ⇒
(λόγω των σχέσεων 1 και 2):

m + 4 − 3n ≥ 2(m + 2)⇒ 3n ≤ −m και δεδομένου ότι
είναι m ≥ 0, λόγω της (σχέσης 2),

συμπεραίνουμε ότι n ≤ 0, (ΣΧΕΣΗ 4)

Από τις σχέσεις (3) και (4), έπεται ότι n = 0 και από

την σχέση 3n ≤ −m, έπεται ότι m ≤ 0 και

λόγω και του ότι m ≥ 0 , (από την σχέση 1),

συμπεραίνουμε ότι m = 0

´Ετσι βρήκαμε ότι m = n = 0 και άρα

|x| = |y| = 2, οπότε οι πιθανές λύσεις (x, y) του συ-

στήματος ανήκουν στο
σύνολο L = {(2, 2), (2,−2), (−2, 2), (−2,−2)}.

Αντικαθιστώντας στο δοσμένο σύστημα, βλέπουμε

ότι δεκτές είναι μόνο

οι (x, y) = (2, 2) και (x, y) = (−2,−2)

Λύση 2 (Παύλος Μαραγκουδάκης) Πολλαπλασιάζουμε
την πρώτη εξίσωση με 5 και εξισώνουμε με τη δεύτερη

οπότε προκύπτει η εξίσωση

3 |y| + 5 |x − y| + |x + y| = 5 |x|

Αποκλείεται να είναι x = 0 γιατί τότε και y = 0 που

δεν ικανοποιούν τις αρχικές εξισώσεις.

Θέτουμε λοιπόν a =
y

x
και η εξίσωση γίνεται

3 |a| + 5 |a − 1| + |a + 1| = 5

Η τελευταία λύνεται με το συνήθη τρόπο διακρί-

νοντας περιπτώσεις ή αν παρατηρήσουμε ότι

3 |a| + 5 |a − 1| + |a + 1| ≥

3 |a| + 4 |a − 1| + |a + 1| = |3a| + |−4a + 4| + |a + 1| ≥ 5

οπότε η a = 1 είναι η μοναδική της λύση.

Άρα x = y και επιστρέφοντας στο σύστημα εύκολα

βρίσκουμε (x, y) = (2, 2) ή (−2,−2) .

ΑΣΚΗΣΗ 58 (Προτείνει ο Νίκος Ζανταρίδης) Να δεί-

ξετε ότι:

cos x + cos y ≤ 2 cos
(√

xy
)
+

(x−y)2

2
,∀x, y ∈ [0,+∞)

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=27&t=39569

Λύση 1 (Κώστας Ζερβός) Πρώτα δείχνουμε ότι:

Αν για τη συνάρτηση f : (0,+∞)→ R ισχύει ότι

f ′(x) ≤ 0 , f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x > 0 ,

τότε f (x) + f (y) ≤ 2 f (
√

xy) για κάθε x, y > 0.
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Απόδειξη

Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f (ex) , x ∈ R.

Είναι g′′(x) = f ′′(ex)e2x
+ f ′(ex)ex ≤ 0 , άρα κοίλη.

Επομένως για x, y > 0 έχουμε

g(lnx) + g(lny) ≤ 2g

(
lnx + lny

2

)
⇐⇒

⇐⇒ f (x) + f (y) ≤ 2 f (
√

xy)

Στην άσκηση τώρα.

Θεωρούμε τη συνάρτηση

f (x) = cos x −
x2

2
, x ≥ 0.

Είναι f ′(x) = − sin x − x < 0 για x > 0 ,

αφού | sin x| < x ⇐⇒ −x < sin x < x.

Επίσης f ′′(x) = − cos x − 1 ≤ 0 αφού cos x ≥ −1.

Άρα για κάθε x , y > 0 ϑα έχουμε:

f (x) + f (y) ≤ 2 f (
√

xy) ⇐⇒

cos x −
x2

2
+ cos y −

y2

2
≤ 2 cos

(√
xy

)
− 2

(
√

xy)2

2
⇐⇒

cos x + cos y ≤ 2 cos
(√

xy
)
+

x2

2
+

y2

2
− xy ⇐⇒

cos x + cos y ≤ 2 cos
(√

xy
)
+

(x − y)2

2
.

Επίσης για y = 0 έχουμε

cos x + 1 ≤ 2 +
x2

2
⇐⇒ cos x ≤ 1 +

x2

2
που ισχύει

γιατί cos x ≤ 1 ,

όμοια αν x = 0.

Άρα για κάθε x, y ∈ [0,+∞) έχουμε

cos x + cos y ≤ 2 cos
(√

xy
)
+

(x − y)2

2
.
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Επιμελητής: Βαγγέλης Μουρούκος

ΑΣΚΗΣΗ 59 (Προτείνει ο Σπύρος Καπελλίδης)

Να βρείτε όλες τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις

f : [0,+∞)→ [0,+∞) για τις οποίες ισχύουν f (0) = 0

και f ′(x2) = f (x) για κάθε x ∈ [0,+∞).

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=38096

Λύση 1 (Νίκος Ζανταρίδης)

´Εστω f ′(x2) = f (x) ≥ 0,∀x ≥ 0 : (1) η δοσμένη σχέση.

Για κάθε x ≥ 0 έχουμε

f ′(
(√

x
)2

)
(1)
= f (
√

x) ≥ 0⇒ f ′ (x) ≥ 0,

οπότε η f είναι αύξουσα στο [0,+∞). Ακόμη, επειδή
ισχύει f ′ (x) = f (

√
x),∀x ≥ 0, προκύπτει ότι η f ′ είναι

συνεχής και αύξουσα στο [0,+∞) ως σύνθεση συνεχών

και αυξουσών συναρτήσεων.

´Εστω x > 0. Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής, υπάρχει

ξ ∈ (0, x) τέτοιο, ώστε

f (x) − f (0) = f ′ (ξ) (x − 0)⇒

⇒ f (x) = x f ′ (ξ)
f ′↑[0,+∞)
⇒

0<ξ<x
f (x) ≤ x f ′ (x)

(1)
⇒

⇒ f ′(x2) ≤ x f ′ (x) : (2) .

´Ετσι έχουμε ότι

f ′(x2)
(2)
≤ x f ′ (x)

(2)
≤ xx

1
2 f ′

(
x

1
2

) (2)
≤ ...

(2)

≤ xx
1
2 ...x

1
2n f ′

(
x

1
2n

)
⇒

f ′(x2) ≤ x1+
1
2
+...+ 1

2n f ′
(
x

1
2n

)
⇒

f ′(x2) ≤ x

1− 1

2n+1

1− 1
2 f ′

(
x

1
2n

)
⇒

f ′(x2) ≤ x2−
1
2n f ′

(
x

1
2n

)
⇒

lim
n→+∞

f ′(x2) ≤ lim
n→+∞

(
x2−

1
2n f ′

(
x

1
2n

)) f ′:συνεχης
⇒

⇒ f ′(x2) ≤ x2 f ′ (1)
(1)
⇒ f (x) ≤ x2 f ′ (1) .

´Ετσι για κάθε x > 0 ισχύει 0 ≤ f (x) ≤ x2 f ′ (1) και

επειδή f (0) = 0 έχουμε ότι για κάθε x ∈ [0,+∞) ισχύει

0 ≤ f (x) ≤ x2 f ′ (1) : (3) .

Θεωρούμε τη συνάρτηση

g (x) = f (x) − x2 f ′ (1) , x ∈ [0,+∞) .

Η g είναι παραγωγίσιμη με g′ (x) = f ′ (x)−2x f ′ (1) . Είναι

g (1) = f (1) − 12 f ′ (1)
(1)
= f ′(12) − f ′ (1) = 0.

Λόγω της (3) έχουμε ότι για κάθε x ≥ 0 ισχύει

f (x) − x2 f ′ (1) ≤ 0⇒ g (x) ≤ g (1) ,

οπότε η g παρουσιάζει μέγιστο στο x
0
= 1 και σύμφωνα

με το Θεώρημα Fermat ισχύει

g′ (1) = 0⇔ f ′ (1) − 2 · 1 · f ′ (1) = 0⇔ f ′ (1) = 0.

´Ετσι από την (3) προκύπτει ότι για κάθε x ≥ 0 ισχύει

0 ≤ f (x) ≤ x2 f ′ (1) = x2 · 0 = 0 ⇒ f (x) = 0 (που ικανο-

ποιεί την υπόθεση).

Άρα είναι f (x) = 0 για κάθε x ≥ 0.

Λύση 2 (Κώστας Ζερβός)

Μια λίγο διαφορετική προσέγγιση...
Για κάθε x ≥ 0 είναι

f ′(x) = f ′
(
(
√

x)2
)
= f (
√

x) ≥ 0,

άρα η f είναι αύξουσα στο [0,+∞). Για x ≥ 1 έχουμε

x ≥
√

x , άρα

f (x) ≥ f (
√

x) ⇐⇒ f (x) ≥ f ′(x) ⇐⇒

⇐⇒ f ′(x) − f (x) ≤ 0 ⇐⇒

⇐⇒ e−x f ′(x) − e−x f (x) ≤ 0 ⇐⇒ (e−x f (x))′ ≤ 0.

Για 0 ≤ x ≤ 1 έχουμε x ≤
√

x , άρα

f (x) ≤ f (
√

x) ⇐⇒ f (x) ≤ f ′(x) ⇐⇒

⇐⇒ f ′(x) − f (x) ≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒ e−x f ′(x) − e−x f (x) ≥ 0 ⇐⇒ (e−x f (x))′ ≥ 0.
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Επομένως η συνάρτηση g(x) = e−x f (x) είναι φθίνουσα

στο [1,+∞) και αύξουσα στο [0, 1]. ´Ετσι έχει μέγιστο

το g(1) =
f (1)

e
, επομένως

g(x) ≤ g(1) ⇐⇒ f (x) ≤ f (1)ex−1 : (1)

για κάθε x ≥ 0.

Επίσης f ′(x) = f (
√

x) , άρα η f ′ είναι παραγωγίσιμη

στο (0,+∞) με f ′′(x) =
f ′(
√

x)

2
√

x
≥ 0, άρα η f είναι κυρ-

τή στο [0,+∞). Η εφαπτομένη της στο A(1, f (1)) είναι

η (ε) : y − f (1) = f ′(1)(x − 1). Αλλά f ′(1) = f (1) και έτσι
(ε) : y = f (1)x.

Επομένως

f (x) ≥ f (1)x

για κάθε x ≥ 0.

Επειδή η f είναι κυρτή, για κάθε x ∈ [0, 1] η C f ϑα

βρίσκεται κάτω από τη χορδή OA. Αλλά

(OA) : y =
f (1) − f (0)

1 − 0
x ⇐⇒ y = f (1)x,

άρα f (x) ≤ f (1)x.

Επομένως

f (x) = f (1)x

για κάθε x ∈ [0, 1].

Αλλά για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει ότι

f ′(x2) = f (x) ⇐⇒ f (1) = f (1)x ⇐⇒

⇐⇒ (x − 1) f (1) = 0
x∈(0,1)
⇐⇒ f (1) = 0.

´Ετσι από την (1) έχουμε ότι

0 ≤ f (x) ≤ f (1)ex−1 ⇐⇒ 0 ≤ f (x) ≤ 0,

άρα f (x) = 0 , x ≥ 0, που επαληθεύει και την αρχική

σχέση.

ΑΣΚΗΣΗ 60 (Προτείνει ο Θανάσης Κοντογεώργης)

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : R →
[0,+∞) , ώστε η f 2 να είναι παραγωγίσιμη και

(
f 2

)′
= f .

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=37582

Λύση (Κώστας Ζερβός)

Ισχύει ότι f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R.
Θα δείξουμε πρώτα ότι η f είναι συνεχής: Για x0 ∈ R
έχουμε

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

√
f 2(x) =

√
f 2(x0) = f (x0),

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι η f 2 είναι συνεχής ως πα-

ραγωγίσιμη.

´Εστω g(x) = f 2(x), οπότε f (x) =
√

f 2(x) =
√

g(x).

• Αν f (x) > 0 για κάθε x ∈ R, τότε g(x) > 0 για κάθε

x ∈ R και η f είναι παραγωγίσιμη, αφού η g είναι πα-

ραγωγίσιμη, με f ′(x) =
g′(x)

2
√

g(x)
.

´Ετσι από τη σχέση
(

f 2(x)
)′
= f (x) προκύπτει ότι

2 f (x) · f ′(x) = f (x)

και αφού f (x) > 0, τελικά f ′(x) =
1

2
, x ∈ R, οπότε

f (x) =
x

2
+ c, που δεν επαληθεύει τη συνθήκη f (x) ≥ 0

για κάθε x ∈ R.
• ´Εστω ότι υπάρχει x1 ∈ R με f (x1) = 0, οπότε
g(x1) = f 2(x1) = 0. Επίσης g′(x) =

√
g(x) ≥ 0, άρα η g

είναι αύξουσα, επομένως για x ≤ x1 ⇔ g(x) ≤ g(x1) = 0

και αφού g(x) ≥ 0, ϑα έχουμε ότι για x ≤ x1 είναι

g(x) = 0.

´Εστω το σύνολο A = {x ∈ R : f (x) = 0}.
Αν το A έχει μέγιστο στοιχείο το a, τότε για κά-

ϑε x ≤ a είναι g(x) = 0 και για κάθε x > a είναι

g(x) > 0 ⇒ f (x) > 0. ´Ετσι, με παρόμοια διαδικασία

όπως προηγουμένως, έχουμε ότι f (x) =
x

2
+ c για x > a.

Αλλά η f είναι συνεχής, άρα

lim
x→a+

f (x) = f (a)⇔ lim
x→a+

(
x

2
+ c

)
= 0⇔ c = −a

2
.

´Ετσι f (x) =


0 , x ≤ a
x − a

2
, x > a

.

Αν το A δεν έχει μέγιστο στοιχείο, τότε έστω a = sup A.

Αν a ∈ R, τότε για x < a είναι g(x) = 0 και για κάθε
x ≥ a είναι g(x) > 0 ⇒ f (x) > 0. ´Ετσι, με παρόμοια

διαδικασία όπως προηγουμένως, έχουμε ότι f (x) =
x

2
+c

για x ≥ a.
Αλλά η f είναι συνεχής, άρα

lim
x→a+

f (x) = f (a)⇔ lim
x→a+

(
x

2
+ c

)
= 0⇔ c = −

a

2
.

´Ετσι f (x) =


0 , x < a
x − a

2
, x ≥ a

.

Αν a = +∞, τότε ϑα είναι g(x) = 0 για κάθε x ∈ R (γιατί

αν υπήρχε x1 ∈ R με g(x1) > 0, ϑα υπήρχε και ένα x2 ∈ A

με x2 > x1, άρα g(x2) ≥ g(x1)⇔ 0 ≥ g(x1)). Άρα

f (x) = 0 , x ∈ R

ή

f (x) =


0 , x ≤ a
x − a

2
, x > a

, a ∈ R

(που επαληθεύουν και τις αρχικές συνθήκες).
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Επιμελητής: Γιώργος Μπαλόγλου

ΑΣΚΗΣΗ 61 (Προτείνει ο Αχιλλέας Συνεφακόπου-

λος) Να δειχθεί ότι καθώς το b μεταβάλλεται, η εφα-

πτόμενη της έλλειψης
x2

A2
+

y2

b2
= 1 στο (a,

b

A

√
A2 − a2)

περνά από σταθερό σημείο.

Ακολούθως να χρησιμοποιηθεί αυτή η ιδιότητα για

μια απλή γεωμετρική κατασκευή της εφαπτομένης της

έλλειψης
x2

A2
+

y2

B2
= 1 στο (a,

B

A

√
A2 − a2)

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=34331

Λύση (Μαργαρίτα Βαρελά) Η εξίσωση της εφαπτομέ-

νης είναι:

xa

A2
+

y b
A

√
A2 − a2

b2
= 1⇔ xa

A2
+

y
√

A2 − a2

bA
= 1⇔

ba · x + A
√

A2 − a2 · y = A2b

b = A

b = −A


⇒

Aa · x + A
√

A2 − a2 · y = A2A

−Aa · x + A
√

A2 − a2 · y = −A2A


⇒

a · x +
√

A2 − a2 · y = A2

−a · x +
√

A2 − a2 · y = −A2


⇒

(
A2

a
, 0

)

Το σημείο
(

A2

a
, 0

)
επαληθεύει την εξίσωση της εφα-

πτομένης, άρα η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο

αυτό για τις διάφορες τιμές του b.

Για την κατασκευή τώρα της εφαπτομένης ... απλά

συνδέουμε τα (a,
B

A

√
A2 − a2) και (

A2

a
, 0).

ΑΣΚΗΣΗ 62 (Προτείνει ο erxmer) Να αποδειχθεί ο-

τι η παραβολή είναι το όριο της έλλειψης, όταν ο με-

γάλος άξονας της έλλειψης αυξάνεται απεριόριστα και

μια κορυφή της καθώς και η πλησιέστερη σε αυτή εστία

παραμένουν σταθερές.

http://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=62&t=35970

Λύση(Κώστας Ρεκούμης) Ας είναι

O(0, 0) η σταθερή κορυφή και E(c, 0) η σταθερή εστία.

Αν 2a είναι ο μεγάλος άξονας, τότε η δεύτερη εστία

είναι E′(2a − c, 0).
Για το τυχαίο σημείο M(x, y) της έλλειψης έχουμε:

ME + ME′ = 2a⇒
√

(x − c)2 + y2 +
√

(x − 2a + c)2 + y2 = 2a ⇒
√

(x − 2a + c)2 + y2 = 2a −
√

(x − c)2 + y2

Υψώνουμε στο τετράγωνο, εκτελούμε τις πράξεις

και καταλήγουμε:

√
(x − c)2 + y2 = x + c −

xc

a
⇔ ME = x + c −

xc

a

´Οταν το 2a αυξάνεται απεριόριστα ο όρος
xc

a
μη-

δενίζεται, επομένως οριακά το ME = x + c.

Αυτό σημαίνει ότι το M απέχει από το E, όσο απέ-

χει από την ευθεία x = −c,

επομένως ανήκει στην παραβολή με εστία το E και

διευθετούσα την x = −c.
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ΑΣΚΗΣΗ 63 (Προτείνει ο Γιώργης Καλαθάκης) Αν το

τριώνυμο Q(x) = x2 + ax + b έχει πραγματικές ρίζες,

δείξετε ότι το πολυώνυμο P(x) = x3 + ax2 + (b − 3)x − a

έχει όλες του τις ρίζες πραγματικές .

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=60&t=38893

Λύση (Θάνος Μάγκος) Ισχύει a2 ≥ 4b.

Η διακρίνουσα του P(x) είναι

D = a2(b − 3)2 − 4(b − 3)3 + 4a4 − 27a2 − 18a2(b − 3) =

a2(4a2
+ b2 − 24b + 36) − 4(b3 − 9b2

+ 27b − 27)

άρα

D ≥ a2(16b + b2 − 24b + 36) − 4(b3 − 9b2
+ 27b − 27) =

a2(b2 − 8b + 36) − 4(b3 − 9b2
+ 27b − 27) ≥

≥ 4b(b2 − 8b + 36) − 4(b3 − 9b2
+ 27b − 27) =

4b2
+ 36b + 27 > 0.

Επομένως το P(x) έχει πραγματικές ρίζες.

ΑΣΚΗΣΗ 64 (Προτείνει ο Σπύρος Καπελλίδης) Δίνε-

ται το σύνολο

A =
{
a + b

√
2
∣∣∣ b ∈ Q ∧ a2 − 2b2

= 1
}
.

Αν z1, z2, z3 ∈ A, δείξτε ότι

(z1 + z2)(z2 + z3)(z3 + z1)

z1z2z3
∈ Q.

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=60&t=37845

Λύση (Κώστας Ζερβός) ´Εστω το σύνολο

B = {a + b
√
2 , a, b ∈ Q}.

Τότε A ⊆ B.

Αν z1 , z2 ∈ B, τότε εύκολα δείχνουμε ότι z1 ± z2 ∈ B ,

z1 · z2 ∈ B και
z1

z2
∈ B , z2 , 0.

Αν z = a+ b
√
2 ∈ B , τότε ορίζουμε z = a− b

√
2. Επίσης

εύκολα δείχνουμε ότι

z1 ± z2 = z1 ± z2,

z1 · z2 = z1 · z2

και
(

z1

z2

)
=

z1

z2
.

´Ενας αριθμός z = a + b
√
2 ∈ B είναι ρητός, αν και μόνο

αν b = 0. Αλλά b =
z − z

2
√
2

.

Επομένως ο z = a + b
√
2 ∈ A είναι ρητός, αν και μόνο

αν z = z.

Αν z ∈ A, τότε z · z = a2 − 2b2
= 1, άρα z =

1

z
.

Αφού z1 , z2 , z3 ∈ A ⊆ B, ϑα ισχύει ότι ο

w =
(z1 + z2)(z2 + z3)(z3 + z1)

z1z2z3
∈ B.

Άρα για να δείξουμε ότι είναι ρητός, αρκεί w = w.

´Ομως z1 , z2 , z3 ∈ A, άρα z1 =
1

z1
, z2 =

1

z2
και z3 =

1

z3
.

´Ετσι

w = · · · =
(z1 + z2)(z2 + z3)(z3 + z1)

z1 z2 z3

και αντικαθιστώντας από τις παραπάνω σχέσεις έχουμε

w = · · · = w.

63

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=60&t=38893
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=60&t=37845

