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Εικοσιδωεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

 
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 
πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 
πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 
Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 
τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το 
ένα από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που 
μπορεί να έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι 
το κυβο - οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 
των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των ( )0,0, ϕ± , 
1 1, ,
2 2 2

ϕ ϕ+ ± ± ± 
 

 , όπου ϕ  ο χρυσός λόγος 
1 5

2
+

 ενώ το δυαδικό του 

πολύεδρο είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 
Πηγή: 
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 

Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 
 
Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους, τα σχήματα και το εξώφυλλο έγιναν από τον Ν. Σ. 
Μαυρογιάννη.  

http://www.mathematica.gr/
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron
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ΑΣΚΗΣΗ 1. 

 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τα ισόπλευρα 

τρίγωνα ΑΒΕ και ΒΓΖ από τα οποία το ένα 

βρίσκεται μέσα στο τετράγωνο και το άλλο 

έξω απ’ αυτό, να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, 

Ε και Ζ είναι συνευθειακά. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=491#p2754 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος ) 

Μία κλασική λύση  με γωνίες. 

Στο σχήμα φαίνεται ότι η EZΔ  είναι ευθεία 

γωνία. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2. 

 

Εξωτερικά ορθογωνίου ΑΒΓΔ 

κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΕ, 

ΒΓΖ. 

1. Δείξτε ότι το τρίγωνο ΔΕΖ είναι ισόπλευρο. 

2. Δείξτε ότι οι ΑΕ, ΓΖ τέμνονται στο σημείο 

Κ το οποίο βρίσκεται στο ημιεπίπεδο (ΕΖ, Κ). 

3. Υπολογίστε τη γωνία Κ. 

4. Να βρείτε το ορθόκεντρο του τριγώνου 

ΚΕΖ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Κώστας Σερίφης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=1646#p9510 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής ) 

1) Λόγω του ορθογωνίου παραλληλογράμμου 

και των ισοπλεύρων τριγώνων, έχουμε: 

ΑΔ=ΒΓ=ΓΖ=ΖΒ αλλά και ΓΔ=ΑΒ=ΑΕ=ΒΕ. 

Επιπλέον :  

0 0 0ˆAE EBZ Z 90 60 150∆ = = ∆Γ = + =  

Αυτές οι σχέσεις είναι ικανές, να δώσουν πως 

τα τρίγωνα : 

EBZ,EA , Z∆ Γ∆ είναι ίσα ( έχουν δυο πλευρές 

μια προς μια ίσες και τις περιεχόμενες γωνίες 

ίσες). 

Αρα θα είναι και: 

ΔΕ=ΕΖ=ΔΖ, συνεπώς το τρίγωνο ΔΕΖ είναι 

ισόπλευρο. 

2)Έστω πως οι ΑΕ,ΓΖ δεν τέμνονται. Αρα θα 

είναι παράλληλες. Τότε:  

0AEZ ZE 180+Γ =  

(γωνίες εντός και επι τ'αυτά ). Τότε απο το 

τρίγωνο ΒΕΖ έχουμε: 

 

 



0 0 0

0

0 0 0

60 BEZ 60 BZE 180

BEZ BZE 60

EBZ 180 60 120

+ + + = ⇒

+ = ⇒

= − =

 

Άτοπο γιατί:



0 0 0 0 0EBZ 360 (60 60 90 ) 150= − + + = . 

Συνεπώς , τέμνονται στο Κ, μιας και: 

 

0 0 0 0 0ZE AEZ 60 60 30 150 180Γ + = + + = <  

3) Απο το τρίγωνο ΑΚΖ και απο  τα 

προηγούμενα ερωτήματα, έχουμε: 

   

0 0 0 0K 180 (AEZ ZE) 180 150 30= − +Γ = − =  

4) Παρατηρώ πως αν προεκτείνω την ΖΒ και 

ονομάσω Λ, το σημείο τομής με την ΚΕ,τότε 
0ˆZ K 90Λ = , αφού:   

0 0 0K KZ 30 60 90+ Λ = + = . 
Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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Όμοια αν προεκτείνω την ΕΒ και ονομάσω Μ 

το σημείο τομής με την ΚΖ , τότε:  0EMK 90= , 

Συνεπώς τα ΕΜ,ΖΛ είναι ύψη του τριγώνου 

ΚΕΖ. Αρα το σημείο Β είναι το ζητούμενο 

ορθόκεντρο. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3. 

 

Θεωρούμε πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ στο οποίο η ΒΓ 

είναι ίση και κάθετη στην ΓΔ και η ΔΕ είναι 

ίση και κάθετη στην ΑΕ.  

Αν Ρ είναι το μέσο της πλευράς ΑΒ, να δείξετε 

ότι το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=2780#p15007 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καρδαμίτσης)  

Θεωρώ το συμμετρικό 1E  του σημείου Ε ως 

προς το Ρ, οπότε 1BE =//EA  

Επομένως τα τρίγωνα ΓΔΕ και 1BΓE  είναι ίσα 

γιατί έχουμε ΒΓ = ΓΔ, 1BE =ΔE  και  

1ΓBE = ΓΔE   (έχουν τις πλευρές κάθετες) 

άρα  

1ΓE =ΓE  και x y= 
 συνεπώς η   1EΓE  

είναι ορθή γιατί B∆Γ  είναι ορθή. 

Επομένως το τρίγωνο 1ΓEE  είναι ορθογώνιο 

και ισοσκελές και η ΓΡ είναι διάμεσος , οπότε 

και το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4. 

 

Έστω ABCD παραλληλόγραμμο με 

 

o oACD=20 , ACB=80  P  σημείο της AC με 



oABP=20  και T  σημείο της AB με  oACT=30  

Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζουν οι 

TP,CD  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Φωτεινή Καλδή 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=2906#p15697 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Φέρνουμε το ύψος TF. Στο τρίγωνο TFC 

έχουμε oFTC=40 .  Το τρίγωνο ABC είναι 

ισοσκελές με oBAC=20 , oPBC=60  και 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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oTCB=50 . Συνεπώς από τη βασική άσκηση 

που βρίσκεται εδώ 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=49&t=658 πρέπει oTPB=30 , 

συνεπώς oPTF=40 . Άρα στο τρίγωνο ETC το 

TF είναι διχοτόμος και ύψος άρα είναι 

ισοσκελές οπότε TEC TCE 50o= =  . 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 5. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β = 450. Στην 

πλευρά ΒΓ του τριγώνου παίρνουμε σημείο Δ 

τέτοιο ώστε ΒΔ = 1/2ΓΔ. Αν είναι ΑΔΓ = 

600, να υπολογιστούν οι άλλες γωνίες του 

τριγώνου. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=3022#p16374 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

Φέρνουμε την ΓΕ κάθετη στην ΑΔ, τότε  

ΔΓΕ = 300 (1)  

άρα ΔΕ = ΓΔ/2 = ΒΔ, συνεπώς το τρίγωνο 

ΒΔΕ είναι ισοσκελές, άρα  

ΕΒΔ = ΕΒ = 300 (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι το 

τρίγωνο ΕΒΓ είναι επίσης ισοσκελές οπότε  

ΒΕ = ΓΕ (3),  

επιπλέον  

ΕΒΑ = Β – ΕΒΑ = 300 – 150 = 150 (4) 

Στο τρίγωνο ΑΒΕ η  ΒΕΔ είναι εξωτερική 

οπότε  

ΕΑΒ = ΔΕΒ – ΕΒΑ = 300 – 150 = 150, 

άρα το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές από 

όπου προκύπτει ότι  

ΒΕ = ΕΑ (5) 

Τέλος από τις (3) και (5) έχουμε άλλο ένα 

ισοσκελές τρίγωνο το ΑΓΕ επομένως  

ΕΓΑ = ΓΑΕ = ΓΕΔ/2 = 450  

και παίρνουμε τελικά ότι  

Α = 150 +450 = 600 και Γ = 300 +450 = 750 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 6. 

 

Στο παρακάτω σχήμα το ABCD είναι 

τετράγωνο, το P είναι τυχαίο σημείο στη 

διαγώνιο BD και η AP είναι κάθετη στην PQ. 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
3 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=49&t=658
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=49&t=658
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=3022%23p16374
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=3022%23p16374


www.mathematica.gr  Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 18, Δεκέμβριος 2017 
 

 
Να αποδειχθεί ότι AP = PQ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Μπάμπης Στεργίου 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=3222 

ΛΥΣΗ (Π. Γιαννόπουλος) 

Με μετονομασία των γραμμάτων έχουμε το 

σχήμα: 

 
Θέλουμε  ΒΘ=ΘΚ.  

Από το Θ φέρουμε παράλληλες  ΖΗ ,ΙΕ προς 

τις πλευρές του τετραγώνου .  

Είναι  

ΖΘ=ΘΙ=μ (1)  

επειδή Θ σημείο της διχοτόμου ΑΓ της Α 

Επίσης  

ΖΘ=ΒΕ=μ (2)  

(απέναντι πλευρές ορθογωνίου). 

Από (1), (2)  έχουμε 

ΒΕ=ΘΙ (3) 

και επομένως αφού θ234=900  εχουμε 

θ1+θ5=900 (4) 

ΕΒΘ+θ5=90ο (5)  

(αφού Ε=90)  

Από (4), (5)  έχουμε  

 ΕΒΘ=θ1 (6) 

ΘΕΒ=ΚΙΘ=90ο (7) 

Απο (3), (6), (7) έχουμε ότι τα τρίγωνα ΒΕΘ, 

ΘΙΚ είναι ίσα και επομένως ΒΘ=ΘΚ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7. 

 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΒΓ=2ΑΒ και 

Β=2Γ να δειχθεί ότι το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο στην Α, 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  ZITAVI TA 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:   

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=3470#p18594 

ΛΥΣΗ 1 (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

 
Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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Από το μέσον Μ της ΒΓ φέρνουμε τη 

μεσοκάθετο η οποία τέμνει την ΑΓ στο σημείο 

Ν.  Τα τρίγωνα ΑΒΝ και ΝΒΜ είναι ίσα διότι 

έχουν ΑΒ=ΒΜ, ΓΒΝ=ΝΒΑ και ΒΝ κοινή. 

Άρα °A= NMB=90  . 

ΛΥΣΗ 2 (Dimitris X) 

 
Έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Το τρίγωνο ΒΜΑ 

είναι ισοσκελές.  Άρα ΒΜΓ=ΒΑΜ=φ.  

Έστω Γ=χ. Άρα Β=2χ. Άρα από το 

τρίγωνο ΒΑΜ  έχουμε  

χ+φ=900. 

Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι ΜΑΓ=χ. 

Φέρνουμε τη διχοτόμο της Β.  

Έστω Ζ το σημείο τομής της με την ΑΓ. 

Το Ζ βρίσκεται στη μεσοκάθετο του ΑΜ, άρα 

ΖΑ=ΖΜ. 

Άρα ΜΑΓ=ΖΜΑ=χ. 

Γιατί 

ΒΜΖ=90=ΒΜΑ+ΑΜΖ=Φ+ΑΜΖ. 

Άρα η <ΑΜΖ=χ. 

ΛΥΣΗ 3 (Ανδρέας Βαρβεράκης) 

Έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Προεκτείνουμε την 

ΓΒ κατα ΒΔ=ΑΒ. Το τριγωνο ΑΜΔ είναι 

ορθογώνιο ( γιατί ΑΒ=ΒΜ=ΔΜ) και το ΑΔΓ 

ισοσκελές (γιατί οι γωνίες Δ και Γ είναι ίσες). 

Από την ισότητα των ΑΓΜ με ΑΔΒ προκύπτει 

ότι ΑΒ=ΑΜ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Δ και Ε οι προβολές 

της κορυφής Α στις εξωτερικές διχοτόμους 

των γωνιών Β και Γ αντίστοιχα, να δείξετε 

ότι: 

1. ΔΕ // ΒΓ 

2. Η ΔΕ είναι ίση με την ημιπερίμετρο του 

τριγώνου ΑΒΓ 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=4070#p22425 

ΛΥΣΗ 1 (Χρήστος Καρδάσης) 

 

 
Θεωρούμε Κ το σημείο που η ΑΔ τέμνει τη ΒΓ 

και Λ το σημείο που η ΑΕ τέμνει τη ΒΓ . Το 

τρίγωνο ΒΚΑ είναι ισοσκελές διότι η ΒΔ είναι 

διχοτόμος και ύψος , άρα το Δ μέσο της ΑΚ 

και επιπλέον ΑΒ = ΚΒ . Το τρίγωνο ΓΑΛ είναι 

ισοσκελές διότι η ΓΕ είναι διχοτόμος και ύψος 

άρα το Ε μέσο της ΑΛ και επιπλέον ΑΓ = ΓΛ . 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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Άρα στο τρίγωνο ΑΚΛ , το ΔΕ ενώνει τα μέσα 

των ΑΚ , ΑΛ επομένως είναι παράλληλη στην 

ΚΛ και ίσο με το μισό της . 

Επομένως είναι ΔΕ // ΒΓ . 

Έχουμε ΑΒ = ΒΚ , ΑΓ = ΓΛ , ΒΓ = ΒΓ . Με 

πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει 2τ = ΚΛ. 

‘Αρα ΔΕ = τ . 

ΛΥΣΗ 2 (Σταυρουλίτσα) 

Προεκτείνουμε την ΒΔ και τη ΓΕ και 

ονομάζουμε αντίστοιχα Σ και Τ τα σημεία που 

τέμνουν το παράλληλο προς την ΚΛ 

ευθύγραμμο τμήμα. Σχηματίζονται 2 ρόμβοι 

ΚΒΑΣ και ΤΑΓΛ. Τα σημεία Δ και Ε είναι τα 

σημεία που διχοτομούνται οι διαγώνιοι των 

ρόμβων, άρα και ισαπέχουν από τα 

ευθύγραμμα τμήματα ΚΛ και ΣΤ, άρα η ΔΕ 

είναι παράλληλη προς τη ΚΛ. Συγχρόνως η 

ΔΕ θα περνάει από τα μέσα των πλευρών ΑΒ 

και ΑΓ, άρα ΚΒ=2ΔΜ, ΓΛ=2ΝΕ και ΒΓ=2ΜΝ 

και έχουμε (επειδή τα ΚΣΑΒ και ΓΛΤΑ είναι 

ρόμβοι, άρα ΚΒ=ΑΒ και ΑΓ=ΓΛ): 

KB BΓ ΓΛΔE= + + =
2 2 2

AB BΓ AΓ+ + =
2 2 2
AB+BΓ+ΓA= =τ

2

 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 9. 

 

Εντός μιας γωνίας xOy κείνται δυο σημεία Α 

και Β. Να ευρεθή ο συντομώτερος δρόμος 

μεταβάσεως από του σημείου Α εις το Β και ο 

οποίος να εγγίζη τας πλευράς Ox και Oy της 

γωνίας. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Αναστάσιος Κοτρώνης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:   

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=4902#p27562 

ΛΥΣΗ (Ν.Σ. Μαυρογιάννης)  

 
Η διαδρομή είναι η έντονη. Τα Α΄,Β΄ είναι τα 

συμμετρικά των Α και Β ως προς τις πλευρές. 

Η αιτιολόγηση είναι ότι η ευθεία είναι ο 

συντομότερος δρόμος. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10. 

 

Το τετράπλευρο ABCD έχει AB=CD και 

BAD ADC 120+ = 

  . Αν BJC ισόπλευρο 

τρίγωνο να δειχθεί ότι και AJD ισόπλευρο 

τρίγωνο. 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Π.Γιαννόπουλος 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:   

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=5349#p30277 

ΛΥΣΗ 1   (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Τα τρίγωνα BAJ και CDJ είναι ίσα διότι έχουν 

AB=CD, JB=JC και ABJ DCJ=   (διότι 

ABJ ABC 60°= +   και 

DCJ=360 -(60 +240 ABC) ABC 60° ° ° °− = +   ).  

Άρα AJ=JD και αφού 

AJD= AJC+ CJD= AJC+ BJA 60°=      

άρα το τρίγωνο AJD είναι ισόπλευρο. 

ΛΥΣΗ 2 (Χρήστος Κυριαζής) 

Είναι: 

ΒΑD0+ADC=1200 άρα 

ABC+BCD=3600-1200=2400 (1) 

Aρα  

ABJ=ABC+600 (2) 

DCJ=3600-(BCD+60)=3000-

BCD=ABC+600 (Λόγω της (2) ) 

Αρα  

ABJ=DCJ 

Τώρα τα τρίγωνα ABJ, DCJ είναι ίσα (δύο 

ίσες πλευρές και τις περιεχόμενες γωνίες 

ίσες). 

Συνεπώς: 

AJ=DJ και ΒJA=CJD. 

Δηλαδή το τρίγωνο AJD είναι ισοσκελές.  

Όμως: 

600=BJA+AJC=CJD+AJC=AJD. 

Συνεπώς το τρίγωνο AJD είναι ισόπλευρο 

αφού είναι ισοσκελές με γωνία 60 μοιρών. 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 11. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΒΓ = 12. Αν Δ είναι 

σημείο της πλευράς του ΑΓ τέτοιο ώστε γωνία  

ΓΒΔ = 780, ΔΒΑ = 510, και ΑΔ = ΔΓ  να 

υπολογίσετε το μήκος της ΒΔ. 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

ΣΥΝΔΕΣΜΟΣ:   

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=5440#p30820 

ΛΥΣΗ (Π. Γιαννόπουλος) 

Προεκτείνω ΒΔ κατά ΔΕ ώστε ΒΔ=ΔΕ. Τότε 

ΑΒΓΕ παραλληλόγραμμο, συνεπώς 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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ΑΕΒ=780 και ΑΕ=ΒΓ=12 . 

Από το τρίγωνο ΑΒΕ προκύπτει ΕΑΒ=510 

δηλαδή το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές 

επομένως ΕΒ=ΑΕ=12.  Άρα ΒΔ=6. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 12. 

 

Αν ΚΖ ,ΚΔ , ΚΕ ορθές προβολές του σημείου 

Κ επι των πλευρών του ισοπλεύρου τριγώνου 

ΑΒΓ να δειχθεί ότι σ+τ+ρ=κ+λ+μ 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Π. Γιαννόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=5417#p30659 

ΛΥΣΗ 1 (Σωτήρης Λουρίδας) 

Αν ονομάσουμε Ο το κέντρο του τριγώνου και 

Ι η τομή των ΓΟ και ΑΒ, Η η τομή των ΑΟ και 

ΒΓ, Θ η τομή των ΒΟ και ΑΓ και ονομάσουμε  

χ=ΙΖ, ψ=ΔΗ, ζ=ΘΕ, αρκεί να αποδείξουμε 

οτι: 

χ+ζ=ψ που είναι αληθής σχέση και 

αποδεικνύεται από το ισόπλευρο τρίγωνο 

ΟQR με Q σημείο της ΟΙ, R σημείο της ΟΒ και 

με βάση το θεώρημα: 

Το άθροισμα των αποστάσεων σημείου της 

βάσης ισοπλεύρου τριγώνου από τις άλλες 

δύο πλευρές του ισούται με το ύψος του. 

 
ΛΥΣΗ 2 (Π. Γιαννόπουλος) 

 

 
Από το Κ φέρω παράλληλες προς τις πλευρές 

του ΑΒΓ. Τότε από τα παραλληλόγραμμα και 

τα ισόπλευρα τρίγωνα (όπως το ΝΚΜ) 

προκύπτει εύκολα 

σ+τ+ρ= 

=ΑΖ+ΒΔ+ΓΕ= 

=ΑΜ+ΜΖ+ΙΔ+ΓΠ+ΠΕ= 

=ΣΓ+ΝΖ+ΡΑ+ΔΣ+ΝΒ+ΕΡ= 

=ΣΓ+ΝΖ+ΡΑ+ΔΣ+ΝΒ+ΕΡ= 

=ΔΓ+ΒΖ+ΑΕ= 

=λ+κ+μ 

ΑΣΚΗΣΗ 13. 

 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 

2ΒΓ. Οι διχοτόμοι των γωνιών Α και Β 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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τέμνονται στο Ε . Να αποδειχθεί ότι : 

α) Το Ε βρίσκεται στην ευθεία ΓΔ. 

β) Αν η διχοτόμος της γωνίας Δ τέμνει την ΑΒ 

στο Ζ , τότε το ΑΖΕΔ είναι ρόμβος. 

γ) Αν οι ΖΔ , ΖΓ τέμνουν τις ΑΕ , ΒΕ στα 

σημεία Μ,Ν αντίστοιχα, τότε το ΕΜΖΝ είναι 

ορθογώνιο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=6008#p34028 

ΛΥΣΗ (Σταυρουλίτσα) 

α) Οι διχοτόμοι των γωνιών τέμνονται στο Ε 

και υποθέτουμε πως δεν ανήκει στη ΔΓ. 

Φέρουμε ΕΖ//ΑΔ//ΒΓ, άρα ˆ ˆΔAE AEZ=x=  

και ˆ ˆZEB=EBΓ=y , άρα τα τρίγωνα ΑΖΕ και 

ΕΖΒ είναι ισοσκελή, άρα ΕΖ=ΑΖ=ΖΒ, άρα Ζ 

είναι μέσο του ΑΒ και ABZE= =AΔ=BΓ
2

 άρα 

το Ε είναι το μέσο της ΔΓ. Επίσης 

συμπεραίνουμε πως επειδή ΑΖ=ΖΒ=ΕΖ, η ΕΖ 

είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΕΒ άρα το 

τρίγωνο είναι ορθογώνιο και x+y=90 , 

(Σημείωση: μπορούσαμε να πούμε πως 

x+y=900 επειδή είναι συμπληρωματικές λόγω 

του παραλληλογράμμου) 

β)Όλες οι πλευρές είναι ίσες και παραλληλες 

(βλ. α), άρα είναι ρόμβος... 

γ) είναι ορθογώνιο γιατί έχει 3 γωνίες ορθές, 

ˆAEB=x+y=90 , oˆ ˆEMZ=ENZ=90  γιατί είναι 

γωνίες διαγωνίων ρόμβων... 

 
ΑΣΚΗΣΗ 14. 

 

Ένα τριγωνο ΑΒC έχει oĈ=45  και  oB=15 . 
Στην προέκταση της πλευράς CΑ προς το Α 
παίρνουμε τμήμα  ΑD=2ΑC. Να δειχθεί ότι 

oADB=75 . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Στράτος Παπαδόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/memberl

ist.php?mode=viewprofile&u=1293 

ΛΥΣΗ (Ανδρέας Βαρβεράκης) 

Κατασκευάζουμε το τρίγωνο ΑCE με Α=60ο, 
E=30 ο, C=90 ο 

Το τρίγωνο, ABE είναι συμμετρικό του ABD 
ως προς ΑΒ καθώς ΑΕ=2AC=AD και 
BAD=CAE. Επίσης το Β είναι παράκεντρο 

του ΑCE. 

Επομένως EBC=EAC/2=30 ο (γωνία 

εσωτερικής με εξωτερική διχοτόμο) 

Άρα DBA=EBA=45 ο. 
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ΑΣΚΗΣΗ 15. 

 

Από σημείο P  εκτός κύκλου K  φέρουμε τις 

εφαπτομένες PQ, PR. Στην προέκταση του 

PQ θεωρούμε τυχαίο σημείο Α. Ο κύκλος που 

διέρχεται από τα σημεία A, P, R τέμνει τον 

κύκλο K  ξανά στο σημείο B  και το τμήμα AR  

στο C . Να αποδείξετε ότι  PAR=ABC .  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Φωτεινή Καλδή 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=6529 

ΛΥΣΗ  (Μιχάλης Νάννος) 

Θέτω ˆABC= ω, ˆPAR= φ. Θέτω ακόμα ˆAQB=

ˆQRB= ε, ˆQBR= ˆQRP= θ (γωνίες χορδής και 

εφαπτομένης), ˆQRC= ˆCBQ= ζ (σαν 

εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο). 

Από το σχήμα έχω: 

τoξAB τoξAPˆBRP=ε+θ= +
2 2
τoξAPε+θ=ε-ζ+

2
τoξAP =ζ+θ(1)

2

⇒

⇒  

(1)τoξAP τoξPRˆABR ω+ζ+θ= +
2 2

ω+ζ+θ=ζ+θ+φ
ω=φ

= ⇒

⇒  

 

ΑΣΚΗΣΗ 16. 

 

Θεωρούμε ισοσκελές  τρίγωνο  ΑΒΓ ( ΑΒ = 

ΑΓ)   με  Â = 80 ° . Θεωρούμε εσωτερικό 

σημείο Ρ του ΑΒΓ ώστε η γωνία ΑΓΡ να είναι 

ίση με 40° και το τρίγωνο ΑΓΡ να είναι 

ισοσκελές με βάση το ΑΡ. Να  υπολογίσετε 

την ΒΡΓ .  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Γιάννης Τσόπελας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=6675#p37664 

ΛΥΣΗ  (Γιώργος Ροδόπουλος) 

 
•  Έστω ότι η ΑΡ τέμνει την ΒΓ στο Ε. Είναι 

ΡΓ = ΑΒ  (*)  ,  

1 1A 10o
∧ ∧

= Γ =    (**)    

και o
1E 60
∧

=  . 

•  Φέρνουμε το ύψος ΑΔ  και από το 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ  παίρνουμε ότι 

AEE (1)
2

∆ =  .  
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Προεκτείνουμε την ΑΕ κατά τμήμα ΕΖ = 2ΒΕ. 

AE EZ(1) E BE
2 2

AZ B AZB
2 2 2

B AZ  (***)

⇒ ∆+ = + ⇒

Γ
∆ = ⇒ = ⇒

Γ =

   

•  Έστω Η το μέσο του ΖΕ . Προκύπτει ότι το 

τρίγωνο ΒΕΗ είναι ισόπλευρο , άρα ΒΗ = 

ΕΖ/2 και συνεπώς η γωνία ΖΒΕ είναι ορθή. 

•  Από (*) , (**) , (***) τα τρίγωνα ΖΒΑ και 

ΒΡΓ είναι ίσα οπότε: 

BP ZBA 90 50 140o o o
∧ ∧

Γ = = + =  

 

ΑΣΚΗΣΗ 17. 

 

Στο εξωτερικό ενός παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ θεωρούμε το τμήμα ΔΕ που είναι ίσο 

και κάθετο με το ΔΓ καθώς και το τμήμα ΒΖ 

που είναι ίσο και κάθετο με το ΒΓ. Να 

αποδειχθεί ότι : 

α) ΑΕ = ΑΖ  

β) Το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=7652#p43584 

ΛΥΣΗ (Μάκης Χατζόπουλος) 

 

α. Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΖ είναι ίσα, αφού 

έχουν δύο πλευρές ίσες (ΑΔ=ΒΖ και ΔΕ=ΑΒ) 

και την περιεχόμενη γωνία ( ˆAΔE = ABZ ) 

οπότε  E   = BAZ  και ΑΕ=ΑΖ 

β. Προεκτείνουμε την ΔΕ και τέμνει την ΑΒ 

στο Η και είναι Η=900 (λόγω παραλλήλων), 

οπότε   

0 0EAH 90 E 90 BAZ= − = −  άρα  

 

 



0

0

0

EAH 90 BAZ

EAH BAZ 90

EAZ 90

= − ⇔

+ = ⇔

=  

 

ΑΣΚΗΣΗ 18. 

 

Δίνεται κύκλος και οι ίσες χορδές του ΑΒ, ΓΔ, 

ΕΖ και ΗΘ. Αν Κ, Λ. Μ, Ν είναι τα μέσα των 

ίσων χορδών να δείξετε ότι  

γωνία α = γωνία β 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8149 

ΛΥΣΗ (Ανδρέας Πούλος)  

Το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι εγγράψιμο σε 

κύκλο με κέντρο Ο, το κέντρο του αρχικού 
Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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κύκλου, λόγω του γνωστού θεωρήματος «ίσες 

χορδές, ίσα αποστήματα», (στον ίδιο ή σε 

ίσους κύκλου).  

Άρα ΟΚ = ΟΛ = ΟΜ = ΟΝ.  

Τώρα οι γωνίες α και β είναι εγγεγραμμένες 

στο ίδιο τόξο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ 19. 

 

Πως μπορούμε να σχεδιάσουμε την διχοτόμο 

μιας γωνίας της οποίας η κορυφή βρίσκεται 

έξω από το φύλλο σχεδίασης; 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΥΝ: Σπύρος Καρδαμίτσης, Μάκης 

Χατζόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=40&t=4774 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8171 

ΛΥΣΗ 1 (Φωτεινή Καλδή) 

 
Έστω Ο η κορυφή της γωνίας Cx, Ay (βλ. 

σχήμα)  παίρνω σημεία G, H και φέρω τις 

διχοτόμους των γωνιών CGH, AHG με 

σημείο τομής Ε (έγκεντρο του τριγώνου 

OGH- ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας) 

παίρνω σημεία D, B (βλ. σχήμα)  και φέρω τις 

διχοτόμους των γωνιών  CDB, ABD με F 

σημείο τομής (έγκεντρο του τριγώνου ODB-

ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας) άρα η 

EF είναι η ζητούμενη διχοτόμος. 

 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

Φέρνουμε δύο τυχαίες κάθετες 1EE  και 1ZZ  

στις πλευρές της γωνίας. Από τα σημεία 1E  

και 1Z  φέρνουμε τις παράλληλες προς τις 

πλευρές της που τέμνονται στο σημείο 1O  . Το 

σημείο αυτό ισαπέχει από τις πλευρές της 

γωνίας. Επομένως είναι σημείο της διχοτόμου 

της. 

Στις παραπάνω κάθετες παίρνουμε δύο άλλα 

ίσα μήκη 2EE  και 2ZZ  στις πλευρές της 

γωνίας και επαναλαμβάνοντας την ίδια 

διαδικασία προσδιορίζουμε ένα δεύτερο 

σημείο 2Ο  της διχοτόμου. Με τα σημεία 1O  

και 2O  η διχοτόμος της γωνίας 

προσδιορίζεται. 

 
ΛΥΣΗ 3. (Γιώργος Μπαλόγλου) 

Έστω ότι oι α, β τέμνονται πέραν της 

αριστερής πλευράς της σελίδας ή της 

αριστερής πλευράς τoυ πίνακα. Επιλέγουμε 

σημεία Α, Α' επί της α και σημεία Β, Β' επί της 

β έτσι ώστε τα Α', Β' να βρίσκονται αριστερά 
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των Α, Β, αντίστοιχα. Η ζητούμενη διχοτόμος 

είναι η ΚΚ', όπου Κ το σημείο τομής των 

εξωτερικών διχοτόμων των Α (τρίγωνο ΑΒΑ') 

και Β (τρίγωνο ΒΑΒ') και Κ' το σημείο τομής 

των εσωτερικών διχοτόμων των Α' (τρίγωνο 

Α'Β'Α) και Β' (τρίγωνο Β'Α'Β). Πράγματι, αν Ε 

είναι το σημείο τομής των α, β, τα Κ, Κ' είναι 

παράκεντρα των ΕΑΒ, ΕΑ'Β', αντίστοιχα 

 
ΛΥΣΗ 4 (Φώτης Μαραντίδης, Κώστας Βήττας) 

Παίρνουμε σημείο Α στην μια πλευρά και 

φέρουμε παράλληλη προς την άλλη πλευρά. 

Η γωνία είναι ίση με την αρχική. Φέρουμε την 

διχοτόμο της γωνίας και φέρουμε την κάθετη 

σε αυτή. Αυτή τέμνει την άλλη πλευρά σε 

σημείο Β. Το μέσο είναι σημείο της 

διχοτόμου. Αρκεί τώρα από το μέσον M  του 

AB, να φέρουμε παράλληλη προς τη διχοτόμο 

της γωνίας A  που κατασκευάσαμε  

( μεσοκάθετη του AB ) η οποία είναι η 

ζητούμενη διχοτόμος. 

 
ΛΥΣΗ 5 (Πάνος Γιαννόπουλος) 

 
Κάθε σημείο της ΥΟ2Σ ισαπέχει από τις ε, η. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 20. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΔ το ύψος και C ο 

κύκλος διαμέτρου ΑΔ, ο οποίος τέμνει την 

πλευρά ΑΒ στο Ε και την ΑΓ στο Ζ. Αν Ο το 

περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ,να δείξετε ότι : 

AO EZ⊥  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Φωτεινή Καλδή 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8329 

ΛΥΣΗ  (Φωτεινή Καλδή) 
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Είναι A1+B=900 επομένως Α1=Α2=Δ1=Ζ2 άρα 

Α1+Ζ1=Ζ2+Ζ1=900. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 21. 

 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ( με ΑΒ=ΑΓ) 

με Α=200 μοίρες. Από το Β φέρνω ημιευθεία 

που τέμνει την ΑΓ στο Δ και σχηματίζει με τη 

ΒΓ γωνία ΔΒΓ=600. Από το Γ φέρνω 

ημιευθεία που τέμνει την ΑΒ στο Ε και 

σχηματίζει με τη ΒΓ γωνία ΕΓΒ=500. Να 

αποδειχθεί ότι ΔΕΓ = 800. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μυρτώ Λιάπη 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8707 

ΛΥΣΗ (Μπάμπης Στεργίου, Μιχάλης Νάννος) 

Θεωρούμε στην ΑΓ σημείο Ζ ώστε η γωνία 

ΖΒΓ να είναι 20 μοίρες. Βρίσκουμε ότι 

ΒΓ=ΒΖ, ΒΓ = ΒΕ, ΒΖ=ΖΔ και έτσι το τρίγωνο 

ΕΒΖ είναι ισόπλευρο.  Άρα τελικά ΖΕ = ΖΒ = 

ΖΔ και αφού ξέρουμε τη γωνία ΕΖΔ = 1800-

800-600=400  θα βρούμε τη γωνία ΔΕΖ = 

700 . Αλλά η ΖΕΓ είναι 400-300=100  (αφού 

η ΔΖΕ = 400 είναι εξωτερική στο τρίγωνο 

ΖΕΓ) κλπ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 22. 

 

Δίνεται ˆA B 18°∆ = ,  AB B 32°∆ = Γ ∆ =  και 

ˆB 40°∆Γ = . Βρείτε τη γωνία ˆA B xΓ = . 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Μιχάλης Νάννος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8807 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Μυρογιάννης) 

 
Φέρω ΑΚ κάθετη ΒΔ που τέμνει την ΒΓ στο Ε. 

Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΒΚΕ είναι ίσα οπότε 

ΑΚ=ΚΕ. Τα τρίγωνα ΑΚΔ και ΚΔΕ είναι 

προφανώς ίσα. Επομένως 

 ΚΔΕ=ΑΔΚ=180. 

Το τετράπλευρο ΑΔΓΕ, αφού ΑΕΒ=580, 

είναι εγγράψιμο, άρα x=360. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 23. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο η ΑΒ = 3ΑΓ. 

Φέρνουμε την διχοτόμο της γωνίας Α που 

τέμνει την πλευρά ΒΓ στο Δ και από την 

κορυφή Β φέρνουμε την ΒΕ κάθετη στην ΑΔ. 

Να δείξετε ότι ΑΔ = ΔΕ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Χρήστος Τσιφάκης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=8782 

ΛΥΣΗ  Πάνος Γιαννόπουλος 

 
Αν Β΄ είναι η τομή της ΑΓ με την ΒΕ τότε 

ΒΕ=Β΄Ε και ΑΒ=ΑΒ΄αφού ΑΕ διχοτόμος και 

ύψος του ΒΑΒ΄. Αν ΕΝ//ΒΓ τότε η 

ΒΕ=ΕΒ΄συνεπάγεται την ΓΝ=ΝΒ΄=ΑΓ. Είναι 

επομένως ΑΓ=ΓΝ και επειδή ΕΝ//ΔΓ έχουμε 

ΑΔ=ΔΕ.  

ΑΣΚΗΣΗ 24. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β =2 Γ. Αν ΑΔ η 

διχοτόμος του τριγώνου να δείξετε ότι 

ΒΔ = ΑΓ – ΑΒ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=9034 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) 
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Φέρνουμε την κάθετη ΒΚ στην ΑΔ. Τότε ΑΒΕ 

ισοσκελές (αφού ΑΚ ύψος και διχοτόμος) με 

ΑΒ = ΑΕ. Οπότε ΑΓ - ΑΒ = ΕΓ. 

Το Δ είναι στη μεσοκάθετο του ΒΕ, άρα ΒΔ = 

ΔΕ. 

Από την ισότητα των ΑΒΔ, ΑΔΕ, είναι 

 ΔEA 2ω EΔΓ ω ΔE EΓ= ⇒ = ⇒ =  

Άρα ΒΔ = ΑΓ - ΑΒ. 

ΛΥΣΗ 2 Φωτεινή Καλδή 

Παίρνουμε σημείο Β΄στην ΑΓ με ΑΒ΄=ΑΒ και 

έχουμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΒ΄είναι ίσα 

οπότε ΔΒ=ΔΒ΄, ΑΒ'Δ 2ω= και  επομένως 

Β'ΔΓ ω=  .  Άρα Β΄Δ=Β΄Γ και  

ΒΔ=Β΄Γ=ΑΓ-ΑΒ΄=ΑΓ-ΑΒ 

ΛΥΣΗ 3 (stefanos95)  

Ορίζω σημείο Ε στο ΑΓ έτσι ώστε ΑΒ=ΑΕ (το 

Ε είναι στο εσωτερικό του ΑΓ διότι η 

Β>Γ). 

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ είναι ίσα (Π-Γ-Π). 

Άρα ΒΔ=ΔΕ και η Β=Ε=2ω. 

Το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ισοσκελές διότι Δ=Ε-

Γ=2ω-ω=ω=Γ άρα ΔΕ=ΕΓ. 

Άρα ΒΔ=ΔΕ=ΕΓ=ΑΓ-ΑΕ=ΑΓ-ΑΒ. 

 
ΛΥΣΗ 4 (Μιχάλης Νάννος) 

Παίρνουμε το συμμετρικό του τριγώνου ΑΓΔ 

ως προς ΑΔ, άρα   

ΕΑ=ΑΓ  (1).  

Λόγω της εξωτερικής γωνίας ABΓ=2ω  το 

τρίγωνο ΒΕΔ θα είναι ισοσκελές, άρα  

ΕΒ=ΒΔ  (2).  

Ισχύει: 
(1),(2)

EB AB EA
B AB A
B A AB

+ = ⇒
∆+ = Γ⇒
∆ = Γ −

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 25. 

 

Τρεις κύκλοι (Κ), (Λ), (Μ) εφάπτονται 

εξωτερικά ανά δύο στα σημεία Α,Β, Γ. Οι 

ευθείες  ΑΒ, ΑΓ τέμνουν τον τρίτο κύκλο στα 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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σημεία Δ και Ε. Να αποδειχθεί ότι η ευθεία 

ΔΕ είναι διάμετρος του τρίτου κύκλου. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=9132 

ΛΥΣΗ  (Αντώνης Σπυριδάκης) 

Ως γνωστόν, οι διακεντρικές ευθείες (ΚΛ, 

ΛΜ, ΜΚ) διέρχονται από τα σημεία επαφής. 

Επειδή τώρα έχουμε τα ισοσκελή τριγωνάκια 

ΚΑΓ, ΛΑΒ, ΜΒΔ και ΜΓΕ, θα είναι: 

  















1 2 3

0 0
1 2

2

0 0
2 1

2

0
2

M +M +M =

180 -B 180 -Γ+M + =
2 2

180 -B 180 -Γ+M + =
2 2

ˆ ˆΛ+M +K=180

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 26. 

 

Έστω  ABC ένα τρίγωνο και  D, E, F τα μέσα 

των πλευρών BC, CA, AB αντίστοιχα .  

Να αποδειχθεί ότι  DAC= ABE   αν και 

μόνο ,  αν  AFC= BDA   . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=9226&p=51576#p51576 

ΛΥΣΗ (Σταυρουλίτσα) 

 
Φέρνουμε το ευθύγραμμο τμήμα FD όπου 

επειδή τα άκρα του είναι μέσα των πλευρών 

του τριγώνου θα ισχύει FD//AC επομένως 

ˆ ˆCAD=ADF , όμως το τετράπλευρο FGDB είναι 

εγγεγραμμένο διότι ˆ ˆCFA=GDB  άρα θα είναι 

ˆ ˆ ˆCAD=ADF=FBE . 

Αντίστροφα φέρνοντας τη FD βλέπουμε πως 

ˆ ˆ ˆCAD=ADF=FBE  άρα το τετράπλευρο FGDB 

είναι εγγεγραμμένο και θα είναι ˆ ˆCFA=GDB . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 27. 

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, τα ημικύκλια 

που έχουν διάμετρο τις πλευρές του τριγώνου 

και δεν έχουν άλλα κοινά σημεία με αυτό,  

εφάπτονται σε ένα τετράγωνο που έχει 

πλευρά την ημιπερίμετρο του τριγώνου1. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Ανδρέας Πούλος 

1 Το θεώρημα αυτό, το βρήκα σε έναν 
υποφάκελλο στο πρόγραμμα Geometer's 
Sketchpad, με το τίτλο "Το θεώρημα του 
Blackwell". 
Πράγματι, υπάρχει ως τέτοιο θεώρημα στο 
βιβλίο του Blackwell - ο τίτλος είναι σε 
μετάφραση -  
"Η Γεωμετρία στην Αρχιτεκτονική" , εκδόσεις 
Key Curriculum Press, Ιούνιος 1984 
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http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=9406 

ΛΥΣΗ. (Κώστας Ρεκούμης) 

Η μέγιστη απόσταση των σημείων του 

ημικυκλίου που αναγράφεται επί της 

υποτείνουσας και των σημείων κάθε 

ημικυκλίου που αναγράφεται επί μιας των 

καθέτων πλευρών, όπως προκύπτει από την 

διακεντρική των ευθεία, είναι ίση με την 

ημπερίμετρο. Επομένως, τα σημεία επαφής 

είναι οι τομές των μεσοκαθέτων των καθέτων 

πλευρών με τα ημικύκλια. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 28. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτόμος του. 

Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ φέρνουμε 

παράλληλη προς την ΑΔ που τέμνει την ΑΓ 

στο σημείο Ν, να δείξετε ότι: 

ΜΓ + ΓΝ = ΑΝ + ΑΒ + ΒΜ = τ 

όπου τ είναι η ημιπερίμετρος του τριγώνου 

ΑΒΓ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=10089 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) 

 
Από το Β φέρουμε παράλληλη στις ΑΔ, ΜΝ, η 

οποία τέμνει την προέκταση της ΓΑ (προς το 

Α) στο σημείο Ε. Αν ονομάσουμε τις ίσες 

γωνίες ΒΑΔ, ΔΑΓ, ω, έχουμε ότι  

ΒΕΓ=ΔΑΓ=ω (εντός εκτός και επί τα 

αυτά) 

ΑΒΕ=ΒΑΔ=ω (εντός εναλλάξ). 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές και 

επομένως ΑΒ=ΑΕ. 

Ακόμα, επειδή το Μ είναι το μέσον της ΒΓ και 

ΜΝ παράλληλη στην ΒΕ, προκύπτει ότι το Ν 

είναι το μέσον της ΕΓ. 

Άρα ΓΝ=ΝΕ=ΑΝ+ΑΕ=ΑΝ+ΑΒ, και η πρώτη 

ισότητα αποδείχθηκε. 

Τώρα, το ότι κάθε μία από τις παραστάσεις 

ισούται με τ, προκύπτει από το ότι το 

άθροισμά τους μας δίνει την περίμετρο 2τ του 

τριγώνου. 

ΛΥΣΗ 2 (Φωτεινή Καλδή) 
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Προεκτείνω την ΑΓ κατά ΑΖ=ΑΒ. Το ΑΖΒ 

είναι ισοσκελές και ΒΖΑ=ΑΒΖ=Α/2. Επίσης 

ΒΖ//ΑΔ//ΜΝ επομένως το Ν είναι μέσον της 

ΓΖ και έτσι ΓΝ=ΑΝ+ΑΖ άρα ΓΝ=ΑΝ+ΑΒ 

οπότε ΜΓ+ΓΝ=ΑΝ+ΑΒ+ΒΜ=τ. 

ΛΥΣΗ 3 (Μιχάλης Νάννος) 

Θέτω 

 BAΔ=ΔAΓ=φ, BΓ=α, AΓ=β, AB=γ . 

Από το μέσο Μ φέρω παράλληλη προς την ΑΒ 

που τέμνει την ΑΓ στο μέσο Κ. Λόγω 

παραλληλίας θα έχουμε MKΓ=2φ  και 

MNΓ=φ , οπότε το τρίγωνο ΚΝΜ θα είναι 

ισοσκελές και από γνωστή πρόταση θα ισχύει 

γKM=KN= .
2

 Από το σχήμα εύκολα προκύπτει 

ότι: 

1) MΓ+ΓN=MΓ+ΓK+KN=   α+β+γ =τ
2

 

2) AN AB BM+ + =   

AK KN AB BM

2 2 2

2

β γ αγ

α β γ τ

− + + =

− + + =

+ +
=

. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 29. 

 

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Γ είναι ίση με 60 

μοίρες. Στην προέκταση των ΑΓ και ΒΓ (προς 

το Γ) , παίρνουμε σημεία Δ και Ε αντίστοιχα , 

έτσι ώστε ΒΔ=ΔΕ. Αν ΑΔ=ΓΕ να αποδειχθεί 

ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=10156 

ΛΥΣΗ 1 (Φωτεινή Καλδή) 

 
Φέρω ΔΖ //= ΓΕ ,τότε ΓΕΔΖ 

παραλληλόγραμμο και ΓΔΖ=600 

ΓΖ=ΒΔ άρα ΒΓΔΖ ισοσκελές τραπέζιο με 

ΒΖΔ=600 

ΑΔ=ΔΖ και ΓΔΖ=600 άρα το τρίγωνο ΑΔΖ 

ισόπλευρο και ΑΖΔ=600 
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και τα Α,Β,Ζ είναι συνευθειακά 

ΑΒΓ=ΑΖΔ=60 άρα το ΑΒΓ ισόπλευρο 

ΛΥΣΗ 2 (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Έστω Ζ σημείο επί της ΓΕ έτσι ώστε  

ΓΖ=ΓΔ (1).  

Τότε τρίγωνο ΔΓΖ είναι ισόπλευρο (ισοσκελές 

εκ κατασκευής με μία γωνία 60 μοιρών) 

συνεπώς  

ΔΖ=ΓΔ (2) 

Είναι ΑΔ=ΓΕ και λόγω (1) έχουμε 

 ΖΕ=ΑΓ(3) 

Επίσης στο τρίγωνο ΒΓΔ ισχύει Δ1=60ο-ω 

και ομοίως στο τρίγωνο ΔΖΕ είναι Δ2=60ο-ω 

που σημαίνει ότι  

Δ1=Δ2 (4) 

Από (2),(4) και το δεδομένο ΔΒ=ΔΕ 

προκύπτει ότι τρίγωνα ΔΖΕ, ΔΓΒ είναι ίσα 

επομένως ΒΓ=ΖΕ(=ΑΓ λόγω (3)).  

Είναι δηλαδή το τρίγωνο ΒΓΑ είναι ισοσκελές 

με γωνία κορυφής Γ=60ο δηλαδή είναι 

ισόπλευρο. 

 
 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 30. 

 

Αν ένα τρίγωνο έχει δύο διχοτόμους ίσες, να 

δείξετε ότι είναι ισοσκελές. (Θ. Steiner- 

Lehmus) 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Cristoforos S. 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=10333 

ΛΥΣΗ (Κώστας Δόρτσιος) 

Εφαρμόζουμε την απαγωγή σε άτοπο. Έστω 

ότι  

ˆ ˆB>Γ   (1) 

Τότε θα είναι:  

ˆ ˆφ ω>  (2) 

και επειδή τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΒΓΔ έχουν 

δύο πλευρές ίσες και την περιεχόμενη άνιση 

τότε θα είναι: 

ΓΔ>BE   (3) 

Φέρουμε την ΕΖ ίση και παράλληλη με την 

ΒΔ. Τότε το τρίγωνο ΓΕΖ ισοσκελές και 

συνεπώς: 

ˆˆ ˆˆφ+σ=ω+θ   (4) 

όμως από το παραλληλόγραμμο ΒΔΖΕ είναι 

ΒΕ=ΖΔ και συνεπώς η (3) γίνεται: 

ΓΔ>ΔZ   (5) 

Άρα  

 ˆσ̂ θ>    (6) 

Από τις (2) και (6) με πρόσθεση προκύπτει: 

ˆˆˆφ+σ>ω+θ  

που είναι άτοπο λόγω της (4). Άρα η υπόθεση 

μας ψευδής. 

Με τον ίδιο τρόπο απορρίπτουμε και την  

ˆ ˆB<Γ .  Άρα ˆ ˆB=Γ . 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
20 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=10333
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=10333


www.mathematica.gr  Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 18, Δεκέμβριος 2017 
 

 
ΑΣΚΗΣΗ 31. 

 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και Ζ, Ε τα μέσα 

των πλευρών του ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα. Από 

το σημείο Ε φέρνουμε τυχαία ευθεία που 

τέμνει την προέκταση της ΔΑ στο σημείο Θ. 

Αν η ΘΖ τέμνει την διαγώνιο ΒΔ στο Η, να 

αποδείξετε ότι η ΕΖ είναι διχοτόμος της 

γωνίας  ΘΕΗ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=10462 

ΛΥΣΗ (Μπάμπης Στεργίου) 

Αν η ΕΖ τέμνει τη ΒΔ στο Ρ, τότε ΡΕ =ΡΖ. 

Επίσης, αν η ΗΕ τέμνει την ευθεία ΑΔ στο Κ, 

τότε θα είναι ΔΚ = ΔΘ, αφού ΕΖ // ΚΘ και 

ΡΕ=ΡΖ (δέσμη από το Η). Οι γωνίες λοιπόν : 

Κ, ΕΘΑ και ΘΕΖ είναι διαδοχικά ίσες. Αλλά 

και οι γωνίες ΗΕΖ και Κ είναι ίσες . 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 32. 

 

Στο παρακάτω σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ και 

ΑΔΕ είναι ισοσκελή (ΑΒ = ΑΓ και ΑΔ = ΑΕ) 

Α. Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΓΕ 

είναι ίσα. 

Β. Αν Μ είναι το μέσο της ΑΓ και Ν το μέσο 

της ΑΒ, να δείξετε ότι: ΔΜ = ΕΝ. 

Γ. Αν τα τμήματα ΔΜ και ΕΝ τέμνονται στο 

σημείο Κ, να δείξετε ότι το τρίγωνο ΚΔΕ είναι 

ισοσκελές. 

 
Προτείνει : Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=20&t=10791 

ΛΥΣΗ (Αλέξης Μιχαλακίδης) 

Α. Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΔΒ, ΓΑΕ 

έχουμε:  ΑΔ = ΑΕ, ΑΒ = ΑΓ και  ΔAB=ΓAE.  
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B. Συγκρίνοντας τα τρίγωνα από το σχήμα 
ΔMΓ, ENB έχουμε: BN = MΓ (μισά ίσων 
πλευρών), ΔΓ = BE (άθροισμα ίσων 

τμημάτων) και  NBE=MΓΔ  
(παραπληρωματικές ίσων γωνιών από το Α.) 

Γ. Από το προηγούμενο ερώτημα  MΔΓ=NEB  
άρα το KΔE ισοσκελές. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 33. 

 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι διπλάσια της 

Γ και η πλευρά α ειναι διπλάσια της γ. Να 

δείξετε οτι η γωνια Α είναι ορθή.  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  miltos 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=10973 

ΛΥΣΗ 1 (Κώστας Δόρτσιος) 

Αν Μ το μέσο της ΒΓ και ΒΔ η διχοτόμος της 

γωνίας Β τότε:  

Το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές γιατί 

Β=2Γ.  Άρα ΔΜ ύψος και διχοτόμος.  

Άρα και ΔΜ=ΔΑ.  

Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΒΜ ίσα. Άρα 

Α= ΔΜΒ=900 . 

 
ΛΥΣΗ 2 (Φωτεινή Καλδή) 

Φέρω DE μεσοκάθετη του BC. 

Το τρίγωνο BEC είναι ισοσκελές (EB=EC). 

Είναι CED=BED, ECD=CBA και αφού 

Β=2C τότε η AC είναι διχοτόμος της ECD.  

Επομένως  το F είναι το έγκεντρο άρα η BG 

είναι διχοτόμος της Β. Επομένως τα 

τρίγωνα FAB, FDB είναι ίσα (Π-Γ-Π) και 

Α=900 

 
ΛΥΣΗ 3 (Μιχάλης Νάννος) 

Φέρω τη μεσοκάθετο της ΒΓ και έστω Δ το 

σημείο τομής με την ΑΓ. Το τρίγωνο ΔΒΓ 

είναι ισοσκελές επομένως B φΓ ∆ = . Από το 
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ισοσκελές τρίγωνο ΒΜΑ έχω 

 

°BAM=BMA=90 -φ (1) . 

 
 

 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΜ έχω 
°ˆBΔM=90 -φ (2) . 

Από τις σχέσεις (1), (2) το τετράπλευρο 

ΑΒΜΔ είναι εγγράψιμο, συνεπώς 

 A 180 BM 90 .° °= − ∆ =  

 

ΑΣΚΗΣΗ 34. 

 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΔ είναι διχοτόμος και Μ 

το μέσο της πλευράς ΒΓ. Πάνω στις πλευρές 

ΑΒ και ΑΓ παίρνουμε τα σημεία Κ , Λ 

αντίστοιχα τέτοια ώστε ΒΚ=ΓΛ. 

'Εστω Ε το μέσο του ΚΛ. 

Αποδείξτε ότι η ΕΜ είναι παράλληλη της ΑΔ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=9588 

ΛΥΣΗ 1 (Ανδρέας Βαρβεράκης) 

 
Κατασκευάζουμε το παραλληλόγραμμο ΑΒ Α'Γ 

(κάνουμε δηλαδή συμμετρία κέντρου Μ). 

Αν Κ΄το συμμετρικό του Κ, τότε η Κ΄Λ είναι 

κάθετη στη διχοτόμο της ΑΓΑ΄(καθώς το τρίγωνο 

ΓΚ΄Λ είναι ισοσκελές), επομένως παράλληλη της 

ΑΔ (οι διχοτόμοι των γωνιών παραλληλογράμμου 

που πρόσκεινται στην ίδια πλευρά είναι κάθετες). 

 

ΛΥΣΗ 2  (Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς) 

Από τα Κ, Β φέρω τις κάθετες στην ΑΔ. Αυτές 

τέμνουν την ΑΔ στα Ζ,Η και την ΑΓ στα Ρ,Ι. 

Φυσικά ΑΚ=ΑΡ, ΑΒ=ΑΙ,Ζ μέσο της ΚΡ,Η 

μέσο της ΒΙ. 

ΡΛ=ΑΛ-ΑΡ=ΑΓ-ΓΛ-ΑΡ=ΑΓ-ΒΚ-ΑΚ= 

ΑΓ-(ΒΚ+ΑΚ)=ΑΓ-ΑΒ. 

ΓΙ=ΑΓ-ΑΙ=ΑΓ-ΑΒ. 

Άρα ΡΛ=ΓΙ. 

Στο τρίγωνο ΡΛΚ η ΖΕ είναι παράλληλη στην 

ΡΛ και ίση με το μισό της. 

Στο τρίγωνο ΒΙΓ η ΜΗ είναι παράλληλη στην 

ΓΙ και ίση με το μισό της. 

Έτσι ΖΕ=//ΜΗ. 

Άρα το ΖΕΜΗ είναι παραλληλόγραμμο.Αυτό 

τελειώνει την απόδειξη. 
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ΑΣΚΗΣΗ 35. 

 

Στις προεκτάσεις των πλευρών AB, AC 

τριγώνου ABC θεωρούμε τμήματα BD=CE 

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι DE>BC. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  kostas136 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11140 

ΛΥΣΗ 1 (Αθανάσιος Μπελήγιαννης) 

 
Aν φέρουμε το τμήμα CD , έχουμε τα τρίγωνα 

BCD , CDE να έχουν δύο πλευρές ίσες και τις 

περιεχόμενες γωνίες τους άνισες , καθώς 

είναι η DCE> BDC (ως εξωτερική στο 

τρίγωνο ADC ), άρα είναι και οι τρίτες 

πλευρές ομοίως άνισες , δηλ. DE>BC . 

ΛΥΣΗ 2 (Σωτήρης Λουρίδας) 

Έστω 

 B  C AB AC

AD AE  D  E.

∧ ∧

∧ ∧

⇒ ⇒

⇒

 

 
  

Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΕCBH, 

οπότε  

BH=CE=BD

 ABDH= BHD 90  D,
2

∧
∧

°

⇒

= −  
    

που σημαίνει ότι το Η δεν θα ευρίσκεται 

εκτός του επίπεδου χώρου που ορίζεται από 

το σύνορο του κυρτού τετράπλευρου BDHC, 

άρα έχουμε:  

 



BHD 90 , 0 BHE 180

90 DHE
DE>HE=BC.

° ° °

°

< < < ⇒

< ⇒

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 36. 

 

Σε τρίγωνο  ABC θεωρούμε την διχοτόμο AD 

της γωνίας Â.  Να αποδείξετε ότι BD<AB και 

DC<AC. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  kostas136 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11141&p=60903#p60903 
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ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Λάμπρου) 

Αρκεί να δείξουμε, στο τρίγωνο ABD, ότι 

ΑDB > ΒΑD. Ισοδύναμα  

1800 - B - A/2 > A/2, ή  

1800 - B  > A ή Α + C > A,  

που ισχύει. 

ΛΥΣΗ 2 (kostas136) 

Η ADB  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ADC,  

άρα   

ÂADB>DAC= =DAB
2

 κτλ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 37. 

 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 900) 

και ΑΔ, ΑΕ, ΑΜ το ύψος η διχοτόμος και η 

διάμεσός του. Να δείξετε ότι η ΑΕ είναι 

διχοτόμος της γωνίας ΜΑΔ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος  Καρδαμίτσης 

www.mathematica.gr/forum/viewforum.php?

f=20&start=1125 

ΛΥΣΗ (Μπάμπης Στεργίου) 

 
Είναι : 

AAE AE A B,
2

AEAM EAB MAB B
2

∧
∧ ∧ ∧ ∧

∧
∧ ∧ ∧ ∧

∆ = Γ −Γ ∆ = −

= − = −

 

ΑΣΚΗΣΗ 38. 

 

Δίνεται το πολύγωνο ΑΒΓΔΕ (αστέρι). Να 

αποδείξετε ότι:  

Α+Β+Γ+Δ+Ε = 1800 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπυρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11242 

ΛΥΣΗ (Μπάμπης Στεργίου) 
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Η πιο απλή λύση είναι να πάρουμε το πιο 

μικρό τρίγωνο με κορυφή πχ το Α και στις δύο 

γωνίες του, όχι στο Α , να γράψουμε τη σχέση 

για την εξωτερική γωνία. Η μία γωνία είναι 

ίση με Β + Δ και η άλη ίση με Γ + Ε. 

Το άθροισμα των γωνιών τόυ αστεριού είναι 

τελικά ίσο με το άθροισμα των γωνιών του 

τριγώνου αυτού. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 39. 

 

Στο σχήμα που ακολουθεί είναι ΑΒ , ΓΔ 

κάθετες μεταξύ τους χορδές σε κύκλο 

κέντρου Ζ που τέμνονται στο Ε.  

Αν Θ , Η τα μέσα των χορδών ΑΓ και ΓΔ 

αντιστοίχως να δειχθεί ότι ΘΖΗΕ 

παραλληλόγραμμο. 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Πάνος Γιαννόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11322 

ΛΥΣΗ  (Μιχάλης Νάννος) 

Θέτω  ˆAB B φΓ = Γ∆ =  (εγγεγραμμένες που 

βαίνουν στο ίδιο τόξο). 

ΕΘ, ΕΗ διάμεσοι ορθογωνίων τριγώνων που 

καταλήγουν στην υποτείνουσα, επομένως τα 

τρίγωνα ΘΑΕ, ΗΕΔ ισοσκελή. Έτσι 

ˆE EHB 2ϕΘΓ = =  (εξωτερικές γωνίες των 

τριγώνων ΘΑΕ, ΗΕΔ). 

 

Φέρω τις ακτίνες ΖΑ, ΖΓ, ΖΒ, ΖΔ και 

σχηματίζονται τα ισοσκελή τρίγωνα ΖΑΓ, 

ΖΒΔ. Λόγω των διαμέσων – υψών ΖΘ, ΖΗ θα 

ισχύει: 

ˆE Z EHZ 90 2φ (1)°Θ = = − . 

Από το τετράπλευρο ΕΘΖΗ εφόσον 

EH 90 2φ°Θ = +  ισχύει 

 EH ZH 90 2φ (2)°Θ = Θ = + . 

Από τις σχέσεις (1), (2) το τετράπλευρο ΕΘΖΗ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 40. 

 

Σε ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ονομάζουμε Η 

το ορθόκεντρο και έστω Μ, Ν, Ρ τα μέσα των 

τμημάτων ΗΑ, ΑΓ,  ΒΓ αντίστοιχα. Να 

αποδειχθεί ότι η γωνία ΜΝΡ είναι ορθή ! 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11384 
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ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 

 
ΜΝ //ΗΓ (ενώνει τα μέσα των ΑΗ,ΑΓ) 

ΝΡ // ΑΒ (ενώνει τα μέσα των ΑΓ,ΒΓ) 

αλλά ΑΒ,ΗΓ κάθετες άρα η ΜΝΡ είναι 

ορθή. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 41. 

 

Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ ισοπλεύρου τριγώνου 

ΑΒΓ παίρνουμε τα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα 

έτσι ώστε ΑΔ=ΓΕ. Αν οι ευθείες ΒΕ και ΓΔ 

τέμνονται στο Ο. 

1) Nα συγκρινετε τα τριγωνα ΑΔΓ και ΓΕΒ. 

2) Nα αποδείξετε ότι η ΒΟΓ =1200 . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  (p1g0uiNaki) 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11684 

ΛΥΣΗ  (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

 

Για το α ερώτημα συγκρίνουμε τα τρίγωνα 

ΒΕΓ και ΑΔΓ  

Για το β ερώτημα αν ονομάσουμε τις ίσες 

γωνίες των παραπάνω τριγώνων  

EB A φ
∧ ∧ ∧

Γ = ∆Γ =  τότε προκύπτει ότι: 

B 60 φ
∧ ∧

∆Γ = −  και από το άθροισμα των 

γωνιών του τριγώνου ΒΟΓ ότι είναι 180 

μοίρες προκύπτει το ζητούμενο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ 42. 

 

 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και οι τρεις διχοτόμοι του 

ΑΚ, ΒΛ, ΓΜ και Ρ το σημείο τομής τους.  

Απο το Ρ φέρνουμε ΡΖ κάθετη στην ΒΓ. Να 

δείξετε ότι οι γωνίες ΒΡΚ και ΖΡΓ είναι ίσες. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Πάνος Γκριμπαβιώτης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=20&t=11788&p=64310#p64310  

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 





o B̂BPZ 90 ( BPZ)
2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B Γ B A Γ+ + - = + =
2 2 2 2 2 2
KPΓ (εξ. APΓ)

= − =

⇒





 

 BPK=ZPΓ.
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ΑΣΚΗΣΗ 43. 

 

Στο παρακάτω σχήμα οι ευθείες 1 2,ε ε  είναι 

παράλληλες. 

  
Να αποδείξετε ότι: 

ˆ ˆˆˆ ˆx=α+β+γ+δ.  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11923&p=64971#p64971 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 

Θεωρούμε τις ε3, ε4, ε5 παράλληλες στις ε1, ε2. 

Από την ισότητα των εντός-εκτός και επί τα 

αυτά γωνιών έχουμε ξεκινώντας από κάτω 

προς τα πάνω το αποδεικτέο.  

 
ΑΣΚΗΣΗ 44. 

 

Δίνεται ένας κύκλος  (Κ, ρ) και ένα σταθερό 

σημείο Α εκτός του κύκλου. Δύο σημεία Β και 

Γ κινούνται στον κύκλο (Κ, ρ) και ένα άλλο 

σημείο Δ βρίσκεται σε ένα άγνωστο σχήμα. 

Αν γνωρίζουμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ 

είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο,  

να βρεθεί σε ποιο σχήμα ανήκει το σημείο Δ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Ανδρέας Πούλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11890 

ΛΥΣΗ (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Έστω ΑΒΓΔ ένα από τα ορθογώνια σύμφωνα 

με τα δεδομένα του προβλήματος. Τότε η 

ευθεία ΚΛ όπου Λ μέσον της ΒΓ είναι 

μεσοκάθετος της ΒΓ άρα και της ΑΔ.  

 
Θα είναι επομένως ΑΚ=ΚΔ =σταθερό 

συνεπώς το Δ ανήκει σε κύκλο κέντρου Κ και 

ακτίνος ΚΑ. 

ΑΣΚΗΣΗ 45. 

 

Στο παρακάτω σχήμα να υπολογίσετε το 

άθροισμα των γωνιών x + y + z  

όταν οι ευθείες 1ε  και 2ε  είναι παράλληλες 
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ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11947&p=65103#p65103 

ΛΥΣΗ 1 (Φώτης Μαραντίδης) 

 
Προεκτείνουμε την ε2 η οποία τέμνει την 

πλευρά που σχηματίζει με την ε1 την γωνία α. 

έχουμε ένα μη κυρτό 7-γωνο και επειδή ε1//ε2 

η νέα γωνία που σχηματίστηκε είναι α. Αν 

προεκτείνουμε τις πλευρές των εξωτερικών 

γωνιών α τέμνονται σε ένα σημείο, έστω Κ. 

Αν ενώσουμε το Κ με τις υπόλοιπες κορυφές 

του 7-γωνου σχηματίζονται 3 τρίγωνα και ένα 

κυρτό τετράπλευρο, που έχουν άθροισμα 

γωνιών 10 ορθές. Όμως από τις γωνίες του 

αρχικού 7-γωνου έχουμε χάσει 2 ευθείες 

γωνίες και έχουμε προσθέσει 4 γωνίες με 

άθροισμα 4 ορθές , όποτε το μη κυρτό 7-γωνο 

έχει άθροισμα 900 μοίρες. οι μη κυρτές 

γωνίες είναι 360-α η κάθε μια και αν τις 

προσθέσουμε θα έχουμε χ+ψ+ζ = 180 μοίρες. 

ΛΥΣΗ 2 (Πάνος Γιαννόπουλος) 

 

Από το σημείο T φέρνουμε παράλληλες προς 

τις διάφορες ευθείες  και από τις 

μεταφερόμενες γωνίες βρίσκουμε 

x+y+z=180o. 

ΛΥΣΗ 3 (Ανδρέας Πούλος) 

Ενώνω τα άκρα των τμημάτων ε1 και ε2, τα 

οποία θεωρώ ως ευθύγραμμα τμήματα  

και όχι ως ευθείες και έτσι έχω ένα μη κυρτό 

9-γωνο.  

Το άθροισμα των γωνιών του 9-γώνου είναι 

7.1800 (οι αριθμοί είναι σε μοιρες). 

Όμως δύο από εσωτερικές γωνίες του 9-

γώνου είναι από 360o0 - α. 

Επίσης, λόγω παραλληλίας των τμημάτων ε1 

και ε2 έχουμε γωνίες εντός εναλλάξ ίσες,  

άρα το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών 

είναι 3600. 

Τελικά, γνωρίζουμε για το άθροισμα των 

γωνιών:  

α+ x + y + z + a + a = 7.1800 - 2.(3600 -α) -

3600 = 1800 + 2α. 

Αυτό σημαίνει ότι x + y + z = 1800. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 46. 

 

Στο παρακάτω αστεροειδές πολύγωνο, να 

αποδειχθεί ότι 

Α+Β+Γ+Δ+Ε+Ζ=α+β+γ+δ+ε+ζ+3600 

Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
29 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=11947&p=65103%23p65103
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=20&t=11947&p=65103%23p65103


www.mathematica.gr  Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 18, Δεκέμβριος 2017 
 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Ανδρέας Βαρβεράκης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11970 

ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Λάμπρου) 

 
Ενώνουμε τις κορυφές του αστεριού, για να 

σχηματιστεί ένα εξάγωνο. Το άθροισμα των 

γωνιών του είναι 4x1800. Τώρα μετράμε τις 

γωνίες αλλιώς. Το αθροισμά τους αποτελείται 

από δύο οικογένεις γωνιών. Οι με έχουν 

άθροισμα α+β+...+ζ. Οι δε (κοιτώντας κάποια 

τρίγωνα που σχηματίζονται) έχουν άθροισμα 

(1800-Α) + ... + (1800-Ζ). Και λοιπά 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

Προεκτείνουμε μια πλευρά από κάθε «μύτη» 

του αστεριού ώστε οι γωνίες  

Α, Β,….,Ζ να είναι εξωτερικές στα 

σχηματιζόμενα τρίγωνα, τότε ισχύουν οι 

σχέσεις: 

1
ˆ ˆÂ=ζ+ζ  

1
ˆ ˆ ˆB=α+α  

……………………………………. 

1
ˆ ˆ ˆZ=ε+ε  

και με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε: 

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆA+B+...+Z=(α+β+...+ζ)+(α +β +...+ζ )  

όμως το 1 1 1
ˆ ˆα̂ +β +...+ζ  είναι άθροισμα των 

εξωτερικών γωνιών του σχηματιζόμενο 

(κίτρινου) εξαγώνου και είναι ίσο με o360 ,  

επομένως η παραπάνω σχέση γράφεται: 
oˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA+B+...+Z=α+β+...+ζ+360  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 47. 

 

Έστω Ι το έγκεντρο τριγώνου ΑΒΓ και σημεία 

Μ, Ν των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα 

τέτοια ώστε  ΑΜ=ΜΙ=ΙΒ και ΑΝ=ΝΙ=ΙΓ. 

Να βρεθούν οι γωνίες του ΑΒΓ 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Γιώργος Τσικαλουδάκης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12052 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

Τα τρίγωνα ΑΜΙ, ΜΙΒ, ΑΝΙ, ΝΙΓ είναι 

ισοσκελή λόγω των υποθέσεων και λόγω των 

διχοτόμων των γωνιών Α, Β και Γ έχουμε για 

τις παρακάτω γωνίες: 

ΜΙΑ = ΜΙΑ = ΙΑΝ = ΝΑΙ = ω 

ΜΒΙ = ΙΒΓ = ΒΜΙ = φ 
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ΒΓΙ = ΙΓΝ = ΙΝΓ = θ 

Τότε φ = 2ω ( Η γωνία φ είναι εξωτερική στο 

τρίγωνο ΑΜΙ) 

θ = 2ω ( Η γωνία θ είναι εξωτερική στο 

τρίγωνο ΑΝΙ) 

και  

Α + Β + Γ = 1800 

2ω +2φ + 2θ =1800 

2ω +4ω + 4ω =1800 

ω = 180 

άρα φ = θ = 360 οπότε Α = 360, Β = Γ = 720. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 48. 

 

Έστω κυρτό τετράπλευρο  ABΓΔ  του οποίου 

οι διαγώνιες τέμνονται στο σημείο  O.  Να 

αποδείξετε ότι τα περίκεντρα των τριγώνων   

OAB, OBΓ, OΓΔ, OΔΑ  ορίζουν 

παραλληλόγραμμο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  kostas136  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12242 

ΛΥΣΗ (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Αν Κ και Λ τα περίκεντρα των κύκλων (ΑΟΒ) 

και (ΒΟΓ) τότε ΚΛ μεσοκάθετος της κοινής 

πλευράς ΟΒ των τριγώνων, συνεπώς  

ΚΛ κάθετος στην ΒΔ (1) 

Ομοίως  

ΝΜ κάθετος στην ΟΔ ή ΒΔ. (2) 

Από 1 και 2 έχουμε  

ΚΛ//ΜΝ. (3) 

Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε ότι  

ΚΝ//ΜΛ (4) 

Από (3) και (4) έπεται ότι ΚΛΜΝ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 49. 

 

Στις ίσες πλευρές AB , AΓ ενός ισοσκελούς 

τριγώνου ΑΒΓ  παίρνουμε τα σημεία  E , Z  

αντίστοιχα ώστε  BE=AZ.   

Να αποδείξετε ότι ο περιγεγραμμένος κύκλος 

του τριγώνου  AEZ  διέρχεται από το 

περίκεντρο του τριγώνου  ABΓ 

Προτείνει  Στράτης Αντωνέας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12327&p=66768#p66768 

ΛΥΣΗ 1  (kostas136) 

Έστω O το περίκεντρο του ABC, δηλαδή 

AO=BO=ΓO. Τότε αρκεί το AEOZ να είναι 

εγγράψιμο (έχοντας κατά νού ότι τρια σημεία 
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ορίζουν μοναδικό κύκλο). Αφού AO=BO τότε 

 

ÂOΒE=OΑB=
2

 

Τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα τρίγωνα 

EBO, OAZ είναι ίσα έχοντας δύο πλευρές και 

τις περιεχόμενες αυτών γωνίες ίσες. Αυτό 

σημαίνει ότι  OE=AZ=EB.  Τότε 

  ˆAΕO=2EΒO=A  

Από την σύγκριση των τριγώνων AEO, AZE 

προκύπτει ότι  AΖE=AΟE  άρα το 

τετράπλευρο είναι εγγράψιμο.  

 
ΛΥΣΗ 2 Αλέξανδρος Συγκελάκης 

Τα τρίγωνα AOE, ΓΟΖ και ΑΟΖ, ΕΟΒ είναι 

προφανώς ανά δύο ίσα συνεπώς  OZΓ=OEA . 

Όμως  

°AZO+OZΓ=180  άρα τελικά 

 

°AZO+OEA=180  πράγμα που σημαίνει ότι το 

τετράπλευρο AZOE είναι εγγράψιμο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 50. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσο Μ της ΒΓ και 

σημείο Δ στην πλευρά ΑΓ, έτσι ώστε οι γωνίες 

ΑΔΒ και ΓΔΜ να είναι ίσες. 

Να αποδειχθεί ότι ΒΔ = 2ΔΜ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=11975 

ΛΥΣΗ 1 ( Πάνος Γιαννόπουλος) 

Προεκτείνω ΔM κατά ίσο τμήμα MΕ. Τότε 

BΕΓΔ παραλληλόγραμμο (διχοτομούνται οι 

διαγώνιοι) συνεπώς BΔ= //ΕΓ  

και επειδή γωνAΔB=ΔΓΕ (εντός -εκτός - αυτά 

μέρη) έχουμε ότι το τρίγωνο ΔΕΓ είναι 

ισοσκελές , δηλαδή 2ΔM=ΔΕ=ΕΓ=BΔ οεδ. 

 
ΛΥΣΗ 2 (Στράτης Αντωνέας) 

Παίρνουμε το μέσο N του τμήματος ΔΓ. 

Στο τρίγωνο ΒΔΓ είναι:  

MN//ΒΔ και BΔ =2MN. 

Ακόμη  

  ΔNM=AΔB=MΔN= φ   

Το τρίγωνο ΔMN είναι ισοσκελές με ΔM=MN, 

οπότε BΔ =2ΔM. 
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ΑΣΚΗΣΗ 51. 

 

Έστω σταθερός κύκλος (O,R) και σταθερό 

εξωτερικό του σημείο M. Φέρνουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα MA, MB στον κύκλο. 

Να δείξετε ότι για τυχαία εφαπτομένη του 

κύκλου σε σημείο του κυρτού τόξου AB η 

οποία τέμνει τα MA, MB στα σημεία K, L 

αντίστοιχα η περίμετρος του τριγώνου MKL 

είναι σταθερή. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: kostas136 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12421 

ΛΥΣΗ (KARKAR) 

Αν Σ το σημείο επαφής τότε ΚΑ = ΚΣ , ΛΒ = 

ΛΣ , άρα η περίμετρος του ΜΚΛ είναι : 

ΜΑ+ΜΒ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 52. 

 

Στην υποτείνουσα ΒΓ εντός ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΒΓ παίρνουμε σημείο Δ. Αν Μ, Ν 

είναι τα μέσα των τμημάτων ΑΔ, ΓΔ 

αντίστοιχα και οι γωνίες ΑΒΜ, ΓΑΝ είναι 

ίσες, να αποδειχθεί ότι το ΑΔ είναι ύψος του 

τριγώνου ΑΒΓ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12443 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 

MN // AΓ αφού ενώνει τα μέσα των AΔ, ΔΓ 

άρα MN AB⊥  

  ΓAN=ANM=MBA  

αλλά  BAN+ANM 90o= άρα  ABM+BAN 90o=  

επομένως το Μ είναι ορθόκεντρο του ΑΒΝ  

και άρα AM BΓ⊥ . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 53. 

 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τετράγωνο με 

κέντρο Ο. Αν όλα τα ορθογώνια τρίγωνα του 

σχήματος είναι ίσα, να δείξετε γεωμετρικά 

και αναλυτικά ότι τα σημεία Θ, Ε, Ο, Η και Ζ 

είναι συνευθειακά. 

 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12780 

ΛΥΣΗ 1 (Αθανάσιος Μπεληγιάννης) 

Tα τρίγωνα ΘΑΕ , ΓΗΖ , ΘΔΗ , ΕΒΖ είναι 

ορθογώνια και ισοσκελή . Οπότε 

  180ΘΕΖ = ΖΗΘ =   δηλ. τα Θ, Ε ,Η Ζ 

συνευθειακά . Επίσης το ΘΑΖΓ είναι 
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παραλληλόγραμμο, άρα η ΘΖ διέρχεται και 

από το Ο . 

ΛΥΣΗ 2 (Πάνος Γκριμπαβιώτης) 

Αφού όλα τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα 

τότε    

ΘΑΔ = ΕΑΒ = ω  

άρα  

ΔΑΕ = 90ο - ω  

οπότε  

ΘΑΕ = ω + 90 ο - ω = 90 ο. 

Αρα το τρίγωνο ΘΑΕ είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές.  

Ομοίως και τα ΓΗΖ, ΕΒΖ και ΘΔΗ. Οπότε 

φ 45=  .  

Τελικα  

ΘΕΟ = ΖΗΟ =2φ+900=1800 . 

 
Οι ΓΖ και ΑΘ σχηματίζουν με τις παράλληλες 

ΑΒ και ΓΔ ίσες γωνίες 900 + ω άρα ΓΖ και ΑΘ 

είναι ίσες και παράλληλες οπότε το ΓΖΑΘ 

είναι παραλληλόγραμμο. Αν Ο το κέντρο του 

ΓΖΑΘ τότε επειδή η ΑΓ είναι και διαγώνιος 

του τετραγώνου ΑΒΓΔ το Ο θα είναι το μέσο 

του ΑΓ άρα και η άλλη διαγώνιος του 

τετραγώνου θα περνά απο το Ο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 54. 

Ι 

σόπλευρο τρίγωνο ABC είναι εγγεγραμμένο 

σε κύκλο (O,r). 

Στο τόξο BC που δεν περιέχει το Α παίρνουμε 

τυχαίο σημείο P και φέρουμε τις χορδές PA, 

PB, PC. Να δείξετε ότι PA=PB+PC. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Φωτεινή Καλδή 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12797&p=69086#p69086 

ΛΥΣΗ 1  (Γιώργος Μανεάδης) 

Αν Κ σημείο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΡ 

ώστε ΡΚ=ΡΒ το τρίγωνο ΒΡΚ είναι ισόπλευρο 

(ΡΒ=ΡΚ και ΒΡΚ=600) 

ΒΑΡ= ΒΓΡ, ΑΚΒ= ΓΡΒ=120 οπότε  

ΑΒΚ =ΓΒΡ  

και ΑΒ=ΒΓ, ΒΡ=ΒΚ οπότε τα τρίγωνα ΑΒΚ 

και ΒΓΡ είναι ίσα, επομένως ΑΚ=ΓΡ και  

τελικά ΑΡ=ΑΚ+ΚΡ=ΡΒ+ΡΓ. 

ΛΥΣΗ 2  (Μιχάλης Νάννος) 

Άλλη μια λύση προκύπτει με στροφή του 

τριγώνου BPC κατά 60°  αριστερόστροφα ως 

προς B (τρίγωνο ABD). 

Το σημείο D θα ανήκει στην AP γιατί 

 BΑP=BCP  (εγγεγραμμένες που βαίνουν στο 

ίδιο τόξο) και το τρίγωνο BDP θα είναι 

ισόπλευρο (BD = BP και  ° °P - BD=φ+60 φ=60 ). 

Οπότε θα ισχύει: PA = PD + DA = PB + PC. 
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ΑΣΚΗΣΗ 55. 

 

Έστω τρίγωνο ABC και σχεδιάζουμε τους 

παρεγγεγραμμένους κύκλους με κέντρα a cI ,I  

των κορυφών A, C αντίστοιχα. Ο πρώτος 

εφάπτεται στην προέκταση της AC στο K και 

ο δεύτερος στην προέκταση της CA στο L. Να 

δείξετε ότι τα τμήματα AC, KL έχουν κοινό 

μέσο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: (kostas136) 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12826&p=69219#p69219 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 

Θέτω D, E τα σημεία τομής του 

παρεγγεγραμμένου κύκλου με κέντρο aI  και 

των πλευρών BC,  AB αντίστοιχα. 

Γνωρίζω ότι από σημείο εκτός κύκλου 

άγονται 2 ίσα εφαπτόμενα τμήματα, οπότε:  

AK=AE
AC+CK=AB+BE

AC+CD=AB+BD (1)

⇒
⇒  

Απ’ το τρίγωνο ABC ισχύει: 

AC+CD+AB+BD=2s (2) ,  

όπου s η ημιπερίμετρος του τριγώνου. 

Από τις σχέσεις (1), (2) παίρνω ότι 

AC+CD=AK=s . 

Ομοίως για τον άλλον παρεγγεγραμμένο 

κύκλο αποδεικνύεται ότι: CL = s, οπότε αν 

θέσουμε Μ το μέσο της πλευράς AC θα 

ισχύει: AK = CL  οπότε  

AK - AC + CM = CL - AC + AM  

άρα KM = LM άρα Μ μέσο του KL. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 56. 

 

Αν ABCD είναι παραλληλόγραμμο και σημείο 

Ε ώστε τα D, B να βρίσκονται εκατέρωθεν της 

EC τέτοιο ώστε EDC=EBC. Να αποδείξετε 

ότι DEC=AEB. 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Triantafyllos 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12935 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 
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Θέτω  EDC=EBC=a ,  DEC=b, AEB=c.  

Κατασκευάζω το παραλληλόγραμμο ADFE 

και εφόσον BC = //EF το BCFE θα είναι κι 

αυτό παραλληλόγραμμο. 

Εφόσον   CΒE=CFE=CDE=a  το τετράπλευρο 

CEFD είναι εγγράψιμο επομένως 

 CED=CFD=b . 

Από την ισότητα των τριγώνων AEB, DFC (Π-

Π-Π) έπεται το ζητούμενο. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 57. 

 

Oι χορδές AB  και Γ∆  ενός κύκλου τέμνονται 

εσωτερικά στο σημείο E . Αν οι A∆  και BΓ  

τέμνονται στο Z , να δείξετε ότι η διχοτόμος 

της γωνίας AE∆  και οι διχοτόμος της γωνίας 

BZ∆  τέμνονται κάθετα, 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12971 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή)  

Έστω ότι η διχοτόμος της γωνίας ΑΕΔ τέμνει 

τη ΒΓ στο Λ και την ΑΔ στο Κ,τότε: 

ΕΛΒ=ΛΓΕ+ΛΕΓ=ΕΑΔ+ΑΕΚ=ΕΚΔ  

επομένως το τρίγωνο ΖΛΚ είναι ισοσκελές 

(ΖΛ=ΖΚ) και άρα η διχοτόμος από την 

κορυφή Ζ είναι και ύψος. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 58. 

 

Εστω τρίγωνο ABC. Φέρουμε από το Α τυχαία  

ημιευθεία που τεμνει (εσωτερικά) τη BC στο 

D. Φέρουμε τις BF και CG κάθετες στην AD.  

Aν Ε ειναι το μεσο του BC, να δειχτει οτι το  

τρίγωνο EFG είναι ισοσκελες. 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Δημήτρης Μυρογιάννης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=12976 

ΛΥΣΗ 1  (Μαργαρίτα Βαρελά) 

Αν φέρουμε την ΕΜ κάθετη στην FG τότε το 

Μ θα είναι μέσο της FG. 

Η ΕΜ είναι επομένως διάμεσος και ύψος του 
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τριγώνου FEG. 

Άρα το τρίγωνο EFG είναι ισοσκελες. 

ΛΥΣΗ 2  (Μιχάλης Νάννος) 

Από το μέσο E της BC φέρω παράλληλη προς 

την CG που τέμνει την BG στο μέσο M. 

Προφανώς FG ME⊥ . Στο ορθογώνιο τρίγωνο 

BFG η διάμεσος FM = MG, επομένως ME 

μεσοκάθετος της FG, άρα το τρίγωνο FEG 

είναι ισοσκελές.  

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 59. 

 

Έστω  τρίγωνο  ABC , με o oˆ ˆA=90 , B=30 . 

Έστω  επίσης  M  το  μέσο  της  BC , K  το  

 μέσο  της  AB. 

Η μεσοκάθετος της BC τέμνει  την AB  στο D. 

1)  Δείξτε  ότι  η CD  είναι  διχοτόμος  της  Ĉ  

2)  Δείξτε  ότι  1KD= AB
6

. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13017 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Βασιλόπουλος) 

Επειδή D ανήκει στην μεσοκάθετη έχω DC = 

DB άρα το τρίγωνο είναι BDC ισοσκελές, 

δηλαδή  °DCM=30  , οπότε η CD είναι  

διχοτόμος της Ĉ .  

Επίσης είναι 

1 1 1KD=AB-BK-AD=AB- AB- KD+ AB
2 2 2

 
 
 

 

 οπότε  μετά τις πράξεις βρίσκουμε ότι  

1KD= AB
6

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 60. 

 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=900) και 

ΓΔ διχοτόμος της γωνίας Γ. Να δείξετε ότι: 

1. Το σημείο Δ απέχει την ίδια απόσταση από 

τις πλευρές ΑΓ και ΒΓ. 

2. ΑΔ < ΔΒ 

3. Δεν υπάρχει εσωτερικό σημείο της ΓΔ που 

να ισαπέχει από τα σημεία Α, Β. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μάκης Χατζόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13049 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 

1) Φέρω την απόσταση ΔΕ προς την ΒΓ. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα AΓΔ, EΓΔ  είναι ίσα 
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(μια πλευρά κοινή και μια οξεία γωνία ίση 

λόγω διχοτόμου), άρα A EΓ = Γ  και A E.∆ = ∆  

2) Στο ορθογώνιο τρίγωνο EB∆  η κάθετη 

πλευρά E∆  (άρα και η ίση της A∆ ) είναι 

μικρότερη από την υποτείνουσα B∆ , 

επομένως A B.∆ < ∆  

1) Η Γ∆  είναι μεσοκάθετος της AE  

( )A E,A EΓ = Γ ∆ = ∆ , άρα δεν υπάρχει 

εσωτερικό σημείο της Γ∆ που να 

ισαπέχει από τα σημεία A,B  γιατί 

B E.≠  

 
ΑΣΚΗΣΗ 61. 

 

Από το μέσο Δ της βάσης ΒΓ ισοσκελούς 

τριγώνου ΑΒΓ φέρνουμε την ΔΕ κάθετη στην 

ΑΓ. Αν Ζ είναι το μέσο της ΔΕ και η ΒΕ τέμνει 

την ΑΖ στο σημείο Κ, να δείξετε ότι τα σημεία 

Β, Δ, Κ και Α είναι ομοκυκλικά. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13257 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 

Αν Ν το μέσο της EΓ τότε  ΔN//BE   και 

ZN//ΔΓ επομένως ZN AΔ⊥    

δηλαδή το Ζ είναι ορθόκεντρο του τριγώνου 

AΔN επομένως  

AZ ΔN⊥  

και 

AK BE⊥  

Αλλά 

 

oAKB=90 =AΔB   

άρα το AKΔB  είναι  εγγράψιμο. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 62. 

 

Έστω ένα ημικύκλιο διαμέτρου AB και Γ το 

μέσο του. Έστω Δ εσωτερικό σημείο του 

τόξου AΓ  και E η προβολή του Γ στην ΑΔ.  

Να δείξετε ότι ΓΕ=ΕΔ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Φωτεινή Καλδή 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13436 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 
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Στο εγγράψιμμο ΑΔΓΒ είναι ΑΒΓ=450 

επομένως και η απέναντι εξωτερική 

εξωτερική της ΕΔΓ είναι 450 και επομένως 

το ορθογώνιο ΕΓΔ είναι ισοσκελές από το 

οποίο έπεται η αποδεικτέα.  

 

ΑΣΚΗΣΗ 63. 

 

Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ ισοπλεύρου 

τριγώνου ΑΒΓ κατα τμήμα ΒΕ=ΓΔ, όπου 

Δ σημείο εσωτερικό του ΒΓ. Δείξτε ότι 

ΔΑ=ΔΕ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Γιώργος Τσικαλουδάκης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13333 

ΛΥΣΗ 1 (Χρήστος Στραγάλης)  

 

Απο το Δ φέρω παράλληλη προς την AB που 

τέμνει την AΓ στο K. Τα τρίγωνα AKD και 

EBD είναι ίσα αφού BE=CD=CK=KD, 
oEBΔ AKΔ 120= =   και AK=BΔ άρα 

ΔA=ΔE. 

 

ΛΥΣΗ 2 Μιχάλης Νάννος 

Άλλη μια λύση με στροφή.  

Περιστρέφω το τρίγωνο ΑΓΔ κατά 60°  

αριστερόστροφα ως προς το σημείο Γ 

(τρίγωνο ΒΓΖ). 

Το τρίγωνο ΓΔΖ είναι ισόπλευρο  

( Z, Z 60°Γ∆ = Γ ∆Γ = ). 

Το τετράπλευρο ΒΓΖΕ είναι 

παραλληλόγραμμο (  ˆBE B Z 180°Γ + Γ =  άρα 

BE / / ZΓ  και BE Z= Γ ), οπότε EZ B A .= Γ = Γ  

Εφόσον B / /EZΓ  παίρνω  ˆZE Z 60 .°∆ = ∆Γ =  

Τα τρίγωνα ΑΓΔ, ΕΖΔ είναι ίσα από Π-Γ-Π, 

επομένως A E.∆ = ∆  

 
ΛΥΣΗ 3 (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Θεωρώ στην προέκταση της ΑΓ σημείο Ζ έτσι 

ώστε ΓΖ=ΓΔ=ΒΕ και την ευθεία ΖΔ που 

τέμνει την ΑΒ στο Η. Το τρίγωνο ΖΓΔ είναι 

ισοσκελές με Γ=120° άρα  Ζ=30° και 
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επειδή ΓΑΒ=60° έχουμε από το τρίγωνο 

ΖΑΗ ότι Η=90°.  

Συνεπώς ΑΗ=1/2ΑΖ=1/2ΑΕ. Συνεπώς ΖΗ 

μεσοκάθετος της ΑΕ και επομένως ΔΑ=ΔΕ.  

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 64. 

 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α-ορθή) με 

ΑΜ διάμεσο και Δ ένα σημείο της 

υποτείνουσας ΒΓ. 

Η μεσοκάθετος του ΑΔ τέμνει την κάθετο από 

το Μ προς την ΑΒ στο Ε και την κάθετο από 

το Μ προς την ΑΓ στο Ζ. 

Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Ε, Μ, Δ, Ζ είναι 

ομοκυκλικά. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Φωτεινή Καλδή 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13544 

ΛΥΣΗ (Κώστας Δόρτσιος) 

Επειδή ZA=ZΔ=ZΓ  έχουμε την ισότητα: 

 ZΔΓ=ZΓΔ (1)  

Επίσης: 

ZAM=ZMΓ  επομένως  ZAM=ZΓM (2)   

Από τις (1) και (2) προκύπτει: 

 ZAM=ZΔΓ  

Άρα το τετράπλευρο ΑΜΔΖ εγγραψιμο. 

Ακόμα είναι: 

EA=EB=EΔ 

άρα: 

  EΔM=EBM=EAM  

Άρα το τετράπλευρο ΑΕΜΔ εγγράψιμο.  

Επομένως τα σημεία Α,Ε,Μ, Δ και Ζ ανήκουν 

στον ίδιο κύκλο με διάμετρο την ΖΕ. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 65. 

 

Από  σημείο  E  της πλευράς AB , τετραγώνου  

ABCD,  φέρω  την ευθεία  ε   κάθετη προς την  

DE. Επίσης  φέρω  τα  κάθετα  προς την  ε  

τμήματα CZ , AH. 

Να  δειχθεί  ότι  EZ=DE-AH. 

 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 
Συλλογή Ασκήσεων Γεωμετρίας Α΄Λυκείου 
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http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13722 

ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Νάννος) 

 
Φέρω από το A κάθετη στην CZ που τέμνει 

την DE στο G και την  CZ  στο  F.  Φέρω 

ακόμα τη διαγώνιο  AC.  

Το τετράπλευρο  AFCD  είναι εγγράψιμο 

γιατί °ˆ ˆAFC=ADC=90 , οπότε °ˆˆAFD=ACD=45 , 

άρα το τρίγωνο  GDF  είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές δηλαδή  

GF=GD (1) . 

Από τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα EZFG, 

AHEG ισχύει:  

EZ = GF   (2),AH = GE  (3).  

Από τις σχέσεις  (1),(2),(3)  και από το σχήμα 

έχω:   

EZ = GD = DE - GE = DE - AH.  

 

ΛΥΣΗ 2 (KARKAR) 

Φέροντας  τα  κάθετα  προς  την   DE   

τμήματα  AG ,CK   ,  τα  τρίγωνα   KCD, GDA   

είναι  ίσα ( φ=ω   - οξείες  με πλευρές  κάθετες 

, CD=DA  - πλευρές  τετραγώνου) και  ακόμα   

EZ=KC , AH=GE   λόγω  του  ορθογωνίων   

EZCK , AHEG. Συνεπώς   

EZ=KC=DG=DE-GE  

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 66. 

 

Στο σχήμα παρακάτω ισχύει  

AB=BC=CD=DE=EF=FG=GH  

και  oAGH=82 . Να βρείτε την GAH . 

 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: (nonlinear) 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13908&p=74632#p74632 

ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Νάννος) 

Θέτοντας GΑH=x  και αναλύοντας τις γωνίες 

έχουμε: 5 180 12 82 .x x° °+ − =  Επομένως 



°x=GΑH=14   

 
ΛΥΣΗ 2 (Κώστας Δόρτσιος) 

Από τα ισοσκελή τριγωνα προκύπτει: 
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ˆ ˆω=2φ
ˆ ˆ ˆθ=ω+φ

ˆˆ ˆκ=θ+φ
ˆ ˆ ˆλ=κ+φ

ˆ ˆμ̂=λ+φ

 

Επομένως οι γωνίες φ, ω, θ, κ, λ, μ αποτελούν 

διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου   

με αρχικό όρο τη φ και λόγο φ. Άρα: 

ˆ ˆ ˆ ˆλ=φ+4φ=5φ  

ˆ ˆ ˆμ̂=φ+5φ=6φ  

Επειδή όμως  0AGH=82  

και  

 

( )0

0 0

ˆAGH=λ+FGH=
ˆ ˆλ+ 180 -2μ =

ˆ ˆ ˆ5φ+180 -12φ=180 -7φ

 

Άρα: 
0 0ˆ180 -7φ=82  οπότε 0φ̂=14   

 
ΑΣΚΗΣΗ 67. 

 

Για το ισοσκελές τρίγωνο ABC υπάρχει 

σημείο D του σκέλους του  AC , ώστε  



oABD=18   και το  τρίγωνο   DBC , να  είναι 

επίσης  ισοσκελές .  Έστω  φ   η  γωνία   BDC . 

Να  βρεθεί  η  τριάδα  των  γωνιών  ( , , )A Cϕ . 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14012&p=74991#p74991 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) 

1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 

Έστω ότι έιναι: ˆB̂=C=ω  

Η περίπτωση  CBD=BCD  αποκλείεται αφού 

θα έπρεπε να ισχύει °ω=ω-18  

Αν  

°CBD=BDC=ω-18 , τότε στο BCD έχουμε:   
° °

°

°

2ω-36 +ω=180
3ω=216

ω=72

⇒
⇒  

Άρα ( ) ( )° ° °ˆA, φ, C = 36 , 54 ,72  

Αν  ˆBDC=C=ω , τότε στο BCD έχουμε:   
° °

°

°

2ω+ω-18 =180
3ω=198

ω=66

⇒

⇒  

Άρα ( ) ( )ˆA, , 48 , 66 ,66Cφ ° ° °=  

 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 

Έστω 





°

°

ˆ ˆA=C=ω

B=180 -2ω

CBD=162 -2ω

⇒

⇒  

Η περίπτωση  ˆBDC=C  αποκλείεται αφού 

 ˆBDC>A=ω  

Αν  ˆCBD=C=ω , τότε 
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°

°

162 -2ω=ω
ω=54

⇒  

Άρα ( ) ( )ˆA, , 54 , 72 ,54Cφ ° ° °=  

Αν  

°CBD=BDC=162 -2ω , τότε στο BCD είναι: 

 

° °

°

°

ˆBDC+CBD+C=ω+324 -4ω=180
3ω=144

ω=48

⇒

⇒  

Άρα ( ) ( )ˆA, , 48 , 66 ,48Cφ ° ° °=  

 3η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 

Έστω 



 

° °

Â=B=ω

CBD=ω-18 , BDC=ω+18

⇒
 

Η περίπτωση   CBD=BDC  αποκλείεται, αφού 

θα έπρεπε να ισχύει: ° °ω-18 =ω+18  

Αν Αν  °ˆCBD=C=ω-18 , τότε στο BCD είναι:  

 

° ° °

°

°

ˆBDC+CBD+C=2ω-36 +ω+18 =180
3ω=198

ω=66

⇒

⇒  

Άρα ( ) ( )° ° °A, φ, = 66 , 84 ,48C  

Αν  °ˆBDC=C=ω+18 , τότε στο BCD είναι:  

 

 

° ° °

°

°

ˆBDC+CBD+C=2ω-36 +ω+18 =180
3ω=162

ω=54

⇒

⇒  

Άρα ( ) ( )° ° °ˆA, φ, C = 54 , 72 ,72  

 

ΑΣΚΗΣΗ 68. 

 

Δείξτε ότι ένα τετράπλευρο ΑΒCD με ΑΒ = 2 , 

ΒC = 1 , CD = 3 , DΑ = 1 και D = 60° είναι 

ισοσκελές τραπέζιο . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Γιάννης Τσόπελας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14123 

ΛΥΣΗ (KARKAR) 

 
Με ΑΕ κάθετο στην CD είναι EF=ED=1/2, 

AB=FC=2, BC=AF=2 και το ABCF είναι 

παραλληλόγραμμο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ 69. 

 

Δίνεται τρίγωνο ABΓ με AB < AΓ και ο 

εγγεγραμμένος κύκλος του.  Αν Δ είναι το 

σημείο επαφής του κύκλου με την  

BΓ  και Μ το μέσο της, να δείξετε ότι: 

2ΔM = AΓ – AB. 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σπύρος Καρδαμίτσης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=13849&p=74376#p74376 

ΛΥΣΗ 1 (Μαργαρίτα Βαρελά) 
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α2 τ-γ- =
2

α+β+γ α2 -γ- =
2 2

α+β+γ-2γ-α2 =
2

β-γ=AΓ-AB

 
 
 

 
 
  . 

ΛΥΣΗ 2 (Φωτεινή Καλδή) 

( )2ΔM=2 ΔΓ-MΓ =

α α+β+γ α2 τ-γ- =2 -γ- =
2 2 2

α+β+γ-2γ-α2 =β-γ=AΓ-AB
2

   
   
   

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 70. 

 

Θεωρούμε ΑΒΓ τρίγωνο και τα σημεία Δ , Ε 

της ΑΓ ώστε Δ μεταξύ των Α , Ε και τα Δ , Ε 

να τριχοτομούν την ΑΓ . 

Αν η διάμεσος ΑΜ τέμνει την ΒΔ στο Ζ  δείξτε 

ότι το ΜΔ τριχοτομείται από τα ΕΖ , ΕΒ . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Γιάννης Τσόπελας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14173 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος) 

Έστω KΛ τα σημεία τομής των ΕΖ, ΕΒ με την 

ΔΜ αντίστοιχα. Στο τρίγωνο ΒΔΓ ισχύει 

ΜΕ//ΒΔ, οπότε στο τρίγωνο ΑΜΕ θα ισχύει 

ΔΖ//ΜΕ και Ζ μέσο του ΑΜ. 

Το Λ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΒΔΓ, 

επομένως  

MM (1)
3
∆

Λ =   

και το Κ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου 

ΑΜΕ, επομένως  

MK (2)
3
∆

∆ = .  

Ισχύει ακόμα: 
(1),(2)

K K M M
2M MK M (3)

3 3

∆ + Λ +Λ = ∆ ⇒
∆ ∆

Λ = ∆ − =
 

Από (1), (2), (3)  έπεται το ζητούμενο. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 71. 

 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τυχαίο σημείο Ε 

στη πλευρά ΑΒ. Αν η διχοτόμος της γωνίας 

ΕΔΓ τέμνει την ΒΓ στο Ζ δείξτε ότι 

ΔΕ=ΑΕ+ΓΖ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Σταύρος  Σταυρόπουλος 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14218 

ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Νάννος) 

Στρέφω το τρίγωνο Z∆Γ  90°  αριστερόστροφα 

ως προς ∆  (τρίγωνο AK∆ ). 

Ισχύει 

°ˆEΔK=EKΔ=90 -φ , άρα το τρίγωνο ΕΚΔ 

είναι ισοσκελές και επομένως:  

E AE AK
E AE Z

∆ = + ⇒
∆ = +Γ

. 
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Σημείωση: Για να αποφύγουμε τη στροφή και 

να είναι εντός της ύλης της Α΄ Λυκείου 

μπορούμε να πούμε ότι φέρουμε από το Δ 

κάθετη στη ΔΖ που τέμνει την προέκταση του 

ΒΑ στο Κ. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΓΖ, ΔΑΚ 

είναι ίσα (μια οξεία γωνία και μια κάθετη 

πλευρά αντίστοιχα ίσες), το τρίγωνο ΕΚΔ 

ισοσκελές… 

ΛΥΣΗ 2 (Γιάννης Τσόπελας) 

Πάνω στην ΕΔ θεωρούμε τμήμα ΕΚ = ΑΕ 

οπότε για την απόδειξη της ζητούμενης αρκεί 

ΓΖ = ΔΚ . 

Έστω Λ το σημείο τομής ΑΚ , ΓΔ . 

0

0

ˆ ˆEΔZ=ZΔΓ=φ
ˆAEK=2φ

ˆ ˆEAK=AKE=90 -φ
ˆˆΔKΛ=ΔΛK=90 -φ.

⇒

⇒

⇒
 

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΔΛ , ΔΖΓ εύκολα 

προκύπτει η ισότητα αυτών άρα και ΔΛ = ΖΓ 

και επειδή ΔΛ = ΔΚ , τελικά ΖΓ = ΔΚ . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 72. 

 

Οι διαγώνιοι   AC , BD   του  ισοσκελούς  

τραπεζίου   ABCD   τέμνονται στο   E .  

Χαράσσω  τον κύκλο   c  , που  ορίζουν  τα  

σημεία   A , D, E  . 

Δείξτε  ότι  το   τραπέζιο είναι  εγγράψιμο , 

και  ότι  το  κέντρο του  περιγεγραμμένου   

κύκλου  του ,  βρίσκεται πάνω  στον   c  . 

 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: (KARKAR) 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14610 

ΛΥΣΗ (Κώστας Δόρτσιος) 

Έστω ότι η μεσοκάθετος των βάσεων είναι η 

ΗΖ και η οποία τέμνει τον  

περιγεγραμμένο κύκλο στο τρίγωνο ΑΕD και 

σε δεύτερο σημείο το Ο.  

Τότε είναι: 

OA=OB, OC=OD  

Επίσης στο εγγεγραμμένο τετραπλευρο 

ΑΟΕD είναι ˆˆ ˆˆ ˆφ=σ=μ=θ=ω . Άρα ισχύει   

OA=OD=OC=OB που σημαίνει ότι το ABCD 

είναι εγγράψιμο σε κύκλο με κέντρο το Ο που 

βρίσκεται πάνω στον περιγεγραμμένο κύκλο 

του τριγώνου AED. 
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ΑΣΚΗΣΗ 73. 

 

Σε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ΒΔ=ΑΔ. 

Έστω Μ το μέσο του ΓΔ και Ε σημείο στην ευθεία 

ΒΜ ώστε ΜΒ=ΜΕ. Να αποδειχθεί ότι : 

α) η ΒΜ είναι κάθετη στην ΓΔ  

β) τα σημεία Α,Δ,Ε είναι συνευθειακά 

γ) ΑΔ = ΔΕ 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14626 

ΛΥΣΗ 1 (Μιχάλης Νάννος) 

α) Εφόσον A B∆ = ∆  και A B∆ = Γ  (απέναντι 

πλευρές παραλληλογράμμου) έπεται ότι το 

τρίγωνο B∆Γ  είναι ισοσκελές και αφού BM  

διάμεσος θα είναι και ύψος. 

β) Αν θέσω  AB BA x∆ = ∆ =  (από το ισοσκελές 

AB∆ ) τότε θα είναι ˆB xΓ∆ =  (απέναντι 

γωνίες παραλληλογράμμου), ˆM B x∆ =  (από το 

ισοσκελές B∆Γ ) και ˆM E x∆ =  (από το 

ισοσκελές B E∆  - M∆  διάμεσος και ύψος). 

Οπότε ° °ˆ ˆBΔA+BΔE=180 -2x+2x=180 , άρα 

A, ,E∆  συνευθειακά. 

γ) Αφού E B∆ = ∆  και B A∆ = ∆  προκύπτει 

E A∆ = ∆ . 

 
ΛΥΣΗ 2 (KARKAR) 

 
1) AΔ=BΔ=BΓ  άρα BΓΔ είναι ισοσκελές και 

BM είναι διάμεσος και ύψος.  

2)  &  3) Οι  προεκτάσεις των BM, AΔ 

τέμνονται στο E΄.  Το τρίγωνο BΔE είναι 

ισοσκελές  (ΔM ύψος και διχοτόμος) άρα 

BM=ME΄ συνεπώς το Ε΄συμπίπτει με το Ε.  

 

ΑΣΚΗΣΗ 74. 

 

Με χορδές τις πλευρές ΑΒ και ΒΓ 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ γράφουμε δύο 

ίσους κύκλους ( )O, R  και  ( )K, R   

Αν Ε είναι το δεύτερο σημείο τομής τους να 

δείξετε ότι: 

i) Οι κύκλοι κέντρων Λ, Κ που είναι 

περιγεγραμμένοι αντίστοιχα  στα τρίγωνα 

ΔΑΕ και ΔΓΕ έχουν ακτίνα R. 

ii) Τα σημεία Ο, Κ, Λ και Μ ανήκουν στον ίδιο 

κύκλο με κέντρο Ε και ακτίνα ίση με R 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Στάθης Κούτρας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=14830 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ροδόπουλος) 
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Έστω 1 2,C C  οι κύκλοι (Ο , R) , (K , R) και 

3 4,C C  οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των 

τριγώνων ΑΔΕ , ΔΓΕ με κέντρα Λ , Μ 

αντίστοιχα. 

(i) Από το Ε φέρνουμε παράλληλη προς την 

ΓΒ που τέμνει τον κύκλο 1C  στο Ζ . Οι κύκλοι 

C1, C2 είναι ίσοι οπότε 1 1Z
∧ ∧
Γ =  και έτσι 

παίρνουμε ότι το ΕΓΒΖ είναι 

παραλληλόγραμμο . Κατά συνέπεια και το 

ΑΖΕΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΖΕ είναι ίσα οπότε και 

οι περιγεγραμμένοι τους κύκλοι C3 και C4  

είναι ίσοι. 

Επίσης τα τρίγωνα ΔΕΓ και ΑΒΖ είναι ίσα 

οπότε και οι περιγεγραμμένοι τους κύκλοι C4 

και C1  είναι ίσοι. 

(ii) Τώρα έχουμε EM = EΛ = ΕΟ = ΕΚ = R 

δηλαδή τα σημεία Μ , Λ , Ο , Κ ανήκουν στον 

κύκλο (Ε , R) . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 75. 

 

Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και μία διάμετρος 

ΑΒ. Φέρουμε την εφαπτομένη στο Β και πάνω 

σ' αυτήν παίρνουμε τυχαίο σημείο Γ . Από το 

μέσο Δ της ΒΓ φέρουμε την εφαπτομένη ΔΝ 

του κύκλου . Να αποδείξετε ότι : 

α) ΔΝ = ΔΓ  

β) το τρίγωνο ΝΒΓ είναι ορθογώνιο . 

γ) τα σημεία Α, Ν, Γ είναι συνευθειακά . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Χάρης Γ. Λάλας  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15015 

ΛΥΣΗ   (Γρηγόρης Κ.) 

 
α) ΔΝ = ΔΒ ως εφαπτόμενα τμήματα και 

αφού ΔΓ = ΔΒ έχουμε ΔΝ = ΔΓ. 

β) ΔΝ = ΔΒ = ΔΓ άρα η ΓΝΒ είναι ορθή 

αφού η διάμεσος ισούται με το μισό της 

υποτείνουσας. 

γ) Φέρνω ΑΝ και ΝΒ. Το τριγ. ΝΑΒ είναι 

ορθογώνιο γιατί ΝΟ = ΑΟ = ΟΒ = ρ άρα η 

διάμεσος ισούται με το μισό της 

υποτείνουσας. Άρα έχουμε  

oΓNB=BNA=90  

άρα ΓNA=180 .  

 

ΑΣΚΗΣΗ 76. 

 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από τυχαίο σημείο Δ 

της ΒΓ φέρνουμε ΔΕ //= ΑΒ που τέμνει την 

ΑΓ στο  Κ και ΔΖ//= ΑΓ που  

τέμνει την ΑΒ στο Λ. Να αποδείξετε ότι : 

α) Tα σημεία Ζ , Α , Ε είναι συνευθειακά . 
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β) Tα τρίγωνα  ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα . 

γ) Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ, ΒΕ , ΛΚ, ΖΓ 

διέρχονται από το ίδιο σημείο (:συντρέχουν). 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Χάρης Γ. Λάλας  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15014&p=78850#p78850 

ΛΥΣΗ (Γρηγόρης Κ.) 

 
α) Έχουμε ΖΑΓΔ παρ/μο άρα ΖΑ//ΓΔ. Επίσης 

ΑΕΔΒ παρ/μο άρα ΑΕ//ΒΔ. Σύμφωνα με το 

Eυκλείδιο αίτημα από το Α άγεται μοναδική 

παράλληλη προς το ΒΓ άρα αναγκαστικά τα 

Ζ, Α, Ε ανήκουν στην ίδια ευθεία. 

β) Έχουμε   ΔZA=AΓΔ, ABΔ=AEΔ . Επίσης ΖΑ 

= ΔΓ και ΑΕ = ΒΔ άρα και ΖΕ = ΒΓ. Συνεπώς 

τα τρίγωνα είναι ίσα από Γ-Π-Γ. 

γ)Τα ΑΔ και ΓΖ συντρέχουν στο Ο (κέντρο 

του ΖΑΓΔ). Τα ΑΔ και ΒΕ τέμνονται στο Ι 

(κέντρο του ΑΕΔΒ). Άρα O I≡ , δηλαδή ΑΔ, 

ΒΕ και ΓΖ συντρέχουν στο Ο. Με το ίδιο 

σκεπτικό αρκεί τώρα νδο ΑΚΔΛ παρ/μο ώστε 

από το Ο να διέρχεται και το ΚΛ. Τα τριγ. 

ΑΕΚ και ΔΒΛ είναι ίσα από Γ-Π-Γ: 

 ˆ ˆE=B, ΔB=EAKΛ  (γωνίες με πλευρές 

παράλληλες) και ΒΔ = ΑΕ. Άρα προκύπτει ότι 

ΑΛ //= ΚΔ άρα ΑΚΔΛ παραλληλόγραμμο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 77. 

 

Σε ένα τετράγωνο ABCD, K  είναι το κέντρο 

του. Από την κορυφή B  φέρνουμε κάθετη 

στη διχοτόμο της γωνίας ˆACD,   

που τέμνει την διαγώνιο AC στο σημείο E  και 

την πλευρά του CD στο σημείο Z. 

Να αποδείξετε ότι DZ=2KE.  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Στράτης Αντωνέας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15016&p=78856#p78856 

ΛΥΣΗ (Γρηγόρης Κ.) 

Έστω Ι το μέσο του ΒΖ. Για να ισχύει 2ΚΕ = 

ΔΖ αρκεί να δειχθεί ότι ΚΙ = ΚΕ (τμήμα που 

ενώνει τα μέσα δύο πλευρών τριγώνου είναι 

ίσο με το μισό της απέναντι πλευράς. Και 

τώρα έχουμε  KIE=EZC  (εντός εναλλάξ) και 

 KEI=ZEC  (κατακορυφήν). To τριγ. ECZ είναι 

ισοσκελές γιατί CL (L το σημείο τομής ΒZ και 

της διχοτόμου της ACD) είναι ύψος και 

διχοτόμος.  Άρα  CEL=CZL . Από εδώ 

προκύπτει ότι KIE=KEI  άρα ΚΕ = ΚΙ.

 
ΑΣΚΗΣΗ 78. 
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Δείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΚΝ, ΒΚΛ, ΓΛΜ και 

ΔΜΝ μπορούν να συναρμολογηθούν με 

τρόπο ώστε να προκύψει το τετράπλευρο 

ΚΛΜΝ όπου τα Κ, Λ, Μ και Ν είναι τα μέσα 

των πλευρών του κυρτού τετραπλεύρου 

ΑΒΓΔ. 

 
(Θέματα Γεωμετρίας, Άσκηση 7, σελίδα 153, 

Περιοδικό Το φ, τεύχος 1) 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: dimplak 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15057 

 

ΛΥΣΗ (Κώστας Δόρτσιος) 

Στο σχήμα φαίνονται οι μετακινήσεις που 

πρέπει να γίνουν: 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 79. 

 

Προεκτείνω  την πλευρά  BC  του ισοπλεύρου  

τριγώνου  ABC , κατά  τμήμα  BCCD=
2

 , και  

σχεδιάζω  το  επίσης  ισόπλευρο  τρίγωνο  

CDE , με  το  E  στο  ίδιο  (ως  προς  BD) 

ημιεπίπεδο με το Α. 

Δείξτε  ότι οι γωνίες  φ=AEB   και  ω=ADB    ,  

είναι  συμπληρωματικές . 

 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15103&p=79273#p79273 

ΛΥΣΗ 1 (Γρηγόρης Κ.) 

 
Προεκτείνω την BD κατά DZ = CD.  Στο τριγ. 

ABZ: C μέσο και EC//AB άρα και Ε μέσο. 

Επίσης 2ΑC = BZ άρα  oBAZ=90 . Στο τριγωνο 

CEZ είναι 2ED = CZ άρα  oCEZ=90 . Τώρα 

έχουμε: 

 

 

o o o o

o o o o

φ=180 -90 -180 +120 +EBC=30+EBC

ω=180 -60 -60 -CAD=60 -CAD.,
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Τώρα αρκεί να δειχθεί ότι  EBC=CAD . Τα 

τριγωνα ΕBC και ΑCD είναι ίσα από Π-Γ-Π ( 

ΑC = BC, ACD = BCE , CE = CD) άρα 

 EBC=CAD . 

 

ΛΥΣΗ 2 (Μιχάλης Νάννος) 

Έστω F  το σημείο τομής των BD,AE  και AG 

το ύψος του ισοπλεύρου ABC .  

Τα τρίγωνα ACG, ACE  είναι ίσα (Π-Γ-Π), 

οπότε °ˆAEC=90  και °F̂=30 . 

Εφόσον °ˆGA=AE,GAE=60 , το τρίγωνο AGE 

είναι ισόπλευρο.  

Τα τρίγωνα AED,EGB  είναι ίσα (Π-Γ-Π: Αυτό 

προκύπτει εύκολα αν λάβουμε υπ΄όψιν το 

σχήμα και τα αθροίσματα των γωνιών - 
°ˆGEC=30  απ’ το ισοσκελές  CGE). Οπότε θα 

έχουμε  
E AD = B EG = x,  

°φ̂+x=60 (1)   

και από εξωτερική γωνία °ω̂=30 +x (2) .  

Με πρόσθεση κατά μέλη των ( ) ( )1 , 2  

προκύπτει το ζητούμενο. 

 
ΛΥΣΗ 3 (KARKAR) 

 

Έχουμε ότι τα τρίγωνα ABC, BCE είναι ίσα 

(AC=BC, CD=CE και περιεχόμενες 1200) και 

τα τρίγωνα ABE, AMD είναι ίσα (AB=MD, 

BE=AD, BAE=AMD=900) και AC=2CE. 

C=600, ω=θ, θ συμπληρωματική της φ. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 80. 

 

Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο και Ε,Ζ,Η,Θ 

σημεία των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ 

αντίστοιχα ώστε το ΕΖΗΘ να είναι 

παραλληλόγραμμο. Να δείξετε ότι τα 

παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ έχουν το 

ίδιο κέντρο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: (miltos) 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15185 

ΛΥΣΗ (Ηλίας Καμπελής) 

Έστω το παρ/μο ABΓ∆   με  ˆA 90°= Γ > . 

Τα τρίγωνα AEΘ   και HZΓ   είναι ίσα γιατί 

έχουν: 

 ˆA 90°= Γ >   (υπόθεση) 

E ZHΘ =   ως απέναντι πλευρές του παρ/μου 

EZHΘ   και  

 

1 1E H=   ως οξείες γωνίες με παράλληλες 

πλευρές. 

Έτσι και AE H= Γ  

Όμως AE / / HΓ  , οπότε το AE HΓ   είναι 

παρ/μο, οπότε οι διαγώνιοι του AΓ   και EH   

τέμνονται στο μέσο O   της  AΓ   και EH . 
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Οι διαγώνιοι του παρ/μου  EZHΘ  , EH  και 

ZΘ   τέμνονται στο μέσο O  της EH  

 και οι διαγώνιοι του ABΓ∆  τέμνονται στο 

μέσο O  της AΓ . 

Άρα τα παρ/μα ABΓ∆   και EZHΘ   έχουν το 

ίδιο κέντρο O . 

 
ΑΣΚΗΣΗ 81. 

 

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  η διχοτόμος του AΔ  και 

η διάμεσός του BM, τέμνονται κάθετα στο 

σημείο E.  

Η ευθεία ΓE  τέμνει την πλευρά AB στο 

σημείο Z.  

Να αποδείξετε ότι ZΔ//AΓ.   

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Στράτης Αντωνέας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15271 

ΛΥΣΗ: (badoun) 

Από το Δ φένουμε ΔK//AB . Τότε  

1 2Ẑ=Δ +Δ  ως 

εντός εναλλάξ. 

Επίσης η Ẑ  είναι εξωτερική γωνία του 

τριγώνου AΔZ  άρα    

1 1 2 1Ẑ=A +Δ =A +Δ  αφού 

ΑΔ διχοτόμος. 

Άρα  

2 2A =Δ   

Όμως  

2 1A =Δ  ως εντός εναλλάξ, επομένως 

 

1 2
ˆ ˆˆΔ =Δ Z=Δ=A⇒  

Οι γωνίες Α και Ζ είναι εντός εκτός κι επι 

τ'αυτά και είναι και ίσες, άρα ZΔ//AΓ.  

 
ΑΣΚΗΣΗ 82. 

 

Από  το  ορθόκεντρο  O  του  ισοπλεύρου 

τριγώνου  ABΓ , διέρχεται  ευθεία  ε , που 

αφήνει  τα  B, Γ στο  ίδιο  ημιεπίπεδο. 

Αν  AΛ  , BK , ΓN  είναι  οι  αποστάσεις  των  

κορυφών  από  την  ε  , να  δειχθεί  ότι : 

AΛ=BK+ΓN . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: (KARKAR)  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15489 

ΛΥΣΗ: (Στάθης Κούτρας) 

Αν Μ το μέσο της ΒΓ και MM ε′ ⊥  τότε στο 

τραπέζιο ΒΓΝΚ η ΜΜ’ είναι διάμεσος οπότε 

( )BK N 2MM : 1′+ Γ =  

Επειδή το ορθόκεντρο ισοπλεύρου τριγώνου 

είναι και βαρύκεντρό του τότε θα είναι 

( )OA 2 : 2
OM 1

=  (ιδιότητα του βαρυκέντρου)  

και από τα όμοια τρίγωνα2 ΟΛΑ και ΜΜ’Ο 

(ορθογώνια με μία οξεία κατακορυφήν γωνία 

ίση) θα ισχύει: 
( )

( )

2

1

A OA 2  
MM OM 1

A 2MM
A BK N

′

′

Λ
= = ⇒

Λ = ⇒
Λ = +Γ

 

2 Η χρήση ομοιότητας μπορεί να παρακαμφθεί αν από 
το μέσο της ΑΟ φέρουμε κάθετη στην ΚΝ και 
σχηματίσουμε έτσι ένα ορθογώνιο ίσο με το ΟΜΜ’. 
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ΑΣΚΗΣΗ 83. 

 

Δίνεται  ημικύκλιο κέντρου O  και  διαμέτρου  

AB  και  μικρότερο  ημικύκλιο  διαμέτρου  AO. 

Ευθεία  που  διέρχεται  από το  A  , τέμνει  το  

μικρό  ημικύκλιο  στο  C   , και το  μεγάλο στο  

D. 

Η  OC  τέμνει  το μεγάλο  ημικύκλιο  στο  E   . 

Δείξτε  ότι  :  

1) AC=CD    

2) Το μέτρο  του  τόξου BD   είναι  διπλάσιο  

του  μέτρου  του  OC  .  

 3) Τα τόξα    AC, AE  έχουν  ίσα  μέτρα 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15169 

ΛΥΣΗ (Σωκράτης Λυράς) 

 

α)  oACO=90  αφόυ βαίνει σε διάμετρο κύκλου. 

Φέρνω OD. Τα τρίγωνα ACO και COD είναι 

ίσα.  Άρα AC=CD. 

β) Οι γώνιες  DAB   και DOB  έχουν σχέση 

επίκεντρης και εγγεγραμμένης γώνιας. Άρα 

BD=2OC 

γ) Η γωνία ΑΟC είναι επίκεντρη και βαίνει 

στο τόξο AC του μικρόυ ημικυκλίου.Επίσης η 

ίδια γωνία βαίνει στο τόξο AE του μεγάλου 

ημικυκλίου.Άρα τα μέτρα τους είναι ίσα. 

γ)η γωνία AOC  είναι επίκεντρη και βαίνει 

στο τόξο AC  του μικρόυ ημικυκλίου.  Επίσης 

η ίδια γωνία βαίνει στο τόξο AE  του μεγάλου 

ημικυκλίου. Άρα τα μέτρα τους είναι ίσα. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 84. 

 

Στις ίσες πλευρές ΑΒ και ΑΓ ισοσκελούς 

τριγώνου ΑΒΓ παίρνουμε σημεία Δ και Ε 

αντιστοίχως τέτοια ώστε ΑΔ=ΑΕ. Αν οι 

διχοτόμοι των εξωτερικών γωνιών B̂  και Γ̂  

τέμνονται στο σημείο Ι, να αποδείξετε ότι η 

ΑΙ είναι η μεσοκάθετος των τμημάτων ΒΓ και 

ΔΕ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: vzf 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=16695 

ΛΥΣΗ (irakleios)  

To τρίγωνο ΒΓΙ είναι ισοσκελές (οι γωνίες της 

βάσης ίσες ως μισά ίσων ) . 

Άρα το Ι ισαπέχει από τα άκρα Β και Γ άρα 

ανήκει στη μεσοκάθετο του ΒΓ , επίσης το Α 

ισαπέχει από τα Β και Γ άρα ανήκει στη 
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μεσοκάθετο του ΒΓ , οπότε ΑΙ μεσοκάθετος 

της ΒΓ . 

 
Άρα η ΑΙ είναι διχοτόμος της Α ( αφού το ΑΖ , 

όπου Ζ σημείο τομής ΑΙ και ΒΓ, είναι ύψος 

και διάμεσος στο τριγ ΑΒΓ) οπότε στο 

ισοσκελές ΑΔΕ  θα είναι κάθετη στην ΔΕ και 

θα περνάει από το μέσον του ΔΕ.(αφού στο 

ισοσκελές  ΑΔΕ η ΑΚ διχοτόμος , Κ σημείο 

τομής ΑΙ και ΔΕ ) άρα μεσοκάθετος και στην 

ΔΕ . 

ΑΣΚΗΣΗ 85. 

 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 

υποτείνουσα ΒΓ, η διχοτόμος ΒΔ και η 

μεσοκάθετος της ΑΓ που τέμνει την ευθεία 

ΒΔ στο Ε. Οι ευθείες ΒΑ , ΓΕ τέμνονται στο Ζ. 

Να αποδειχθεί ότι : 

Α) ΓΖ = 2ΑΕ 

Β) Η ΖΔ είναι κάθετη στην ΒΓ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεγίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=16697 

ΛΥΣΗ (irakleios): 

 
α) 'Εστω Μ το σημείο τομής της μεσοκαθέτου 

της ΑΓ με την ΑΓ . 

Είναι ΕΜ κάθετη στην ΑΓ επίσης ΒΑ κάθετη 

στην ΑΓ άρα ΕΜ//ΑΒ και Μ μέσον ΑΓ άρα Ε 

μέσον της υποτείνουσας ΖΓ οπότε ΖΓ = 2ΑΕ 

(ιδιότητα διαμέσου που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα) 

β) Στο τρίγωνο ΒΓΖ η ΒΕ είναι διχοτόμος και 

διάμεσος  άρα ισοσκελές άρα και ύψος . 

Επίσης ΓΑ ύψος στην ΒΖ οπότε Δ ορθόκεντρο 

του τριγ. ΒΖΓ άρα η ΖΔ θα είναι κάθετη στην 

ΒΓ . 

ΑΣΚΗΣΗ 86. 

 

Στις πλευρές παραλληλογράμου 

κατασκευάζονται τετράγωνα. Να δείξετε ότι 

τα κέντρα τους είναι κορυφές τετραγώνου. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Χρήστος Κανάβης  

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=16734 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κανάβης) 
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Τα τρίγωνα ΚΔΝ και ΝΓΜ είναι ίσα διότι 

έχουν: 

1) ΔZ HΓΔK= = =MΓ
2 2

 

2) ΔO ΓΠΔN= = =ΓN
2 2

 

3) ˆ ˆKΔN=NΓM   

Επομένως είναι και  KN=NM. Ομοίως 

αποδεικνύεται ότι  KN=NM=MΛ=ΛK άρα το 

τετράπλευρο KNMΛ είναι ρόμβος. 

Επίσης είναι 

 
0

ˆ ˆ ˆKNM=KNΔ+ΔNM=
ˆ ˆ ˆMNΓ+ΔNM=ΔNΓ=90

  

Επομένως το  KNMΛ είναι τετράγωνο  

ΑΣΚΗΣΗ 87. 

 

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Α είναι 60°  και η 

γωνία Γ  είναι 45° . Φέρνουμε το ύψος  ΒΔ  και 

στην  ΑΒ  παίρνουμε σημείο  Ε , έτσι  ώστε η  

γωνία  ΑΓΕ  να είναι 15° . Η κάθετη προς την   

ΕΓ  στο  Ε  τέμνει την ευθεία  ΔΒ  στο  Ζ . Να 

αποδείξετε ότι : 

α) ΓΒ=ΓΕκαι ΒΡ= ΒΕ, όπου  Ρ  είναι το 

σημείο τομής των  ΒΔ,ΓΕ.   

  β)  Το τρίγωνο  ΒΕΖ  είναι ισοσκελές. 

  γ)  Αν  Κ, Μ  είναι οι προβολές των  Ε , Γ  

στις  ΔΖ,ΑΒ  αντίστοιχα, τότε τα τρίγωνα  

ΒΜΓ  και  ΕΚΖ  είναι ίσα. 

  δ ) Η γωνία  ΔΖΓ  είναι ίση με 30° . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=16993 

ΛΥΣΗ (Ηλίας Καμπελής) 

 

α) Από το τρίγωνο ΑΒΓ είναι A 60°=  και 

ˆ 45°Γ = , οπότε B 75°= . 

Είναι  ˆE B E A 45 15 30° ° °Γ = Γ − Γ = − =  και 

B 75°= , οπότε από το τρίγωνο ΒΕΓ είναι 

BE 75 .°Γ = .  

Δηλαδή     BE B 75°Γ = = .  

Άρα το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές, έτσι 

ΓΒ=ΓΕ (1). 

  Η γωνία 1P  είναι εξωτερική του τριγώνου 

ΡΔΓ, έτσι: 

  

1 ˆP E A 75 BEP°= ∆ + Γ = = , δηλαδή το τρίγωνο 

ΒΕΡ είναι ισοσκελές,  οπότε  

ΒΡ=ΒΕ (2). 

β)  

1E 90 BEP 15° °= − =  

ZBE 90 60 150° ° °= + =  ως εξωτερική του 

τριγώνου ΑΒΔ. 
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Από το τρίγωνο ΖΒΕ βρίσκουμε ότι  1Z 15°=  

Είναι  

1 1E Z 15°= = , δηλαδή το τρίγωνο ΒΕΖ 

είναι ισοσκελές με  

BZ BE=  (3) 

γ) Στο ορθ. τρίγωνο ΑΒΔ είναι A 60°= , οπότε 



1B 30°=  

Στο ορθ. τρίγωνο ΒΕΚ είναι 1B 30°= , οπότε 

BEEK
2

=  (4) 

Από τη σχέση (1) το τρίγωνο ΒΕΓ είναι 

ισοσκελές, οπότε το ύψος ΓΜ είναι και 

διάμεσος και διχοτόμος, δηλαδή  

EBMB
2

=  (5)  

και  

1
ˆ 15°Γ =  (6) 

Από τις (4) και (5) συμπεραίνουμε ότι 

ΕΚ=ΜΒ (7) 

Τα ορθ. τρίγωνα ΜΒΓ και ΕΚΖ έχουν ΕΚ=ΜΒ 

(από την (5)), και  1
ˆZ 15°= Γ = , οπότε τα 

τρίγωνα είναι ίσα. Άρα 

 ΕΖ=ΒΓ (8) 

δ) Από (1) είναι ΓΒ=ΓΕ και από (8) ΕΖ=ΒΓ, 

Άρα ΓΕ=ΕΖ, δηλαδή το ορθ. τρίγωνο ΖΕΓ 

είναι και ισοσκέλες, οπότε: 

EZ 45°Γ = ⇔  

 

1Z Z 45°+ ∆ Γ = ⇔  

15 Z 45° °+ ∆ Γ = ⇔  

Z 30°∆ Γ =  

 

ΑΣΚΗΣΗ 88. 

 

Ένα κυρτό πολύγωνο έχει τρεις γωνίες του 

ίσες με 060 . 

Να αποδειχθεί, ότι το πολύγωνο είναι 

ισόπλευρο τρίγωνο. 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=16968 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Θάνος Μάγκος 

ΛΥΣΗ 1 (Λευτέρης Πρωτοπαπάς) 

Έστω *k∈  το πλήθος των γωνιών του ν-

γώνου ( )k ν<  που είναι άνω των τριών, 

δηλαδή 3 kν = + . 

To άθροισμα των γωνιών του κυρτού ν-

γώνου, εκτός των τριών γωνιών των 60o  

είναι: 

( 2)180 3 60
( 3) 180 180 , 0

o o

o o

S
k k

ν

ν

= − − ⋅ =

− ⋅ = ⋅ ≥
. 

Αν 0k > , δεδομένου ότι οι k  γωνίες είναι 

κυρτές, έχουν άθροισμα 0 180oS k< < ⋅ , που 

είναι άτοπο. 

Αν 0k = , έχουμε 3ν = , άρα τρίγωνο με τρεις 

γωνίες ίσες, οπότε ισόπλευρο τρίγωνο. 

Γενίκευση: Αν σε ένα κυρτό ν-γωνο τρεις 

γωνίες του έχουν άθροισμα 180o , να 

αποδείξετε ότι το πολύγωνο αυτό είναι το 

τρίγωνο. 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Φίλιππας)  

Ισχύει ότι  το άθροισμα των εξωτερικών 

γωνιών κάθε κυρτού ν-γώνου είναι ίσο με 4 

ορθες. 

Το άθροισμα όμως των εξωτερικών γωνιών 

του συγκεκριμένου n-γώνου ισούται με  

3(1800-600)=3600. Αρα αναγκαστικά  n=3.  

ΑΣΚΗΣΗ 89. 
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Σε  κύκλο  διαμέτρου  AB , η  χορδή  CD , 

είναι μεσοκάθετη στην  ακτίνα  OA . Σημείο  S 

κινείται  πάνω  στον  κύκλο . 

Να  βρεθεί  ο  γεωμετρικός  τόπος  του 

εγκέντρου  E, του τριγώνου  CDS  

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=17143 

 

ΛΥΣΗ (Κώστας Δόρτσιος) 

1η περίπτωση 

Έστω ότι το σημείο S κινείται στο μεγάλο 

τόξο(το γαλάζιο). Τότε 

Η γωνία με την οποία βλέπει το έγκεντρο Ε 

(του τριγώνου CDS)την πλευρά CD είναι:  





o

o

o

CSDCED=90 + =
2

τoξ(CAD)
290 + =
2

τoξ(CAD)90 + =ct (1)
4

 

Επομένως το σημείο Ε ανήκει σε τόξο (τ1) 

που βλέπει το σταθερό τμήμα CD με σταθερή 

γωνία που δίνεται από την (1). 

2η περίπτωση Έστω ότι το σημείο S' κινείται 

στο μικρό τόξο(το πράσινο), τότε όμοια ο γ.τ. 

του έγκεντρου Ε'(του τριγώνου CDS') είναι το 

τόξο (τ2). 

(Το αντίστροφο και στις δυο περιπτώσεις 

είναι εύκολο)  

Παρατήρηση: 

 

Η ανωτέρω λύση ισχύει στην περίπτωση που 

η CD είναι κάθετη σε τυχαίο(αλλά σταθερό) 

σημείο της ακτίνας ΟΑ. 

Στην περίπτωση που η CD είναι μεσοκάθετη 

στην ακτίνα ΟΑ τότε πάλι ο γ.τ. είναι δύο 

τόξα. 

Για το πρώτο η γωνία με την οποία φαίνεται 

το σταθερό τμήμα CD είναι:  





o

o

o
o o

o o o

CSDCED=90 + =
2

τoξ(CAD)
290 + =
2

τoξ(CAD) 12090 + =90 + =
4 4

90 +30 =120

 

Για το δεύτερο η γωνία αυτή είναι 

αντίστοιχα:  150oCE D′ =  

 
ΑΣΚΗΣΗ 90. 

 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ABC.  Στο επίπεδο 

του τριγώνου θεωρούμε σημείο K τέτοιο, 

ώστε οι προβολές του   D , E , Z στις πλευρές 

BC , CA , AB αντίστοιχα, να είναι εσωτερικά 

σημεία των πλευρών του τριγώνου. 

Να αποδειχθεί ότι   
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AZ+BD+CE = ZB+DC+EA. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Στράτης Αντωνέας 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=15130 

ΛΥΣΗ (Σεραφείμ Τσιπελής)  

Προεκτείνουμε την KD έως ότου τμήσει την 

AC στο σημείο F. Φέρουμε την προβολή του F 

στη AB, έστω το σημείο M και την FG 

παράλληλη της BC.  

Φέρουμε AS κάθετη στην BC η οποία τέμνει 

την FG στο N. Τότε (φανερά) MZ=EF (η FK 

σχηματίζει ίση γωνία με AC και AB) και 

AF=2NF=2SD,  

Οπότε 

( ) ( )
( ) ( )

( )

AZ+BD+CE=
AM+MZ + BS+SD +CE=

NF+EF + BS+NF +CE=

2NF+ CE+EF +BS=

 

2NF+CF+BS=
3AF+CF+BS= a=τ
2

 

(α η πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου και τ η 

ημιπερίμετρος). 

Επομένως  AZ + BD + CE = ZB + DC + EA 

 
ΑΣΚΗΣΗ 91. 

 

Εξωτερικά του ρόμβου ABCD 

κατασκευάζουμε τετράγωνα CDEZ και BCKL. 

Να δείξετε ότι το KZDB είναι ισοσκελές 

τραπέζιο. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ:  Γιώργος Απόκης 

http://wwwmathematica.gr/forum/viewtopic

.php?f=20&t=17316 

 
ΛΥΣΗ (Ηλίας Kαμπελής) 
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Είναι  

BK = DZ (1)  

ως διαγώνιοι των ίσων τετραγώνων BLKC και 

DECZ 

 

°KBC=CKB=45  

Το τρίγωνο BCD είναι ισοσκελές, έτσι  αν  

 CBD=CDB=φ  τότε  °BCD=180 -2φ  

Άρα   KZC 360 2 90 180 2φ° ° °= − ⋅ − + ⇒   

KZC=2φ  

Από το ισοσκελές τρίγωνο KCZ θα είναι 

 

°
°180 -2φCKZ=CZK= =90 -φ

2
 

Οπότε    °KBD=45 +φ  και  °BKZ=135 -φ  

Δηλαδή  

 

°KBD+BKZ=180  οπότε 

 BD//KZ  (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι 

το KZDB είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 92. 

 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90ο). 

Φέρουμε την διχοτόμο ΑΔ. Αν η κάθετη προς 

την ΒΓ στο σημείο Δ τέμνει τις ευθείες ΑΒ, ΑΓ 

στα Ε, Ζ αντίστοιχα δείξτε οτι: 

1) Τα Α, Β, Δ, Ζ είναι σημεία ομοκυκλικά. 

2) ΒΔ=ΖΔ 

3) ΔΕ=ΔΓ 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: erxmer 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=17513 

ΛΥΣΗ (Πάνος Γιαννόπουλος) 

i)    ABDZ εγγράψιμο διότι  

°D=A=90  

ii)   DZAB εγγράψιμο άρα  DZB DAB=   

      AD διχοτόμος της Α άρα DAB ZAD=   

      DZAB εγγράψιμο άρα  ZAD ZBD=   

οπότε DZB ZBD=  και επομένως ZD=DB.  

iii) EAΓ EDΓ 90°= =     άρα το ΓΕΑD είναι 

εγγράψιμο 

ΓΕΑD είναι εγγράψιμο άρα  DAΓ DEΓ=   

AD διχοτόμος της Α άρα DAB ΓAD=   

ΓΕΑD είναι εγγράψιμο άρα  DAB EΓD=   

οπότε EΓD DEΓ=   και DE=DΓ  
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ΑΣΚΗΣΗ 93. 

 

Τα  ύψη  AD  και  BE τριγώνου  ABC ,  

τέμνονται στο  H . Θεωρούμε τον  περίκυκλο  

του    HDCE. Να  δειχθεί ότι η  εφαπτομένη  

του κύκλου αυτού στο D , διέρχεται  από  το  

μέσο  της AB. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: KARKAR 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=17536 

 

ΛΥΣΗ (Σωτήρης Λουρίδας) 

Τα σημεία C, H ορίζουν την ευθεία του τρίτου 

ύψους. 

Έστω Μ το μέσο της ΑΒ. Η DM είναι 

διάμεσος του DBA, επομένως έχουμε:   

   

°MDA=MAD=90 -B=HCD,  

άρα η DM είναι εφαπτομένη του κύκλου 

HDCE (η εγγεγραμμένη  γωνία ισούται με την 

υπό χορδής και εφαπτομένης στο άκρο της 

χορδής). 

 
ΑΣΚΗΣΗ 94. 

 

Στις πλευρές AB, B , , AΓ Γ∆ ∆  ενός 

τετραγώνου ABΓ∆  με πλευρά α  παίρνουμε 

αντίστοιχα τα σημεία K, , M, NΛ  έτσι ώστε : 

AK+AN+ + M=2αΓΛ Γ  

Να αποδειχθεί ότι η KM είναι κάθετη στην 

ΛΝ. 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Μπάμπης Στεργίου 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=17770 

ΛΥΣΗ 1 (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Φέρω ΛI, KT  παράληλες προς AB, AD 

αντιστοίχως. 

Είναι 

AN+AK+MΓ+ΓΛ=
2α=DI+NI+AN+AK+KB

 

ή  

AN+AK+TΓ+MT+DI=
DI+NI+AN+AK+KB

 

ή 

AN+AK+KB+MT+DI=
DI+NI+AN+AK+KB

 

ή  

MT=NI (1)  

Τα τρίγωνα MTK, ΝΙΛ είναι ίσα αφού 

Ι=Τ=900, ΙΛ=ΚΤ=α και ΜΤ=ΝΙ 

Άρα 

K= Λ=s, N= M=w      

0M K 90+ =   ή 0w+s 90=  ή 
0K RZK 90+ =   ή 0KRZ 90=  ( αφού 

RZK=OZΛ=INΛ (εντός -εκτός- επι τα αυτά) 

οεδ 
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ΛΥΣΗ 2. (Αθ.  Μπεληγιάννης) 

Από το A  φέρνω AE//KM και AZ / /NΛ . Από 

τα παραλληλόγραμμα  έχω ότι :  

2α=AK+AN+ΓΛ+ΓM=
ZΛ+EM+ΓΛ+ΓM=
BΓ+BZ+ΓΔ-ΔE=

2α+BZ-ΔE

. 

Άρα  είναι BZ=ΔE , οπότε τα τρίγωνα AΔE  

και ABZ  είναι ίσα , άρα και ˆ ˆφ=ω  , άρα η 

0ˆEAZ=90 , άρα και KM NΛ⊥  . 

Επίσης προκύπτει και η ισότητα KM=NΛ . 

 
 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 95. 

 

Έστω το ισοσκελές τρίγωνο ABC με  AB=AC

και C=640. 

Φέρουμε στο εσωτερικό του τριγώνου τις 

ημιευθειες By, Cz έτσι ώστε οι γωνίες ABy, 

yBC και zCB να έχουν μέτρο 34, 30 και 47 

μοίρες αντίστοιχα. 

Σημειώνουμε το σημείο τομής D  των By,Cz . 

Βρείτε το μέτρο της γωνίας DAB=x . 

ΠΡΟΤΕΙΝΕΙ: Δημήτρης Μυρογιάννης 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=20&t=18373 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Νάννος)  

Κατασκευάζω το ισοσκελές τρίγωνο 

( )° ° °ABE 112 ,34 ,34  παίρνοντας στην 

προέκταση του BD σημείο E . Εφόσον από 

υπόθεση είναι ( )° ° °ABC 52 ,64 ,64  θα είναι 

° ° °ˆCAE=112 -52 =60  και το τρίγωνο ACE 

ισόπλευρο  αφού AC = AB = AE. 

Είναι ° ° °ˆDEC=60 -34 =26 , οπότε °ˆEDC=77  και 

τα τρίγωνα EDC, EAD  ισοσκελή. Εφόσον 



°AΕD=34  θα είναι 
° °

°180 -34EΑD= =73
2

, 



° ° °DΑC=73 -60 =13  και ° ° °x=52 -13 =39 . 
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Τα προηγούμενα τεύχη του Εικοσιδωδεκαέδρου 
 

     
 

     
 

     
 

 

Διανέμονται δωρεάν.  
Μπορούν να βρεθούν στον σύνδεσμο: 
http://mathematica.gr/forum/app.php/portal 

http://mathematica.gr/forum/app.php/portal


«Μελέτη»  
Το μαθητικό περιοδικό του 

mathematica 
 

                         


