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Εικοσιδωεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

 
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 
πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 
πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 
Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 
τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το 
ένα από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που 
μπορεί να έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι 
το κυβο - οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 
των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των ( )0,0, ϕ± , 
1 1, ,
2 2 2

ϕ ϕ+ ± ± ± 
 

 , όπου ϕ  ο χρυσός λόγος 
1 5

2
+

 ενώ το δυαδικό του 

πολύεδρο είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 
Πηγή: 
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 

Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 
 
Το τεύχος αυτό επιμελήθηκε ο Χρήστος Τσιφάκης.  

http://www.mathematica.gr/
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron
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ΜΑΘΗΤΙΚΟΙ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ 

ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ (JUNIORS) 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ  

ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

A B A B 0≤ ⇔ − ≤  

A B A B 0≥ ⇔ − ≥  

,α > β γ > δ ⇒α + γ > β + δ  

,α > β γ < δ ⇒α − γ > β − δ  

, 0 , α β
α > β γ > ⇒αγ > βγ >

γ γ
 

, 0 , α β
α > β γ < ⇒αγ < βγ <

γ γ
 

0, 0α > β ≥ γ > δ ≥ ⇒αγ > βδ  

0 ν να > β ≥ ⇒α > β , *ν∈Ν  

ν να > β⇒α > β , ν περιττός 

2 20 ν να > β ≥ ⇒α > β  

ν να > β ⇔α > β , *ν∈Ν  

1 10α > β > ⇒ <
α β

 

1 10α < β < ⇒ >
α β

 

x x x− ≤ ≤ − για κάθε x R∈  

2 0να ≥  για κάθε Rα∈ και *ν∈Ν  

2 1 2 1ν+ ν+α ≤ β ⇔α ≤ β , *ν∈Ν  

2 2ν να ≤ β ⇔ α ≤ β , *ν∈Ν  

Με A 0>  

x A A x A< ⇔ − < <  

x A A x A≤ ⇔ − ≤ ≤  

x A x A x A> ⇔ < − ∨ >  

x A x A x A≥ ⇔ ≤ − ∨ ≥  

x y x y± ≤ +  για κάθε x, y R∈  

x y z x y z+ + ≤ + +  για κάθε x, y, z R∈  

Αν 0α >  τότε 1 2α + ≥
α

 με την ισότητα να 

πιάνεται όταν 1α =  

Αν 0α <  τότε 1 2α + ≤ −
α

 με την ισότητα να 

πιάνεται όταν 1α = −  

Για ,α β  ομόσημους 2α β
+ ≥

β α
 ενώ για 

ετερόσημους 2α β
+ ≤ −

β α
 με την ισότητα να 

ισχύει όταν α = β  

Για κάθε , , Rα β γ ∈ ισχύουν 

2 2 0α − αβ + β >  

2 2 0α + αβ + β >  

2 2 2α +β ≥ αβ  

2 2 2α +β + γ ≥ αβ + βγ + γα  

( ) ( )2 3α +β + γ ≥ αβ + βγ + γα  
1 
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Για μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς ισχύει 

2 2

2 2
α +β α + β

≥  (ανισότητα των δυνάμεων) 

Ανισότητα τετραγωνικού – αριθμητικού – 

γεωμετρικού μέσου – αρμονικού μέσου 

Για μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς ισχύει 

2 2 2
1 12 2

α +β α + β
≥ ≥ αβ ≥

+
α β

 

Για ν μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς 

ισχύει 

1 2
1 2

...
...ν ν

ν

α + α + + α
≥ α ⋅α ⋅ ⋅α

ν
ΑΜ – ΓΜ 

Για 2ν =  έχουμε  1 2
1 22

α + α
≥ α ⋅α , 

1 2 1 22α + α ≥ α ⋅α , 
2

1 2
1 22

α + α  ≥ α ⋅α 
 

 

Για 3ν =  έχουμε 1 2 3 3
1 2 33

α + α + α
≥ α ⋅α ⋅α , 

3
1 2 3 1 2 33α + α + α ≥ ⋅ α ⋅α ⋅α , 

3
1 2 3

1 2 33
α + α + α  ≥ α ⋅α ⋅α 

 
 

Για 4ν =  έχουμε 

1 2 3 4 4
1 2 3 44

α + α + α + α
≥ α ⋅α ⋅α ⋅α , 

4
1 2 3 4 1 2 3 44α + α + α + α ≥ ⋅ α ⋅α ⋅α ⋅α ,

4
1 2 3 4

1 2 3 44
α + α + α + α  ≥ α ⋅α ⋅α ⋅α 

 
 

Ανισότητα Cauchy – Schwarz 

Αν , , , x, y, z R+α β γ ∈  τότε 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2x y x yα +β ≤ α + β ⋅ +  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2x y z x y zα +β + γ ≤ α + β + γ ⋅ + +  

Ανισότητα Βuniacowski – Cauchy – Schwarz 
(B – C – S) 

2 2 2 2 2 2
1 2 n 1 2 n(a a ... a )(b b ... b )+ + + + + + ≥  

2
1 1 2 2 n n(a b a b ... a b )≥ + + +  

Ανισότητα Andreescu 

Αν a,b,c 0>  και x, y, z∈ , τότε 
2 2 2 2x y z (x y z)³

a b c a b c
+ +

+ +
+ +

 

Ανισότητα Holder 

Αν , , , x, y, z R+α β γ ∈  τότε 

( ) ( )( )
( )

3 3 3 3 3 3 3 3 3

3

x y z

x y z

α +β + γ ⋅ + + κ + λ + µ ≥

≥ α κ + β λ + γ µ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 
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ΑΣΚΗΣΗ    1. 
Να συγκριθούν οι αριθμοί 4 3a 3 ·44=  και  

3 4b 4 ·33= . 

Προτείνει: Μιχαηλίδης Κώστας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104 

ΛΥΣΗ (Γιάννης Μπαρούμας) Έστω a b< .  

Τότε:  

4 3 3 4 3 4 3 444 333 ·44 4 ·33 ( ) ( ) 11 11
4 3

< ⇔ < ⇔ < , 

που ισχύει, άρα ισχύει και η αρχική υπόθεση. 

ΑΣΚΗΣΗ    2. 
Αν  

a 1 b u− = π + , 

είναι η ευκλείδεια διαίρεση του a 1−  με τον b , 
όπου *a, b N∈ , να βρεθεί το πηλίκο και το 
υπόλοιπο της διαίρεσης 

k k 1(ab 1) : b +− . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=80 

ΛΥΣΗ(Διδώ Ιωάννου) Από υπόθεση έχουμε  

a b u 1,0 u b= π + + ≤ < . 

Επομένως:  

k k 1 kab b (u 1)b+= π + + ⇒  

k k 1 kab 1 b (u 1)b 1+− = π + + − . 

Για να είναι η πιο πάνω ισότητα ευκλείδεια 
διαίρεση, (με διαιρέτη το k 1b + ), θα πρέπει να 
αποδείξω ότι:  

k k 1(u 1)b 1 b ++ − < . 

Επειδή  

k ku b u 1 b (u 1)b bb< ⇒ + ≤ ⇒ + ≤ ⇒  

k k 1 k 1(u 1)b 1 b 1 b+ ++ − ≤ − < . 

Επομένως έχουμε ευκλείδεια διαίρεση με 
διαιρετέο τον ka b 1⋅ − , διαιρέτη το k 1b +  πηλίκο 
το π , και υπόλοιπο το k(u 1)b 1+ − . 

ΑΣΚΗΣΗ    3. 
Ένας θετικός ακέραιος έχει περισσότερα από ένα 
ψηφία. Δείξτε ότι ο αριθμός είναι μεγαλύτερος 
από το γινόμενο των ψηφίων του. 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=80 

ΛΥΣΗ(Διδώ Ιωάννου) Έστω ότι ο αριθμός 

γράφεται στο δεκαδικό σύστημα 

2 n
0 1 2 nx 10x 10 x ... 10 x+ + + + , 

με ένα τουλάχιστον από τα ψηφία του  

1 2 n 1 nx , x ,..., 0x , x− ≠ . 

Τότε 

2 n
0 1 2 n 0 1 2 nx 10x 10 x ... 10 x x x x ...x+ + + + − =  

n 2
n 0 1 n 1 0 1 2

n 1
n 1

x (10 x x ...x ) x 10x 10 x

... 10 x 0
−

−
−

= − + + + +

+ + >
, 

επειδή: 

010 x>  

110 x>  

210 x>  

.......... 

3 
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=80
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......... 

......... 

n 110 x −>  

και άμα πολλαπλασιάσω κατά μέλη, θα πάρω: 

n n
0 1 2 n 1 0 1 2 n 110 x x x ...x 10 x x x ...x 0− −> ⇒ − > . 

Επομένως   

n
n 0 1 2 n 1x (10 x x x ...x ) 0−− ≥ ⇒  

n
n 0 1 2 n 1 0x (10 x x x ...x )) x−− + +  

2 n 1
1 2 n 110x 10 x ... 10 x 0−

−+ + + + >  

επειδή κάποιο από τα  

1 2 n 1 nx , x ,..., x , x− , 

είναι διάφορο του μηδέν. 

Δηλαδή, απέδειξα ότι: 

2 n
0 1 2 n 0 1 2 nx 10x 10 x ... 10 x x x x ...x+ + + + > . 

ΑΣΚΗΣΗ    4. 
Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς 
x, y, z  αν ισχύει: 

2 2 2x y z 17 2(2x 3y 2z)+ + + ≤ − − . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=100 

ΛΥΣΗ(Παπαπέτρος Ευάγγελος) 

Μεισοδυναμίεςέχουμε 

2 2 2x y z 17 2(2x 3y 2z)+ + + ≤ − − ⇔  

2 2 2x y z 17 4x 6y 4z 0+ + + − + + ≤ ⇔  

2 2 2(x 2) (y 3) (z 2) 0− + + + + ≤ ⇔  

2 2 2(x 2) (y 3) (z 2) 0− + + + + = ⇔  

x 2 0 y 3 0 z 2 0− = ∧ + = ∧ + = ⇔  

x 2 y 3 z 2= ∧ = − ∧ = − . 

ΑΣΚΗΣΗ    5. 
Δείξτε ότι αν a,b  είναι πραγματικοί αριθμοί 

μεγαλύτεροι του 1
2

, τότε  

1a 2b 5ab
4

+ − < . 

Προτείνει: vzf 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=100 

ΛΥΣΗ (Κυριαζής Χρήστος)Είναι  

1 1a k,b
2 2

= + = +   

για κάποια k, 0> . 

Αρκεί:  

1 1 1 1 1k 2 5 k
2 2 2 2 4

    + + + − + + <    
    

  . 

Αρκεί να αποδείξω ότι:  

1 1 k 1k 1 2 5 k
2 4 2 2 4

 + + + − + + + < 
 

 

 . 

Αρκεί να αποδείξω ότι:  

3 5 5k 5 1k 2 5k
2 4 2 2 4
+ + − − − − <



  . 

Αρκεί να αποδείξω ότι:  

5k 5k 2 5k
2 2

+ < + +


  . 

Αρκεί να αποδείξω ότι:  

2k 4 5k 5 10k+ < + +   . 
4 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
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Αρκεί να αποδείξω ότι:  

3k 10k 0+ + >  , 

το οποίο αληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    6. 
Έστω a 0>  και b 0> . Αποδείξτε ότι  

4 4 2 2

a b 1
a b b a 1 a b

+ >
+ + +

. 

Προτείνει: vzf 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=100 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογιώργης) Η προς 

απόδειξη γράφεται: 

5 5 2 2a b ab a b+ + > . 

Αυτή όμως είναι αληθής αφού  

5 5 3 3a b ab ab(a b ) ab+ + ≥ + + =  

33 3 3 3ab(a b 1) ab 3 a b 1= + + ≥ ⋅ ⋅ ⋅ =  

2 2 2 2ab·3ab 3a b a b= = > . 

ΑΣΚΗΣΗ    7. 
Αν x, y, z  είναι θετικοί αριθμοί, αποδείξτε ότι  

x y y z z x3
z x y

 + + +
+ + ≥ 

 
 

1 1 12(x y z)
x y z

 
≥ + + + + 

 
 

Προτείνει: vzf 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=100 

ΛΥΣΗ(Κυριαζής Χρήστος) Αρκεί να αποδείξουμε 

ότι: 

x y y z z x3
z x y

 + + +
+ + ≥ 

 
 

1 1 12(x y z)
x y z

 
≥ + + + + 

 
 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι:  

( )2 2 2 2 2 23 x y y x y z z y z x x z+ + + + + ≥  

( )( )2 x y z xy yz zx≥ + + + + . 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι:  

2 2 2 2 2 23x y 3y x 3y z 3z y 3z x 3x z+ + + + + ≥  

2 2 2 2 2 22x y 2y x 2y z 2z y 2z x 2x z 6xyz≥ + + + + + +
 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

2 2 2 2 2 2x y y x y z z y z x x z 6xyz+ + + + + ≥ . 

το οποίο ισχύει αφού από την Α.Μ – G.M έχω: 

2 2 2 2 2 2x y y x y z z y z x x z+ + + + + ≥  

6 6 666 x y z 6xyz≥ = . 

ΑΣΚΗΣΗ    8. 
Να αποδείξετε ότι: 

k k k k

1 1 1 1 1(1 )(1 )(1 )...(1 )
22 3 4 2012

− − − − >  

για κάθε k N∈ , με k 2≥  

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=120 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) Έχουμε 

5 
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=100
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=120
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=120
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=120
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k 2
k 2

1 1k 2 2 2 1 1
2 2

≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ − . 

k k k k

1 1 1 1(1 )(1 )(1 )...(1 )
2 3 4 2012

− − − − ≥  

2 2 2 2

1 1 1 1(1 )(1 )(1 )(1 )
2 3 4 2012

≥ − − − − =  

2 1 2 1 3 1 3 1 2012 1 2012 1
2 2 3 3 2012 2012
− + − + − +

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅…⋅ ⋅ =

2013 1
2·2012 2

= > . 

ΑΣΚΗΣΗ    9. 
Αν x, y R∈ , με x y 2+ ≥ , τότε  

2 2x y x y+ ≥ + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=200 

ΛΥΣΗ (Σωκράτης Λύρας) Από την ανισότητα 

των δυνάμεων προκύπτει:  

2 2x y x y
2 2
+ +

≥ . 

Άρα αρκεί να δείξουμε ότι   

2(x y) x y
2
+

≥ +  

που ισχύει λόγω της συνθήκης. 

ΑΣΚΗΣΗ    10. 
Αν x 0>  και 0 y 1< < , να αποδείξετε ότι:  

x 1 x 1 y y+ − ⋅ − ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=220 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Χρησιμοποιούμε την 

ΑνισότηταCauchy – Schwarz 

Αν , , , x, y, z R+α β γ ∈  τότε 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2x y x yα +β ≤ α + β ⋅ +  

έτσι έχουμε: 

( ) ( ) ( )2 2 2 221 y+ x 1 y 1 + x y + 1 y− ≤ ⋅ −  

δηλαδή 

2 2 221 y+ x 1 y 1 + x y + 1 y = 1+x− ≤ −
 

ΑΣΚΗΣΗ    11. 
α) Να αποδείξετε ότι  

a b 2
ab
+

≥ , για κάθε a,b 0> . 

Πότε ισχύει η ισότητα; 

β) Για κάθε x 0> , να αποδείξετε ότι:  

2 2

2x 1 2x 2 4
x x x 2x
+ +

+ >
+ +

. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=220 

ΛΥΣΗ (Κλεόβουλος Κοφονικόλας)  

α) Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με το ab
και έχουμε:  

a+b 2 ab≥ . 

Η απόδειξη:  

2 2(a b) 0 (a+b) 4ab 0− ≥ ⇒ − ≥ ⇒  

6 
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=200
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2(a+b) 4ab a+b 2 ab≥ ⇒ ≥  

και το ζητούμενο αποδείχθηκε. 

Η ισότητα αληθεύει όταν a=b=1. 

(Ψυρούκης Ραφαήλ) β) Σύμφωνα με το (α) 
ισχύουν: 

2

2x 1 x (x 1) 2
x(x 1)x x

+ + +
= >

++
(1) . 

2

2x 2 x (x 2) 2
x(x 2)x 2x

+ + +
= >

++
(2) . 

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1)  και (2)  έχουμε 
το ζητούμενο. 

Η ισότητα δεν ισχύει επειδή x x 1≠ + . 

ΑΣΚΗΣΗ    12. 
α) Να αποδείξετε ότι  

2 2 2x y (x y)
a b a b

+
+ ≥

+
, αν a,b 0> . 

β) Με τη βοήθεια του α) να αποδείξετε την 
γενικευμένη ανισότητα: 

2 2 2 2
1 2 n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

x x x (x x ... x )
...

a a a a a ...a
+ + +

+ + + ≥
+ +

,  όπου 

1 2 na ,a ,..., a 0> . 

γ) Να αποδείξετε ότι για x, y, z 0>  ισχύει:  

x y z 3
y z z x x y 2

+ + ≥
+ + +

. 

                                      (Aνισότητα του Nesbitt) 

Προτείνει: Δημήτρης Τσιντσιλίδας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=240 

ΛΥΣΗ1 (Παπαπέτρος Βαγγέλης) α) Είναι, 

( )22 2 x yx y
a b (a b)

+
+ − =

+
 

2 2 2b(a b)x a(a b)y ab(x y)
ab(a b)

+ + + − +
=

+
 

( )22 2 2 2 bx ayb x 2abxy a y 0
ab(a b) ab(a b)

−− +
= ≥

+ +
. 

β) είναι άμεση συνέπεια της Ανισότητας Cauchy – 
Buniakowski ή Andreescu. 

ΛΥΣΗ 2 

Το (α) ερώτημα έχει ήδη απαντηθεί σε 
προηγούμενη δημοσίευση. 

Για το (β) εργαζόμαστε επαγωγικά: 

Για n 2= , το ζητούμενο ισχύει (λόγω του (α)). 

Υποθέτουμε ότι το ζητούμενο ισχύει για n k=  
και θα αποδείξουμε ότι θα ισχύει και για n k 1= +  

Πράγματι, από την υπόθεση της επαγωγής, 
έχουμε ότι: 

2 2 2 2
1 2 k 1 2 k

1 2 k 1 2 k

x x x (x x ... x )
...

a a a a a ... a
+ + +

+ + + ≥ ⇒
= + +

 

2 2 2 2
1 2 k k 1

1 2 k k 1

x x x x
...

a a a a
+

+

+ + + + ≥  

2 2
1 2 k k 1

1 2 k k 1

(x x ... x ) x
a a ... a a

+

+

+ + +
≥ + ≥

+ + +
2

1 2 k k 1

1 2 k k 1

(x x ... x x )
a a ... a a

+

+

+ + + +
≥

+ + + +
 , 

(λόγω του ερωτήματος (α)). 

Άρα το ζητούμενο εδείχθη. 

Το (γ) ερώτημα είναι πολύ γνωστή άσκηση, την 
οποία πολλές φορές έχουμε δει και εδώ στο 
mathematica. 

 Έχουμε:  
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x y z
y z x z x y

+ + =
+ + +

 

2 2 2x y z
xy yz xy yz xz yz

+ + ≥
+ + +

2(x y z)
2(xy yz zx)

+ +
+ +

 

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι:  

2(x y z) 3
2(xy yz zx) 2

+ +
≥

+ +
, 

ή ότι  

2(x y z) 3(xy yz zx)+ + ≥ + + , 

ή  

2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + + , 

ή  

2 2 22x 2y 2z 2xy 2yz 2zx+ + ≥ + + , 

ή  

2 2 2 2 2 2x x y y z z 2xy 2yz 2zx 0+ + + + + − − − ≥ , 

ή  

2 2 2(x y) (y z) (z x) 0− + − + − ≥ , 

το οποίο είναι αληθές. 

ΑΣΚΗΣΗ    13. 
Δείξτε ότι:  

2 2 2a 6a 25 b 8b 41 c 10c 34 12− + + − + + − + ≥
 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=260 

ΛΥΣΗ(Ψυρούκης Ραφαήλ) Λοιπόν: 

2 2a 6a 25 a 6a 9 16− + = − + + =  

2(a 3) 16 16− + ≥  

2 2b 8b 41 b 8b 16 25− + = − + + =  

2(b 4) 25 25− + ≥  

2 2c 10c 34 c 10c 25 9− + = − + + =  

2(c 5) 9 9− + ≥  

Άρα:  

2 2a 6a 25 (a 3) 16 16− + = − + ≥ ⇒  

2 (a 3) 16 4− + ≥ (1) . 

2 2b 8b 41 (b 4) 25 25− + = − + ≥ ⇒
2 (b 4) 25 5− + ≥ (2) . 

2 2c 10c 34 (c 5) 9 9− + = − + ≥ ⇒  

2(c 5) 9 3− + ≥ (3) . 

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1) , (2)  και (3)  
προκύπτει το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    14. 
Αν x, y 0> , δείξτε ότι:   

21 1 2(1 )(1 ) (1 )
x y x y

+ + ≥ +
+

. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=280 

ΛΥΣΗ(Κλεόβουλος Κοφονικόλας) Η δοσμένη 

γράφεται ως:   

2

x+y+1 4(x+y)+4
xy (x+y)

≥ . 

Αφού από την υπόθεση x, y 0> πολλαπλασιάζω 

τα δύο μέλη με το 2(x+y) xy .  

Μετά από πράξεις στα δύο μέλη έχουμε ότι  
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3 3 2 2 2 2x +y +x +y +2x y+2xy 0≥ , 

που πάλι προφανώς ισχύει λόγω της υπόθεσης. 

ΛΥΣΗ 2(Γιώργος Γαβριλόπουλος) Από την 

Cauchy – Schwarz έχουμε να αποδείξουμε ότι  

2 2
1 21 1

x yxy

   
+ ≥ +     +  

. 

Και αφού μιλάμε μόνο για θετικούς μπορούμε 
απλά να δείξουμε ότι  

1 2 1 21 1
x y x yxy xy

+ ≥ + ⇔ ≥
+ +

, 

όπου πολλαπλασιάζοντας χιαστί έπεται το 
ζητούμενο (λόγω της x y 2 xy+ ≥ ). 

ΑΣΚΗΣΗ    15. 
Αν x, y, z 0>  και x y z 7+ + = και αν: 

1 1 1 1
x 1 y 1 z 1

+ + =
+ + +

, 

να αποδείξετε ότι:  

(x y)(z 1) 12+ + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=300 

ΛΥΣΗ(Ψυρούκης Ραφαήλ) Η δοσμένη εξίσωση 

γράφεται: 

(y 1)(z 1) (x 1)(z 1) (x 1)(y 1)+ + + + + + + + =  

(x 1)(y 1)(z 1)+ + + ⇔  

yz y z 1 xz x z 1 xy x y 1+ + + + + + + + + + + =  

xyz xy xz x yz y z 1+ + + + + + + ⇔  

xyz x y z 2 xyz 9= + + + ⇔ = (1) ,  

αφού x y z 7+ + = . 

Τώρα, από ΑΜ – ΓΜ παίρνω: 

x y 2 xy+ ≥ (2) . 

z 1 2 z+ ≥ (3) . 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (2)  και (3)  
έχω: 

(1)
(x y)(z 1) 4 xyz+ + ≥ ⇔  

2 2(x y)(z 1) 12 a b+ + ≥ + . 

Έτσι, το ζητούμενο αποδείχθηκε. 

ΑΣΚΗΣΗ    16. 
Αν b 0, x b, y b≥ ≥ ≥ , να αποδείξετε ότι:  

xy 4b (x b)(y b)≥ − − . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=320 

ΛΥΣΗ 1(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Έχουμε 

xy (b x b)(b y b)= + − + − ≥  

2 b(x b)·2 b(y b) 4b (x b)(y b)≥ − − = − − , 

 από την ανισότητα ΑΜ – ΓΜ. 

ΛΥΣΗ 2(Gauss 1988)Έστω  

x b a, y b c x a b, y b c− = − = ⇒ = + = + . 

Άρα αρκεί να αποδείξουμε  

(a b)(b c) 4b ac+ + ≥ . 

Είναι γνωστό ότι  

a b 2 ab+ ≥  

και ότι 
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b c 2 bc+ ≥ . 

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη (επιτρέπεται γιατί 
τα μέλη είναι θετικά), βρίσκουμε ότι  

(a b)(b c) 4b ac+ + ≥ . 

ΑΣΚΗΣΗ    17. 
Αν  

2 2 33a b 3a 5b 0
4

+ − − + = , 

να αποδείξετε ότι  

3 a b 5≤ + ≤ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=260 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Γαβριλόπουλος) Μετατρέπουμε 

τηνισότητα σε  

2 29 25 1a 3a b 5b
4 4 4

   − + + − + = ⇔   
   

 

2 23 5 1a b
2 2 4

   − + − =   
   

. 

Συνεπώς βλέπουμε ότι  

3 1a a 2
2 2

− ≤ ⇔ ≤  και 5 1b b 3
2 2

− ≤ ⇔ ≤ .  

Συνεπώς a b 5+ ≤ με πρόσθεση κατά μέλη των 
δύο παραπάνω σχέσεων. 

Ακόμη πρέπει  

3 1a a 1
2 2

− ≥ − ⇔ ≥  και 5 1b b 2
2 2

− ≥ − ⇔ ≥ . 

Συνεπώς a b 3+ ≥  με πρόσθεση κατά μέλη των 
παραπάνω σχέσεων και συνεπώς έχουμε αποδείξει 
τα ζητούμενα. 

ΑΣΚΗΣΗ    18. 
Αν a,b,c,d 0>  και a b d c 2013+ + + = , να 
αποδείξετε ότι: 

ab ac ad ab bc bd ac bc cd+ + + + + + + + +  

ad bd cd 4016+ + + ≤ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=260 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Γαβριλόπουλος) Μετατρέπουμε 

το πρώτο μέλος σε  

a(2013 a) b(2013 b) c(2013 c)− + − + − +  

d(2013 d)+ −  

και διπλασιάζοντας τα δύο μέλη έχουμε να 
αποδείξουμε ότι  

2 a(2013 a) 2 b(2013 b) 2 c(2013 c)− + − + − +
 

2 d(2013 d) 8032+ − ≤ . 

Σύμφωνα με την απλή ανισότητα 2 ab a b≤ +  
έχουμε   

2 a(2013 a) 2013− ≤  

2 b(2013 b) 2013− ≤  

2 c(2013 c) 2013− ≤  

2 d(2013 d) 2013− ≤  

και με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει το 
ζητούμενο. 
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ΑΣΚΗΣΗ    19. 
Αν  

2013 x 2013 y 2 2013 z+ + + = + , 

να αποδείξετε ότι:  

x y 2z+ ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=300 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Γαβριλόπουλος) Υψώνουμε στο 

τετράγωνο και έχουμε  

x y 4026 2 (x 2013)(y 2013)+ + + + + =  

4z 4·2013+ ⇔  

x y 2 (x 2013)(y 2013) 4z 4026+ + + + = + . 

Από τη γνωστή ανισότητα  

2 xy x y≤ +  

έχουμε  

2 (x 2013)(y 2013) x y 4026+ + ≤ + + . 

Επομένως  

x y x y 4026 4026 4z+ + + + ≥ + ⇔  

2(x y) 4z x y 2z+ ≥ ⇔ + ≥ . 

ΑΣΚΗΣΗ    20. 
Αν x, y, z 0>  και x y z 7+ + = και αν: 

1 1 1 1
x 1 y 1 z 1

+ + =
+ + +

, 

να αποδείξετε ότι:  

(x y)(z 1) 12+ + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=300 

ΛΥΣΗ(Ψυρούκης Ραφαήλ) Η δοσμένη εξίσωση 

γράφεται: 

(y 1)(z 1) (x 1)(z 1) (x 1)(y 1)+ + + + + + + + =  

(x 1)(y 1)(z 1)+ + + ⇔  

yz y z 1 xz x z 1 xy x y 1+ + + + + + + + + + + =  

xyz xy xz x yz y z 1+ + + + + + + ⇔  

xyz x y z 2 xyz 9= + + + ⇔ = (1) , 

αφού x y z 7+ + = . 

Τώρα, από ΑΜ – ΓΜ παίρνω: 

x y 2 xy+ ≥ (2) . 

z 1 2 z+ ≥ (3) . 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (2)  και (3)  
έχω: 

(1)
(x y)(z 1) 4 xyz+ + ≥ ⇔  

2 2(x y)(z 1) 12 a b+ + ≥ + . 

Έτσι, το ζητούμενο αποδείχθηκε. 

ΑΣΚΗΣΗ    21. 
α) Να αποδείξετε ότι:  

22(x y z) 6(xy yz zx)+ + − + + =  

2 2 2(x y) (y z) (z x)− − + − . 

β) Αν  οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί x, y, z  είναι 
τέτοιοι ώστε  

xy yz zx+ +  σταθερό, 

τότε το άθροισμα:  

2 2 2x y z+ +  
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γίνεται ελάχιστο, αν και μόνο αν x y z= = . 

γ) Από όλα τα ορθογώνια παραλληλεπίπεδα που 
έχουν σταθερό το άθροισμα των τριών 
διαστάσεών τους, ποιο είναι εκείνο που έχει την 
μεγαλύτερη επιφάνεια; 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=320 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Γαβριλόπουλος) α) Η παράσταση 

γράφεται ως  

2 2 22x 2y 2z 4xy 4yz 4zx+ + + + + −  

2 26xy 6yz 6zx (x 2xy y )− − − == − + +  

2 2 2 2(y 2yz z ) (z 2zx x )+ − + + − + =  

2 2 2(x y) (y z) (z x)− + − + − . 

β) Στην ανισότητα  

2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + + ,  

ξέρουμε ότι η ισότητα ισχύει για x y z= = , 

άρα το άθροισμα γίνεται ελάχιστο όταν οι τιμές 
των μεταβλητών είναι ίσες. (μπορούμε να το 
δείξουμε πιο αναλυτικά με την απόδειξη της 
ανισότητας ή τη χρήση του α)). 

γ) Ξέρουμε(και από το α) μπορούμε να το 
συμπεράνουμε) ότι   

2(x y z) 3(xy zx zx)+ + ≥ + +  

με ισότητα για x y z= = .  

Αφού η επιφάνεια του παραλληλεπιπέδου είναι 
ίση με  

2(xy yz zx)+ +  

μεγιστοποιείται (γίνεται ίση με  

22(x y z)
3

+ + ) 

για x y z= = .  

Άρα το παραλληλεπίπεδο πρέπει να είναι κύβος. 

ΑΣΚΗΣΗ    22. 
Για κάθε +a, b,c,d R∈  με άθροισμα τη μονάδα  

( a+b+c+d=1) 

να αποδείξετε ότι ισχύει η παρακάτω 
ανισοϊσότητα:  

2 2 2 2a b c d 1+ + +
a+b b+c c+d d+a 2

≥ . 

Προτείνει: Κλεόβουλος Κοφονικόλας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=440 

ΛΥΣΗ(Gauss 1988) Από την ανισότητα 

Andreescu έχουμε: 

2 2 2 2a b c d
a b b c c d d a

+ + + ≥
+ + + +

 

2(a b c d) 1 1
2a 2b 2c 2d 2(a b c d) 2

+ + +
≥ = =

+ + + + + +
. 

ΑΣΚΗΣΗ    23. 
Δίνονται +a, b,c,d R∈ , να αποδείξετε ότι:  

1 1 1 1(a+b+c+d)( + + + ) 16
a b c d

≥ . 

Να αποδειχθεί με δύο τρόπους: 

α) Ανισότητα Αριθμητικού – Αρμονικού. 

β) Ανισότητα Buniakowski – Cauchy – Schwarz. 

Προτείνει: Κλεόβουλος Κοφονικόλας 
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=480 

ΛΥΣΗ(Ψυρούκης Ραφαήλ) Μιας που 

ασχολούμαστε με ΑΜ – GM θα δώσω με αυτήν 

λύση...  

4a b c d 4 abcd+ + + ≥ . 

4
1 1 1 1 14
a b c d abcd
+ + + ≥ . 

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη παίρνουμε: 

1 1 1 1(a b c d)( )
a b c d

+ + + + + + ≥  

4 4
14 abcd·4

abcd
≥ ⇔  

1 1 1 1(a b c d)( ) 16
a b c d

+ + + + + + ≥ . 

Διότι  

44 4 4
1 1abcd· ·abcd 1 1

abcd abcd
= = = . 

ΛΥΣΗ 2(Τσιφάκης Χρήστος) Αφού , , , 0α β γ δ >  
η σχέση γράφεται:  

1 1 1 1(a b c d)( )
a b c d

+ + + + + + =  

( )2 2 2 2
α + β + γ + δ ⋅  

2 2 2 2

1 1 1 1 
 + + + ≥
 α β γ δ 

 

2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 
 α ⋅ + β + γ + δ =
 α β γ δ 

( )21 1 1 1 16= + + + = ,  

από την B – C – S. 

ΑΣΚΗΣΗ    24. 
Αν abc=1, +a, b,c∈ τότε να αποδειχθεί ότι  

2 2 2a +b +c 3≥ . 

Για ποιες τιμές των a,b,c  αληθεύει η ισότητα; 

Προτείνει: Κλεόβουλος Κοφονικόλας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=340 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Γαβριλόπουλος) 

Από ΑΜ – ΓΜ ισχύει ότι   

2 2 2 23a b c 3 (abc) 3+ + ≥ = . 

Η ισότητα ισχύει για a=b=c=1. 

ΑΣΚΗΣΗ    25. 
Αν a,b 0>  να αποδείξετε ότι:  

10 10 11a b(1 ) (1 ) 2
b a

+ + + ≥ . 

Όσοι μπορείτε, αποδείξτε και την γενίκευση: 

n n n 1a b(1 ) (1 ) 2
b a

++ + + ≥ , για κάθε n N∈ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=360 

ΛΥΣΗ 1(Βαγγέλης Παπαπέτρος) Για την 

γενίκευση, θα εργαστούμε με Αρχή Μαθηματικής 

Επαγωγής. 

Θα χρειαστούμε επίσης και την βασική ανισότητα  

1x 2 , x 0
x

+ ≥ > . 
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Έστω a,b 0> . 

i) n 1= , 

Είναι, 

1 1a b a b1 1 2 2 2 4 2
b a b a

+ + + + = + + ≥ + = = 
 

. 

ii) n 2= , 

2 2 2 2

2 2

a b a b1 1 2
b a b a

    + + + = + + +    
     

 

2 1a b2 2 2 2·2 2
b a

+ + + ≥ + + = 
 

. 

iii) Έστωότι
n n

n 1a b1 1 2 ,n 2
b a

+   + + + ≥ ≥   
   

. 

iv) Θέτουμε όπου n n 1→ + , 

n 1 n 1 na b a a1 1 1 1
b a b b

+ +
      + + + = + +      
      

+  

n 1b b1 1
a a

+
  + + + =  
  

 

n 1 k n 1 kn 1

k 0

n 1 a b
k b a

+ − + −+

=

 +    = + ≥    
    


 

 




∑  

( )
n 1

n 1 n 2

k 0

n 1
2 2 1 1 2

k

+
+ +

=

 +
≥ ≥ + = 

 
∑ . 

Συνεπώς, από Αρχή Μαθηματικής Επαγωγής, 
είναι  

n n
n 1a b1 1 2 n N

a
,

b
+   + + + ≥ ∀ ∈   

   
. 

Για n 10=  έχουμε και την πρώτη ανισότητα. 

ΛΥΣΗ 2(Δημήτρης Ιωάννου) Θα δώσω και μια 
λύση για το (α) χωρίς επαγωγή, και έτσι θα δοθεί 
και ο δρόμος για την απόδειξη της γενίκευσης 
επίσης χωρίς επαγωγή: 

Θα χρησιμοποιηθούν δύο βασικές ανισότητες: 

α)  2 2x y 2xy+ ≥  για κάθε x, y R∈ . 

b)  x y 2
y x
+ ≥ , για κάθε x, y  ομόσημους. 

Έχουμε λοιπόν: 

10 10 5 2 5 2a b a b(1 ) (1 ) [(1 ) ] [(1 ) ]
b a b a

+ + + = + + + ≥  

5 5 5a b a b2(1 ) (1 ) 2[(1 )(1 )]
b a b a

≥ + + = + + =  

5 5 5b a a b2(1 1) 2(2 ) 2(2 2)
a b b a

+ + + = + + ≥ + =  

5 10 112 4 2 2 2= ⋅ = ⋅ = . 

ΛΥΣΗ 3(Κλεόβουλος Κοφονικόλας) α)Το βρήκα 
διαφορετικά: 

Από την ανισότητα αριθμητικού – γεωμετρικού  

μέσου η δοσμένη γράφεται ως  

10 10 5a b a b(1 ) (1 ) 2[(1 )(1 )]
b a b a

+ + + ≥ + + , 

όμως επειδή  

a b 2
b a
+ ≥  

και μετά από κατάλληλες πράξεις έχουμε το 
ζητούμενο.  

β) Για τη γενίκευση θα θέσω όπου είχα πριν το 5  

το  n
2

 και με την ίδια μέθοδο βγαίνει. 

ΑΣΚΗΣΗ    26. 
Αν a,b,c 0>  και  

2 2 2a b c 3+ + = , 

να αποδείξετε ότι: 

14 
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1 1 1 3
1 ab 1 bc 1 ca 2

+ + ≥
+ + +

. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=460 

ΛΥΣΗ(Φωτεινή Καλδή) Είναι 

1 1 1
1 ab 1 bc 1 ca

+ + =
+ + +

 

2 2 21 1 1
1 ab 1 bc 1 ca

+ + ≥
+ + +

 

9 9 3
3 ab bc ca 6 2

≥ =
+ + +

 

αφού   

2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + ⇔  

6 3 ab bc ca≥ + + + . 

ΑΣΚΗΣΗ    27. 
Να αποδείξετε ότι για τους θετικούς αριθμούς 
a,b,c , ισχύει: 

14(a b c) a 4b 9c+ + ≥ + + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=500 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Γαβριλόπουλος) Υψώνουμε και 

τα δύο μέλη στο τετράγωνο και πρέπει να 

δείξουμε ότι 

214(a b c) ( a 2 b 3 c)+ + ≥ + + ⇔  

( )2
(1 4 9)(a b c) a 2 b 3 c+ + + + ≥ + + , 

το οποίο ισχύει από την προαναφερθείσα 
ανισότητα (B – C – S). 

ΑΣΚΗΣΗ    28. 
Αν a,b,c  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να 
βρεθεί η ελάχιστη τιμή της παράστασης:  

2 2 2 2

2 2 2 2

a a b cA (1 )(1 )
b c a a

= + + + + , 

καθώς και οι τιμές των a,b,c  για τις οποίες αυτό 
επιτυγχάνεται. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=520 

ΛΥΣΗ 1(Κλεόβουλος Κοφονικόλας)Από την 

ανισοϊσότητα Buniakowski – Cauchy – Schwarz 

για τις τριάδες  

a a(1, , )
b c

 και b c(1, , )
a a

 

ισχύει ότι:  

2 2a·b a·cA (1+ + ) =3 =9
b·a c·a

≥ . 

Η ελάχιστη τιμή θα επιτυγχάνεται κατά την 
ισότητα, δηλαδή όταν A 9= .  

Είναι γνωστό όμως ότι η ισότητα ισχύει όταν θα 
ισχύει ότι:  

4 4

4 4

a a= =1 a=b=c
b c

⇔ . 

ΛΥΣΗ 2(Βαγγέλης Παπαπέτρος) Θεωρούμε τους 

αριθμούς 

1 2 3 1 2 3
a a b ca 1,a ,a , x 1, x , x
b c a a

= = = = = = . 

Από την ανισότητα B C S− − , έχουμε 
15 
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( )( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3a a a x x x+ + + + ≥  

( )2
1 2 2 2 3 3a x a x a x A 9≥ + + ⇔ ≥ . 

Η ισότητα επιτυγχάνεται, όταν a b c 0= = >  και 
άρα minA 9= . 

ΛΥΣΗ 3(Βαγγέλης Παπαπέτρος) Κάνοντας τις 
πράξεις στην παράσταση του A , βρίσκουμε  

2 2 2 2a b a cA 3
b a c a

          = + + + + +          
             

 

2 2c b
b c

    + +    
     

. 

Όμως, για κάθε x 0> έχουμε 

( )22 x 1x 2x 11x 2 0
x x x

−− +
+ − = = ≥ ⇔  

1x 2
x

+ ≥ , 

με την ισότητα, να επιτυγχάνεται, αν και μόνο αν, 
x 1= . 

Εφαρμόζοντας αυτήν διαδοχικά, για  

a a bx 0, x 0, x 0
b c c

= > = > = > , 

προκύπτει 

A 3 2 2 2 9≥ + + + = . 

Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν  

a a b 1 a b c 0
b c c
= = = ⇔ = = > . 

Συνεπώς, minA 9= . 

ΛΥΣΗ 4(Θάνος Μάγκος) Απλούστερη είναι η 
λύση με ΑΜ – ΓΜ.Είναι  

4 2 2
3 3

2 2 4

a b cA 3 ·3 9
b c a

≥ = . 

Η ισότητα ισχύει, αν και μόνο αν, a b c= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    29. 
Για τους πραγματικούς a,b,c  να αποδείξετε ότι  

2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 

Να την λύσετε με C – S, με ΑΜ – ΓΜ, με πράξεις 
και με αναδιάταξη. 

Προτείνει: Νίκος Χατζής 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=560 

ΛΥΣΗ(Δημήτρης Ιωάννου) 1ος τρόπος: 

(Με B – C – S) 

Θεωρούμε τις τριάδες:  

a, b,c  και b,c,a . 

Τότε:  

2 2 2 2 2 2 2(a b c )(b c a ) (ab bc ca)+ + + + ≥ + + ⇒  

2 2 2 2 2(a b c ) (ab bc ca)+ + ≥ + + ⇒  

2 2 2a b c ab bc ca ab bc ca+ + ≥ + + ≥ + + , 

(διότι κάθε αριθμός είναι μικρότερος ή ίσος από 
την απόλυτη τιμή του). 

2ος τρόπος: (Με απλές πράξεις) 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

2 2 22a 2b 2c 2ab 2bc 2ca+ + ≥ + +  

ή αρκεί: 

2 2 2 2 2 2a a b b c c 2ab 2bc 2ca 0+ + + + + − − − ≥ . 

Άρα αρκεί:  

16 
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2 2 2(a b) (b c) (c a) 0− + − + − ≥ , 

το οποίο είναι αληθές. 

3ος τρόπος: (Με απλές ανισότητες) 

Έχουμε:  

2 2a b 2ab+ ≥  

(πολύ απλή αλλά χρήσιμη ανισότητα). 

Επίσης:  

2 2b c 2bc+ ≥ , 

και 

2 2c a 2ca+ ≥ . 

Με πρόσθεση κατά μέλη, βρίσκουμε το 
ζητούμενο 

4ος τρόπος: (Με άλλη απλή ανισότητα) 

Έχουμε:  

2 2 22(a b ) (a b)+ ≥ + . 

(Πολύ απλή στην απόδειξή της, αλλά και πολύ 
χρήσιμη σε απόδειξη άλλων ανισοτήτων. Πρέπει 
να την απομνημονεύσουμε. ) 

Ομοίως:  

2 2 22(b c ) (b c)+ ≥ + . 

και:  

2 2 22(c a ) (c a)+ ≥ + . 

Με πρόσθεση κατά μέλη, παίρνουμε:  

2 2 2 2 2 24a 4b 4c 2a 2b 2c+ + ≥ + + +  

2 2 22ab 2bc 2ca a b c ab bc ca+ + + ⇒ + + ≥ + + . 

Φυσικά, μπορούμε να βρούμε και πολλούς ακόμα 
τρόπους. 

5ος τρόπος(Γιάννης Μπαρούμας) Δίνω μάλλον 
την πιο απλή λύση. 

Πολλαπλασιάζοντας με το 2 και τα δυο μέλη έχω: 

2 2 2 2 2 2a a b b c c 2ab 2bc 2ca+ + + + + ≥ + + ⇔  

2 2 2 2(a 2ac b ) (b 2bc c )− + + − + +
2 2(a 2ca c ) 0+ − + ≥ ⇔  

2 2 2(a b) (b c) (a c) 0− + − + − ≥ , 

που προφανώς ισχύει. 

6ος τρόπος (Νίκος Χατζής) Ας τη δούμε και με 
αναδιάταξη.  

Θεωρούμε τη συνάρτηση  

2 2 2f (a, b,c) a b c ab bc ca= + + − − −  

με a,b,c R∈ . 

Παρατηρούμε ότι οι τιμές της f και για τις 3! 

το πλήθος μεταθέσεις των a,b,c  είναι ίσες. 
Συνεπώς, η f  είναι συμμετρική ως προς τα  

a, b,c  και συνεπώς, δίχως βλάβη της γενικότητας 
μπορούμε να υποθέσουμε ότι a b c≥ ≥ .  

(Πιο συγκεκριμένα είναι συμμετρικό πολυώνυμο).  

Έτσι, εφαρμόζοντας την ανισότητα της 
αναδιάταξης για τις ακολουθίες  

(a, b,c) , (a, b,c)  

έχουμε  

2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + , 

όπου  

s(1) (b,c,a)=  

η μετάθεση, που είναι και η ζητούμενη. 

7ος τρόπος: (Νίκος Χατζής) Με τριώνυμο 

Θεωρούμε το τριώνυμο ως προς a .  

Η αποδεικτέα γράφεται  

17 
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2 2 2a (b c)a b c bc− + + + − . 

Η διακρίνουσα, είναι  

2 2 2D (b c) 4(b c bc)= + − + − =  

2 2 2 2b c 2bc 4b 4c 4bc+ + − − + =  

23(b c) 0= − − ≤ . 

Αφού η διακρίνουσα είναι αρνητική το 
δευτεροβάθμιο πολυώνυμο έχει το πρόσημο του 
μεγιστοβάθμιου όρου. Στην περίπτωση μας είναι 
θετικό πράγμα, που αποδεικνύει και την 
ζητούμενη. 

Η μικρή διακρίνουσα είναι πολύ πιο ισχυρή από 
ότι φαίνεται! 

Λησμόνησα την περίπτωση b c= , που όμως είναι 
αρκετά στοιχειώδης, αφού αντικαθιστώντας 
συμπληρώνουμε το τετράγωνο. 

ΑΣΚΗΣΗ    30. 
Για τους θετικούς x, y, z 0>  να αποδείξετε ότι: 

3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y z
x xy y y yz z z zx x

+ + ≥
+ + + + + +

 

x y z
3

+ +
≥ . 

Προτείνει: Νίκος Χατζής 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=580 

ΛΥΣΗ (fdns) Έχουμε ότι 

3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y z
x xy y y yz z z zx x

+ + −
+ + + + + +

 

3 3 3

2 2 2 2 2 2

y z x
x xy y y yz z z zx x

− − − =
+ + + + + +

 

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y y z z x
x xy y y yz z z zx x

− − −
+ + =

+ + + + + +
 

x y y z z x 0= − + − + − = . 

Άρα αρκεί να δείξουμε ότι: 

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y y z z x
x xy y y yz z z zx x

+ + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

2 (x y z)
3

≥ + + . 

Όμως με χρήση της ανισότητας: 

3 3 2 2x y x y y z+ ≥ + , ( απόδειξη ;), 

έχουμε: 

3 3 2 2

2 2 2 2

x y (x y)(x xy y 2xy)
x xy y x xy y

+ + + + −
= =

+ + + +
 

2 2

2 2

x y xyx y 2
x xy y

+
= + − ≥

+ +
 

3 3

2 2

x yx y 2
x xy y

+
≥ + −

+ +
. 

Από το οποίο προκύπτει ότι:  

3 3

2 2

x y x y
3x xy y

+ +
≥

+ +
. 

Και ομοίως:  

3 3

2 2

y z y z
3y yz z

+ +
≥

+ +
, 

3 3

2 3

z x z x
3z zx x

+ +
≥

+ +
. 

Από τα οποία με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει 
η ζητούμενη. 

ΑΣΚΗΣΗ    31. 
Αν a 1<  και b 1< , να αποδείξετε ότι 

a b 1 ab+ < + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=300 

ΛΥΣΗ(Βαγγέλης Παπαπέτρος) Έχουμε 

2 2a b 1 ab a b 1 ab+ < + ⇔ + < + ⇔  

2 2 2 2a b 2ab 1 2ab a b+ + < + + ⇔  

2 2 2 2a b 1 a b 0+ − − < ⇔  

( ) ( )2 2 2a 1 b 1 b 0− − − < ⇔  

( )( )2 2a 1 1 b 0− − < . 

Αρκεί λοιπόν να αποδειχθεί η τελευταία 
ανισότητα. 

Έχουμε, 

2 2a 1 a 1 a 1 0< ⇒ < ⇒ − < . 

2 2b 1 b 1 1 b 0< ⇒ < ⇒ − > . 

Είναι τώρα εμφανές ότι η ζητούμενη αληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    32. 
Αν x, y, z 0>  και  

x y z 2013+ + ≤ , 

να αποδείξετε ότι:  

1 1 1 3
x y z 671
+ + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=560 

ΛΥΣΗ(Κλεόβουλος Κοφονικόλας)Με χρήση της 

ανισοϊσότητας Andreescu προκύπτει ότι: 

1 1 1 9 9 3+ + =
x y z x+y+z 2013 671

≥ ≥ . 

ΑΣΚΗΣΗ    33. 
Αν x, y, z 0≥  και  

1x y z
2

+ + = , 

να αποδείξετε ότι:  

xy yz zx 18xyz+ + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=560 

ΛΥΣΗ(Βαγγέλης Μουρούκος)Αν ένας από τους 

x, y, z  είναι ίσος με μηδέν, τότε η ανισότητα 

ισχύει προφανώς (για παράδειγμα, αν z 0= , τότε 

η ανισότητα γράφεται xy 0≥ , που ισχύει). 

Υποθέτουμε, λοιπόν, ότι xyz 0> . Τότε, η 
αποδεικτέα ανισότητα γράφεται ισοδύναμα: 

xy yz zx 1 1 118 18
xyz x y z
+ +

≥ ⇔ + + ≥ (1) . 

Αλλά από την ανισότητα αριθμητικού – 
αρμονικού μέσου προκύπτει ότι  

x y z 3
1 1 13
x y z

+ +
≥

+ +
 

και άρα  

1
3 1 1 12 18

1 1 13 x y z
x y z

≥ ⇔ + + ≥
+ +

 

που είναι η (1) . 
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ΛΥΣΗ 2(Θάνος Μάγκος) Αρκεί να αποδείξουμε 
ότι  

(x y z)(xy yz zx) 9xyz+ + + + ≥ . 

Όμως, αυτό είναι άμεσο από ΑΜ – ΓΜ: 

(x y z)(xy yz zx)+ + + + ≥  

2333 xyz·3 (xyz) 9xyz≥ = . 

ΛΥΣΗ 3(Δημήτρης Ιωάννου) Ας δούμε και μια 
ακόμα με χρήση της AM – GM 

2 2 23xy yz zx 3 x y z+ + ≥ . 

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι:  

2 2 233 x y z 18xyz≥  

ή αρκεί:  

2 2 2 3 3 3 3x y z 6 x y z≥ . 

Αν xyz 0= , είναι φανερό ότι η σχέση αυτή είναι 
αληθής. 

Με xyz 0≠ , αρκεί να αποδείξουμε ότι:  

3

1xyz
6

≤ (1) . 

Όμως,  

3 3
3

1 1x y z 3 xyz 3 xyz xyz
2 6

+ + ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤  

και άρα η (1)  είναι αληθής. 

ΑΣΚΗΣΗ    34. 
Αν έχουμε x, y 0> , αποδείξτε την ισχύ της 
ανισότητας: 

x y y z z x 3 2
x y z
+ + +

+ + ≥ . 

Προτείνει: Σωτήρης Λουρίδας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=580 

ΛΥΣΗ(Νίκος Χατζής) Θέτουμε  

4 4 4x a , y b , z c= = =  

και από ΑΜ – ΓΜ έχουμε 

4 4 4 4 4 4

4 4 4

a b b c c a
a b c
+ + +

+ + ≥  

2 2 2 2 2 2

4 4 4

2a b 2b c 2c a
a b c

≥ + + =  

2 2 2

ab bc ca b c a2 2 3 2
a b ca b c

( ) ( )+ + = + + ≥ , 

και τελειώσαμε. 

ΑΣΚΗΣΗ    35. 
Για τους θετικούς a,b,c 0> , να αποδείξετε ότι 

b c aa b c 8
ca ba bc

( )( )( )+ + + ≥ . 

Προτείνει: Νίκος Χατζής 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=620 

ΛΥΣΗ(Κλεόβουλος Κοφονικόλας) Από την 

ανισοϊσότητα αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου 

ισχύει ότι: 

b ba 2
ca c

+ ≥ (1) . 

c cb 2
ab a

+ ≥ (2) . 

a ac 2
bc b

+ ≥ (3) . 

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη προκύπτει η 
δοθείσα. 
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ΑΣΚΗΣΗ    36. 
Για τους θετικούς x, y, z 0>  με xyz 1=  να 
αποδείξετε ότι 

1 1 1 1
1 x y 1 y z 1 x z

+ + ≤
+ + + + + +

. 

Προτείνει: Νίκος Χατζής 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=640 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Θέτουμε  

3 3 3x a , y b , z c= = =  

οπότε a,b,c 0>  και abc 1= . 

Χρησιμοποιούμε την  

3 3A B AB(A B)+ ≥ +  με A, B 0> . 

Είναι 

1 1 1
1 x y 1 y z 1 x z

+ + =
+ + + + + +

 

3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 a b 1 b c 1 a b

+ + ≤
+ + + + + +

 

1 1 1
1 ab(a b) 1 bc(b c) 1 ca(c a)

≤ + + =
+ + + + + +

 

c a b 1
c abc(a b) a abc(b c) b abc(c a)

+ + =
+ + + + + +

 

ΑΣΚΗΣΗ    37. 
Αν a,b,c 0>  τότε να δείξετε ότι: 

3 3 3 2

a b c 27
b c a (a b c)

+ + ≥
+ +

. 

Προτείνει: Τσάνο Φατιόν 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=700 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Γαβριλόπουλος)Σύμφωνα με 

ΑΜ – ΓΜ:  

3
2

1LHS 3
(abc)

≥ . 

Οπότε αρκεί  

3

2 6

1 9
(abc) (a b c)

≥ ⇔
+ +

 

6 3 2(a b c) 9 (abc)+ + ≥ . 

Πάλι με  

6 3 23LHS (3 abc) 9 (abc) RHS≥ = = , 

άρα αποδείξαμε το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    38. 
Αν a,b, x, y 0>  και  

a b 4, x y 9+ ≤ + ≤ , 

να αποδείξετε ότι:  

ax by 6+ ≤ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=720 

ΛΥΣΗ 1(Βαγγέλης Μουρούκος) Θα 

χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα: 

( )( )ax by a b x y+ ≤ + + (1) . 

Πράγματι, η (1) γράφεται ισοδύναμα: 

( ) ( )( )
2

ax by a b x y+ ≤ + + ⇔  

ax by 2 abxy ax ay bx by+ + ≤ + + + ⇔  
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( )2
ay 2 abxy bx 0 ay bx 0− + ≥ ⇔ − ≥ , 

που ισχύει, με το ίσον αν και μόνο αν  

a xay bx
b y

= ⇔ = . 

Από την (1)  έχουμε ότι  

ax by 4·9 36 6+ ≤ = = , 

και το ζητούμενο έπεται. 

Η ισότητα ισχύει για  

( ) 4 4 9 9a,b, x, y , , ,
1 1 1 1
λ λ =  λ + λ + λ + λ + 

, 

όπου 0λ > . 

ΛΥΣΗ 2(Γιώργος Γαβριλόπουλος)Θα 
χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα: 

(a b)(x y) ax by+ + ≥ + . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

2(a b)(x y) ( ax by)+ + ≥ + ⇔  

ax ay bx by ax by 2 abxy+ + + ≥ + + ⇔  

2ay bx 2 ay·bx ( ay bx ) 0+ ≥ ⇔ − ≥ , 

που ισχύει. 

Στην περίπτωσή μας λοιπόν θα είναι  

ax by 4·9 6+ ≤ = . 

ΛΥΣΗ 3(Χρήστος Κυριαζής) Και μία λύση με 
Cauchy – Schwarz: 

Έχω: 

ax by a x b y+ = + ≤  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
a b x y≤ + + =  

a b x y 4 9 6+ + ≤ = . 

ΑΣΚΗΣΗ    39. 
Αν a,b,c  είναι πλευρές τριγώνου ABC , να 
αποδείξετε ότι: 

2 2 2 22(a b c ) (a b c)+ + < + + .    

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=740 

ΛΥΣΗ (Gauss 1988) Έχουμε  

2a b c a a ab ac a ab ac< + ⇒ ⋅ < + ⇒ < + . 

Με τον ίδιο τρόπο: 

2b ba bc< +  και 2c ca cb< + . 

Προσθέτω κατά μέλη και παίρνω:  

2 2 2a b c 2ab 2ac 2bc+ + < + + ⇒  

2 2 2 2 2 22a 2b 2c a b c 2ab 2ac 2bc+ + < + + + + + ⇒
2 2 2 22(a b c ) (a b c)+ + < + + . 

ΑΣΚΗΣΗ    40. 
Αν a,b,c, x, y, z 0>  και αν:  

a b c
x y z
≤ ≤ , 

να αποδείξετε ότι:  

a a b c c
x x y z z

+ +
≤ ≤

+ +
. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=860 

ΛΥΣΗ 1(Ραφαήλ Ψυρούκης) Αρχικά, θα 

αποδείξω ότι 
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a b c a
x y z x
+ +

≥
+ +

. 

Ισοδύναμα έχουμε, αφού a,b,c, x, y, z 0>  

a b c a
x y z x
+ +

≥ ⇔
+ +

 

ax bx cx ax ay az+ + ≥ + + ⇔  

bx xc ay az+ ≥ + (1) . 

Όμως, από την εκφώνηση έχουμε: 

a b bx ay
x y
≤ ⇔ ≥ . 

a c xc az
x z
≤ ⇔ ≥ . 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις παραπάνω σχέσεις 
παίρνουμε την (1) . 

Ομοίως εργαζόμαστε και για τη σχέση  

a b c c
x y z z
+ +

≤
+ +

. 

ΛΥΣΗ 2(Μιχάλης Λάμπρου) Ας γράψω μία 
φαινομενικά διαφορετική λύση αλλά στην 
πραγματικότητα η ίδια. Την γράφω μόνο και μόνο 
για το ύφος, προς όφελος των μαθητών μας.  

Έχουμε από υπόθεση  

cx cya ,b
z z

≤ ≤ , 

άρα  

cx cy cz
a b c z z z
x y z x y z

+ ++ +
≤ =

+ + + +
 

c x y z c·
z x y z z

+ +
=

+ +
, 

όπως θέλαμε. 

 Όμοια η άλλη. 

ΑΣΚΗΣΗ    41. 
Να δείξετε ότι αν a b c≥ ≥  τότε  

3 3a c a b b cabc
3 c a
− − − ≥ + 

 
. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1100 

ΛΥΣΗ(Γιώργος Μανεάδης) Είναι 

3 3a c a b b cabc
3 c a
− − − ≥ + ⇔ 

 
 

2 2(a c)(a ac c ) 3b[a(a b) c(b c)]− + + ≥ − + − ⇔  

2 2(a c)(a ac c ) 3b(a c)(a c b)− + + ≥ − + − ⇔  

2 2(a c)(a ac c ) 3b(a c)(a c b) 0− + + − − + − ≥ ⇔  

2 2 2(a c)(a ac c 3ba 3bc 3b ) 0− + + − − + ≥ ⇔  

2 2 2(a c)[c (a 3b)c a 3ab 3b ] 0− + − + − + ≥ , 

που ισχύει διότι a c≥  και για το τριώνυμο ως 
προς c  είναι  

2 2 2(a 3b) 4(a 3b 3ab)∆ = − − + − =  

23(a b) 0− − ≤ . 

ΑΣΚΗΣΗ    42. 
Αν 0 x y< <  να αποδείξετε ότι:   

2 11
y x(y x)
< +

−
. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1120 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής) Είναι:  
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0 x y 0 x y y y x 0< < ⇒ > − > − ⇒ > − > ⇒  

1 1 1 1
y x y x(y x) xy

> ⇒ >
− −

. 

Επομένως αρκεί να δείξω ότι:  

1 21
xy y

+ > . 

Όμως:  

2

1 1 x 1 21 2
xy xy y yy

+ > + ≥ = , 

αφού  

x0 x y 1
y

< < ⇒ < . 

ΑΣΚΗΣΗ    43. 
Αν x, y, z 0> , να αποδείξετε ότι:  

xxy xz xy xz 3y 3z
2

+ + + ≤ + + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=30104&start=1220 

ΛΥΣΗ (Ραφαήλ Ψυρούκης)  

Από την ΑΜ – ΓΜ παίρνουμε: 

x x4y 2 ·4y 2 xy
4 4
+ ≥ = . 

x x4z 2 ·4z 2 xz
4 4
+ ≥ = . 

x x(2y 2z) 2 ·(2y 2z) 2 xy xz
2 2
+ + ≥ + = + . 

Με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε: 

x x x4y 4z 2y 2z
4 4 2
+ + + + + + ≥  

2 xy 2 xz 2 xy xz≥ + + + ⇔  

x 6y 6z 2 xy 2 xz 2 xy xz+ + ≥ + + + ⇔
xxy xz xy xz 3y 3z
2

+ + + ≤ + + . 

Έτσι, το ζητούμενο απεδείχθη. 

ΑΣΚΗΣΗ    44. 
Αν x, y, z 0>  και  

x y z 3xyz+ + ≤  

τότε  

1 1 1x y z 8
x y z

+ + ≥ + + + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1220 

ΛΥΣΗ 1(Γιώργος Βασδέκης) Ισχύει 

23 ( ) 3( )≥ + + ≥ + + ⇔xyz x y z xy yz zx  

1 1 11≥ + + ⇔ ≥ + +xyz xy yz zx
x y z

 

Νομίζω η ακόλουθη Ανισότητα ισχύει επίσης. 

Αν , , 0>x y z  και  

3+ + ≤x y z xyz  

τότε  

1 1 18 .+ + ≥ + + +x y z
x y z

 

ΛΥΣΗ 2(Θάνος Μάγκος) Είναι  

33xyz x y z 3 xyz xyz 27≥ + + ≥ ⇒ ≥ . 

Άρα  
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3x y z 3 xyz 9+ + ≥ ≥ . 

Άρα αρκεί να αποδειχθεί ότι  

1 1 1 1 xyz xy yz zx
x y z
+ + ≤ ⇔ ≥ + + . 

Πράγματι, είναι  

2(x y z)xy yz zx xyz
3

+ +
+ + ≤ ≤ . 

ΑΣΚΗΣΗ    45. 
Αν x, y, z 0>  και αν ισχύει ότι: 

1 1 1 1 1 1 1( )
x y y z x z 2 x y z

+ + = + +
+ + +

, 

να αποδείξετε ότι  

x y z= = . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1240 

ΛΥΣΗ(Ραφαήλ Ψυρούκης) Θα 

χρησιμοποιήσουμε μόνο τη βασική ανισότητα  

2(x y) 4xy+ ≥  

με ισότητα μόνο όταν x y= .  

Από αυτήν παίρνουμε  

1 1 4
x y x y
+ ≥

+
. 

Ομοίως: 

1 1 4
y z y z
+ ≥

+
 

με ισότητα όταν y z= . 

1 1 4
z x z x
+ ≥

+
 

με ισότητα όταν z x= . 

Με πρόσθεση θα πάρουμε: 

1 1 1 1 1 12 4
x y z x y y z x z

   
+ + ≥ + + ⇔   + + +   

 

1 1 1 1 1 1 1
x y y z x z 2 x y z

 
+ + ≥ + + + + +  

 

Επειδή όμως ισχύει η ισότητα θα είναι x y z= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    46. 
Αν a,b,c 0> , να αποδείξετε ότι:  

2 2 2

1 1 1 a b c3 2
a b c abc

+ +
+ + + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1260 

ΛΥΣΗ(Ραφαήλ Ψυρούκης) Από τη θεμελιώδη 

ανισότητα 

2 2a b 2ab+ ≥  

έχουμε: 

2

1 11 2·
aa

+ ≥ . 

2

1 11 2
bb

+ ≥ ⋅ . 

2

1 11 2·
cc

+ ≥ . 

Επομένως:  

1 1 1LHS 2
a b c

 ≥ + + 
 

. 
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Έτσι, αρκεί να δείξουμε ότι: 

1 1 1 a b c
a b c abc

+ +
+ + ≥ ⇔  

1 1 1 1 1 1
a b c ab bc ca
+ + ≥ + + . 

Η παραπάνω όμως είναι εφαρμογή της 
θεμελιώδους  

2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + +  

για  

1 1 1x , y , z
a b c

= = = . 

Η ισότητα προφανώς ισχύει όταν  

a b c 1= = = . 

ΑΣΚΗΣΗ    47. 
Αν  

2 2m k 2− = , 

να αποδείξετε ότι:  

2 2m 4 k k 8 m+ − ≥ + − ,  

όπου m,k 0> . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1320 

ΛΥΣΗ 1(Νίκος Τζαβίδας) Η υπόθεση γίνεται  

2 2m k 2= + . 

Η ανίσωση προς απόδειξη γίνεται  

2 2 2k 6 k k 8 k 2+ − ≥ + − + . 

Θα την αποδείξουμε υψώνοντας στο τετράγωνο 
και χρησιμοποιώντας την μέθοδο των 
ισοδυναμιών: 

2 2 2 2 2( k 6 k) ( k 8 k 2)+ − ≥ + − + ⇔  

2 2 2k 6 2k k 6 k+ − + + ≥  

2 2 2 2k 8 2 k 2 k 8 k 2≥ + − + + + + ⇔  

2 4 24 2k k 6 2 k 10k 16 0− − + + + + ≥ ⇔  

2 4 22 k k 6 k 10k 16 0+ + − + + ≤ ⇔  

4 2 2k 10k 16 k k 6 2+ + ≥ + + ⇔  

4 2 2 2 2( k 10k 16) (k k 6 2)+ + ≥ + + ⇔  

4 2 2 2 2k 10k 16 k (k 6) 4k k 6 4+ + ≥ + + + + ⇔  

4 2 4 2 2k 10k 16 k 6k 4k k 6 4+ + ≥ + + + + ⇔  

2 2 2 24k 12 4k k 6 k 3 k k 6+ ≥ + ⇔ + ≥ + ⇔  

2 2 2 2 2(k 3) k ( k 6)+ ≥ + ⇔  

4 2 4 2k 6k 9 k 6k 9 0+ + ≥ + ⇔ ≥ . 

Που ισχύει. 

ΛΥΣΗ 2(Χρήστος Κυριαζής) Αρκεί να 
αποδείξουμε ότι:  

2 2m 4 m k 8 k+ + ≥ + + . 

Αρκεί:  

( ) ( )2 2
2 2m 4 m k 8 k+ + ≥ + + . 

Αρκεί: 

2 2 2 22m 4 2m m 4 2k 8 2k k 8+ + + ≥ + + + . 

Αρκεί:  

( )2 2 2 22 m k 4 2m m 4 2k k 8− − + + ≥ + . 

Και από τη δοθείσα συνθήκη αρκεί να δείξω ότι: 
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2 22m m 4 2k k 8+ ≥ +  

ή αρκεί  

2 2m m 4 k k 8+ ≥ + . 

Υψώνοντας στο τετράγωνο και τα δύο μέλη  

αρκεί  

4 2 4 2m 4m k 8k+ ≥ + . 

Αρκεί  

( )4 4 2 2 2m k 4 m k 4k− + − ≥ . 

Αρκεί:  

( )( )2 2 2 2 2m k m k 4 4k− + + ≥ . 

Αρκεί  

2 2 2m k 4 2k+ + ≥ . 

Αρκεί  

2 2m 4 k+ ≥ . 

Αρκεί  

2 2m k 4 0− + ≥ , 

δηλαδή  

6 0≥ , που ισχύει. 

ΛΥΣΗ 3(Σωτήρης Λουρίδας) Αρκεί να 
αποδείξουμε ότι: 

2 2m k k 8 m 4,− + − +  

αρκεί   

2 2

2 2

2 k 8 m 4
m k k 8 m 4

+ − −
=

+ + + +
  

2 2

2 ,
k 8 m 4

=
+ + +

 

που ισχύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    48. 
Αν  

2 2x y 2 2x 6y+ + ≤ + , 

όπου x, y R∈ , να αποδείξετε ότι:  

0 x y 8≤ + ≤ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1380 

ΛΥΣΗ(Χρήστος Κυριαζής) Με συμπλήρωση 

τετραγώνων έχουμε ισοδύναμα: 

2 2x y 2 2x 6y+ + ≤ + ⇔  

2 2x y 2 2x 6y 0+ + − − ≤ ⇔  

2 2x 2x 1 y 6y 9 9 1 0− + + − + − + ≤ ⇔  

( ) ( )2 2x 1 y 3 8− + − ≤      (1) 

Από τη βασική ανισότητα έχουμε:  

( )2
2 2a b

a b
2
+

≤ +  

επομένως η (1)  δίνει:  

( ) ( ) ( )
2

2 2x y 4
x 1 y 3 8

2
+ −

≤ − + − ≤ ⇒  

( )2x y 4 16 x y 4 4+ − ≤ ⇒ + − ≤ ⇒  

4 x y 4 4 0 x y 8⇒ − ≤ + − ≤ ⇒ ≤ + ≤  

ΑΣΚΗΣΗ    49. 
Αν m, n N∈ , να αποδείξετε ότι:  

291 316

194 237

m 2 n 5
m 3 n 7
+ +

<
+ +

. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1420 

ΛΥΣΗ(Θανάσης Κοντογιώργης) Είναι  

291 97 97 1942 8 9 3= < =  

οπότε  

291

194

m 2 1
m 3
+

<
+

. 

Επίσης,   

316 79 79 2375 625 343 7= > =  

οπότε  

316

237

n 5 1
n 7
+

>
+

. 

Τελικά,  

291 316

194 237

m 2 n 51
m 3 n 7
+ +

< <
+ +

. 

ΑΣΚΗΣΗ    50. 
Αν x, y, z 0>  και  

x y z 1+ + = , 

να αποδείξετε ότι:   

xy xz yz 9xyz+ + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1540 

ΛΥΣΗ(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Η δοσμένη 

γράφεται ισοδύναμα  

(x y z)(xy yz zx) 9xyz+ + + + ≥  

δηλαδή ισοδύναμα  

2 2 2 2 2 2x y xy y z yz z x zx 6xyz+ + + + + ≥  

που ισχύει από την ανισότητα αριθμητικού – 
γεωμετρικού μέσου αφού  

2 2 2 2 2 2x y xy y z yz z x zx
6

+ + + + +
≥  

2 2 2 2 2 2 6 6 66 6x yxy y zyz z xzx x y z xyz≥ = = . 

ΛΥΣΗ 2(Θάνος Μάγκος) Είναι  

1 1 1 9 9
x y z x y z
+ + ≥ = ⇒

+ +
 

xy yz zx 9xyz+ + ≥ . 

ΛΥΣΗ 3(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Λίγο πιο απλά 
η παραπάνω ανισότητα.  

Διαιρώντας με  
xyz 0>  

καταλήγουμε στην  
 

x y y z z x 6
y x z y x z

     + + + + + ≥     
    

 

που ισχύει αφού λόγω της  
1a 2
a

+ ≥  

που ισχύει για θετικούς πραγματικούς αριθμούς a  
έχουμε: 

x y 2
y x
+ ≥  

y z 2
z y
+ ≥  

z x 2
x z
+ ≥  

κι έτσι με πρόσθεση παίρνουμε την (1) . 
ΑΣΚΗΣΗ    51. 

Αν x, y 0≥  και x y 2+ = ,  

να αποδείξετε ότι: 

3 2 2 3x(x y 1) y(1 x y )− ≤ −  

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1640 
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ΛΥΣΗ 1(Γιώργος Βασδέκης) Αρκεί να 

αποδείξουμε την Ανισότητα 

2 2 2 2x y (x y ) x y 2.+ ≤ + =  

Αυτή ισχύει αφού σύμφωνα με την Ανισότητα 
AM-GM θα έχουμε 

2
2 2 2 2 2 2(x y)x y (x y ) xy(x y )

4
+

+ ≤ + =  

2 2 2 21xy(x y ) (2xy)(x y )
2

= + = ⋅ + ≤  

22 2 41 2xy (x y ) 2 2
2 2 8

 + +
≤ ⋅ = = 

 
 

ΛΥΣΗ 2(Δημήτρης Ιωάννου) Θέλουμε να 

δείξουμε ότι  

4 2 2 4 4 2 2 4− ≤ − ⇔ + ≤ + ⇔x y x y x y x y x y x y  

2 2 2 2( ) 2+ ≤ ⇔x y x y  

2 2 2[( ) 2 ] 2+ − ≤ ⇔x y x y xy  

2 2 (4 2 ) 2− ≤ ⇔x y xy  

3 3 2 22 1 0− + ≥ ⇔x y x y  

3 3 2 2 2 2 1 0− − + ≥ ⇔x y x y x y  

2 2 ( 1) ( 1)( 1) 0− − − + ≥ ⇔x y xy xy xy  

2 2( 1)( 1) 0− − − ≥ ⇔xy x y xy  

( 1)[( 1)( 1) ] 0− − + − ≥ ⇔xy xy xy xy  

2( 1) ( 1) (1 ) 0− + + − ≥xy xy xy xy , (ΣΧΕΣΗ 1) 

Θα αποδείξουμε ότι η (ΣΧΕΣΗ 1) είναι αληθής. 
Επειδή , 0≥x y , αρκεί μόνο να δείξουμε ότι  

1≤xy . 

Πράγματι, έστω ότι είναι 1>xy .  

Τότε 

2 2 21 ( ) 1+ > + ⇒ + > + ⇒xy x x x y x x  

2 2 22 1 2 1 0 ( 1) 0,> + ⇒ − + < ⇒ − <x x x x x  

το οποίο είναι άτοπο. Άρα πράγματι είναι  

1≤xy  

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

ΛΥΣΗ 3(Θάνος Μάγκος)  

Υπάρχει a [ 1,1]∈ −  ώστε  

x 1 a, y 1 a,= − = +  

οπότε 

2 2 2 2 4 2x y (x y ) 2(1 a )(1 a ) 2.+ = − − ≤  

ΑΣΚΗΣΗ    52. 
Οι πραγματικοί αριθμοί x, y  είναι τέτοιοι, ώστε  

2 2x y 2.+ ≤  

Να δείξετε ότι  

xy 3 2x 2y.+ ≥ +  

Πότε ισχύει η ισότητα;  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1700 

ΛΥΣΗ 1(Ψυρούκης Ραφήλ) Από τη δοθείσα 

σχέση έχουμε 

2 2(x y) 2xy 2 2xy (x y) 2+ − ≤ ⇔ ≥ + − . 

Αρκεί  

2xy 4x 4y 6≥ + −  

και άρα αρκεί  
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2(x y) 2 4x 4y 6+ − ≥ + − ⇔  

2 2(x y) 4 4(x y) (x y 2) 0+ + ≥ + ⇔ + − ≥  

που ισχύει. 

Η ισότητα ισχύει αν x y 1= = . 

ΛΥΣΗ 2(Γιώργος Μανεάδης) Κάπως 

διαφορετικά…. 

2 2 2 22 x y 2 x y 2 xy 1 xy 1≥ + ≥ = ⇒ − < <  

άρα 

xy 3 0+ >  

• Αν 2x 2y 0+ < , η δοσμένη ισχύει . 
• Αν 2x 2y 0+ ≥ , η δοσμένη σχέση γίνεται: 

2 2(xy 3) (2x 2y)+ ≥ + ⇔  

2 2 2(xy) 2xy 9 4(x y )− + ≥ +  

που ισχύει διότι  

2 2(xy) 2xy 9 (xy 1) 8 8− + = − + ≥  

και 

2 24(x y ) 8+ ≤  

Η ισότητα ισχύει όταν: 

xy 1=  

και 

2 2x y 2 x y 1+ = ⇒ = = . 

ΛΥΣΗ 3(Θάνος Μάγκος) Λιγο διαφορετικά: 

Είναι 

2 2x y xy 2x 2y 3
2
+

+ − − + =  

21 (x y 2) 1 1
2

= + − + ≥ . 

Άρα 

2 22 (x y )xy 2x 2y 3
2

− +
− − + ≥  

Το ζητούμενο έπεται. 

ΑΣΚΗΣΗ    53. 
Έστω ότι για τους θετικούς πραγματικούς 
αριθμούς a,b,c  ισχύει ότι: 

 
a b b c a cab( c) bc( a) ca( b) 0

2 2 2
+ + +

− + − + − = .  

Να αποδειχθεί ότι  
a b c= = . 

 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=160 

ΛΥΣΗ(Σπύρος Φίλιππας) Έχουμε  

a b b c a cab( c) bc( a) ca( b) 0
2 2 2
+ + +

− + − + − = . 

Έχουμε:   
2 2ab(a b) a b ab... 3abc 3abc

2 2
+ +

⇔ = ⇔ =∑ ∑ . 

Όμως από ΑM – GM  παίρνουμε: 

2 2 2 2 2 2a b ab b c bc c a ca+ + + + + ≥  

666 (abc) 6abc≥ = ⇔  

2 2 2 2 2 2a b ab b c bc c a ca 3abc
2

+ + + + +
≥ . 

Επειδή όμως στην τελευταία θέλουμε ισότητα 
αναγκαστικά είναι: a b c= = . 

ΛΥΣΗ 2(Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε:  
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a b 2c b c 2a c a 2bab bc ca 0
2 2 2

+ − + − + −
+ + = ⇔  

2 2 2 2a b ab 2abc b c bc 2abc+ − + + − +  

2 2c a ca 2abc 0+ + − = ⇔  

2 2 2 2a(b 2bc c ) b(a 2ac c )− + + − + +  

( )2 2c b 2ab a 0+ − + = ⇔  

2 2 2a(b c) b(a c) c(b a) 0− + − + − = . 

Όμως οι αριθμοί a,b,c είναι θετικοί. Οπότε για να 
είναι αληθής η πιο πάνω σχέση, θα πρέπει να 
ισχύει: 

a b 0− = και a c 0− = και b c 0− = , 

δηλαδή 

a b c= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    54. 
Εάν x, y πραγματικοί μη μηδενικοί να δείξετε την  

2 2 2 2

x y 2 2
x y xy x y

+
≤

+ − +
. 

Προτείνει: komi 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=240 

ΛΥΣΗ(Konstantinos 21) Από την ανισότητα  

( ) ( )22 22 x y x y+ ≥ +  

έχουμε ότι   

( )2 2x y 2 x y+ ≤ +  

άρα αρκεί να δείξουμε πως  

( )
( )

2 2
2

2 2 2 2

2 x y 2 2 0 x y
x y xy x y

+
≤ ⇒ ≤ −

+ − +
 

που ισχύει. 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΛΥΣΗ(Δημήτρης Ιωάννου) 

Γνωρίζουμε ότι  

2(x y) 0−   

και άρα  

2 2x 2xy y 0− +   

άρα  

2 2x y 2xy+  . 

Αν προσθέσω τώρα στην τελευταία ανισότητα το 

2 2x y+  

και στα δύο μέρη θα πάρω  

2 2 2 2 22(x y ) x y 2xy (x y)+ + + = + . 

Επίσης, επειδή το  

2 22(x y )+  

είναι μη αρνητικό μπορούμε να πάρουμε 
τετραγωνικές ρίζες και να γράψουμε  

2 2x y 2(x y )+ + . 

Φυσικά όταν γίνουμε κάπως πιο έμπειροι δεν 
είναι ανάγκη να κάνουμε όλη αυτήν την 
διαδικασία.  

Μπορούμε να γράφουμε απευθείας  

2 2x y 2xy+   

ή  

2 2 22(x y ) (x y)+ +  

διότι θεωρούνται απλές ανισότητες. 

Θέλουμε τώρα να αποδείξουμε την  
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2 2 2 2

x y 2 2
x y xy x y

+
≤

+ − +
. 

Επειδή   

2 2

2 2 2 2

2(x y )x y
x y xy x y xy

++
+ − + −

 (*) 

αρκεί να δείξουμε ότι  

2 2

2 2 2 2

2(x y ) 2 2
x y xy x y

+
+ − +

 (**) 

Στην(*) χρειάζεται προσοχή. Για να ισχύσει δεν 
αρκεί μόνο ότι  

2 2x y 2(x y )+ + . 

Πρέπει και το  

2 2x y xy+ −  

να είναι θετικό.  

• Αν xy 0≤  τότε σίγουρα  

2 2x y xy 0+ − > . 

• Αν xy 0>  τότε  

από την προηγούμενη ανισότητα έχουμε  

2 2x y xy 2xy xy xy 0+ − − = > . 

(Η 2 2x y xy 0+ −   με ισότητα μόνο αν x y 0= =  
είναι άλλη μια απλή ανισότητα που στην συνέχεια 
επιτρέπεται να χρησιμοποιούμε απευθείας.) 

Ας πάμε πίσω στο πρόβλημα. Μένει να 
αποδείξουμε την (**) ή ισοδύναμα την 

2 2 2 2 2 22(x y ) x y 2 2(x y xy)+ + + −  

Ισοδύναμα, αρκεί (διαιρώντας με 2  και 
αφαιρώντας το αριστερό μέλος από το δεξί) να 
δείξουμε ότι:  

2 2 2 22(x y xy) (x y ) 0.+ − − +   

Το αριστερό όμως μέλος ισούται με  

2 2 2x y 2xy (x y)+ − = −  

το οποίο είναι πράγματι μη αρνητικό. 

ΑΣΚΗΣΗ    55. 
Αν οι πραγματικοί αριθμοί x, y, z  είναι τέτοιοι 
ώστε  

x y z , y z x , z x y≥ + ≥ + ≥ +  

να δείξετε ότι  

x y z 0+ + =  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=400 

ΛΥΣΗ(Δημήτρης Ιωάννου) Με ύψωση στο 

τετράγωνο,  

έχουμε: 

2 2 2x y z 2yz≥ + +  

2 2 2y z x 2zx≥ + +  

2 2 2z x y 2xy≥ + +  

Με πρόσθεση αυτών κατά μέλη, παίρνουμε: 

2 2 20 x y z 2xy 2yz 2xz≥ + + + + + ⇒  

2(x y z) 0 x y z 0+ + ≤ ⇒ + + = . 

ΑΣΚΗΣΗ    56. 
Αν για τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς  

a, b,c  ισχύει abc 1=  

να δείξετε ότι   

a b c 3 .
b(a b) c(b c) a(c a) 2

+ + ≥
+ + +
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Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=440 

ΛΥΣΗ(Σωκράτης Λύρας) Θέτω  

1a
x

= , 1b
y

= , 1c
z

=  με xyz 1= . 

Η ανισότητα μετά από τις αντικαταστάσεις 
γίνεται:  

2 2 2y z x 3
x y y z x z 2

+ + ≥
+ + +

. 

Από Andreescu παίρνω:  

( )
( )

22 2 2 x y zy z x
x y y z x z 2 x y z

+ +
+ + ≥

+ + + + +
. 

Άρα τώρα θέλω:  

x y z 3+ + ≥  

που ισχύει λόγω της ΑΜ – ΓΜ αφού  

3x y z 3 xyz 3 1 3+ + ≥ = ⋅ =  και xyz 1= . 

ΑΣΚΗΣΗ    57. 
Να δείξετε ότι  

a(a 1) b(b 1) c(  c 1)− + − + − ≤  

(a b c 4)(a b c 5) 4,≤ + + − + + − +  

αν  

a, b,c 2.≥  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=480 

ΛΥΣΗ(Δημήτρη Ιωάννου) Αρκεί να αποδείξουμε 

ότι: 

2 2 2a b c (a b c)+ + − + + ≤  

(a b c 4)(a b c 5) 4≤ + + − + + − + ⇔  

2(a b c) 2(ab ac cb) (a b c)+ + − + + − + + ≤  

(a b c 4)(a b c 5) 4≤ + + − + + − +  

Θέτουμε   

a b c t+ + = . 

Τότε αρκεί να αποδείξουμε ότι: 

2t 2(ab ac bc) t (t 4)(t 5) 4− + + − ≤ − − + ⇔  

4t ab ac cb 12≤ + + + ⇔  

4(a b c) ab ac cb 12+ + ≤ + + +       (1). 

Θέτουμε  

x a 2, y b 2, z c 2= − = − = − . 

Τότε από την υπόθεση έχουμε ότι  

x, y, z 0≥  

και η σχέση (1) ισοδύναμα γράφεται: 

4(x 2 y 2 z 2)+ + + + + ≤  

(x 2)(y 2) (x 2)(z 2)≤ + + + + + +  

(y 2)(z 2) 12 0 xy xz zy+ + + + ⇔ ≤ + +  

η οποία είναι αληθής, αφού x, y, z 0≥ . 

ΑΣΚΗΣΗ    58. 
Αν οι θετικοί ακέραιοι x, y, z, t, a, b είναι τέτοιοι 
ώστε  

xt yz 1− =  και x a z
y b t
> >  

να δείξετε ότι  

ab (x z)(y t)≥ + + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=560 
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ΛΥΣΗ(Θάνος Μάγκος) Έχουμε 

1 x z x a a z
yt y t y b b t

   = − = − + − =   
  

 

bx ay at bz 1 1 t y
yb bt yb b

 
t byt

− − +
= + ≥ + = , 

οπότε  

b t y≥ +      (1). 

Ομοίως, είναι 

1 t y t b b y
xz z x z a a x

   = − = − + − =   
   

 

ta bz bx ay 1 1 x z
az ax az ax axz
− − +

= + ≥ + = , 

οπότε  

a x z≥ +      (2). 

Πολλαπλασιάζοντας τις (1), (2) κατά μέλη 
παίρνουμε τη ζητούμενη ανισότητα. 

ΑΣΚΗΣΗ    59. 
Για  a,b,c  θετικούς πραγματικούς, με  

abc 1=  και  3a 36>  

να δειχθεί ότι: 

2
2 2a b c ab bc ac

3
+ + ≥ + + . 

Προτείνει: Δημήτρης Λιγώνης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=780 

ΛΥΣΗ(Δημήτρης Ιωάννου) Είναι  

abc 1= . 

Άρα  

1bc
a

= . 

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι: 

3
2 2a 1b c ab ac

3 a
+ + ≥ + + ⇔  

3
2a 1(b c) 2bc a(b c)

3 a
+ + − ≥ + + ⇔  

3
2a 2 1(b c) a(b c)

3 a a
+ + − ≥ + + ⇔  

2
2 a 3(b c) a(b c) 0

3 a
+ − + + − ≥     (1). 

Η Διακρίνουσα του τριωνύμου είναι:  

3 4 3
2 a 3 4a 3a 36a 4( )

3 a 3a
− −

∆ = − − = −  

Στόχος είναι να αποδείξουμε ότι η Διακρίνουσα 
είναι αρνητικός αριθμός ή μηδέν. Αρκεί λοιπόν να 
αποδείξουμε ότι  

4 3 34a 3a 36 0 a (4a 3) 36− − ≥ ⇔ − ≥ . 

Όμως  

3a 36> , 

από την υπόθεση και  

4a 3 1− >  

προφανώς αφού a 1> . 

Άρα 

3a (4a 3) 36− >  

και έτσι η (1) είναι αληθής άρα έχουμε και το 
ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    60. 
Αν a,b είναι πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε  

3a b≥  και 3b a≥ , 

να δείξετε ότι  

a b·( 3a b 3b a ) 4 ab+ − + − ≤ . 
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Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=860 

ΛΥΣΗ(Δημήτρης Ιωάννου) Αφού 

3a b ,3b a> > τότε 3a b k,3b a m= + = + ⇒  

3k m 3m ka ,b
8 8
+ +

= =  

όπου k,m  είναι μη αρνητικοί. 

Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι: 

2(k m)( k m) (3k m)(3m k)+ + ≤ + + ⇔  

2 22(k m)(k m 2 km) 10km 3k 3m+ + + ≤ + + ⇔  

2 2 22(k m) 4 km(k m) 10km 3k 3m+ + + ≤ + + ⇔
 

2 2(k m) (2 km) 4 km(k m) 0+ + − + ≥ ⇔  

2(k m 2 km) 0+ − ≥  

που ισχύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    61. 
Βρείτε το ελάχιστο της παράστασης  

1 1
1 a 1 b

+
− −

 

όπου a,b 0> με a b 1+ = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=960 

ΛΥΣΗ(Θάνος Μάγκος) Ας ονομάσουμε την 

παράσταση K . Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε 

ταυτόχρονα με την συζυγή του παρονομαστή και 

έχουμε 

1 1K
1 a 1 b

= + =
− −

 

( )
( )( )

( )
( )( )

1 1 a 1 1 b

1 a 1 a 1 b 1 b

⋅ + ⋅ +
+ =

− + − +
 

1 a 1 b 1 a 1 b
1 a 1 b b a
+ + + +

+ = + =
− −

 

1 1 a b
a b b a

= + + + . 

Όμως, είναι   

1 1 4 4
a b a b
+ ≥ =

+
 

και   

a b a b 22 2 2 2
b a b a 2 ab

+ ≥ = ≥ . 

Άρα  

min K 4 2 2= +  

με την ελάχιστη τιμή να πιάνεται για  

1a b
2

= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    62. 
Οι πραγματικοί αριθμοί a,b,c  είναι τέτοιοι ώστε 

2 2 3 3 2a b 18abc 4b 4a c 27c+ > + + . Δείξτε ότι 
2a 3b> . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=1980 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Ας υποθέσουμε ότι  

2a 3b≤ . 

Τότε υπάρχει n 0>  έτσι ώστε να είναι 

2a 3b n= − . 
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Άρα: 

2 2 3 3 2a b 18abc 4b 4a c 27c+ > + + ⇒
2 3 2(3b n)b 18abc 4b 4ac(3b n) 27c− + > + − + ⇒

3 2 3 23b nb 18abc 4b 12abc 4acn 27c− + > + − + ⇒  

2 227c 2ac(3b 2n) b (n b) 0− + + + < (1) . 

Η διακρίνουσα του πιο πάνω τριωνύμου είναι: 

2 2 24a (3b 2n) 4 27b (n b)∆ = + − ⋅ + =
2 2 24[(3b n)(9b 12bn 4n ) 27b (n b)]− + + − + =

3 2 2 2 2

3 2 3 3

4(27b 36b n 12bn 9nb 12bn
4n 27b n 27b ) 16n 0

+ + − −

− − − = − <

−
 

και άρα η (1)  είναι αδύνατη και η απόδειξη 
ολοκληρώθηκε. 

ΑΣΚΗΣΗ    63. 
Για κάθε a,b 0≥ , να αποδείξετε ότι: 

2 2a b a b 1 b a a 18ab+ + + + + ≥ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2040 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης) Ισχύει από την 
Ανισότητα AM – GM 

2 2 2 2a b a b 1 a b ab+ + + + + ≥  

22a ab 2 b 2ab a≥ + + =  

3 3 44 442·( a b b a b )= + + ≥  

6 6123 2· a b 3 2ab 18ab≥ = = . 

ΑΣΚΗΣΗ    64. 
Εάν a,b,c,d  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, 
να αποδείξετε ότι 

1 1 1
1 1 1 1 1 1
a b c d a c b d

+ ≤
+ + +

+ +

. 

Προτείνει: Χρήστος Τσιφάκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2120 

ΛΥΣΗ 1 (Γιώργος Βασδέκης) Η προς απόδειξη 
Ανισότητα ισοδύναμα γράφεται 

ab cd (a c)(b d)
a b c d a b c d

+ +
+ ≤

+ + + + +
 

ή ισοδύναμα 

2 2 2(a b) (c d) (a b c d)
4(a b) 4(c d) 4(a b c d)
− − − + −

+ ≥
+ + + + +

 

η οποία προφανώς ισχύει λόγω της Ανισότητας 
Cauchy – Schwarz. 

ΛΥΣΗ 2 (Χρήστος Τσιφάκης) Η αρχική σχέση 
γίνεται  

ab cd (a c)(b d)
a b c d a b c d

+ +
+ ≤

+ + + + +
, 

δηλαδή αρκεί να δείξουμε ότι  

ab cd (a c)(b d) 0
a b c d a b c d

+ +
+ − ≤

+ + + + +
. 

Κάνοντας πράξεις καταλήγουμε στη σχέση  

2(ad bc) 0
(a b)(c d)(a b c d)

− −
≤

+ + + + +
, 

η οποία ισχύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    65. 
Να αποδείξετε ότι:   

3 32 2 1 3> + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2140 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης) Η Ανισότητα 
ισοδύναμα γράφεται  
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3 332 1 3 2− > − . 

Παρατηρούμε ότι 

3 3 31 2 1 ( 2 1)( 4 2 1)= − = − + +  

και  

3 33 3 31 3 2 ( 3 2)( 9 6 4)= − = − + +  

Οπότε η παραπάνω ισοδύναμα γράφεται 

33 39 6 2 1+ > +  

όπου ισχύει καθώς  

3 9 2 1> >  και 33 6 2> . 

ΑΣΚΗΣΗ    66. 
Να δείξετε ότι για όλους τους θετικούς 
πραγματικούς αριθμούς x, y, z  ισχύει   

3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y z x y z
2y z z x x y

+ +
+ + ≥

+ + +
. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2140 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης)Ισχύει σύμφωνα με 
την Ανισότητα Cauchy – Schwarz 

3 2 2 2 2

2 2

x (x y z ) .
xy(x y) yz(y z) zx(z x)y z

+ +
≥

+ + + + ++∑  

Αρκεί τώρα να δειχθεί ότι 

2 2 2 22(x y z ) (x y z)
[xy(x y) yz(y z) zx(z x)]

+ + ≥ + + ⋅
+ + + + +

 

ή ισοδύναμα 

4 2 2 2 22 x 2 x y xy(x y ) 2xyz x+ ≥ + +∑ ∑ ∑ ∑  

Αυτή ισχύει αφού 

4 2 2x xyz x xy(x y )+ ≥ +∑ ∑ ∑  

και  

4 2 2 2 2

2 2

x 2 x y ( x )

3 x y 3xyz x

+ = ≥

≥ ≥

∑ ∑ ∑
∑ ∑

. 

ΛΥΣΗ 2 (Ψυρούκης Ραφαήλ) Επειδή η ανισότητα 
είναι συμμετρική, θεωρούμε χωρίς βλάβη της 
γενικότητας ότι  

x y z≥ ≥ .  

Εύκολα παίρνουμε ότι οι τριάδες  

3 3 3
2 2 2 2 2 2

1 1 1(x , y , z ), , ,
y z z x x y

 
 + + + 

 

είναι όμοια διατεταγμένες.  

Χρησιμοποιώντας δύο φορές την ανισότητα της 
αναδιάταξης και προσθέτοντας κατά μέλη θα 
πάρουμε: 

3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

x y z
y z z x x y

1 x z y z x y
2 x z y z x y

+ + ≥
+ + +

 + + +
≥ + + + + + 

. 

Αρκεί λοιπόν 

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

x z y z x y x y z
x z y z x y

+ + +
+ + ≥ + +

+ + +
 

Η τελευταία μπορεί να δειχθεί με τουλάχιστον δύο 
τρόπους. Ο πιο σύντομος και εύκολος είναι ο 
ακόλουθος: 

Οι δυάδες 2 2(x, y), (x , y )  είναι όμοια 
διατεταγμένες και από την ανισότητα Chebyshev 
έχουμε:  

2 2 3 3 3 3

2 2

x y x y x y x y x y·
2 2 2 2x y
+ + + + +

≤ ⇔ ≥
+

 

Κάνοντας το παραπάνω κυκλικά, προκύπτει το 
ζητούμενο. 
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ΛΥΣΗ 3 (Θάνος Μάγκος) Με την ανισότητα 
Chebyshev: 

3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3 3

2 2

x y z
y z z x x y

x y z 1
3 y z

+ + ≥
+ + +

+ +
≥

+

∑

∑
 

οπότε λόγω της Cauchy – Schwarz αυτό είναι  

3 3 3

2 2 2

3(x y z ) .
2(x y z )

+ +
≥

+ +
 

Απομένει να δείξουμε ότι  

3 3 3 2 2 23(x y z ) (x y z)(x y z )+ + ≥ + + + + , 

δηλαδή ότι  

3 3 32(x y z ) xy(x y) yz(y z)
zx(z x),

+ + ≥ + + + +
+ +

 

η οποία προκύπτει από την  

3 3a b ab(a b)+ ≥ + . 

ΑΣΚΗΣΗ    67. 
Οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί a,b,c  
ικανοποιούν τη σχέση  

1 1 1 a b c
a b c
+ + = + + . 

Να δείξετε ότι  

2 2 2

1 1 1 3
16(2a b c) (2b a c) (2c a b)

+ + ≤
+ + + + + +

. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης,  

Θάνος Μάγκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2320 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php
?f=111&t=16604 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης) Ισχύει από AM – GM 
ότι 

2 2

1 1
(2a b c) [(a b) (a c)]

= ≤
+ + + + +∑ ∑ . 

1 1·
4 (a b)(a c)

≤
+ +∑  

 
Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι: 
 

1 1 3·
4 (a b)(a c) 16

≤
+ +∑  

 
ή  

2(a b c) 3
(a b)(b c)(c a) 4

+ +
≤

+ + +
 

ή 
3(a b)(b c)(c a) 8(a b c)+ + + ≥ + +  

ή   
9(a b)(b c)(c a) 24(a b c)+ + + ≥ + + . 

Όμως, 
9(a b)(b c)(c a) 8(a b c)(ab bc ca)+ + + ≥ + + + + . 

Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι 
 

8(a b c)(ab bc ca) 24(a b c)+ + + + ≥ + + ή 
ab bc ca 3+ + ≥ . 

Δηλαδή,  
2(ab bc ca) 9+ + ≥ . 

Όμως,  
2(ab bc ca) 3abc(a b c)+ + ≥ + +  

και από υπόθεση γνωρίζουμε ότι  
abc(a b c) ab bc ca+ + = + + . 

Οπότε λοιπόν, έχουμε ότι  
ab bc ca 3+ + ≥  

και καταλήξαμε στο ζητούμενο.  
ΑΣΚΗΣΗ    68. 

Οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί a,b,c  
ικανοποιούν τη σχέση  

1 1 1 1.
1 a 1 b 1 c

+ + ≤
+ + +

 

Να δείξετε ότι  

2 2 2(1 a )(1 b )(1 c ) 125+ + + ≥ . 

Μπορούμε να γενικεύσουμε; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 
38 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2320
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2320
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=16604
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=16604


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 19, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2018 
 
Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2340 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης) Η υπόθεση μετά από 
πράξεις ισοδύναμα δίνει 

(1 a)(1 b) (1 a)(1 b)(1 c)+ + ≤ + + + ⇔∑  

abc 2 a b c≥ + + + . 

Ξανά, δουλεύοντας την υπόθεση, έχουμε 
σύμφωνα με την Ανισότητα  

Cauchy – Schwarz:  

1 91
1 a 3 a b c

≥ ≥ ⇔
+ + + +∑  

a b c 6+ + ≥ . 

Επομένως ισχύει από αυτές τις δύο Ανισότητες 
ότι 

abc 2 a b c 2 6 8≥ + + + ≥ + =  . 

Τέλος, από την Ανισότητα Holder έχουμε 

32 2 2 2 2 2 3(1 a )(1 b )(1 c ) (1 a b c )+ + + ≥ + ≥  

3 2 3(1 8 ) 125≥ + = . 

ΑΣΚΗΣΗ    69. 
Δίνονται οι αριθμοί a,b,c R∈ με  

(a b)(b c)(c a) 0+ + + ≠ . 

Να δείξετε ότι  

a b c 3
b c a c a b 2

+ + ≥
+ + +

. 
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Προτείνει: Χρήστος Τσιφάκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2400 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Είναι   

a b c x y z
b c a c a b y z z x x y

+ + ≥ + +
+ + + + + +

, 

όπου  

x | a |, y | b |, z | c |= = =  

και το ζητούμενο είναι συνέπεια της ανισότητας 
Nesbitt: 

x y z
y z z x x y

+ + =
+ + +

 

2 2 2x y z
xy zx zy xy xz yz

+ + ≥
+ + +

 

2(x y z) 3
2(xy yz zx) 2

+ +
≥ ≥

+ +
. 

ΛΥΣΗ 2 (Γιώργος Βισβίκης) 

Αρχικά, όπως και ο Θάνος με  

x |a |, y | b |, z | c |= = = . 

Χρησιμοποιώ την ανισότητα  

1k 2, k 0
k

+ ≥ > . 

x y y z x z y z
y z x y y z x z

   + + + +
+ + + +   + + + +   

 

x y x z 2 2 2 6
x z x y

 + +
+ + ≥ + + = ⇔ + + 

 

x y x z y z x y
y z y z x z x z

 + + + + + + + +   + + + +  
 

y z x z 6
x y x y

 + +
+ + ≥ ⇔ + + 

 

2x 2y 2z1 1 1 6
y z x z x y

+ + + + + ≥ ⇔
+ + +

x y z 3
y z x z x y 2

+ + ≥
+ + +

. 
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ΑΣΚΗΣΗ    70. 
Αν a,b,c 0≥  με  

a b c 3+ + =  

να δείξετε ότι  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 3
42 a b 2 b c 2 c a

+ + ≤
+ + + + + +

. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi
c.php?f=109&t=15584&start=2400 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βασδέκης) Η Ανισότητα που 
θέλουμε να αποδείξουμε είναι ισοδύναμη με την 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b b c c a 3
22 a b 2 b c 2 c a

+ + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

την οποία τώρα γράφουμε ως 

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

(a b) (b c)
(a b) (b c)(a b) 2 (b c) 2
a b b c

+ +
+ +

+ +
+ + + +

+ +

 

2

2
2

2 2

(c a) 3
2(c a)(c a) 2

c a

+
+ ≥

+
+ +

+

 

Αλλά, σύμφωνα με την Ανισότητα Cauchy – 
Schwarz θα ισχύει 

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

(a b) 4(a b c)
(a b) (a b)(a b) 2 (a b) 2
a b a b

+ + +
≥ =

+ +
+ + + +

+ +

∑
∑ ∑

2
2

2 2

36
(a b)(a b) 2
a b

=
+

+ +
+∑ ∑

 

Μένει λοιπόν να αποδείξουμε την Ανισότητα 

2
2

2 2

(a b)(a b) 2 24
a b
+

+ + ≤
+∑ ∑  

η οποία τώρα με τη σειρά της γράφεται και ως 

2
2 2

2 1(a b) 0
3a b

 − − ≥ ⇔ + 
∑  

2
2 2

6(a b) 1 0
a b

 − − ≥ + 
∑  

Δίχως βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε πως  

a b c≥ ≥ . 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

 1η περίπτωση: 2 2a b 6.+ ≤  

Τότε, επειδή  

2 2 2 2 2 26 a b ,6 b c ,6 c a≥ + ≥ + ≥ +  

(εύκολο αφού a b c≥ ≥ ) η παραπάνω Ανισότητα 
ισχύει αφού κάθε παρένθεση είναι μη αρνητικός. 

 2η περίπτωση: 2 2a b 6.+ ≥  

Εάν γυρίσουμε τώρα στην αρχική Ανισότητα, 
παρατηρούμε ότι 

2 2

1 1
82 a b

≤
+ +

 

και επιπλέον πως  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 b c 2 c a b 2 a 2

+ ≤ + ≤
+ + + + + +

 

2 2

1 1
b 2 8 b

≤ +
+ −

 

Έχουμε αποδείξει δηλαδή ότι  

2 2 2 2

1 1 1 1 .
82 a b b 2 8 b

≤ + +
+ + + −∑  

Μένει να δειχθεί η Ανισότητα 

2 2 2 2

1 1 5 16 1
8b 2 8 b (8 b )(b 2)

+ ≤ ⇔ ≤
+ − − +

 

ή καλύτερα η 2b 6<  

η οποία ισχύει αφού θα ναι 2b 3< . 
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