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Εικοσιδωδεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

                                          
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 

πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 

πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 

Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 

τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα 

από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί να 

έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - 

οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 

των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των (0,0,±ϕ), 
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, όπου ϕ ο χρυσός λόγος 
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 ενώ το δυαδικό του πολύεδρο 

είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 

Πηγή:  

http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 

                                                                                                      Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 

 
Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους έγινε από τον Χρήστο Τσιφάκη 

Η φιλοτέχνηση του εξώφυλλου έγινε από τον Μιχάλη Νάννο 
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ΜΑΘΗΤΙΚΟΙ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ  

ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ (JUNIORS) 

ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

"Το γινόμενο δύο διαδοχικών ακεραίων, είναι 

πάντοτε πολλαπλάσιο του 2 ". 

Το γινόμενο τριών διαδοχικών φυσικών αριθμών, 

διαιρείται πάντα με το 3  

Απόδειξη: 

 Έστω ( 1)( 2) =  + + . 

Από την ευκλείδεια διαίρεση του   με τον 3 , 

έχουμε 3 = +, όπου 0,1,2= . Άρα 3 =    

ή 3 1 = +  ή 3 2 = + . 

• 1η Περίπτωση:  3 =   

Τότε 3 (3 1)(3 2) =  + +  και άρα ο   

διαιρείται με το 3 . 

• 2η Περίπτωση: 3 1 = +   

Τότε  

(3 1)(3 2)(3 3) = + + + =  

3( 1)(3 1)(3 2)+ + +  

και άρα ο διαιρείται με το 3 . 

• 3η Περίπτωση:  3 2 = +  

Τότε  

(3 2)(3 3)(3 4) = + + + =  

3( 1)(3 2)(3 4)+ + +  

άρα και πάλι ο α είναι πολλαπλάσιο του 3 . 

Γενικά, το γινόμενο ν διαδοχικών φυσικών 

αριθμών, διαιρείται με το ν 

Το τετράγωνο περιττού αριθμού παίρνει πάντα 

την μορφή 2 1 ή 4 1 ή 8 1+ + + ,  .  

Με abc , συμβολίζουμε τον τριψήφιο αριθμό που 

έχει ψηφίο μονάδων c , δεκάδων b  και 

εκατοντάδων a , δηλαδή 

 

abcd 1000a 100b 10c d= + + +   

(Α). ΠΩΣ ΕΞΕΤΑΖΟΥΜΕ ΑΝ ΕΝΑΣ ΑΡΙΘΜΟΣ 

ΕΙΝΑΙ ΤΕΛΕΙΟ ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ Η ΟΧΙ. 

Οι συνήθεις μέθοδοι είναι οι εξής: (Οι μεταβλητές 

που θα γραφτούν είναι αριθμοί ακέραιοι) 

(1) Αν βρούμε ότι το τελευταίο ψηφίο του 

αριθμού είναι 2  ή 3  ή 7  ή 8 , τότε ο αριθμός 

αυτός δεν μπορεί να είναι τέλειο τετράγωνο 

ακεραίου 

(2) Αν ένας ακέραιος αριθμός a  έχει την μορφή 
2a k b= , με k,b Z , τότε για να είναι ο a  τέλειο 

τετράγωνο, πρέπει και ο b  να είναι τέλειο 

τετράγωνο. 

(3) Αν ένας  αριθμός βρίσκεται ανάμεσα σε δύο 

διαδοχικά τέλεια τετράγωνα, τότε δεν μπορεί να 

είναι τέλειο τετράγωνο 

(Δηλαδή, αν 2 2k a (k 1)  + , τότε ο a δεν είναι 

τέλειο τετράγωνο. 

(4) Αν p  πρώτος αριθμός, και αν a pb= , τότε για 

να είναι ο a τέλειο τετράγωνο, πρέπει 2b pm= . 

(5) Τέλος, είναι δυνατόν να δείξουμε ότι ένας 

αριθμός είναι τέλειο τετράγωνο κάνοντας απλώς 

πράξεις, ή ότι δεν είναι τέλειο τετράγωνο, 

χρησιμοποιώντας την εις άτοπον απαγωγή. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

(α) Το τετράγωνο περιττού, είναι περιττός, ενώ το 

τετράγωνο άρτιου είναι άρτιος. 

Ισχύουν και τα αντίστροφα. Δηλαδή αν ο 2a  είναι  

abc 100a 10b c= + +
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περιττός, τότε και ο a  θα είναι επίσης περιττός. 

Ομοίως αν είναι άρτιος. 

(β) Αν ένας αριθμός λήγει σε 0  ή 1 ή 5  ή 6 , τότε 

οποιαδήποτε δύναμη με βάση αυτόν τον αριθμό 

θα λήγει επίσης σε 0  ή 1 ή 5  ή 6  αντιστοίχως. 

(Β). ΠΩΣ ΕΞΕΤΑΖΟΥΜΕ ΑΝ ΕΝΑΣ ΑΡΙΘΜΟΣ 

ΕΙΝΑΙ ΠΡΩΤΟΣ Η ΣΥΝΘΕΤΟΣ 

(1). Αν ένας αριθμός είναι άρτιος, και είναι 

διάφορος του 2 , τότε δεν είναι πρώτος. 

(2). Αν p mn=  και αν m,n 1 , τότε ο p δεν είναι 

πρώτος. Συνεπώς αν γνωρίζουμε ότι ο p mn=  

είναι πρώτος, τότε πρέπει m 1= και n πρώτος  ή 

n 1= και mπρώτος. 

(3). Ο 1 δεν είναι πρώτος. 

(Γ). ΠΩΣ ΒΡΙΣΚΟΥΜΕ ΤΟ ΠΛΗΘΟΣ ΤΩΝ 

ΔΙΑΙΡΕΤΩΝ ΕΝΟΣ ΦΥΣΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 

Έστω ότι ζητάμε να βρούμε το πλήθος των 

(θετικών)  διαιρετών του φυσικού αριθμού a . 

Τότε: 

(α) Γράφουμε τον αριθμό a  ως γινόμενο πρώτων 

παραγόντων, δηλαδή: 

1 2 kn n n

1 2 ka p p ... p =  , 

όπου 1 2 kp ,p ,...,p , είναι πρώτοι αριθμοί. 

(β) Το πλήθος όλων των θετικών διαιρετών του a  

δίνεται από την τύπο: 

1 2 k(a) (n 1)(n 1).....(n 1) = + + +  

(Δ). ΠΩΣ ΒΡΙΣΚΟΥΜΕ ΤΟ ΠΛΗΘΟΣ 

ΔΙΑΙΡΕΤΩΝ ΑΚΕΡΑΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Θεωρούμε τους αριθμούς 1,2,3,4,...,n . 

(α) Αυτοί που διαιρούνται με τον m , (όπου  

m n ), έχουν πλήθος: 
n

K [ ]
m

= , δηλαδή ίσο με  

το ακέραιο μέρος του αριθμού 
n

m
. 

(β) Αυτοί που διαιρούνται με έναν τουλάχιστον 

από τους αριθμούς a,b , όπου (a,b) 1= , έχουν 

πλήθος:  

n n n
L [ ] [ ] [ ]

a b ab
= + − . 

(E). ΠΩΣ ΒΡΙΣΚΟΥΜΕ ΤΟ ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΟΛΩΝ 

ΤΩΝ ΘΕΤΙΚΩΝ ΔΙΑΙΡΕΤΩΝ ΕΝΟΣ ΦΥΣΙΚΟΥ 

ΑΡΙΘΜΟΥ 

(α) Αν p  είναι πρώτος αριθμός, τότε το άθροισμα 

όλων των θετικών διαιρετών του np , είναι:  

n 1
n p 1

(p )
p 1

+ −
 =

−
. 

(β) Αν a  σύνθετος, τότε για να βρούμε το 

άθροισμα όλων των θετικών διαιρετών του, 

εργαζόμαστε ως εξής: 

(γ) Γράφουμε τον a  ως γινόμενο πρώτων 

παραγόντων, δηλαδή  

1 2 kn n n

1 2 ka p p ... p =  . 

Και το άθροισμα όλων των θετικών διαιρετών του 

είναι: 

1 2 kn n n

1 2 k(a) (p ) (p ) ... (p ) =    . 

(ΣΤ) Μ.Κ.Δ - Ε.Κ.Π 

(α) Τον Μ.Κ.Δ δύο αριθμών a,b , τον 

συμβολίζουμε με (a,b) , και το Ε.Κ.Π αυτών, με 

[a,b] . 

(β) Ισχύει ότι [a,b] (a,b) ab = . 

(γ) Αν (a,b) 1= , τότε (και αντιστρόφως), 

m n(a ,b ) 1= , (όπου m,n N ). 

(δ) Αν *a,b,k N , τότε k k k(a ,b ) (a,b)=  και 

k k k[a ,b ] [a,b]= . 
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(Z) ΠΩΣ ΒΡΙΣΚΟΥΜΕ ΤΟ ΠΛΗΘΟΣ ΤΩΝ 

ΨΗΦΙΩΝ ΕΝΟΣ ΑΚΕΡΑΙΟΥ 

(α) Αν ο αριθμός μπορεί να γραφτεί στην μορφή 
nk 10 , με k Z , τότε το πλήθος των ψηφίων του 

θα είναι ίσο με n m+ , όπου m  είναι το πλήθος 

των ψηφίων του αριθμού k . 

(β) Αν ο αριθμός μπορεί να γραφτεί στην μορφή  

n10 k+  , με k Z , 

τότε εύκολα βρίσκουμε το πλήθος των ψηφίων 

του. 

(γ) Αν ένας αριθμός έχει n  ψηφία, τότε ο αριθμός 

αυτός θα είναι μεγαλύτερος από τον n 110 −  και 

μικρότερος από τον n10 . 

(Η).  ΠΩΣ ΛΥΝΟΥΜΕ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ 

ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΑΚΕΡΑΙΩΝ 

(α) Αν το πρώτο μέλος της εξίσωσης αποδείξουμε 

ότι είναι πχ άρτιος ενώ το δεύτερο περιττός, τότε 

η εξίσωση είναι αδύνατη. (Ίσως να χρειαστεί να 

πάρουμε κάποιες περιπτώσεις) 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Πρέπει να γνωρίζουμε ότι:  

*** Το άθροισμα άρτιων αριθμών είναι άρτιος. 

*** Το άθροισμα άρτιου πλήθους περιττών είναι 

άρτιος, ενώ το άθροισμα περιττού πλήθους 

περιττών, είναι περιττός. 

*** Το άθροισμα άρτιου και περιττού, είναι 

περιττός. 

*** Αν a  άρτιος, τότε na  είναι επίσης άρτιος και 

αν a  περιττός, τότε na  είναι επίσης περιττός και 

αντιστρόφως), για κάθε *n N . 

*** Το γινόμενο δύο διαδοχικών  ακεραίων, είναι 

πολλαπλάσιο του 2 , και γενικά, το γινόμενο n  

διαδοχικών ακεραίων, είναι πολλαπλάσιο του n!,  

(όπου n! 1 2 3 ... n=     ). 

(β) Λύνουμε την εξίσωση ως προς έναν άγνωστο  

και παίρνουμε κατάλληλες περιπτώσεις για τους 

υπόλοιπους αγνώστους. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Εδώ μας βοηθάει η ευκλείδεια 

διαίρεση 

(γ) Προσπαθούμε να οδηγήσουμε την εξίσωση σε 

τέτοια μορφή, ώστε το πρώτο μέλος να είναι 

γινόμενο παραγόντων και το δεύτερο ένας 

σταθερός ακέραιος αριθμός. Τότε μετατρέποντας 

τον σταθερό αριθμό σε γινόμενο πρώτων 

παραγόντων, εύκολα με περιπτώσεις συνεχίζουμε 

την λύση. 

(δ). Λύνουμε την εξίσωση ως προς έναν άγνωστο 

(πχ τον x ) και την οδηγούμε στην μορφή  

C
x K

f(y)
= + , 

όπου K  είναι ακέραιος (σταθερός ή μεταβλητός) , 

M  είναι σταθερός αριθμός και f (y)  είναι 

πολυώνυμο μιας μεταβλητής. Τότε πρέπει το f (y)  

να διαιρεί τον M  και έτσι οδηγούμεθα στην λύση. 

(ε) Παίρνοντας συνήθως περιπτώσεις, 

καταλήγουμε ότι το ένα μέλος της εξίσωσης είναι 

πολλαπλάσιο ενός ακεραίου, ενώ το άλλο, δεν 

είναι. 

(στ): Οδηγούμε την εξίσωση ώστε το πρώτο 

μέλος να είναι τριώνυμο ως προς μια μεταβλητή 

και το δεύτερο μέλος μηδέν. 

Τότε από το γεγονός ότι πρέπει η διακρίνουσα να 

είναι μη αρνητική και το ότι πρέπει να είναι 

τέλειο τετράγωνο, ενδέχεται να βρούμε την λύση. 

Θ.  ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

1. Βασικά θεωρητικά στοιχεία 

(α) Αν b / a  τότε b / ka , για κάθε k 0 . 

(β) Αν a / b  και b / a , τότε a b=  . 

(γ) Αν a / b  και b / c  τότε a / c . 

(δ) Αν a / b  και a / c  τότε a / b c , a / b c  και   
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a / nb mc+ , όπου m,n Z . 

(ε) Αν a / b  και c / d  τότε ac / bd . 

(στ) Ο a   διαιρείται με το 2 , αν και μόνο αν o a  

είναι άρτιος. 

(ζ) Ο a   διαιρείται με το 5  αν και μόνο αν λήγει 

σε μηδέν ή σε 5 . 

(η) Ο a  διαιρείται με το 3  αν και μόνο αν το 

άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται με το 3 . 

(θ) Ο a   διαιρείται με το 9  αν και μόνο αν το 

άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται με το 9 . 

(ι) Ο a  διαιρείται με το 4 αν και μόνο αν το 

τελευταίο διψήφιο τμήμα του διαιρείται με το 4 . 

(ια) Ο a  διαιρείται με το 25  αν και μόνο αν το 

τελευταίο διψήφιο τμήμα του διαιρείται με το 25  

(ιβ) Ο a  διαιρείται με το 8  αν και μόνο αν το 

τελευταίο τριψήφιο τμήμα του διαιρείται με το 8 . 

(ιγ) Ο a  διαιρείται με το 125  αν και μόνο αν το 

τελευταίο τριψήφιο τμήμα του διαιρείται με το 

125 . 

(ιδ) Ένας αριθμός n n 1 n 2 1 0A a a a ...a a− −=  διαιρείται 

με το 11, αν και μόνο αν ο αριθμός:  

n

n n 1 n 2 0a a a ... ( 1) a− −− + − + − , 

διαιρείται με το 11. 

(ιε) Αν ο b  είναι γνήσιος διαιρέτης του a , τότε 

a
b

2
 . 

(ιστ) Οι διαιρέσεις a :nκαι b : n  δίνουν το ίδιο 

υπόλοιπο, αν και μόνο αν ισχύει ότι n / a b− . 

(ιζ) Αν p  πρώτος και p / ab τότε p / a ή p / b . 

(ιη) Αν p  πρώτος, a Z  και n N* , τότε 

np / a p / a . 

(ιθ) Αν οι ακέραιοι αριθμοί 1 2 na ,a ,...,a διαιρούν  

τον ακέραιο a  και είναι ανά δύο πρώτοι μεταξύ 

τους, τότε και το γινόμενό τους διαιρεί τον a . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1. ( )n na b a b+ =  + , για κάθε n  περιττό. 

2. ( )n na b a b− =  − , για κάθε n N . 

3. ( )n na b a b− =  − , για κάθε n  άρτιο. 

4. ( )
n n na b a b b a+ =  + =  + . 

5. Το γινόμενο n  διαδοχικών ακεραίων, διαιρείται 

με το n!. 

ΙΣΟΤΙΜΙΕΣ 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Οι ισοτιμίες, δεν αποτελούν 

αντικείμενο εξέτασης σε διαγωνισμούς της ΕΜΕ 

για μαθητές Γυμνασίου.  

Γράφτηκαν, για όσους από τους ταλαντούχους 

μαθητές θελήσουν να ξεπεράσουν το γνωστικό 

αντικείμενο του Γυμνασίου και να προχωρήσουν 

πιο ψηλά.  

1. ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

Θεωρούμε έναν θετικό ακέραιο n . Οι ακέραιοι a  

και b  λέγονται ισότιμοι modulo n , αν n | a b− . 

Όταν οι ακέραιοι a,b  είναι ισότιμοι modulo n , 

τότε συμβολίζουμε: a b(modn) . 

Ισχύει λοιπόν η παρακάτω ισοδυναμία: 

a b(modn) n | a b  − . 

Δηλαδή 

(α) Γράφουμε a b(modn)  αν και μόνο αν ο 

φυσικός αριθμός n διαιρεί την διαφορά a b−  των 

ακεραίων a,b . 

(β) Αν a b(modn)  και το υπόλοιπο της 

διαίρεσης του b με τον n  είναι u , τότε 

a u(modn) . 
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(γ) m ma b(modn) a b (modn)   , m N . 

(δ) a b(modn) aq bq(modn)   , q N . 

(ε) a b(modn),c d(modn)     

• a c b d(modn)+  +  

• a c b d(modn)−  −  

• ac bd(modn)  

(στ) a b(modn) a k b k(modn)  +  +  για 

κάθε k Z . 

(ζ) Σε ασκήσεις τέτοιου είδους, όπου θέλουμε να 

βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του ma  με το 

n , προσπαθούμε (αν αυτό είναι εφικτό), να 

καταλήξουμε σε ισοτιμία της μορφής: 

ka 0(modn)  ή ka 1(modn)  ή 

ka 1(modn) −  

Άμεσες συνέπειες του παραπάνω ορισμού είναι 

(1) a b(mod1) , για κάθε a,b Z . 

(2) a 0(mod2) , για κάθε a  άρτιο ακέραιο (και 

αντιστρόφως). 

(3) a 1(mod2) , για κάθε a  περιττό ακέραιο (και 

αντιστρόφως). 

(4) Αν a b(modn)  και m| n , τότε 

a b(modm) . 

Θεωρήματα 

1. Αν a b(modn) , τότε οι ακέραιοι a,b  

διαιρούμενοι με τον θετικό ακέραιο n , δίνουν το 

ίδιο υπόλοιπο (και αντιστρόφως). 

2. Αν ο ακέραιος a  διαιρούμενος με τον θετικό 

ακέραιο n  δίνει υπόλοιπο u , τότε a u(modn) . 

3. Αν a b(modn)  και c d(modn) , τότε: 

a c b d(modn)   . 

ac bd(modn) . 

a x b x(modn)+  +  , k Z . 

ax bx(modn) , k Z . 

ax bx(modxn),  *x N . 

x xa b (modn) , *x N . 

4. Αν a b(modn)  και F(x)   είναι ένα 

πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές, τότε: 

F(a) F(b)(modn) . 

5. Αν a,b,x Z  με x 0   και αν (x,n) d=  , με 

*n N , τότε ισχύει η παρακάτω ισοδυναμία: 

n
ax bx(modn) a b(mod )

d
   . 

6. Αν ax bx(modn) και (x,n) 1= , τότε 

a b(modn) . 

7. Αν a b(modn) , τότε (a,n) (b,n)= . 

8. Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   TOY Euler 

Συνάρτηση του Euler , ονομάζεται η αριθμητική 

συνάρτηση * *: N N → , όπου (n)  είναι το 

πλήθος των θετικών ακεραίων που είναι πρώτοι 

με τον n  και μικρότεροι από τον n . 

Δηλαδή: *(n) {x N | (x,n) 1 =  =  και x n} . 

Για την συνάρτηση του Euler, ισχύουν τα 

παρακάτω: 

*** Για κάθε *m,n N  με (m,n) 1= , ισχύει: 

(mn) (m) (n) =   . 

*** Για κάθε πρώτο p  και *n N , ισχύει: 

( )n n 1
p p 1

p

 
 = − 

 
. 

*** Για κάθε πρώτο p , ισχύει: (p) p 1 = − . 

*** Αν 1 2 kn n n

1 2 ka p p ...p=  είναι η ανάλυση του 

ακεραίου a  σε γινόμενο πρώτων παραγόντων, (με 

n 2 , τότε:  
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1 2 k

1 1 1
(a) a(1 )(1 )...(1 )

p p p
 = − − −  

*** Ο αριθμός (n)  είναι άρτιος, για κάθε n 2  

*** Αν p  πρώτος και a Z , τότε: pa a(modp)

. 

*** TO ΜΙΚΡΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ Fermat 

Αν p  πρώτος και a Z  και αν (a,p) 1= , τότε: 

p 1a 1(modp)−  . 

*** TO ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ Fermat - Euler 

 Αν *n N , a Z  και (a,n) 1= , τότε  

(n)a 1(modn)  . 

3. Η ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ:   

ax by c+ = . 

Αν (a,b) | c  τότε η πιο πάνω εξίσωση λύνεται ως 

εξής: 

Λύνουμε ως προς έναν άγνωστο την εξίσωση 

(συνήθως αυτόν που έχει τον μικρότερο κατά 

απόλυτη τιμή συντελεστή) και βρίσκουμε π.χ.  

c by
x

a

−
= . 

Τότε υπάρχει 0y {0,1,2,...,| a | 1} − , ώστε  

0
0

c by
x Z

a

−
=  . 

Έτσι βρίσκουμε μια λύση 0 0(x ,y )και τότε όλες οι 

ακέραιες λύσεις δίνονται από τις σχέσεις: 

0 0

b a
x x t,y y t

d d
= + = −  , 

όπου t Z  και d (a,b)= . 

Γενικά ισχύει το εξής: 

Έστω ακέραιοι a,b  όχι και οι δύο ίσοι με 0 και 

έστω d  ο μέγιστος κοινός διαιρέτης τους.  

Έστω επίσης a a d=  και b b d= .  

Τότε η διοφαντικής εξίσωσης ax by c+ =  έχει 

λύση αν και μόνο αν d / c .  

Επιπλέον αν 0 0(x ,y )  είναι μια λύση, τότε το 

σύνολο των λύσεών της είναι το  

0 0S {(x b t,y a t) : t } = − +  . 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    1. 

Να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

( )
2n 2011 2n 2012 100 1011 ( 1) 0,2 5A
+ += − − +  , n N . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Το 2n  είναι σίγουρα 

άρτιος αριθμός οπότε την πρώτη φορά 

προσθέτοντάς του το 2011 που είναι περιττός το 

άθροισμα τους γίνεται και αυτό περιττός αριθμός, 

άρα το 2n 2011( 1) +−  θα γίνει 1− .  

Εφόσον το 2n 2011+  είναι περιττός, το 

2n 2012+  είναι άρτιος, άρα το 

2n 2012( 1) +−  γίνεται 1.  

Άρα έχω: 

100 100 100
101

100 100

2 2 5
A ( 1)(1) 5 1 5

10 10
= − +  = − +


=  

100

100

10
1 5 1 5 4

10
= − +  = − + = . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
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ΑΣΚΗΣΗ    2. 

Δίνονται οι αριθμοί:  
998 499

1000

500
1 2

A ( 2)
2 3

3
2

     
= −    −     

    
 

και  
n n 1B 2 3 +=   

όπου n άρτιος φυσικός αριθμός.  

Να συγκριθούν οι αριθμοί  
n3 A , B . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Έχουμε 

501 499 499 499 499 4993 1 1 2 3
A 2 ·2 ·( ) ·( ) ·( ) ·( ) ·

2 2 2 3 2
= − =  

501 499 501 49912 3 1 3
2 ( ) · 2 ( ) ·

24 2 2 2
− = − =  

501
2

499

2 3 3
( )· 2 · 6

2 22
= − = − = − . 

n n nB 2 ·3 ·3 6 ·3= =  

Άρα ο αριθμός  

n n n3A 3·( 6) 3·6= − =  

αφού ο n  είναι άρτιος.  

Άρα A B= . 

ΑΣΚΗΣΗ    3. 

Αν  
n

2

( 2)
A

2n

−
=  

και  
n

2

( 2)
B

2n 3

−
=

+
 

όπου n θετικός ακέραιος, να βρεθεί ποιος από 

τους αριθμούς A  και B  είναι μεγαλύτερος. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Αφού τα δυο κλάσματα 

έχουν τον ίδιο αριθμητή, μεγαλύτερο είναι αυτό 

με το μικρότερο παρονομαστή.  

Άρα πρέπει να συγκρίνω το 22n και 22n 3+ . 

Το 22n  είναι σαφώς μικρότερο άρα A B . 

Αυτό ισχύει μόνο όταν το n είναι άρτιος. 

Όταν το n είναι περιττός το πρόσημο είναι μείον 

οπότε μεγαλύτερος είναι ο B .  

Το A B  ισχύει μόνο για τις απόλυτες τιμές. 

ΑΣΚΗΣΗ    4. 

Αν 

 
7 6 5 4 3 2 1000(8 9·8 9·8 9·8 9·8 9·8 9·8 1)= − + − + − + −

και 

 
200 10001024 625 = , 

να συγκρίνετε τους αριθμούς 2  και  . 

 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Αρσενόη Μουτσοπούλου)  

7 6 5 4 3 2 1000(8 9·8 9·8 9·8 9·8 9·8 9·8 1)= − + − − + + − =  

7 6 5 4[8 (8 1)·8 (8 1)·8 (8 1)·8− + + + − + +  

3 2 1000(8 1)·8 (8 1)·8 (8 1)·8 1]+ + − + + + − =  

7 7 6 6 5 5 4 4(8 8 8 8 8 8 8 8− − + + − − + +  

3 3 2 2 10008 8 8 8 8 1)+ − − + + − =  

1000 1000( 7) 7+ = . 

Άρα  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
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2 2000 2 1000 10007 (7 ) 49= = = . 

200 1000 2000 2000 20001024 625 2 25 50 = =  = . 

Επομένως  2 b  . 

ΑΣΚΗΣΗ    5. 

Να βρείτε το ψηφίο των μονάδων του αριθμού  
500129 = . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Αρσενόη Μουτσοπούλου) Τον αριθμό 
500129  μπορούμε  

να τον γράψουμε ως 2 125(129 ) .  

Ο 2129  λήγει σε 1 άρα οποιαδήποτε δύναμη του 

θα λήγει σε 1.  

Άρα ο αριθμός 500129  λήγει σε 1. 

ΛΥΣΗ 2 (Κωνσταντίνος Τζιμούλιας) Επειδή το 

129  τελειώνει σε 9  όταν πολλαπλασιάζουμε τα 

εννιάρια παίρνουμε 1 αν τα εννιάρια είναι άρτιος 

αριθμός και 9  αν τα εννιάρια είναι περιττός 

αριθμός  

π.χ.:  9 9 81 =  ,  9 81 729 = ,  9 729 6561 =  

εδώ το 129  το έχουμε 500ες φορές, άρα ο 

αριθμός 500129  τελειώνει σε 1. 

ΑΣΚΗΣΗ    6. 

Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

 1 2 3 101 2 3 .A ..10= + + +  

δεν είναι τέλειο τετράγωνο (ακεραίου). 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Τον αριθμό A  μπορώ να 

τον γράψω και με τη μορφή: 

1 2 3 2 2 2 2 2 2 2A 1 2 3 4 ·4 5 ·5 ·5 6 ·6 ·6= + + + + + +  

2 2 2 2 2 2 27 ·7 ·7 ·7 8 ·8 ·8 ·8+ + + 2 2 2 2 109 ·9 ·9 ·9 ·9 10+ =  

1 4 27 16·16 25·25·5 36·36·36+ + + + + +  

1049·49·49·7 64·64·64·64 81·81·81·81·9 10+ + +  

Άρα το τελευταίο ψηφίο του Aείναι   

(A) (1 4 7 6 5 6 3 6 9 0) =  + + + + + + + + + =  

(47) 7=  =  

που σημαίνει ότι σίγουρα δεν είναι τέλειο 

τετράγωνο κανενός ακέραιου αριθμού. 

ΑΣΚΗΣΗ    7. 

Να βρεθεί το ψηφίο των μονάδων του αριθμού  

101597 = . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Το ψηφίο των μονάδων 

του  

101597  

είναι ίσο με: 

101 101 100 1 2 50(579 ) (9 ) (9 ·9 ) ((9 ) ·9) =  =  =  =  

50 50(81 ·9) (1 ·9) 9=  =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    8. 

Να εξετάσετε αν ο αριθμός  
100 100A 7 658= +  

διαιρείται :                                                                                    

(α) με το 2 .  

(β) με το 5 . 

  

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

 ΛΥΣΗ (Αρσενόη Μουτσοπούλου) Ο αριθμός   

100 1007 658+  

λήγει σε: 

Ο 1007  μπορεί να γραφτεί ως:  

4 25(7 ) . 

Το 47  λήγει σε 1, άρα όλος ο αριθμός θα λήγει σε 

1.  

Ο αριθμός 100658  μπορεί να γραφτεί ως:  

4 25(658 ) . 

το 4658  λήγει σε 6 ,  

άρα όλος ο αριθμός θα λήγει σε 6 . 

Τέλος:  

6 1 7+ =  

άρα όλος αυτός ο αριθμός θα λήγει σε 7 . 

Το 7  όμως δε διαιρεί ούτε το 2  ούτε το 5  

ΑΣΚΗΣΗ    9. 

Έστω a,b,c,d  ώστε   

2 2 2 24a 13b 13c 9d 12(ab bc cd)+ + + = + +  

Να αποδειχθεί ότι:  

a 27=  . 

Προτείνει: Σωτήρης Λουρίδας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Οικονόμου) Σχηματίζουμε 

τέλεια τετράγωνα. 

Δηλαδή  

2 2 2 24a 13b 13c 9d 12(ab bc cd)+ + + = + +   

2 2 2(2a 3b) (2b 3c) (2c 3d) 0− + − + − =   

2a 3b , 2b 3c , 2c 3d= = = . 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις 3 σχέσεις 

παίρνουμε  

8abc 27bcd=  

και εφόσον a,b,c,d  έχουμε  

8a 27d= . 

Όμως  

(27,8) 1= ,  

έτσι 

8 / d και 27 / a  

που είναι και το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    10. 

α) Αν 
1 1 1

x y 3
+ =  με x,y 0  να αποδείξετε ότι 

 y 3  και 
9

x 3
y 3

= +
−

. 

β) Να προσδιορίσετε τους θετικούς ακέραιους 

x,yπου ικανοποιούν τη σχέση  

1 1 1

x y 3
+ = . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=40 

ΛΥΣΗ (Fermat_96) α) Αν y 3=  πρέπει 
1

0
x
= , 

άτοπο. 

Κάνοντας τα κλάσματα ομώνυμα προκύπτει ότι   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
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3y 3x xy+ = . 

Γράφεται  

3y xy 3x x(y 3)= − = −   

3y 3y 9 9
x

y 3 y 3

+ −
= = =

− −
 

3y 9 9 9
3

y 3 y 3 y 3

−
+ = +

− − −
. 

β) Αφού ικανοποιούν την αρχική σχέση, πρέπει να 

ικανοποιούν και την  

9
x 3

y 3
= +

−
. 

Για να είναι το αριστερό μέλος ακέραιο, πρέπει να 

είναι και το δεξί. Για να είναι το δεξί πρέπει να 

είναι και το 
9

y 3−
.  

Άρα πρέπει το y 3 / 9−  

Οπότε  

y 3 1 y 4− =  =  

ή  

y 3 3 y 6− =  =  

ή  

y 3 9 y 12− =  = . 

Έχουμε τα εξής ζεύγη λύσεων:  

(12,4) , (6,6) , (4,12) . 

ΑΣΚΗΣΗ    11. 

Οι δύο διαστάσεις ενός ορθογωνίου είναι οι 

θετικοί ακέραιοι x  και y . Αν αυξήσουμε την μία 

διάσταση κατά 1 και την άλλη κατά 2  τότε το 

ορθογώνιο που προκύπτει έχει εμβαδόν διπλάσιο 

του αρχικού. Να βρεθούν οι διαστάσεις x  και y . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=40 

ΛΥΣΗ (Fermat_96) Πρέπει  

(x 1)(y 2) 2xy+ + =    

xy 2x y 2 2xy+ + + =  

y 2 x(y 2)+ = − . 

Πρέπει  

y 2 / y 2− + . 

Επειδή  

(y 2) (y 2) 4+ − − = , 

πρέπει  

y 2 / 4− , 

οπότε  

y 2 1 y 3− =  =  

ή   

y 2 2 y 4− =  =  

ή   

y 2 4 y 6− =  = . 

Με αντικατάσταση, προκύπτουν τα ζεύγη 

(5,3) , (3,4) , (2,6) . 

ΑΣΚΗΣΗ    12. 

Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 

 

2

222223 444441 222220 222216
a

222222

  +
=  

είναι ακέραιος και να βρεθεί. 

 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=40 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=40
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ΛΥΣΗ (Αρσενόη Μουτσοπούλου) Έχουμε ότι:  

2

222223 444441 222220 222216
a

222222

  +
=  

επειδή παντού υπάρχει το 222222 , έμμεσα ή 

άμεσα, θα ονομάσουμε αυτόν τον αριθμό x .   

Άρα x 222222= . 

Οι αριθμοί του αριθμητή θα γίνουν: 

222223 x 1= +  

444441 2x 3= −  

222220 x 2= −  

222216 x 6= −  

Το αποτέλεσμα είναι:  

2

(x 1)·(2x 3)·(x 2) (x 6)

x

+ − − + −
=  

2

2

(2x 3x 2x 3)(x 2) x 6

x

− + − − + −
=

3 2 2 2

2

2x 4x 3x 6x 2x 4x 3x 6 x 6

x

− − + + − − + + −
=

3 4 2 2

2 2

2x 4x x x (2x 5)

x x

− − −
= =  

2x 5 (2·222222) 5 444439− = − = . 

ΑΣΚΗΣΗ    13. 

Αν a  είναι περιττός ακέραιος, να δείξετε ότι ο 

αριθμός  

4 2a 6a 7+ −  

είναι πολλαπλάσιο του 128 . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=80 

ΛΥΣΗ 1 (Fermat_96) Είναι 

4 2 2 2a 6a 7 (a 7)(a 1)+ − = + − . 

περιττά τετραγωνικά υπόλοιπα modulo 16 είναι 

μόνο τα 1,9 .  

• Αν το υπόλοιπο του 2a (mod16)  είναι 1,  

τότε ο πρώτος παράγοντας γίνεται της μορφής 

16k 1 7 16k 8 8(2k 1) mult.8+ + = + = + = , 

και ο δεύτερος της μορφής  

16k 1 1 16k mult.16+ − = = . 

Οπότε  

4 2 2 2a 6a 7 (a 7)(a 1)+ − = + − =  

(mult.8)(mult.16) mult.128=  

• Αν το υπόλοιπο του 2a (mod16)  είναι 9 ,  

τότε ο πρώτος παράγοντας γίνεται της μορφής  

16k 9 7 16k 16 16(k) mult.16+ + = + = = , 

και ο δεύτερος της μορφής 

16k 9 1 16k 8 8(2k 1) mult.8+ − = + = + = . 

Οπότε  

4 2 2 2a 6a 7 (a 7)(a 1)+ − = + − =  

(mult.16)(mult.8) mult.128=  

Σημείωση   mult.16  σημαίνει 16 . 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε: 

 
4 2 4 2a 6a 7 a 6a 6 1+ − = + − − =  

4 2(a 1) 6(a 1)− + − =   

2 2 2(a 1)(a 1) 6(a 1)− + + − =  

2 2(a 1)(a 1 6)− + + =  

2(a 1)(a 1)(a 7) (*)− + +  

Αφού όμως ο a  είναι περιττός φυσικός αριθμός,  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=80
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θα έχουμε a 2k 1= + , με k  φυσικό αριθμό.  

Οπότε η σχέση (*) γράφεται: 

2(*) (2k 1 1)(2k 1 1)[(2k 1) 7]= + − + + + + =  

22k(2k 2)(4k 4k 1 7)+ + + + =  

22k 2(k 1)(4k 4k 8)=  + + + =  

24k(k 1) 4(k k 2)+  + + =  

16k(k 1)[k(k 1) 2], (**)= + + +  

Γνωρίζουμε όμως (βλέπε κάποια από τις 

προηγούμενες ασκήσεις) ότι το γινόμενο δύο 

διαδοχικών φυσικών αριθμών διαιρείται πάντα με 

το 2  (όπως και το γινόμενο τριών διαδοχικών 

φυσικών αριθμών διαιρείται πάντα με το 3 , κ.ο.κ) 

Άρα k(k 1) 2m+ =  όπου m  είναι φυσικός 

αριθμός.  

Άρα η σχέση (**) γράφεται:  

(**) 16 2m (2m 2) 64m(m 1), (***)=   + = +  

Και πάλι θα είναι m(m 1) 2n+ = , όπου n  είναι 

φυσικός αριθμός.  

Άρα η σχέση (***) γράφεται:    

(***) 64 2n 128 n=  =  , 

από όπου προκύπτει το ζητούμενο. 

ΛΥΣΗ 3 (Αρσενόη Μουτσοπούλου) Είναι  

 
4 2 2 26 7 6) 7( +  − =  + −  

το τετράγωνο περιττού ακεραίου αριθμού είναι 

της μορφής 8 1 +  

(8 1)(8 1 6) 7+ + + − =  

2 264 56 8 7 7 64 64 + + + − =  +  =  

( )64 1  +  

Άρα είναι 64  και εφόσον το   παίρνει τιμές 

1,2,3,... ( Το ( )1  +  είναι άρτιος ως γινόμενο 

διαδοχικών ακεραίων) είναι και 128 . 

ΑΣΚΗΣΗ    14. 

Αν ο αριθμός p  είναι πρώτος να βρεθούν οι 

φυσικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει:  

 
2n n p 1982+ + = . 

 

Προτείνει: Σωκράτης Λύρας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=80 

ΛΥΣΗ 1 (Fermat_96) 

2n n p 1982 n(n 1) p 1982+ + =  + + =   

p 1982 2m 2(991 m) p= −  − =  

p
2

991 m
=

−
. 

Η μόνη τιμή που μπορεί να πάρει το 991 m−  

είναι το 1. Επομένως p 2= .  

Στη συνέχεια από την εξίσωση  

n(n 1) 1980+ =  

με δοκιμές βρίσκω ότι n 44= . 

ΛΥΣΗ 2 (Γιώτα Καρατζά) Ο αριθμός  
2n n n(n 1)+ = +  

είναι άρτιος, επειδή είναι γινόμενο διαδοχικών. 

αν p  περιττός πρώτος,  

2n n p+ +   

περιττός, άτοπο.  

Άρα p 2= . 

Λύνουμε την  

2n n 1980 0+ − = , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=80
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=80
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και βρίσκουμε ως μόνη θετική λύση την n 44= . 

ΑΣΚΗΣΗ    15. 

Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι αριθμοί n για τους 

οποίους ο αριθμός  

2n 1+  
διαιρεί τον αριθμό  

2n n 2+ − . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=160 

ΛΥΣΗ (Νίκος Κατσίπης) Επειδή ο 2n 1+  είναι 

περιττός έχουμε 

2 2n n 2 4(n n 2)

2n 1 2n 1

+ − + −
   

+ +
 

2 24n 4n 8 (2n 1) 9

2n 1 2n 1

+ − + −
   

+ +
 

9
2n 1 2n 1| 9

2n 1
+ −   + 

+
. 

n 5, 2, 1,0,1,4= − − −  

ΑΣΚΗΣΗ    16. 

Να βρείτε τους φυσικούς αριθμούς x,y,z  και w , 

για τις οποίες ισχύουν:                                                                   

2x 7y 35z 210w 839+ + + = , 

x 4   , y 5  και z 6 . 

Προτείνει: Αντώνης Κυριακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=240 

ΛΥΣΗ (Αντώνης Κυριακόπουλος ) Έχουμε:   

839 7(y 5z 30w) 2x= + + +         (1). 

 Επειδή: 0 x 4  , έχουμε:  

0 x 3 0 2x 6 7 0 2x 7         .  

Συνεπώς η  (1) είναι η ισότητα της διαίρεσης  

839:7 . 

Εκτελούμε τη διαίρεση αυτή και βρίσκουμε 

πηλίκο 119  και υπόλοιπο 6 . 

 Άρα:  

2x 6=  και 

y 5z 30w 119+ + =      (2). 

Συνεπώς:  x 3= .  

Από την ισότητα (2) έχουμε:  

119 5(z 6w) y= + +          (3). 

Επειδή: 0 y 5   η (3) είναι η ισότητα της 

διαίρεσης 119 :5 ,  

οπότε  

y 4= και  z 6w 23+ = . 

Η ισότητα αυτή, επειδή  

0 z 6  , 

η  (3) είναι η ισότητα της διαίρεσης 23: 6  και 

συνεπώς z 5=  και w 3= . 

 Άρα:  

x 3= , y 4= , z 5=  και w 3= . 

Όπως βρίσκομαι εύκολα, οι αριθμοί αυτοί 

επαληθεύουν τις δοσμένες σχέσεις και άρα είναι 

οι μοναδικοί ζητούμενοι. 

ΑΣΚΗΣΗ    17. 

Να προσδιορίσετε όλους τους διψήφιους αριθμούς 

που είναι ίσοι με το γινόμενο που προκύπτει αν 

πολλαπλασιάσουμε τα ψηφία τους αυξημένα κατά 

1. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=260 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=160
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=160
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=240
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=240
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=260
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=260
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ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Έστω ο αριθμός που 

ψάχνω είναι ο  ab . Άρα πρέπει να ισχύει ότι:  

ab (a 1)(b 1)= + +  

10a b ab a b 1+ = + + +   

9a ab 1 a(9 b) 1− =  − =  

1
9 b

a
 − = , 

και επειδή ο b  πρέπει να είναι μονοψήφιος 

φυσικός επειδή είναι ψηφίο, επομένως και το 

9 b−  πρέπει να είναι φυσικός, το a πρέπει να 

διαιρεί  το 1 δηλαδή a 1= .  

Άρα:  

9 b 1 b 8− =  = . 

Τελικά  

ab 18= . 

ΑΣΚΗΣΗ    18. 

Αν a,b,c  είναι περιττοί ακέραιοι, αποδείξτε ότι η  

2ax bx c 0+ + = , 

δεν έχει ρητή λύση. 

Προτείνει: Vzf 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=320 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Φίλιππας) Αρκεί να δείξουμε ότι 

η Διακρίνουσα του τριωνύμου δεν είναι τέλειο 

τετράγωνο. 

Πριν πάμε όμως σε αυτό θα κάνουμε την εξής 

παρατήρηση:  

Τα δυνατά υπόλοιπα ενός τέλειου τετραγώνου 

στην διαίρεση του με το 8  είναι 0,1  και 4 . 

Πράγματι, κάνοντας τις πράξεις σε κάθε 

περίπτωση ( n 8k 1= + , n 8k 2= + , ...) 

καταλήγουμε σε αυτό το συμπέρασμα. 

Επιστρέφουμε στο πρόβλημα και έχουμε  

 2b 4ac = − . 

Αφού όμως a,b,c  περιττοί ακέραιοι μπορούμε να 

γράψουμε: 

2b 8 1= +  (ως τετράγωνο περιττού) 

c 2m 1= +  

a 2n 1= +  

 Άρα   

8 1 4(2n 1)(2m 1) = + − + + =  

8 1 4(2k 1) 8 1 8k 4+ − + = + − − =  

o 8 3 o 8 5  − =   +  

το οποίο δεν μπορεί να είναι τέλειο τετράγωνο 

σύμφωνα με τα παραπάνω. 

ΛΥΣΗ 2 (Μιχάλης Λάμπρου) 

Αν 
p

q
 ρητή ρίζα, μπορούμε χωρίς βλάβη να 

υποθέσουμε ότι οι p,q  δεν είναι και οι δύο άρτιοι. 

Είναι  

2 2ap bpq cq 0+ + = . 

• Αν p,q  περιττοί τότε  

2 20 ap bpq cq= + +  = 

(περιττός) + (περιττός) + (περιττός) = (περιττός) , 

άτοπο. 

• Αν p  άρτιος, q περιττός τότε  

2 20 ap bpq cq= + +  = 

(άρτιος) + (άρτιος) + (περιττός) = (περιττός), 

άτοπο. 

• Αν p  περιττός, q άρτιος τότε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=320
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=320
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2 20 ap bpq cq= + +  = 

(περιττός) + (άρτιος) + (άρτιος) = (περιττός), 

άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    19. 

Αν a,b  θετικοί ακέραιοι a b , τέτοιοι ώστε ο  

ab(a b)−  

να διαιρεί τον  

3 3a b ab+ +  

να δείξετε ότι ο αριθμός ab  είναι τέλειος κύβος. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=320 

ΛΥΣΗ (Παύλος Μαραγκουδάκης) Έστω  

d (a,b)= . 

Τότε υπάρχουν θετικοί ακέραιοι x y  με   

a xd=  , b yd=  και (x,y) 1= . 

Άρα  

( )3 3 3 3 3 2xy(x y)d / d x d y d xy− + +  

οπότε  

( )3 3xy(x y)d / dx dy xy− + + . 

Επομένως 3x / dy  και εφόσον (x,y) 1=  θα είναι 

x / d . 

Ομοίως 3y / dx  και εφόσον (x,y) 1=  θα είναι 

y / d . 

Επομένως xy / d .  

Άρα υπάρχει θετικός ακέραιος k  ώστε d kxy= . 

Άρα  

( )3 3xy(x y)d / kxyx kxyy xy− + +  

οπότε  

( )3 3(x y)xyk / kx ky 1− + + . 

Επομένως  

( )3 3k / kx ky 1+ +  

οπότε k 1= .  

Έτσι  

( )
32ab xyd xy= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    20. 

Να προσδιορίσετε τους φυσικούς αριθμούς r  για 

τους οποίους υπάρχουν πρώτοι αριθμοί p,q  

τέτοιοι ώστε:   
2 2 2p pq q r+ + = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=340 

Υπόδειξη: 

Η εξίσωση μπορεί να γραφεί ως εξής 

(p q r)(p q r) pq.+ + + − =  

Όμως  

p q r p , p q r q+ +  + +   

οπότε  

p q r pq...+ + =  

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου)  

Έχουμε :                                                                                                                                                

2 2 2p pq q r+ + =   

2 2p 2pq q 1 pq+ + = +  

2 2(p q) r pq+ − =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=320
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=320
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=340
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=340
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(p q r)(p q r) pq+ + + − = . 

Επειδή όμως τα p,q  είναι αριθμοί πρώτοι, το 

γινόμενο pq  δεν αναλύεται σε γινόμενο 

περισσοτέρων παραγόντων και δεδομένου ότι  

p q r p , p q r q+ +  + +   

θα πρέπει υποχρεωτικά να είναι  

p q r pq+ + =  και p q r 1+ − =     (*). 

Άρα με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε  

2(p q) 1 pq 2p 2q pq 1+ = +  + − =  

(2 q)p 2q 1− = − +  

Αν ήταν  

2 q 0 q 2− =  =  

τότε θα είχαμε  

0 4 1= − +  

που είναι άτοπο.  

Άρα βρίσκουμε  

2q 1 2q 4 3
p p

q 2 q 2

− − +
=  = 

− −
 

2(q 2) 3 3
p p 2 , (1)

q 2 q 2

− +
=  = +

− −
 

Για να είναι ο p φυσικός (και πρώτος) αριθμός, θα 

πρέπει το q 2−  να διαιρεί το 3 .  

Άρα  

q 2 1− =  ή  q 2 3− = , 

Δηλαδή θα πρέπει  

q 3=  ή q 5= . 

• 1η Περίπτωση: q 3= .  

Τότε  από την σχέση (1) βρίσκουμε p 5=  και από 

την σχέση (*) βρίσκουμε r 7= . 

• 2η Περίπτωση: q 5= .  

Τότε πάλι βρίσκουμε p 3=  και r 7= . 

ΑΣΚΗΣΗ    21. 

Να βρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις τις εξίσωσης 
2 2x y 15= + . 

Προτείνει: Δημήτρης Σκουτέρης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=380 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) Από το πρόβλημα έχω 

ότι: 

2 2 2 2x y 15 x y 15= +  − =   

(x y)(x y) 3·5 1·15+ − = =  

• 1η περίπτωση 

x y 3

x y 5

+ =


− =
 

κάνοντας αφαίρεση κατά μέλη έχω ότι: 

x y x y 2 y 1+ − + = −  = − , x 4= . 

• 2η περίπτωση 

x y 5

x y 3

+ =


− =
 

κάνοντας αφαίρεση κατά μέλη έχω ότι: 

x y x y 2 y 1+ − + =  = , x 4= . 

• 3η περίπτωση 

x y 15

x y 1

+ =


− =
 

κάνοντας αφαίρεση κατά μέλη έχω ότι: 

x y x y 14 y 7+ − + =  = , x 8= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=380
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• 4η περίπτωση 

x y 1

x y 15

+ =


− =
 

κάνοντας αφαίρεση κατά μέλη έχω ότι: 

x y x y 14 y 7+ − + = −  = − , x 8= . 

Επειδή το x  και το y  είναι υψωμένα στο 

τετράγωνο ισχύουν και οι τιμές με αντίθετο 

πρόσημο. 

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι: 

(y,x) ( 1,4),(1,4),(7,8),( 7,8),= − −  

                      (1, 4),( 1, 4),( 7, 8),(7, 8)− − − − − − . 

 

ΑΣΚΗΣΗ    22. 

Δίνεται ο αριθμός  

1! 2! ... 2004!+ + + . 

α) Να βρείτε ποιο είναι το ψηφίο των μονάδων 

του. 

β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός αυτός διαιρείται 

με το 3 . 

(Υπενθυμίζουμε ότι συμβολίζουμε: 

 
 n! 1 2 ... (n 1) n=    −   

και διαβάζετε ν – παραγοντικό). 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=380 

ΛΥΣΗ (Γιώτα Καρατζά) α) Έχω ότι: 

A 1! 2! 3! 4! 5! ... 2004!= + + + + + + =  

1 1·2 1·2·3 1·2·3·4 1·2·3·4·5 ... 2004!+ + + + + + =  

1 2 6 24 120 120·6 ... 2004!= + + + + + + +  

Μετά το 5! Όλοι οι υπόλοιποι αριθμοί θα 

πολλαπλασιαστούν με το 120  άρα το τελευταίο 

ψηφίο τους θα είναι πάντα 0 . 

Επομένως   

(A) (1 2 6 24) 3 =  + + + = . 

β) Είναι 

A 1 1·2 1·2·3 1·2·3·4 1·2·3·4·5 ... 2004!= + + + + + +  

Μετά το 2! όλα τα γινόμενα έχουν μέσα τους το 

3 .  

Άρα αν βγάλω κοινό παράγοντα το 3  έχω ότι:  

A 1 1·2 3k 3(1 k)= + + = + .  

Άρα 3/ A . 

ΑΣΚΗΣΗ    23. 

Ένας ερασιτέχνης ψαράς, αποφασίζει μια μέρα, με 

ευκαιρία το ψάρεμα του να κάνει κάποιες 

επισκέψεις στους φίλους του. Ξεκινάει λοιπόν από 

την θάλασσα όπου και ψάρευε, παίρνει μαζί του 

τα ψάρια που ψάρεψε στην θάλασσα, και πάει να 

βρει τους φίλους του. Οι φίλοι του είναι 3 , 

μένουν σε 3διαφορετικά σπίτια, και πριν πάει σε 

κάθε σπίτι πρέπει να περάσει από ένα ποτάμι. Σε 

κάθε ποτάμι ψαρεύει, και διπλασιάζει τα ψάρια 

που έχει εκείνη την στιγμή. Ξεκινάει λοιπόν για το 

πρώτο σπίτι, και περνάει από το πρώτο ποτάμι 

όπου ψαρεύει. Φτάνει στον φίλο του, στον οποίο 

και δίνει λίγα ψάρια. Φεύγει, και περνάει από ένα 

δεύτερο ποτάμι, ψαρεύει, και καταλήγει στον 

δεύτερο φίλο του, στον οποίο δίνει μια ποσότητα 

ψαριών, ίση με αυτή που έδωσε στον 

προηγούμενο. Τέλος, περνάει από το τρίτο 

ποτάμι, ψαρεύει, και δίνει στον τρίτο φίλο του μια 

ποσότητα ψαριών ίση με αυτή που ήδη έδωσε 

στον καθένα από τους δυο προηγούμενος. Αν του 

περίσσεψε ακριβώς ένα ψάρι, να βρείτε πόσα 

ψάρια μπορεί να είχε στην αρχή.(όλες τις πιθανές 

τιμές). 

Προτείνει: (Fermat_96)  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=400 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έστω ότι ο ψαράς 

είχε ψαρέψει x  ψάρια στην θάλασσα και ότι σε 

κάθε σπίτι, άφηνε από y  ψάρια. 

Περνώντας από το πρώτο ποτάμι, τα ψάρια του 

γίνονται 2x , αφήνει y  ψάρια στο πρώτο σπίτι και 

άρα του μένουν  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=400
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=400
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2x y−  ψάρια. 

Περνώντας από το δεύτερο ποτάμι, τα ψάρια του 

γίνονται  

2(2x y)− , 

αφήνει y  ψάρια στο δεύτερο σπίτι και άρα του 

μένουν  

4x 3y− ψάρια. 

Τέλος, περνώντας από το τρίτο ποτάμι, τα ψάρια 

του γίνονται  

2(4x 3y)− ,  

αφήνει y  ψάρια στο τρίτο σπίτι και άρα του 

μένουν 

8x 7y−  ψάρια. 

Με βάση τώρα την εκφώνηση, θα πρέπει να 

ισχύει η εξίσωση:  

8x 7y 1− =  

Μια λύση προφανής της διοφαντικής αυτής 

εξίσωσης είναι η x 1 , y 1= = . 

Άρα με βάση τα στοιχεία θεωρίας , έχουμε τις 

εξής άπειρες λύσεις: 

x 1 7t,y  1 8t= − = −  

όπου πρέπει ο t να είναι αρνητικός ακέραιος  

(αφού οι αριθμοί x,yπρέπει να είναι θετικοί 

ακέραιοι). 

ΑΣΚΗΣΗ    24. 

α) Να βρείτε τους θετικούς ακέραιους a,b αν 

ισχύει  

ab 160 90(a,b)= +  

β) Ομοίως, αν  

ab 300 7[a,b] 5(a,b)= + +  

όπου [a,b]  και (a,b)  το ελάχιστο κοινό 

πολλαπλάσιο και ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των 

a,b αντίστοιχα. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=420 

ΛΥΣΗ  α) Υπόδειξη: Αν (a,b) d=  τότε a dx=  

και b dy=  όπου οι x,y είναι πρώτοι μεταξύ 

τους. 

Η εξίσωση γράφεται  

d(dxy 90) 160− = . 

Τι γίνεται όταν ο d  είναι άρτιος; Όταν είναι 

περιττός; 

Οι διαιρέτες του 160  είναι:  

1,2,4,5,8,10,16,20,32,40,80,160 . 

• 1η περίπτωση: 

d 1 d 1

dxy 90 160 xy 250

= = 
  

− = = 
 

(x, y) 1 x 2

xy 250 y 125

= = 
 

= = 
ή 

y 2

x 125

= 


= 
. 

Άρα  

a 2,b 125= =   

ή  

a 125,b 2= = . 

• 2η περίπτωση: 

d 160 d 160

dxy 90 1 160xy 91

= = 
 

− = = 
 , Αδύνατη. 

• 3η περίπτωση: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=420
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=420
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d 2 d 2

dxy 90 80 2xy 170

= = 
  

− = = 
 

(x, y) 1 x 5 x 17
ή

xy 85 y 17 y 5

= = =  
  

= = =  
 

Άρα  

a 10,b 34= =   

ή  

a 34,b 10= = . 

Όμοια βρίσκουμε τις άλλες περιπτώσεις. 

β) Αν [a,b] x=  και (a,b) y= ,  

τότε αφού  

[a,b] (a,b) ab =   

είναι  

ab xy=  

και η εξίσωση γράφεται  

(x 5)(y 7) 335− − =  

(x 5)(y 7) 5 67− − =     

x 5 5 y 7 67

x 5 67 y 7 5

− =  − =


 
 − =  − =

 

x 10 y 74

x 72 y 12

=  =



 =  =

. 

ΑΣΚΗΣΗ    25. 

Να βρείτε τους πρώτους p,q,r  έτσι ώστε οι 

αριθμοί  

pq qr rp+ +  

και  

3 3 3p q r 2pqr+ + −  

να διαιρούνται με τον p q r+ + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=460 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) Έχουμε  

2 2 2(p q r)(p q r pq pr qr)+ + + + − − − =  

3 3 3p q r 3pqr+ + − . 

Άρα ο p q r+ +  διαιρεί το 

2 2 2(p q r)(p q r pq pr qr) pqr+ + + + − − − +  

και άρα διαιρεί το pqr .  

Επειδή οι p,q,r είναι πρώτοι, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο p

διαιρεί τον pqr .  

[Αυτό ισχύει διότι πρέπει ο pqr  να ισούται με ένα 

από τους p,q,r,pq,pr,qr,pqr ].  

Επειδή όμως ο pqr  διαιρεί και τον pq qr rp+ +  

και ο p διαιρεί αυτόν τον αριθμό και άρα διαιρεί 

και τον qr . Επειδή όμως ο p  είναι πρώτος πρέπει 

να διαιρεί είτε τον q  είτε τον r , χωρίς βλάβη της 

γενικότητας τον q . Αλλά και ο q  είναι πρώτος 

και άρα p q= .  

• Περίπτωση 1η:  

Ο r  διαιρεί τον p q r+ + . 

Τότε (αφού ο p q r+ +  διαιρεί τον pq qr rp+ + )  

ο r  διαιρεί και το 2pq p=  και άρα r p= .  

Σε αυτήν την περίπτωση οι συνθήκες γίνονται  

33p / 3p  

(η οποία ισχύει για όλα τα p ) και 33p / p  η οποία  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=460
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=460
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ισχύει αν και μόνο αν p 3= .  

• Περίπτωση 2η:  

Ο r  δεν διαιρεί τον p q r+ + . 

Τότε (αφού ο p q r+ +  διαιρεί τον 2pqr p r= ) 

πρέπει ο p q r+ +  να ισούται είτε με p  είτε με 2p  

με το πρώτο να απορρίπτεται. Αλλά τότε 

2r p 2p p(p 2)= − = −  

ο οποίος δεν είναι πρώτος εκτός από την 

περίπτωση που r p 3= = .   

(Οπότε αναγόμαστε πάλι στην 1η περίπτωση.) 

Άρα τελικά η μοναδική λύση είναι η  

q r p 3= = = . 

ΑΣΚΗΣΗ    26. 

Υπολογίστε τετραψήφιο αριθμό xyzw  του  

δεκαδικού συστήματος που να είναι τέλειο 

τετράγωνο όταν επιπλέον ισχύουν οι σχέσεις:  

xy 3zw 1= +  και w y 1= + . 

Προτείνει: Σωτήρης Λουρίδας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=480 

ΛΥΣΗ (Αντώνης Ζητρίδης) Η πρώτη δοθείσα 

σχέση γράφεται:  

10x y 30z 3w 1+ = + +  

και αν αντικαταστήσουμε όπου w y 1= + ,  

έχουμε  

10x 30z 2y 4= + +      (1). 

Παρατηρούμε ότι το πρώτο μέλος τελειώνει σε 0 , 

άρα και το άθροισμα στο δεύτερο μέλος πρέπει να 

τελειώνει σε 0 , αυτό γίνεται μόνο για  

y 3=  ή y 8= . 

Οπότε έχουμε δύο περιπτώσεις: 

• Για y 3=  άρα και w 4= . 

η (1) γράφεται  

10x 30z 10= +  

δηλαδή  

x 3z 1= + . 

για z 0=  έχουμε x 1= ,  

για  z 1=  έχουμε x 4= ,   

για z 2=   έχουμε  x 7= ,  

δηλαδή τους αριθμούς:1304 , 4314 , 7324  που 

κανένας δεν είναι τέλειο τετράγωνο. 

Οι υπόλοιπες τιμές για το z  απορρίπτονται, γιατί 

δεν θα υπάρχει αντίστοιχο x . 

• Για y 8=  άρα w 9= . 

η (1) γράφεται x 3z 2= +  

παίρνουμε πάλι περιπτώσεις για το z που μπορεί 

να πάρει τις τιμές   

z 0= , z 1= , z 2=  

και βρίσκουμε τους αριθμούς:  

2809 , 5819 , 8829  

από τους οποίου μόνο ο αριθμός 2809  είναι 

τέλειο τετράγωνο, άρα είναι ο ζητούμενος. 

ΑΣΚΗΣΗ    27. 

Δίνονται οι ακέραιοι x,y. Αν η παράσταση  

2 2x y−  

δεν διαιρείται με το 3 , να αποδείξετε ότι ακριβώς 

ένα από τα x,y διαιρείται με το 3 . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=480
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=480


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 20, ΟΚΤΩΒΡΙΟΣ 2018 

 

20 
 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=520 

 ΛΥΣΗ (Σπύρος Φίλιππας) Αν υποθέσουμε ότι  

x 0(mod3)   και y 0(mod3)   

τότε  

2x 1(mod3)  και 2y 1(mod3)   

άρα  

2 2x y 0(mod3)−  , 

άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    28. 

Να αποδείξετε ότι η παράσταση  

25
A (n 2 2n 3)

2
= + − +  

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου, αν γνωρίζουμε 

ότι η A  είναι ακέραιος αριθμός ( n N ) 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=560 

ΛΥΣΗ 1 (Δημήτρης Κανακάρης) Αφού η 

παράσταση είναι ακέραιος τότε η ρίζα είναι ρητός  

Έστω  

a
2n 3

b
+ =  

όπου a,b ακέραιοι με b μη μηδενικό τότε   

2 2

2

(a 3b )
n

2b

−
= . 

Τώρα αν στην αρχική παράσταση θέσουμε όπου 

2 2

2

(a 3b )
n

2b

−
=  και A m=  

ακέραιο τότε μετά από πράξεις καταλήγουμε ότι  

2 225(a b) m(2b)− = , 

άρα mτέλειο τετράγωνο. 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) Πρέπει λοιπόν ο 

αριθμός 2n 3+  να είναι τέλειο τετράγωνο και 

επειδή είναι περιττός (ως άθροισμα άρτιου και 

περιττού), θα πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο 

περιττού.   

Άρα υπάρχει k φυσικός αριθμός ώστε να είναι 

2 22n 3 (2k 1) n 2k 2k 1+ = +  = + − . 

Άρα 

2 225
A 2k 2k 1 2 (2k 1)

2
 = + − + − + 
 

 

225
A (2k 2k 1 2 2k 1)

2
= + − + − −  

2 2A 25k (5k) = = , 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

ΛΥΣΗ 3 (Κώστας Ρεκούμης) 

Προφανώς το  

2n 3+  

είναι περιττός φυσικός, οπότε  

2

2n 3 1
A 5

2

 + −
=   
 

 

με 
2n 3 1

2

+ −
 φυσικό. 

ΑΣΚΗΣΗ    29. 

Να αποδείξετε ότι αν p πρώτος, με p 3 , τότε ο 

αριθμός  

2p 1−  

διαιρείται με το 24 . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=520
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=520
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=560
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=560
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Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=580 

ΛΥΣΗ 1 (Νίκος Κατσίπης) Έχουμε ότι  

2p 1 (p 1)(p 1)− = − + . 

Επειδή οι αριθμοί  

(p 1),(p 1)− +  

είναι δύο διαδοχικοί άρτιοι (αφού p 2 ),  

έπεται εύκολα ότι  

8 / (p 1)(p 1)− + . 

Επίσης, οι  

(p 1),p,(p 1)− +  

είναι 3  διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί.  

Κάποιος λοιπόν από αυτούς θα είναι πολλαπλάσιο 

του 3 .  

Επειδή p  πρώτος με p 3 , κάποιος από τους 

(p 1),(p 1)− +  

θα είναι πολλαπλάσιο του 3 . 

Άρα,  

3 / (p 1)(p 1)− + . 

Οπότε, αφού (3,8) 1= , έχουμε ότι ο αριθμός  

3 8 / (p 1)(p 1) − + . 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Φίλιππας) Μπορούμε να 

δείξουμε το ζητούμενο για κάθε p  περιττό και μη 

διαιρετό από το 3  (και όχι απαραίτητα πρώτο): 

Είναι  

2 2p 1(mod8) p 1 0(mod8)    −     (1) , 

αφού p  περιττός,  και 

2 2p 1(mod3) p 1 0(mod3)  −     (2) , 

αφού p 0(mod3)  

Το ζητούμενο έπεται από τις (1) και (2). 

ΛΥΣΗ 3 (Δημήτρης Ιωάννου) Επειδή ο p είναι 

πρώτος, θα έχει την μορφή  

p 6k 1= +  ή p 6k 5= +  

• 1η  ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ:  

2p 6k 1 p 1 12k(3k 1)= +  − = +  

* Αν k  άρτιος, δηλ. k 2n= τότε  

2p 1 24n(6n 1)− = +  

και άρα έχουμε το ζητούμενο. 

* Αν k  περιττός, δηλ. k 2n 1= +  τότε  

2p 1 12(2n 1)(6n 4) 24(2n 1)(3n 2)− = + + = + +  

οπότε και πάλι έχουμε το ζητούμενο. 

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: p 6k 5= +  

Εργαζόμαστε ομοίως. 

ΑΣΚΗΣΗ    30. 

Να εξετάσετε αν ο αριθμός   

( ) ( )1968 787 1968 3 68
A

2011 2001

 − 
=

−
 

είναι ακέραιος. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=600 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Παρατηρούμε ότι  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=580
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=580
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=600
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=600
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( ) ( )1968 787 1968 3 68
A

2011 2001

 − 
= =

−
 

( ) ( )1968 787 1968 3 68

10

 − 
. 

Αρκεί να βρούμε το τελευταίο ψηφίο του  

( ) ( )1968 787 1968 3 68 −  . 

Οι δυνάμεις του 8  τελειώνουν σε: 8,4,2,6   

και επαναλαμβάνονται ανά 4 . 

Άρα  

1968: 4 492=  και 1968 4 4921968 (1968 )= , 

το 41968  τελειώνει σε 6  και όλες οι δυνάμεις του 

6  τελειώνουν και αυτές σε 6 .  

Άρα το  

( )19687 1968   

θα τελειώνει σε 2 . 

Όμοια το  

419 2 47 18 968 36 (68 )68  += =  . 

Το 468  τελειώνει σε 6  και όλες οι δυνάμεις του 

6  τελειώνουν και αυτές σε 6 , άρα το 7868  

τελειώνει σε 6  και το ( )783 68  τελειώνει σε 8 . 

Άρα  

( ) ( )1968 787 1968 3 68 −   

τελειώνει σε 4  που δεν διαιρείται με το 10 . 

Άρα ο αριθμός A  δεν είναι ακέραιος.   

ΑΣΚΗΣΗ    31. 

Να εξετάσετε αν υπάρχει ακέραιος n  τέτοιος 

ώστε η εξίσωση  

4 2x 2011x n 0− + =  

να έχει 4  ακέραιες ρίζες. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=760 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Ας υποθέσουμε ότι 

mείναι μια ακέραια ρίζα της δοσμένης εξίσωσης. 

Τότε αφού το m  είναι ρίζα, θα πρέπει 

 4 2m 2011m n 0− + =   

4 2n m 2011m= − +  

Τότε η εξίσωση γράφεται: 

4 2 4 2x 2011x m 2011m 0− − + =   

2 2 2 2 2 2(x m )(x m ) 2011(x m ) 0− + − − =  

2 2 2 2(x m )(x m 2011) 0− + − = 

2 2x m 2011 0+ − =   ή 2 2x m= . 

Άρα  

x m=   ή 2 2x m 2011=+ . 

Θα αποδείξουμε τώρα, ότι η εξίσωση  

2 2x m 2011=+  

δεν έχει λύση στο σύνολο των ακεραίων 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 2k= , k Z .  

Τότε  

2 2 2x 4k 2011 x+ =   

είναι περιττός άρα και ο x  είναι περιττός και άρα 

x 2t 1= +   όπου t Z . 

Άρα  

2 24t 4t 4k 2010+ + =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=760
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=760
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 που όμως είναι άτοπο αφού ο 4  δεν διαιρεί τον 

2010 .  

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 2k 1= + , k Z .  

Τότε  

2 2x (2k 1) 2011+ + =   

2 2x 2011 (2k 1)= − +  

και επειδή η διαφορά περιττών είναι άρτιος άρα ο 
2x  είναι άρτιος και άρα και ο x  είναι άρτιος.  

Άρα  

x 2t= , t Z . 

Τότε θα έχουμε: 

2 2(2t) 2011 (2k 1)= − +  

2 24t 4k 4k 1 2011+ + + =   

2 24(t k k) 2010+ + = , 

που όμως είναι άτοπο, αφού ο 2010  δεν είναι 

πολλαπλάσιο του 4 . 

Άρα η δοσμένη εξίσωση δεν μπορεί να έχει 4  

ακέραιες ρίζες. 

ΑΣΚΗΣΗ    32. 

Να βρεθούν οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης:  

x x 4 3 29 3 y 2y y 2y− = + + + . 

Προτείνει: Σωκράτης Λύρας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=780 

ΛΥΣΗ 1 (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε:  

x x 4 3 29 3 y 2y y 2y− = + + +  

x x 23 (3 1) y(y 2)(y 1)− = + + . 

Για x 0=  έχουμε y 0=  ή y 2= − .  

Oι αριθμοί 

y , y 2+ , 2y 1+  

είναι ανά 2  πρώτοι και δεδομένου ότι ο 2y 1+  

δεν είναι ποτέ πολλαπλάσιο του 3  θα πρέπει  

x3 y=  ή  x3 y 2= +  

και βλέπουμε ότι δεν έχει άλλες λύσεις. 

Μοναδικές λύσεις οι  

(x,y) (0,0) , (0, 2) , (1,1)= − . 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) Η δοσμένη 

εξίσωση γράφεται: 

x x 23 (3 1) y(y 2)(y 1)− = + +     (1). 

Αρχικά, βλέπουμε ότι για  

x 0=  είναι y 0=  ή y 2= −  

ενώ για  

x 1=  είναι y 1= , 

που είναι και η μόνη ακέραια ρίζα της εξίσωσης  

26 y(y 2)(y 1)= + + . 

Άρα έχουμε βρει τις λύσεις  

(x,y) (0,0),(0, 2),(1,1)= − . 

Θα αποδείξουμε τώρα ότι για κάθε x 0 , η (1) 

δεν έχει ακέραιες λύσεις,  

Πράγματι, έχουμε: 

x 0 xx 0 3 3 0 3 1        

x x x x1 3 1 0 3 3 (3 1) 0−  −  −  −  . 

Άρα δεν είναι ακέραιος ο αριθμός  

2y(y 2)(y 1)+ + , 

 πράγμα που είναι άτοπο. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
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Συνεπώς αν υπάρχουν άλλες ακέραιες λύσεις, θα 

είναι για x 1  με x  φυσικό αριθμό . 

Θα διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις: 

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: x 2  , y 1  

Παρατηρούμε ότι  ο αριθμός  

2y(y 2)(y 1)+ +  

είναι πολλαπλάσιο του x3 όπως προκύπτει από την 

σχέση (1). Επίσης εύκολα διαπιστώνουμε ότι αν 

κάποιος από τους  

2y,(y 2),(y 1)+ +  

είναι πολλαπλάσιος του 3  τότε οι δύο άλλοι δεν 

μπορούν να είναι πολλαπλάσιοι του 3 . Αυτό 

σημαίνει ότι ένας μόνο από αυτούς είναι 

πολλαπλάσιο του x3 . Οπότε διακρίνουμε τις 

παρακάτω υποπεριπτώσεις 

(1Α)   xy k 3=   

Τότε η σχέση (1) γράφεται:                                                                                                                                          

x x x x 2 2x3 (3 1) k 3 (k 3 2)(k 3 1)− =   + +   

x x 2 2x3 1 k(k 3 2)(k 3 1) − = + +  

η οποία όμως είναι αδύνατη, αφού προφανώς το 

δεύτερο μέλος είναι μεγαλύτερο από το πρώτο. 

(1Β)   xy 2 k 3+ =   

Τότε με παρόμοιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο.  

(1Γ)  Το ίδιο και όταν 2 xy 1 k 3+ =   

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: x 2 , y 2 −  

(ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Η περίπτωση y 2= −  έχει 

εξεταστεί χωριστά, ενώ αν y 1= −  η δοσμένη 

εξίσωση εύκολα βλέπουμε ότι είναι αδύνατη) 

Πάλι διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

(2Α)  xy k 3=  , k  αρνητικός ακέραιος 

Τότε η σχέση (1) γράφεται: 

x x 2 2x3 1 k(k 3 2)(k 3 1) − = + + . 

Βλέπουμε ότι ο αριθμός  

xk(k 3 2) +  

είναι θετικός ακέραιος ενώ ο  

2 2x x(k 3 1) 3 1+  −  

για κάθε x 2  και άρα η Σχέση (1) είναι αδύνατη 

(2Β)  xy 2 k 3+ =  ,  k  αρνητικός ακέραιος 

Τότε η σχέση (1) γράφεται  

x x 2 2x x3 1 k(k 3 2)(k 3 4k 3 5)− =  − −  +  

Πάλι παρατηρούμε ότι ο αριθμός  

xk(k 3 2) −  

είναι θετικός ακέραιος  για κάθε k  αρνητικό 

ακέραιο και x 2  ενώ ο αριθμός  

2 2x xk 3 4k 3 5−  +  

είναι μεγαλύτερος από τον x3 1−  για κάθε τέτοιο 

k  και x 2 .  

Συνεπώς και πάλι η σχέση (1) είναι αδύνατη. 

(2Γ)  2 xy 1 k 3+ =   

όπου αφού πρέπει ο k  θετικός ακέραιος.  

Τότε πάλι όπως και στην 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ  

καταλήγουμε σε άτοπο. 

Τελικά οι μόνες λύσεις που βρήκαμε είναι οι  

(x,y) (0,0),(0, 2),(1,1)= − . 

ΛΥΣΗ 3 (Σωκράτης Λύρας) Αρχικά βρίσκουμε 

εύκολα τις προφανείς λύσεις της εξίσωσης που 

βρήκε ο κύριος Δημήτρης παραπάνω. Στη 

συνέχεια θεωρούμε την εξίσωση τριώνυμο ως 

προς  x3  με Διακρίνουσα  
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4 3 24y 8y 4y 8y 1= + + + + . 

Η Διακρίνουσα πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο 

ακεραίου αλλά:  

2 2 2 2(2y 2y) (2y 2y 1)+    + +  

άρα η Διακρίνουσα δεν είναι ποτέ τέλειο 

τετράγωνο και συνεπώς οι παραπάνω λύσεις είναι 

μοναδικές. 

(Ηράκλειος) Προκύπτουν δύο ερωτήματα: 

(α) Πως βρίσκουμε τις ''προφανείς'' λύσεις , αν 

δεν ακολουθήσουμε τον τρόπο του Δημήτρη; 

Διότι θα μπορούσε πχ κάποιος να είχε βρει μόνο 

τις δύο από τις 3  (νομίζω) λύσεις και με τον 

τρόπο σου να δικαιολογήσει ότι είναι και οι 

μοναδικές (που θα ήταν τότε το λάθος;) 

(β) Γιατί να ισχύει  

2 2(2y 2y)  + ; 

 Αυτό δεν ισχύει όταν  

8y 1 0+  ; 

Αλλά που το ξέρουμε αυτό, αφού y Z ; 

(Αντώνης Ζητρίδης) Μπορούμε να πούμε γι' 

αυτήν την άσκηση ότι αν πολλαπλασιάσουμε με 

4  και προσθέσουμε τον άσσο, τότε στο αριστερό 

μέλος προκύπτει ένα τέλειο τετράγωνο, άρα το 

δεξί πρέπει να είναι και αυτό τέλειο τετράγωνο. 

Βρίσκουμε με τις ανισότητες ποιο πρέπει να είναι 

και έτσι βρίσκουμε το y . Μετά όλα είναι απλά. 

(Σωκράτης Λύρας) Για το (α) Σε τέτοιου είδους 

ασκήσεις βλέπουμε πρώτα τί γίνεται στις 

τετριμμένες περιπτώσεις   

2, 1,0,1,2,3− −  

(ανάλογα με την άσκηση) επειδή πολλές φορές η 

λύση που ακολουθεί ισχύει π.χ. για x 3  ή κάτι 

ανάλογο.  

Δηλαδή οι 'προφανείς' λύσεις θα είναι μοναδικές ή 

όχι ανάλογα με την συνέχεια της επίλυσης αφού η 

συνέχεια της λύσης θα αφορά όλους τους 

ακέραιους εκτός των περιπτώσεων που έχουμε 

πάρει στην αρχή. Συγκεκριμένα τώρα στη λύση 

μου υπάρχει ένα κενό, το οποίο θα κοιτάξω και θα 

επανέλθω. Ελπίζω να είμαι κατανοητός. 

(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Δεν εξετάζουμε εκ των 

προτέρων τις τετριμμένες περιπτώσεις διότι απλά 

δεν τις γνωρίζουμε. Αν σε κάποιες ασκήσεις δεις 

εκ των προτέρων να εξετάζονται κάποιες 

τετριμμένες περιπτώσεις τότε αυτό σημαίνει ότι ο 

λύτης απλά έχει επιλέξει να τις παραθέσει στην 

αρχή (όμως αυτό έχει γίνει ΑΦΟΥ έχει λυθεί η 

άσκηση στο χαρτί οπότε στην πορεία της άσκησης 

παρακάτω πρέπει να φαίνεται γιατί δε χρειάζεται 

να εξετάσει κάποιες άλλες περιπτώσεις με το 

χέρι). Ο αριθμός των περιπτώσεων που πρέπει να 

εξεταστούν με το χέρι μπορεί να αλλάζει από 

πρόβλημα σε πρόβλημα ή ακόμα και από λύση σε 

λύση αν ακολουθηθεί άλλη μέθοδος. Θα 

προσπαθήσω λοιπόν να είμαι όσο πιο αναλυτικός 

γίνεται παρακάτω. 

Καταρχήν η παραπάνω σχέση που έχω σημειώσει 

ως  (1) στη λύση του Σωκράτη ισχύει για όλα τα 

y 2  (το αριστερό μέλος της ανισότητας 

καταλήγει στην 8y 1 0+   που ισχύει για y 1  

και το δεξί καταλήγει στην σχέση 2y y 0−   που 

ισχύει για y 2 ).  

Άρα για y 2  είμαστε βέβαιοι ότι η ποσότητα   

δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Μόλις έφυγε ένα μεγάλο βάρος από πάνω μας! 

Όλοι οι θετικοί οι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 2 . 

Για  y 4 −  ισχύει ότι  

2 2 2 2(2y 2y 1) (2y 2y)+ −    +  

 (το αριστερό μέλος καταλήγει στην  

y(y 3) 0+   που ισχύει για y 4 −  

και το δεξί καταλήγει στην 8y 1 0+    
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που ισχύει για y 1 − ).  

Άρα για y 4 −  είμαστε βέβαιοι ότι η ποσότητα 

 δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Μόλις έφυγε άλλο ένα μεγάλο βάρος από πάνω 

μας!  

Όλοι οι αρνητικοί οι μικρότεροι ή ίσοι του 4− . 

Έχουμε "διώξει" λοιπόν από τη μέση τις "πολλές" 

περιπτώσεις για το y . 

Τι έμεινε; Να εξετάσουμε ξεχωριστά τις "λίγες" 

περιπτώσεις 

y 3, 2, 1,0,1= − − − . 

Για  y 3, 1= − −  δεν έχουμε λύσεις. 

Για  y 2= −  παίρνουμε x 0=  άρα έχουμε τη 

λύση (x,y) (0, 2)= − . 

Για  y 0=  παίρνουμε x 0=  άρα έχουμε τη λύση 

(x,y) (0,0)=  

Για y 1=  παίρνουμε x 1=  άρα έχουμε τη λύση 

(x,y) (1,1)=  

Συμπέρασμα: Πρώτα απορρίπτουμε με κάποιο 

τρόπο (όπως παραπάνω) τις "πολλές" τιμές του y

και μετά εξετάζουμε με το χέρι εκείνες τις "λίγες" 

που έμειναν. 

ΑΣΚΗΣΗ    33. 

Να εξεταστεί αν η εξίσωση έχει λύση στους 

ακέραιους για x,y,z 3  

x! y! z! 21 3 5 7 w+ + + = . 

Προτείνει: Δημήτρης Κανακάρης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=780 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Θα δείξουμε 

ότι η παραπάνω εξίσωση δεν έχει λύσεις στους 

ακεραίους. Ας υποθέσουμε λοιπόν, αντίθετα, ότι 

έχει. 

Λόγω του μικρού θεωρήματος του Fermat αφού  

(3,7) 1=  και (5,7) 1=  

άρα  

( )63 1 mod7  

και  

( )65 1 mod7      (*). 

Συνεπώς αφού για x 3  έχουμε  

x! 0(mod6)  , 

άρα 1x! 6x=  

οπότε  

( ) ( )
1

1
x xx! 63 3 1 1 mod7=  = . 

Όμοια  

( )y!5 1 mod7  

και τελικά παίρνοντας την αρχική εξίσωση  

( )mod7  

παίρνουμε τελικά: 

( )2w 1 1 1 0 3 mod7 + + + = . 

Όμως το 3δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο 

( )mod7  κι έτσι καταλήγουμε σε άτοπο. 

(*) Φυσικά για τη διαπίστωση αυτών δε 

χρειάζεται η γνώση του μικρού θεωρήματος του 

Fermat αφού απλές πράξεις μπορούν να 

επαληθεύσουν τον ισχυρισμό. Βοηθάει όμως η εκ 

των προτέρων γνώση του. 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Κανακάρης) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
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Θα δώσω και την δική μου σκέψη με την οποία 

κατασκεύασα την εξίσωση. 

x! y! z! 21 3 5 7 w+ + + = . 

Αφού x,y,z 3  τότε  

x! , y! , z! 0(mod4)=  

Έτσι το τελευταίο ψηφίο του x!3  θα είναι  το 1. 

Το τελευταίο ψηφίο του y!5  θα είναι το 5 . 

Το τελευταίο ψηφίο του z!7  θα είναι το  1. 

Άρα το τελευταίο ψηφίο του   

x! y! z!1 3 5 7+ + +  

θα είναι το 8 . 

Όμως το 8   δεν μπορεί να είναι το τελευταίο 

ψηφίο ενός τέλειου τετραγώνου αφού το 

τελευταίο των τετραγώνων είναι μόνο τα   

1,4,5,6,9 . 

Άρα δεν υπάρχουν λύσεις! 

ΑΣΚΗΣΗ    34. 

α) Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου ABC  αν  

n 1AB 3 3 2 −=  ,  n 2 n 1 nBC 2 2 2+ += − + ,   
n 1 n n 1AC 2 2 2+ −= − + , όπου n N,n 0  . 

β) Να προσδιοριστεί το n  αν η περίμετρος του 

ABC  είναι  3(3 3)+ . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=840 

 ΛΥΣΗ (ΛΕΩΝΙΔΑΣ) Κατ' αρχάς είναι  

n 2 nBC 2 (2 2 1) 3 2= − + =    

και  

n 1 n3
AC 2 (2 1 2 ) 2

2

−= − + =  . 

Τώρα παρατηρούμε ότι  

2 2 2n 2n27 9
AB AC 2 2

4 4
+ =  +  =  

2n n 2 29 2 (3 2 ) BC =  = , 

οπότε το ABC  είναι ορθογώνιο με oA 90


= .  

Ακόμα παρατηρούμε ότι η υποτείνουσα  BC  

είναι διπλάσια της πλευράς AC  άρα θα πρέπει να 

είναι oB 30


=  και συνεπώς oC 60


= . 

β) Για τον n : 

n 1 n n

n 1

3
3 3 2 3 2 2 3(3 3)

2

2 3( 3 2 1) 3(3 3)

−

−

 +  +  = + 

+ + = + 

 

n 12 3(3 3) 3(3 3)− + = +   

n 12 1 n 1− =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    35. 

Να βρεθεί ο μέγιστος θετικός ακέραιος x  για τον 

οποίο ο αριθμός  

182 x 700A 2 4 8= + +  

είναι τετράγωνο ακεραίου αριθμού. 

Προτείνει: Karanus 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=860 

ΛΥΣΗ (Gauss 1988) Έχουμε   

182 2x 2100A 2 2 2= + + =  

2x 2100
182

182 182

2 2
2 (1 )

2 2
+ + =  

182 2x 182 19182 (1 2 2 )−+ + =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=840
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=840
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=860
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=860
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91 2 2 x 91 2 1917(2 ) [1 (2 ) 2 2 ]−+ +  . 

Η παράσταση αυτή είναι σίγουρα τέλειο 

τετράγωνο όταν  

x 91 1917− =  

δηλαδή όταν  

x 2008= . 

Πρέπει όμως να εξετάσουμε αν υπάρχει αριθμός 

πιο μεγάλος από τον 2008  που να ξαναγίνεται η 

παράσταση τέλειο τετράγωνο.  

Υποθέτουμε ότι υπάρχει τέτοιος αριθμός 

y 2008  έτσι ώστε ο αριθμός  

2 2y 1918K 1 2 2= + +  

να είναι τέλειο τετράγωνο. Όμως έχουμε: 

2(y 91) 2 2(y 91) 19172 1 2 2 2− − + +    

2 2(y 91 y 91 y 91 21 2 2 2 (1 2 )− − − + +  = + . 

Αυτό όμως δεν είναι δυνατόν να συμβαίνει, γιατί 

κανένα τέλειο τετράγωνο δεν μπορεί να είναι 

ανάμεσα σε δύο διαδοχικά τέλεια τετράγωνα.  

Επομένως η μεγαλύτερη τιμή για το x  είναι η  

x 2008= . 

ΛΥΣΗ 2 (Ορέστης Τσαταλμπασίδης) 

Αναλύω την παράσταση σύμφωνα με τις 

παρακάτω τρεις περιπτώσεις για να εφαρμόσω σε 

κάθε μια από αυτές το τετράγωνο αθροίσματος. 

1η)                  182 x 700A 2 4 8= + + =  

( ) ( )
2 291 2x 1 10502 2 2 2−+  + . 

Προφανώς η παράσταση θα είναι τέλειο 

τετράγωνο αν  

2x 1 91 10502 2 2− =  , 

δηλαδή  

2x 1 91 1050 x 571− = +  = . 

2η)                   182 x 700A 2 4 8= + + =  

( ) ( )
2 2x 181 10502 2 2 2+  + . 

Όμοια πρέπει  

181 x 1050 x 869= +  =− . 

3η)                  182 x 700A 2 4 8= + + =  

( ) ( )
2 291 2099 x2 2 2 2+  + . 

Όμοια πρέπει  

2099 x 91 x 2008= +  = . 

Άρα η μέγιστη τιμή του x  είναι το 2008 . 

Παρατήρηση (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Όσον αφορά την παραπάνω προσέγγιση είναι 

σωστό το αποτέλεσμα αρκεί να αποδειχθεί το εξής 

που μένει σε εκκρεμότητα:   

Είδαμε ότι αν x 581=  και αν x 2008=  ο αριθμός 

A  γίνεται τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Η ερώτηση είναι η εξής:  

γιατί αν x 2008  ο αριθμός δεν είναι τέλειο 

τετράγωνο;  

Αυτό το τελευταίο είναι απαραίτητο για να 

είμαστε πλέον σίγουροι ότι η μεγαλύτερη τιμή του 

x  για την οποία ο Aείναι τέλειο τετράγωνο είναι 

το 2008 . 

ΕΠΕΞΗΓΗΣΗ (Δημήτρης Κανακάρης) 

Θεωρώ την εξίσωση  

. 

Το ερώτημα είναι ποιο είναι το μέγιστο x . 

Θέλω τους a,b  θετικούς ακέραιους και επέλεξα  

εκθέτες   

2 4 2 2 22 2 2 ++ + =a x a b m
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2a , 2a 2b+  

για να υπάρχει αντιστοιχία με την αρχική άσκηση. 

Ο Ορέστης θα εξέταζε 3  περιπτώσεις για να βρει 

την μέγιστη τιμή του x . 

• Περίπτωση 1 

a 2 a b 2 2x 1 2(2 ) (2 ) 2 2 m+ −+ +  =  

που δίνει τιμή  

2x 1 2a b− = + , 

άρα   

2a b 1
x

2

+ +
= . 

• Περίπτωση 2 

a 2 x 2 2a 2b 1 2(2 ) (2 ) 2 2 m+ −+ +  =  

άρα  

2a 2b 1 a x+ − = + , 

οπότε   

x a 2b 1= + −  

• Περίπτωση 3 

a b 2 x 2 2a 1 2(2 ) (2 ) 2 2 m+ −+ +  = , 

x a b 1= − − . 

Τέλος θα επέλεγε την δεύτερη τιμή που προφανώς 

είναι μεγαλύτερη από τις άλλες οπότε  

x a 2b 1= + − . 

Πάμε τώρα στην δική μου αντιμετώπιση του 

θέματος: 

2a 2a 2b 2x 22 2 2 m++ + = . 

Γνωρίζουμε  ήδη ότι η μέγιστη τιμή του x  θα 

είναι μεγαλύτερη από το a  οπότε a2 | m  και 

υπάρχει θετικός ακέραιος n  ώστε am 2 n=  και με 

αντικατάσταση .. 

2b 2x 2a 21 2 2 n−+ + = , 

x a x a 2b(n 2 )(n 2 ) 2 1− −− + = + . 

Άρα θα υπάρχει θετικός ακέραιος d  ώστε :  

x an 2 d−− = , 

2b
x a 2 1

n 2
d

− +
+ = . 

Αφαιρούμε τις 2 σχέσεις για να επικεντρωθούμε 

στον x . 

2b
x a 1 2 1

2 d
d

− + +
= −  

και είναι προφανές ότι αφού ο x  θέλουμε να έχει 

μέγιστη τιμή θα την έχει για d 1= .  

x a 1 2b2 2− + =  

Τελικά ο x  παίρνει μέγιστη τιμή για 

x a 2b 1= + − . 

ΑΣΚΗΣΗ    36. 

Να βρείτε όλα τα ζεύγη φυσικών αριθμών (m,n)

τέτοια ώστε  

2 2 2 2(m) (n 15) 1 3 (n 3n), +  + + =  +  

όπου με (n)  συμβολίζουμε το πλήθος των 

(θετικών) διαιρετών του φυσικού αριθμού n . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=860 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) Κάθε τέλειο 

τετράγωνο είναι ισότιμο είτε με  

0  είτε με 1mod4 . 

Επομένως το αριστερό μέλος είναι ισότιμο με  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=860
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=860
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1,2 ή 3mod4  

ενώ το δεξί με  

0  ή 3mod4 . 

Άρα και τα δύο είναι ισότιμα με 3mod4  και αυτό 

συμβαίνει αν και μόνο αν τα 

2(m), (n 15), (n 3n)  +  +  

είναι περιττοί. Για κάθε θετικό ακέραιο k  όμως, 

μπορούμε να χωρίσουμε τους διαιρέτες του σε 

ζεύγη της μορφή {d,k / d} και επομένως το (k)  

είναι άρτιος εκτός και αν το k  είναι τέλειο 

τετράγωνο. 

(Οπότε ακριβώς ένα από αυτά τα ζεύγη, αυτό που 

παίρνουμε με d k=  είναι μονοσύνολο). 

Επειδή  

2 2 2n n 3n (n 2) +  +  

για να είναι το  

2n 3n+  

τέλειο τετράγωνο πρέπει  

2 2n 3n (n 1)+ = +  

και άρα n 1= .  

Τότε έχουμε  

2 2 2(m) (16) 1 3 (4) +  + =  . 

Άρα  

2 (m) 1 =  

και άρα  

m 1= . 

Δηλαδή το μόνο ζεύγος που ικανοποιεί την 

συνθήκη είναι το (1,1) . 

 

ΑΣΚΗΣΗ    37. 

Να εξετάσετε αν ο αριθμός  

800 5003 2 6+ −  

είναι πρώτος. 

Προτείνει: Gauss 1988 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=920 

ΛΥΣΗ (Σωκράτης Λύρας) Εξετάζουμε την 

παράσταση mod7  και βλέπουμε πως είναι 

0mod7 . 

(Θάνος Μάγκος) Γράφω αναλυτικά την απάντηση 

του Σωκράτη, για τους μικρούς μας φίλους:  

Είναι  

800 400 400 100 25 25 53 9 2 16 16 2 32=  =   =   

5 10 2 24 2 32 4 16 2mod7= =  =   

και  

500 100 100 200 40 40 802 32 4 2 32 4 2=  = =  = =  

20 20 5 516 2 16 2 32 4mod7 =  =  . 

Άρα   

800 5003 2 6 2 4 6 0mod7+ −  + − = , 

οπότε το 7  διαιρεί τον  

800 5003 2 6+ − , 

οπότε αυτός είναι σύνθετος. 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) 'Έχουμε: 

* Ο δοσμένος αριθμός είναι προφανώς περιττός 

και επίσης παρατηρούμε ότι δεν διαιρείται με το 

3  διότι θα έπρεπε ο αριθμός 5002  να διαιρείται με 

το 3  που είναι άτοπο. 

* Εξετάζουμε αν διαιρείται με το 5 .  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 20, ΟΚΤΩΒΡΙΟΣ 2018 

 

31 
 

Έχουμε  

( )23 9 4 mod5=   

(διότι το 9 4−  διαιρείται με το 5 ) 

( )33 27 2 mod5=   

(διότι το 27 2−  διαιρείται με το 5 )  

( )43 81 1 mod5=   

(διότι το 81 1−  διαιρείται με το 5 ).  

Αυτό είναι που επιδιώκουμε.  

Τώρα  

( ) ( )
2004 2003 1 mod5  

άρα  

( )8003 1 mod5 . 

Με όμοιο πλέον τρόπο βρίσκω ότι 

( )22 1 mod5 − , 

διότι το ( )4 1− −  διαιρείται με το 5 . 

Άρα   

( ) ( ) ( )
250 25022 1 mod5 −  

και άρα  

( )5002 1 mod5 . 

'Άρα  

( )800 5003 2 2 mod5+ 
 

και άρα  

( )800 5003 2 6 2 6 mod5+ −  −  

και άρα δεν διαιρείται με το 5 . 

* Έτσι θα εξετάσουμε αν ο δοσμένος αριθμός 

διαιρείται με το 7 .  

Εργαζόμενοι όπως παραπάνω, βρίσκουμε: 

( )33 1 mod7 −  

και άρα  

( ) ( )
26633 1 mod7  

και άρα  

( )7983 1 mod7  

δηλαδή 

( )798 2 23 3 1 3 mod7    

ή  

( )8003 9 mod7 . 

Και όμοια βρίσκουμε ότι  

( )5002 4 mod7 . 

Επομένως έχουμε  

( )800 5003 2 6 13 6 mod7+ −  −  

ή  

( )800 5003 2 6 7 mod7+ −   

ή επειδή η διαίρεση του 7  με το 7  δίνει υπόλοιπο 

μηδέν, θα έχουμε: 

( )800 5003 2 6 0 mod7+ −  . 

Άρα ο αριθμός διαιρείται με το 7  και άρα δεν 

είναι πρώτος. 

ΑΣΚΗΣΗ    38. 

Να βρεθούν οι τιμές των ακεραίων αριθμών x,y , 

που επαληθεύουν την εξίσωση: 

2 2x y x y+ = − . 
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Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=940 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Η εξίσωση 

γράφεται  

2 2x x y y 0− + + =  

που έχει διακρίνουσα  

21 4y 4y = − − . 

Θα πρέπει 0   δηλαδή  

24y 4y 1+   

δηλαδή  

( )
224y 4y 1 2 2y 1 2+ +   +   

οπότε  

2y 1 2+ 
 

 απ' όπου  

1 2 1 2
y

2 2

− − − +
   

και οι μόνες τιμές του ακεραίου y  είναι 

y 0=  ή y 1= − . 

Αν y 0=  τότε  

x 0=  ή x 1=  

οπότε παίρνουμε τις λύσεις  

( ) ( ) ( )x,y 0,0 , 1,0= . 

Αν y 1= −  τότε  

x 0=  ή x 1=  

οπότε παίρνουμε τις λύσεις  

( ) ( ) ( )x,y 0, 1 , 1, 1= − − . 

ΑΣΚΗΣΗ    39. 

Αν n 1  ακέραιος και p  πρώτος, τέτοιοι ώστε  

n / p 1−  και 3p / n 1−  

 να δείξετε ότι ο αριθμός  

4p 3−  

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.   

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=960 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε:  

3 2p | n 1 p | (n 1)(n n 1)−  − + + . 

Άρα, αφού p  πρώτος  

p | n 1 −   ή  2p | n n 1+ +  

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: p | n 1− , όπου n 1  

Τότε p n 1 − . 

Όμως, αφού  

n | p 1 n p 1 p n 1−   −   +  

Άρα   

n 1 p n 1 n 1 n 1+   −  +  − , 

που είναι άτοπο. 

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 2p | n n 1+ +  

Τότε αφού  

*n | p 1 p 1 m n,m N p mn 1−  − =    = +  

Άρα έχουμε:  

2p | n n 1+ +  , p | p  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=940
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=940
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=960
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=960
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2p | n n 1 p+ + −   

2p | n n 1 mn 1+ + − −  

2p | n mn n− +   

p | n(n m 1)− +  , 

και αφού ο p  είναι πρώτος, πρέπει  

p | n  ή p | n m 1− + . 

H περίπτωση p | n  απορρίπτεται, γιατί θα είχαμε 

p n  και αφού  

n p 1 n 1 p n n 1 n −  +    +  , 

που είναι άτοπο). 

Άρα εξετάζουμε τι γίνεται όταν  

p | n m 1− + . 

Αν υποθέσουμε ότι o αριθμός n m 1− +  είναι 

διάφορος του μηδενός, τότε θα πρέπει  

p n m 1 − + . 

Όμως,  

n p 1 n 1 p n m 1 −  +   − +  

0 m m 0 −   , 

που είναι άτοπο, αφού *m N . 

Άρα το μόνο που μας μένει είναι να είναι  

n m 1 0 m n 1− + =  = + . 

Τότε έχουμε:  

p mn 1 p (n 1)n 1= +  = + +   

2p n n 1= + + . 

Τότε έχουμε: 

24p 3 4(n n 1) 3− = + + − =  

2 24n 4n 1 (2n 1)+ + = + , 

δηλαδή το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    40. 

Έστω  

5 5 5A 1821 1822 ... 2012= + + + . 

Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του Aμε το 

7 . 

Προτείνει: Παύλος Μαραγκουδάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=920 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε: 

1821 1(mod7)  άρα 51821 1(mod7)  

1822 2(mod7)  άρα 

51822 32(mod7) 4(mod7)   

1823 3(mod7)  άρα 51823 5(mod7)  

1824 4(mod7)  άρα 51824 2(mod7)  

1825 5(mod7)  άρα 51825 3(mod7)  

1826 6(mod7)  άρα 51826 6(mod7)  

1827 7(mod7)  άρα 51827 0(mod7) . 

Προφανώς τώρα. η επόμενη επτάδα 

επαναλαμβάνεται ομοίως καθώς και όλες οι 

επόμενες επτάδες, με τελευταία την εξής επτάδα: 

52002 1(mod7)  

52003 4(mod7)  

...... 

..... 

52009 0(mod7)  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920
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(Σύνολο οι επτάδες είναι 27  και στο τέλος 

υπολείπονται οι εξής  

52010 1(mod7)  

52011 4(mod7)  

52012 5(mod7)  

Έχουμε λοιπόν: 

5 5 5 51821 1822 ... 2009 2010+ + + + +  

5 52011 2012+ +   

(1 4 5 2 3 6 0) 27 1 4 5(mod7)+ + + + + +  + + +   

21 27 10(mod7) 21 27 7 3(mod7) +   + +   

3(mod7)  

διότι ο αριθμός  

21 27 7 3 + +  

διαιρούμενος με τον 7 δίνει υπόλοιπο 3 .  

Άρα ο Aδιαιρούμενος με τον 7 δίνει υπόλοιπο 3 . 

ΑΣΚΗΣΗ    41. 

Να προσδιορίσετε όλες τις τριάδες (p,m,n)  όπου 

p  πρώτος και m,nμη αρνητικοί ακέραιοι, που 

είναι λύσεις της εξίσωσης  

m 3p n 8− = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=920 

 (Ένα συγγενές θέμα (άσκηση 16) είδαμε εδώ: 

viewtopic.php?p=69084#p69084 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης)  

Η εξίσωση γράφεται  

m 3 3p n 2= +  

δηλαδή  

( )( )m 2p n 2 n 2n 4= + − +     (1) . 

Αν m 0=  τότε η (1) δίνει  

2

n 2 1

n 2n 4 1

+ =


− + =
 

που είναι αδύνατο. 

Παρακάτω είναι m 1 . 

Ας υποθέσουμε ότι  

2(n 2,n 2n 4) d 0+ − + =   

τότε  

d | n 2+  και 2d | n 2n 4− + . 

Άρα  

2d | n(n 2) (n 2n 4)+ − − +  

οπότε d | 4n 4− . 

Τελικά αφού  

d | n 2+  και d | 4n 4−  

άρα  

d | 4(n 2) (4n 4) 12+ − − =  

δηλαδή d |12 . 

Όμως καθώς το αριστερό μέλος της (1)  είναι 

δύναμη πρώτου άρα οι δυνατές τιμές για το d  

είναι  2,3,4  και μόνο αυτές. 

Διακρίνουμε λοιπόν τις εξής περιπτώσεις: 

• Αν d 2=   

έχουμε  

2n 2 n 2n 4
, 1

2 2

 + − +
= 

 
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=920
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=69084#p69084
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και τότε πρέπει p 2=  κι έτσι η (1) γίνεται 

(φανερά m 2 ):    

2
m 2n 2 n 2n 4

· 2
2 2

−+ − +
=  

απ' όπου παίρνουμε τα συστήματα: 

2 m 2

n 2 1

n 2n 4 2 −

+ =


− + =
 

που δίνει τη λύση (p,m,n) (2,3,0)=  και  

m 2

2

n 2 2

n 2n 4 1

− + =


− + =
 

που είναι αδύνατο. 

• Αν d 3=   

έχουμε  

2n 2 n 2n 4
, 1

3 3

 + − +
= 

 
 

και τότε πρέπει  p 3=   

κι έτσι η (1) γίνεται (φανερά m 2 ): 

2
m 2n 2 n 2n 4

· 3
3 3

−+ − +
=  

απ' όπου παίρνουμε τα συστήματα: 

2 m 2

n 2 1

n 2n 4 3 −

+ =


− + =
 

που δίνει τη λύση  

(p,m,n) (3,2,1)=  

και  

m 2

2

n 2 3

n 2n 4 1

− + =


− + =
 

που δίνει επίσης την παραπάνω λύση. 

• Τέλος αν d 4=   

έχουμε  

2n 2 n 2n 4
, 1

4 4

 + − +
= 

 
 

και τότε πρέπει p 2=  κι έτσι η (1)  γίνεται 

(φανερά m 4 ):    

2
m 4n 2 n 2n 4

· 2
4 4

−+ − +
=  

απ' όπου παίρνουμε τα συστήματα: 

2 m 4

n 2 1

n 2n 4 2 −

+ =


− + =
 

που δίνει τη λύση  

(p,m,n) (2,4,2)=  

και  

m 4

2

n 2 2

n 2n 4 1

− + =


− + =
 

που δίνει επίσης την παραπάνω λύση. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω οι μόνες λύσεις είναι 

οι εξής: 

(p,m,n) (2,3,0),(3,2,1),(2,4,2)= . 

ΛΥΣΗ 2 (Θανάσης Κοντογιώργης) Αλλιώς: 

• Αν m 0= , αδύνατη. 

• Αν m 1  

τότε  

x 2 yn 2 p , n 2n 4 p .+ = − + =  

Επειδή  

2n 2n 4 n 2− +  +  

έχουμε  

2n 2 / n 2n 4 n 2 /12+ − +  +  
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n 0,1,2,4,10..=  

ΑΣΚΗΣΗ    42. 

Αν n 1  ακέραιος και p πρώτος, τέτοιοι ώστε  

n / p 1−  και 3p / n 1−  

να δείξετε ότι ο αριθμός  

4p 3−  

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.   

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=960 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε:  

3 2p | n 1 p | (n 1)(n n 1)−  − + + . 

Άρα, αφού p  πρώτος  

p | n 1 −   ή  2p | n n 1+ +  

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: p | n 1− , όπου n 1  

Τότε  

p n 1 − . 

Όμως, αφού  

n | p 1 n p 1 p n 1−   −   +  

Άρα   

n 1 p n 1 n 1 n 1+   −  +  − , 

που είναι άτοπο. 

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 2p | n n 1+ +  

Τότε αφού  

*n | p 1 p 1 m n,m N p mn 1−  − =    = +  

Άρα έχουμε:  

2p | n n 1+ +  , p | p  

2 2p | n n 1 p p | n n 1 mn 1+ + −  + + − −   

2p | n mn n p | n(n m 1)− +  − + , 

και αφού ο p  είναι πρώτος, πρέπει  

p | n  ή p | n m 1− + . 

H περίπτωση p | n  απορρίπτεται, γιατί θα είχαμε 

p n  και αφού  

n p 1 n 1 p n n 1 n −  +    +  , 

που είναι άτοπο). 

Άρα εξετάζουμε τι γίνεται όταν  

p | n m 1− + . 

Αν υποθέσουμε ότι o αριθμός  

n m 1− +  

είναι διάφορος του μηδενός, τότε θα πρέπει  

p n m 1 − + . 

Όμως,  

n p 1 n 1 p n m 1 −  +   − +   

0 m m 0 −   , 

που είναι άτοπο, αφού *m N . 

Άρα το μόνο που μας μένει είναι να είναι  

n m 1 0 m n 1− + =  = + . 

Τότε έχουμε:  

p mn 1 p (n 1)n 1= +  = + +   

2p n n 1= + + . 

Τότε έχουμε: 

24p 3 4(n n 1) 3− = + + − =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=960
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2 24n 4n 1 (2n 1)+ + = + , 

δηλαδή το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    43. 

Δείξτε ότι:  

17 17 17 171 2 3 ... 17+ + + +  

διαιρείται με το 17 . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=980 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Νομίζω ότι η 

συγκεκριμένη άσκηση λύνεται απλούστερα χωρίς 

το θεώρημα Fermat, παρά μόνο με χρήση της 

ιδιότητας  

n n(a b) / (a b )+ +  

όταν n  είναι περιττός φυσικός. 

Πράγματι, το 17  διαιρεί όλα τα αθροίσματα  

17 17 17 17 17 17 17 171 16 , 2 15 , 3 14 , 4 13 , + + + +  

17 17 17 17 17 17 17 175 12 , 6 11 , 7 10 , 8 9+ + + +  

και φυσικά διαιρεί και το 1717 . 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) Με Fermat, γράφω 

την λύση για εξοικείωση με το θεώρημα αυτό: 

171 1(mod17)  

172 2(mod17)  

............. 

……….. 

1717 17(mod17)  

Mε πρόσθεση, έχουμε: 

17 17 171 2 ... 17 1 2 ... 17(mod17)+ + +  + + + =  

9 17(mod17) 17 =  . 

ΑΣΚΗΣΗ    44. 

Δείξτε ότι ο αριθμός  

5 39a 10a 4a+ −  

διαιρείται με το 15  για κάθε *a N . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=980 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Θα αποδείξουμε ότι η 

παράσταση διαιρείται από τους 3  και 5 , οπότε, 

επειδή είναι πρώτοι μεταξύ τους, θα διαιρείται και 

από το γινόμενό τους, που είναι το 15 . 

Από το θεώρημα του Fermat είναι  

5a a(mod5)  και 3a a(mod3) . 

Δουλεύοντας mod3  έχουμε : 

5 3 59a 10a 4a 9a 10a 4a+ −  + − =  

5 59a 6a 3(3a 2a) 0(mod3)+ = +  . 

Δουλεύοντας mod5  έχουμε  

5 3 39a 10a 4a 9a 10a 4a+ − = + − =  

3 35a 10a 5(a 2a ) 0(mod5)+ = +  . 

Τελειώσαμε. 

ΛΥΣΗ 2 (Μανεάδης Γιώργος) 

5 3 5 3 39a 10a 4a 3(3a 3a a) a a+ − = + − + − =  

5 33(3a 3a a) (a 1)a(a 1) o 3+ − + − + =   . 

(*) Γνωρίζουμε ότι, το γινόμενο 3  διαδοχικών 

ακεραίων   

(a 1)a(a 1) o 3− + =   . 

5 3 5 39a 10a 4a 10a 10a 5a+ − = + − −  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=980
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=980
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5 3 3[(a 5a 4a) (5a 5a)]− − + + − =  

5 35(2a 2a a) (a 2)(a 1)a(a 1)(a 2)+ − − − − + + −  

35(a a) o 5− + =   . 

(**) και ότι, το γινόμενο 5  διαδοχικών ακεραίων   

(a 2)(a 1)a(a 1)(a 2) o 5− − + + =   . 

και 3 , 5  πρώτοι μεταξύ τους οπότε προκύπτει το 

ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    45. 

Να αποδείξετε ότι το κλάσμα  

3

4 2

n 2n

n 3n 1

+

+ +
 

είναι ανάγωγο, για κάθε ακέραιο n . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=980 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Προς τούτο θα 

αποδείξουμε ότι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των  

4 2 3n 3n 1, n 2n+ + +  

είναι το 1. 

Έστω   

4 2d | n 3n 1+ +  και 3d | n 2n+ , 

άρα  

4 2d | n 3n 1+ +  

και  

3 4 2d | n(n 2n) n 2n+ = + , 

άρα   

4 2 4 2 2d | (n 3n 1) (n 2n ) n 1+ + − + = + . 

Άρα  

2 3d | n(n 1) n n+ = + . 

Αφού   

3d | (n n)+  και 3d | (n 2n)+  

 είναι και   

3 3d | (n 2n) (n n) n+ − + = . 

Αλλά αν  

d | n  και 2d | n 1+  

προκύπτει  

d |1 άρα d 1= . 

ΛΥΣΗ 2 (Θάνος Μάγκος) Ας παραθέσω και μια 

ακόμα αντιμετώπιση: 

Το  

3

4 2

n 2n

n 3n 1

+

+ +
 

είναι ανάγωγο αν και μόνο αν συμβαίνει το ίδιο 

και για το  

4 2 2

3 3

n 3n 1 n 1
n

n 2n n 2n

+ + +
= +

+ +
 

δηλαδή αν και μόνο αν το  

3

2 2

n 2n n
n

n 1 n 1

+
= +

+ +
 

είναι ανάγωγο, δηλαδή αν και μόνο αν το  

2n 1 1
n

n n

+
= +  

είναι ανάγωγο. Τελειώσαμε. 
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ΑΣΚΗΣΗ    46. 

Να λυθεί η εξίσωση   

1 1 1 1 1

a b [a,b] (a,b) 2
+ + + = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1040 

ΛΥΣΗ (Διδώ Ιωάννου) Θα την λύσουμε στο 

σύνολο των θετικών ακεραίων και θα θέσουμε  

[a,b] m,(a,b) n= = . 

Τότε  

*(a,b) n a kn,b zn,k,z N=  = =  . 

Γνωρίζω ότι  

[a,b](a,b) ab mn knzn m kzn=  =  = . 

Άμα αντικαταστήσω στην αρχική, βρίσκω  

1 1 1 1 1

kn zn kzn n 2
+ + + =   

1 1 1 n 2

k z kz 2

−
+ + = . 

Επειδή   

1
k 0 0 1

k
    . 

Παρομοίως,  

1 1
0 1, 0 1

z kz
    . 

Επομένως μετά από πρόσθεση κατά μέλη  

n 2
0 3 0 n 8

2

−
      . 

Θα πάρω έξι περιπτώσεις: 

• 1) n 3= .  

Τότε  

1 1 1 1
2k 2z 2 kz

k z kz 2
+ + =  + + =   

2z 2 2z 4 6 6
k k 2

z 2 z 2 z 2

+ − +
=  = = +

− − −
. 

Επειδή πρέπει ο k  να είναι ακέραιος,  

θα έχω  

z 2 1− =  ή z 2 2− =  ή z 2 3− =  ή 

z 2 6− =   ή z 2 6− = − . 

Και από εδώ έχω:  

z 3,k 8= =  ή z 4,k 5= =  ή 

z 5,k 4= =  ή z 8,k 3= = . 

Άμα είναι  

z 3,k 8= =  

τότε έχω ότι  

a kn 8 3 24= =  =  και b zn 3 3 9= =  =  

και οι τιμές αυτές που βρήκα, επαληθεύουν την 

αρχική εξίσωση. 

Άμα είναι  

z 4,k 5= = , 

τότε θα έχω  

a kn 5 3 15= =  =  και b zn 4 3 12= =  =  

και πάλι αυτές οι τιμές επαληθεύουν την αρχική. 

Και με παρόμοιο τρόπο βρίσκω ότι υπάρχουνε και 

οι τιμές  

a 9,b 24= =  και a 12,b 15= = . 

• 2) n 4=  

Τότε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=1040
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1 1 1 2
1 k 1

k z kz z 1
+ + =  = +

−
 

και όπως και παραπάνω, βρίσκω ότι  

a 8,b 12= =  ή a 12,b 8= = . 

• 3) n 5=  

Άμα εργαστώ όπως πιο πάνω, θα βρω ότι  

2z 2 6z 6
k 3k

3z 2 3z 2

+ +
=  = 

− −
 

6z 4 10 2(3z 2) 10
3k 3k

3z 2 3z 2

− + − +
=  = 

− −
 

10
3k 2

3z 2
= +

−
. 

Ο k  είναι φυσικός αριθμός διαφορετικός του 

μηδέν, όταν  

3z 2 1,2,5,10, 10− = − .  

Από εδώ προκύπτει ότι δεκτή μονάχα η τιμή z 1=  

και επομένως  

3k 2 10 k 4= +  = . 

Επομένως  

a kn 20,b zn 5= = = =  

που είναι δεκτά αφού επαληθεύουν την αρχική.  

Όμοια μπορώ να κάνω και τις υπόλοιπες 

περιπτώσεις. 

ΑΣΚΗΣΗ    47. 

Βρείτε όλους τους πρώτους p  για τους οποίους οι 

αριθμοί  

2 2 2p 2,2p 1,3p 4− − +  

είναι επίσης πρώτοι. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1320 

ΛΥΣΗ 1 (Δημήτρης Ιωάννου) Βάζοντας λοιπόν 

διάφορες τμές για τον πρώτο αριθμό p  

(συγκεκριμένα τις τιμές 2,3,5,7,11,13,17 ) 

διαπιστώνουμε ότι για p 3= , και για p 7= , 

έχουμε αυτό που θέλουμε, ενώ για τις υπόλοιπες 

τιμές του p , κάποιοι από τους αριθμούς  

2 2 2p 2,2p 1,3p 3− − + , 

διαιρούνται με το 7 , και άρα δεν είναι πρώτοι. 

Έτσι, σκεφτόμαστε να πάρουμε τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

• (α) p 7k 1= +  

Τότε: 

2 23p 4 3(7k 1) 4 3(1 7n) 4+ = + + = + + =  

21n 7+ =πολ 7 , 

που είναι άτοπο. 

• (β) p 7k 2= +  

Τότε:  

2 22p 1 2(7k 2) 1 2(4 7n) 1− = + − = + − =  

14n 7+ =πολ7 , 

που είναι άτοπο. 

• (γ) p 7k 3= +  

Τότε:  

2 2p 2 (7k 3) 2 9 7n 2− = + − = + − =  

7n 7+ = πολ7 , 

που είναι άτοπο. 

• (δ) p 7k 4= +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=1320
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Τότε:  

2 2p 2 (7k 4) 2 (16 7n) 2− = + − = + − = 

7n 14+ =πολ 7 , 

που είναι άτοπο. 

• (ε) p 7k 5= +  

Τότε:  

2 22p 1 2(7k 5) 1 2(25 7n) 1− = + − = + − =  

14n 49+ =πολ 7 , 

που είναι άτοπο 

• (στ) p 7k 6= +  

Τότε:  

2 23p 4 3(7k 6) 4 3(36 7n) 4+ = + + = + + =  

21n 112+ =πολ 7 , 

που και πάλι είναι άτοπο. 

Άρα οι μόνες δεκτές τιμές για το p  είναι οι  

p 3,p 7= = . 

ΛΥΣΗ 2 (Δημήτρης Ιωάννου) Για όσους από τους 

μαθητές είναι εξοικειωμένοι με τα modulo , θα 

δούμε την λύση της παραπάνω άσκησης (515) και 

με αυτόν τον τρόπο, όπως μου επισήμανε ο φίλος 

μας Demetres, τον οποίο και ευχαριστώ και για 

την λύση που μας έδωσε στις αρκετά κατά την 

γνώμη μου δύσκολες για το  "ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ - ΓΥΜΝΑΣΙΟ ", ασκήσεις (514) 

και (521) 

Αν ο p  είναι μικρότερος ή ίσος με το 7 , εύκολα 

διαπιστώνουμε ότι δεκτές είναι μόνο οι τιμές  

p 3=  , p 7= . 

Aς υποθέσουμε ότι p 7  

Τότε θα είναι  

p 1(mod7)  ή p 2(mod7)  , ... , ή 

p 6(mod7) . 

Άρα: 

2p 1(mod7)  ή  2p 4(mod7)  ή 

2p 2(mod7)  . 

Άλλες περιπτώσεις, δεν υπάρχουν.  

(ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Αν για παράδειγμα έχουμε  

p 4(mod7) , τότε: 

2 2p 16(mod7) p 2(m0d7)   ) 

Τώρα: 

(α) Αν  

2 2p 1(mod7) 3p 3(mod7)     

23p 4 7(mod7)+    

23p 4 0(mod7)+  , 

που είναι άτοπο. 

(β) Αν  

2 2p 2(mod7) p 2 0(mod7)  −  , 

που είναι άτοπο. 

(γ) Aν  

2 2p 4(mod7) 2p 8(mod7)     

22p 1 0(mod7)−  , 

που και πάλι είναι άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    48. 

Υπάρχουν ακέραιοι x,y,z,t  ώστε  

5 5 5 5x y z t 93+ + + = ; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1120 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) Δουλεύουμε 

mod11. Παρατηρούμε ότι για κάθε n  ισχύει ότι  

5n 0, 1mod11      (*) . 

Άρα  

5 5 5 5x y z t {0, 1, 2, 3, 4}mod11+ + +      . 

Όμως  

93 5mod11 , 

άτοπο. 

(*) Ένας τρόπος είναι να κάνουμε τις πράξεις  για 

όλα τα n .  

Π.χ. αν n 11k 3= + , τότε  

5 5n (11k 3) 243 1mod11= +    κ.τ.λ. 

Διαφορετικά,  

αν n 0mod11 ,  

τότε  

5n 0mod11 . 

Αν  

n 0mod11  

τότε από το μικρό θεώρημα του Fermat έχουμε  

10n 1mod11  

και άρα  

5 5(n 1)(n 1) 0mod11− +  . 

Δηλαδή  

5 511| (n 1)(n 1)− +  

και επειδή ο 11 είναι πρώτος είτε  

511| (n 1)− , 

δηλαδή  

5n 1mod11  είτε 511| (n 1)+  

δηλαδή  

5n 1mod11 − . 

Αυτή ήταν και η λογική που επιλέξαμε να 

ασχοληθούμε με mod11. Επειδή από το μικρό 

θεώρημα Fermat γνωρίζουμε ότι  το 5n  παίρνει 

λίγες τιμές mod11. 

ΑΣΚΗΣΗ    49. 

Να λυθεί η εξίσωση  

[x] {x} 2005x = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1120 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Επειδή  

x [x] {x}= +  

άρα η εξίσωση γράφεται  

( )[x] {x} 2005 2005{x} (1)− =  

 Αν x  

τότε η (1)  ισχύει μόνο αν x 0= . 

 Αν x  και x 0  

τότε το αριστερό μέλος της (1)  είναι αρνητικός 

ενώ το δεξί θετικός, άτοπο. 

 Αν x  και 1 x 0−    

 τότε  

[x] 1= −  

οπότε η (1)  δίνει  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=1120
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2005
{x}

2006
=  

οπότε μία επιπλέον λύση είναι η  

2005 1
x 1

2006 2006
= − + = − . 

 Αν x  και x 1−  

τότε  

[x] 2 −  

Επίσης επειδή   

0 {x} 1   

άρα  

2005 {x} 2005 2004−  −  −  

οπότε  

( )[x] {x} 2005 4008−   

ενώ  

0 2005{x} 2005   

άρα η (1)  δε μπορεί να ισχύει αφού  

( )4008 [x] {x} 2005 2005{x} 2005 − =  . 

Άρα μοναδικές λύσεις είναι οι  

x 0=  και 
1

x
2006

= − . 

ΑΣΚΗΣΗ    50. 

Βρείτε τους θετικούς ακεραίους x,y για τους 

οποίους ο αριθμός  

2xy

x y+
 

είναι πρώτος. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1140 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Έστω 

 
2xy

p
x y

=
+

, 

όπου p  πρώτος.  

Τότε  

2p(x y) xy (1)+ =  

άρα 2p | xy  απ' όπου επειδή ο p  είναι πρώτος 

έχουμε  

p | x  ή 2p | y  

δηλαδή p | y .  

• Αν p | x  τότε  

1x px=  για κάποιο θετικό ακέραιο 1x .  

Αντικαθιστώντας στην (1)  παίρνουμε  

2

1 1px y x y (2)+ =  

απ' όπου 1x | y   

δηλαδή 1 1y x y=  για κάποιο θετικό ακέραιο 1y .  

Αντικαθιστώντας στη (2)  έχουμε  

2 2
1 1 1p y x y (3)+ =  

δηλαδή 1y | p .  

Όμως οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του p  είναι οι 

1,p . 

• Αν λοιπόν 1y 1=   

τότε 1y x=  και έτσι από την (3)  παίρνουμε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=1140
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1 1(x 1)(x 1) p− + =  

δηλαδή 1p 3, x 2= =   

οπότε παίρνουμε τη δεκτή λύση  

(x,y) (6,2)= . 

• Αν 1y p=   

τότε 1y px=  και από την (3)  παίρνουμε  

2
1px 2=  

απ' όπου  

1p 2, 1x= =  

οπότε παίρνουμε τη δεκτή λύση  

(x,y) (2,2)= . 

• ( )  Αν p | y   

τότε 1y py=  για κάποιο θετικό ακέραιο 1y .  

Αντικαθιστώντας στην (1)  παίρνουμε  

2
1 1x py xpy (4)+ =  

απ΄ όπου p | x  δηλαδή 1x px=  για κάποιο θετικό 

ακέραιο 1x .  

Αντικαθιστώντας στην (4)  παίρνουμε  

2

1 1 1 1x y px y (5)+ =  

απ΄όπου 1 1x | y  και 1 1y | x   

άρα 1 1x y=  οπότε από την (5)έχουμε  

2
1px 2=  δηλαδή p 2=  και 1x 1=   

άρα καταλήγουμε και πάλι στη λύση  

(x,y) (2,2)=  που είχαμε βρει παραπάνω. 

Συνεπώς οι μόνες λύσεις είναι οι  

(x,y) (2,2)=  και (x,y) (6,2)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    51. 

Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του αριθμού  

N 1 3 5 ... 2549 2 4 6 ... 2550=     +      

με το 2551. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1160 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Θα αποδείξουμε με 

επαγωγή, ότι: 

1 2 n(x a ) (x a ) ... (x a )−  −   − =  

πολ n
1 2 nx ( 1) a a ... a + −   

για κάθε n N  

Πράγματι, για n 1=  αληθεύει.  

Υποθέτουμε ότι αληθεύει για n k= ,  

δηλαδή ότι: 

1 2 k(x a )(x a ).....(x a )− − − =  

k
1 2 kmx ( 1) a a ...a+ − , 

 όπου m N . 

Θα δείξουμε ότι η πρόταση αληθεύει και για 

n k 1= + .  

Δηλαδή ότι: 

1 2 k k 1(x a )(x a )...(x a )(x a )+− − − − =  

πολ k 1
1 2 k 1x ( 1) a a ...a+

++ −  

Πράγματι, έχουμε: 

1 2 k k 1(x a )(x a )...(x a )(x a )+− − − − =  

k

1 2 k k 1(mx ( 1) a a ...a )(x a )++ − − =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=30104&start=1160
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2 k

k 1 1 2 kmx a mx ( 1) a a ...a x+= − + − −  

k
1 2 k k 1( 1) a a ...a a +− − = 

πολ k

1 2 k 1a ax ( 1) ) a( 1 ... ++ − − =  

πολ k 1
1 2 k 1x ( 1) a a ...a+

++ −  

Τώρα θα δείξουμε αυτό που μας ζητάει η άσκηση: 

Έχουμε  

N 1 3 5 ... 2549 2 4 6 ... 2550=     +     =  

(2551 2550)(2551 2548)...(2551 2)− − − +  

2 4 6 ... 2550+     =  

πολ 12752551 ( 1) 2550 2548 ... 2+ −    +  

2 4 6 ... 2550+     =  

πολ 2551 2 4 6 ... 2550 2 4 6 ... 2550−     +     =  

πολ 2551. 

Άρα το υπόλοιπο που ζητάμε είναι το μηδέν. 

ΑΣΚΗΣΗ    52. 

Οι πρώτοι αριθμοί p,q  είναι τέτοιοι ώστε  

2q p 1+  και 2p q 1− . 

Δείξτε ότι ο αριθμός  

p q 1+ +  

είναι σύνθετος. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=30104&start=1180 

ΛΥΣΗ (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Έχουμε τις 

περιπτώσεις: 

• Αν p 2= ,  

τότε q 5= , αφού 2q p 1 5+ = ,  

οπότε  

p q 1 8+ + = , 

κι άρα είναι σύνθετος. 

• Αν q 2= ,  

τότε p 3= , αφού 2p q 1 3− = ,  

οπότε  

p q 1 6+ + = , 

κι άρα είναι σύνθετος. 

Ας υποθέσουμε, λοιπόν, ότι  

• p 2  και q 2 .  

Τότε, αφού  

2p q 1 (q 1)(q 1)− = − + , 

θα είναι  

p q 1+  ή p q 1− . 

Αλλά, δε μπορεί να ισχύει  

p q 1− . [Διότι τότε για τον θετικό ακέραιο 

2p 1
k

q

+
=  θα είναι 

2p k(q 1) p (k 1)− = − − , 

κι άρα p k 1− , αλλά 

2 2p 1 p 1
k p

q p 1

+ +
=  

+
, 

αφού p q 1 − . 

Συνεπώς, αφού  

k p  και p k 1−  

έπεται ότι k 1= , οπότε θα είναι  
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2q p 1= + , δηλ. περιττός=άρτιος, άτοπο]. 

Άρα p q 1+ ,  

οπότε ο  

p q 1+ + , 

που είναι μεγαλύτερος από τον p , είναι σύνθετος 

ως πολλαπλάσιο του p . 

ΑΣΚΗΣΗ    53. 

Έστω a . Να εξετάσετε αν υπάρχουν ακέραιοι 

x,y για τους οποίους  

2 2 245x 78y a 1+ = + . 

Προτείνει: Θάνος Μάγκος  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1220 

ΛΥΣΗ (Σωτήρης Λουρίδας) Παρατηρούμε ότι ο 

αριθμός 3  είναι κοινός διαιρέτης των αριθμών 

45,78. 

Οπότε έχουμε: 

( )2 2a 3 3 15x 26y 3n 1 3/1,=  + = +   

άτοπο 

( )2 2a 3 1 3 15x 26y 3t 2 3 / 2= +  + = + 
  

άτοπο 

( )2 2a 3 2 3 15x 26y 3r 5 3 / 5= +  + = + 
  

άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχουν ακέραιοι. 

ΑΣΚΗΣΗ    54. 

Δείξτε ότι ο αριθμός 20052005  γράφεται ως 

άθροισμα δύο τετραγώνων ακεραίων αλλά όχι ως 

άθροισμα δύο κύβων ακεραίων.  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1240 

ΛΥΣΗ α) (Δημήτρης Ιωάννου)  

2005 20042005 2005 2005=  =  

2 2 2004(39 22 ) 2005+  =  

1002 2 1002 2(39 2005 ) (22 2005 ) +   

β) (Θάνος Μάγκος) Είναι  

( )3x 0,1,6 mod7  

και  

( )3y 0,1,6 mod7 , 

 άρα  

( )3 3x y 0,1,2,5,6 mod7+  . 

Όμως  

( )20052005 3 mod7 . 

Πράγματι, είναι 

( )2005 2005 334 62005 3 (3 ) 3 3 mod7 =   , 

αφού από Fermat είναι 

( )6a 1 mod7 , 

όταν (a,7) 1.=  

ΑΣΚΗΣΗ    55. 

Για ποιους θετικούς ακεραίους n  είναι ο αριθμός  

3 2n 8n 1

3n

 + +
 
 

 πρώτος; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1240 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1220
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ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) 'Εστω  

3 2n 8n 1
A

3n

 + +
=  
 

 

• Για n 1= ,  

βρίσκουμε A 3= , ο οποίος είναι πρώτος. 

• Για n 2= ,  

βρίσκουμε A 6= , ο οποίος δεν είναι πρώτος. 

• Έστω n 3k=  , k N .  

Τότε  

3 227k 72k 1
A

9k

 + +
= = 
 

 

29k (3k 8) 1
k(3k 8)

9k 9k

 +
+ = + 

 
 

• Αν k 1= , τότε A 11= ,  

ο οποίος είναι πρώτος.  

Δηλαδή, αν n 3= , τότε Aπρώτος 

• Αν όμως k 1 ,  

τότε ο A  είναι σύνθετος. 

• Αν k 3k 1= + , τότε  

3 227k 99k 57k 10
A

9k 3

 + + +
=  

+ 
. 

Κάνοντας την διαίρεση των πολυωνύμων, 

βρίσκουμε: 

2 1
A 3k 10k 3

9k 3

 
= + + + = + 

 

(3k 1)(k 3)+ + , 

ο οποίος είναι σύνθετος 

Τέλος,  

• έστω ότι n 3k 2= + .  

Tότε έχουμε: 

3 227k 126k 132k 41
A

9k 6

 + + +
= = 

+ 
 

2 26k 5
3k 12k 6 3(k 4k 2)

9k 6

+ 
+ + + = + + + 

 

o οποίος είναι σύνθετος   

(ΣΗΜ: ο αριθμός 
6k 5

9k 6

+

+
, είναι προφανώς 

ανάμεσα στο μηδέν και το ένα, για κάθε  

τιμή του φυσικού αριθμού k ). 

Συνεπώς ο αριθμός Aείναι πρώτος, μόνο όταν  

n 1=  ή n 3= . 

ΑΣΚΗΣΗ    56. 

Αν x,y N , και αν  

2 yx 2069 2 x= + + , 

να βρεθούν οι αριθμοί x,y. 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1300 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Η εξίσωση γράφεται 

yx(x 1) 2 2069− = + . 

Επειδή x(x 1)−  είναι άρτιος, για κάθε τιμή του x  

το ίδιο πρέπει να συμβαίνει και με το y2 2069+ . 

Αυτό αναγκάζει το y  να ισούται με 0 , αφού 

διαφορετικά y2 2069+  θα ήταν περιττός. 

Τότε, προκύπτει  

2x x 2070 0− − = , 

άρα x 46= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1300
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ΑΣΚΗΣΗ    57. 

Δίνονται οι αριθμοί:  

2 2m m m m 8 2x 5 9 ,y n 2(15p 1)+ += + = + + , 

όπου *m,n,p N . 

Να βρείτε ποιο μπορεί να είναι το ψηφίο των  

μονάδων του αριθμού xy . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1300 

ΛΥΣΗ (Σωκράτης Λύρας) Είναι :  

2x 5 ( 1) 6(mod10) + −   

αφού  

m(m 1) 2k,k N+ =  , 

8 2 8y n 30p 2 n 2(mod10) + +  + . 

Πάμε τώρα να βρούμε τους αριθμούς  

8

ik n m( od10)=  όπου i n(mod10)= . 

0k 0 y 2(mod10) xy 2(mod10)= →     

1k 1 y 3(mod10) xy 8(mod10)=     , 

8

22 256 k 6 y 8(mod10)=  =    

xy 8(mod10) , 

8 4

3k 3 (mod10) ( 1) (mod10)=  −   

1(mod10) y 3(mod10)     

xy 8(mod10)  , 

4 2k k xy 8(mod10)=   , 

5k 5 y 7(mod10) xy 2(mod10)=      

Ισχύει 6k 6=   

αφού  

n6 6(mod10)  για κάθε n . 

Άρα  

xy 8(mod10) , 

4

7k 49 (mod10) 1(mod10)=    

y 3(mod10) xy 8(mod10)   , 

8 2k k xy 8(mod10)=   , 

8

9k ( 1) y e(mod10)= −     

xy 8(mod10) . 

Άρα το τελευταία ψηφίο του xy  είναι 2 ή 8 . 

(Δημήτρης Ιωάννου) Μετά την διαπραγμάτευση 

του Σωκράτη, δίνω και μια λύση χωρίς mod, για 

να γίνει κατανοητή από τους μαθητές Γυμνασίου 

που δεν γνωρίζουν ισοτιμίες: 

Πρώτα θα βρω το ψηφίο των μονάδων του x . 

O αριθμός 
2m m5 +  λήγει σε 5 , για κάθε *m N .  

O αριθμός 
2m m9 + 2m m9 + , γράφεται: m(m 1)9 + .   

Όμως ο m(m 1)+ , ως γινόμενο δύο διαδοχικών 

φυσικών, είναι πάντα άρτιος, δηλαδή:  

*m(m 1) 2t, t N+ =  . 

Άρα 

m(m 1) 2t t9 9 81+ = =  

και άρα λήγει σε 1 για κάθε *t N . 

Συνεπώς ο xλήγει σε 5 1 6+ = .  

Στη συνέχεια, θα βρω το ψηφίο των μονάδων του 

8 2y n 2 30p= + + . 

Αρχικά, παρατηρούμε ότι το τετράγωνο κάθε 

φυσικού αριθμού, λήγει σε 0,1,4,5,6,9 . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1300
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Δηλαδή ο 2n , λήγει σε 0,1,4,5,6,9 .  

Άρα ο 4n , θα λήγει σε 0,1,5,6   

και ο 8n , θα λήγει σε 0,1,5,6 .  

Άρα ο 8n 2+ , λήγει σε 2,3,7,8   

και αφού ο 230p  λήγει σε μηδέν,  

συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός  

8 2n 2 30p+ + , 

λήγει και αυτός σε 2,3,7,8 ,  

δηλαδή ο y  λήγει σε έναν από τους αριθμούς 

2,3,7,8 . 

Άρα λόγω του ότι ο x  λήγει σε 6 , έχουμε ότι ο 

αριθμός xy , θα λήγει σε 2  ή σε 8 . 

ΑΣΚΗΣΗ    58. 

Να βρεθεί ο διψήφιος αριθμός ab , αν γνωρίζουμε 

ότι: 

7 ab ba abba :11 1 + = + . 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1300 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 

7 ab ba abba :11 1 + = +  

ή 

7(b 10a) (a 10b)+ + + =  

(a 10b 100b 1000a) :11 1= + + + +  

ή 

71a 17b 1 91a 10b+ − = +  

ή 

7b 20a 1− =  

… 

αλλά  

1 7 1·6 7 1(20 2·7)= − = − −  

1 3·7 1·20= − , 

άρα  

a 1,  b 3,  ab 13= = = . 

ΑΣΚΗΣΗ    59. 

Ο θετικός ακέραιος n  έχει δύο διαφορετικούς 

διαιρέτες a  και b τέτοιους ώστε  

(a 1)(b 2) n 2− + = − . 

Δείξτε ότι ο αριθμός 2n  είναι τέλειο τετράγωνο 

ακεραίου. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1360 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε:  

n ab 2a b= + −          (1) . 

Αφού  

*a | n a | b b ka,k N  =  . 

Αφού  

b | n b | 2a 2a mb  =  

*2a mka mk 2,m N=  =  . 

Άρα πρέπει  

m 1,k 2= =   ή m 2,k 1= = . 

Αν όμως ήταν  

m 2,k 1= = , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1300
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τότε από την σχέση  

b ka b a=  = , 

που είναι άτοπο από την υπόθεση. 

Άρα υποχρεωτικά θα είναι  

m 1,k 2= = . 

Τότε από την σχέση  

b ka b 2a=  = . 

Συνεπώς έχουμε (λόγω της (1) ):  

2n a 2a 2a 2a 2a=  + − = . 

Άρα:  

2 22n 4a (2a)= =  

και έτσι δείξαμε το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    60. 

Βρείτε όλους τους πρώτους p για τους οποίους ο 

αριθμός  

p 45 4p+  

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1360 

ΛΥΣΗ (Αντώνης Ζητρίδης) Έστω  

p 4 25 4p k=+ . 

Υποθέτω ότι p 5 . 

Εύκολα βλέπουμε ότι το k είναι περιττός και ότι 

δεν διαιρείται με το p  (γιατί αλλιώς θα είχαμε 

p | 5     (1) . 

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα   

p 2 25 (k 2p )(k 2p )= − + . 

Αφού  

2 2gcd(k 2p ,k 2p )− + =  

2 2gcd(k 2p ,4p ) 1− =  

(από τις συνθήκες (1) ),  

2 2k 2p k 2p+  −  και 5  είναι πρώτος, 

θα πρέπει:  

2 pk 2p 5+ =  και 2k 2p 1− = . 

Αφαιρώ αυτές τις 2 κατά μέλη και παίρνω:  

2 p4p 5 1= − . 

Από αυτό έπεται ότι  

p5 1 0(modp) 4 0(modp)−     

(από το μικρό θεώρημα του Fermat), άρα p 2= . 

Παρατηρούμε ότι το p 2=  δεν ικανοποιεί το 

πρόβλημα. Άτοπο. 

Επομένως έχουμε μοναδική λύση: p 5= , που 

επαληθεύει... 

ΑΣΚΗΣΗ    61. 

Να προσδιορίσετε τους τετραψήφιους αριθμούς 

abcd  για τους οποίους 

abcd 1 (ac 1)(bd 1)+ = + +     (1) . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1380 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) Είναι 

(1) 1000a 100b 10c d 1 + + + + =  

(10a c 1)(10b d 1)= + + + +   

10(99a 9b 10ab ad bc) c(d 9)+ − − − = − 

10 b(9 c) 10a(9 b) a(9 d) c(d 9)( )− + − + − = − . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1360
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1360
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1380


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 20, ΟΚΤΩΒΡΙΟΣ 2018 

 

51 
 

Από την τελευταία, πρέπει  

b c d 9= = =  

άρα  

abcd a999 1000a 999= = +  

με a 1,2, ,9=   και όλοι ικανοποιούν την (1)  

αφού   

abcd 1 1000a 1000 1000(a 1)+ = + = +  

και  

(ac 1)(bd 1) (10a 10)100 1000(a 1)+ + = + = + . 

ΑΣΚΗΣΗ    62. 

Έστω a,b  θετικοί αριθμοί με άθροισμα 1. Αν οι 

αριθμοί 3a  και 3b  είναι ρητοί, τότε και οι a,b  

είναι ρητοί. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1420 

ΛΥΣΗ (Διδώ Ιωάννου) Επειδή οι αριθμοί 3a , 3b  

είναι ρητοί  τότε και ο αριθμός 3a + 3b  είναι ρητός 

και επομένως και ο  

3(a b) 3ab(a b) 1 3ab+ − + = −  

είναι ρητός και άρα και o ab  ρητός είναι. 

2 2 2a b (a b) 2ab 1 2ab+ = + − = − . 

Επομένως ο 2 2a b+  ρητός. 

Ο 3 3a b−  είναι ρητός επειδή είναι ρητοί και οι 

δύο αριθμοί. Επομένως  

2 2(a b)(a ab b )− + +  

ρητός.  

Άμα θέσω  

2 2(a b)(a ab b ) x− + + = , με x Q , 

τότε  

2 2

x
a b

a b ab
− =

+ +
 

 δηλαδή ο αριθμός a b−  είναι ρητός.  

Επειδή a b+ , a b−  είναι ρητοί άρα το άθροισμα 

και η διαφορά τους είναι ρητοί και επομένως 

2a,2b  είναι ρητοί δηλαδή οι αριθμοί a,b  είναι 

ρητοί. 

ΑΣΚΗΣΗ    63. 

Βρείτε τους πρώτους p,qώστε  

q p 13p 2q 19−− = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1480 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Τσιντσιλίδας) Απ' το μικρό 

θεώρημα του Fermat παίρνουμε  

( )p 1q 1 modp−  . 

Έτσι παίρνοντας ( )modp  έχουμε 

( ) ( )19 2 modp 21 0 modp −   , 

που σημαίνει ότι το 21 είναι πολλαπλάσιο του p . 

Άρα p 3=  ή p 7= . 

Παίρνοντας τώρα ( )modq  και με τη βοήθεια του 

μικρού θεωρήματος του Fermat έχουμε 

( )3p 19 modq , 

και έτσι διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

➢ 1η περίπτωση: p 3= .  

Τότε  

( ) ( )9 19 modq 10 0 modq   , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1420
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1420
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1480
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1480
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άρα q 2=  ή q 5= ,  

απ' τις οποίες μόνο το 2  επαληθεύει τη σχέση. 

➢ 2η περίπτωση: p 7= .  

Τότε  

( ) ( )21 19 modq 2 0 modq   , 

άρα q 2=  που επαληθεύει τη σχέση. 

Τελικά  

(p,q) (3,2) (, 7,2)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    64. 

Έστω  

1 2 100a ,a , ,a  και 1 2 100b ,b , ,b  

δυο μεταθέσεις των ακεραίων από το 1 μέχρι το 

100 . Να δείξετε ότι μεταξύ των γινομένων  

1 1 2 2 100 100a ·b ,a ·b , ,a ·b  

υπάρχουν 2  που έχουν ίδιο υπόλοιπο (mod100) . 

Προτείνει: ΛΕΩΝΙΔΑΣ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1480 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Ας υποθέσουμε 

ότι μεταξύ των 100  γινομένων 

1 1 2 2 100 100a ·b ,a ·b , ,a ·b  

δεν υπάρχουν δύο με το ίδιο υπόλοιπο (mod100) . 

Τότε τα 50  από αυτά τα γινόμενα είναι περιττοί 

αριθμοί με αποτέλεσμα και οι δύο παράγοντες 

r ra ,b  του γινομένου r ra ·b  που είναι περιττός, να 

είναι και οι δύο περιττοί (συνολικά λοιπόν έχουμε 

0 0 05 5 1 0+ =  περιττούς). Επίσης επειδή υπάρχει 

κάποιο γινόμενο k ka b το οποίο είναι ίσο με 

0(mod5 100)  άρα κάποιος εκ των k ka ,b  είναι 

περιττός.  

Μέχρι αυτή τη στιγμή έχουμε τουλάχιστον  

50 50 101 1+ + =  περιττούς 

ανάμεσα στους  

1 2 100 1 2 100a ,a , ,a ,b ,b , ,b  , 

άτοπο διότι οι περιττοί είναι ακριβώς 100 (αφού 

οι ia και ib είναι μεταθέσεις των ακεραίων από το 

1  μέχρι το 100 ). 

ΑΣΚΗΣΗ    65. 

Να βρεθούν οι θετικές ακέραιες λύσεις της 

εξίσωσης  

(a,b) 9[a,b] 9(a b) 7ab+ + + = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1520 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έστω 
*(a,b) k,k N=  .  

Τότε  

*a km,b kn,m,n N= =  . 

Γνωρίζουμε ότι:  

[a,b](a,b) ab= . 

Άρα:  

ab
[a,b]

k
= . 

Συνεπώς η δοσμένη εξίσωση, γράφεται: 

ab
k 9 9(a b) 7ab

k
+ + + = 

1 9mn 9(m n) 7kmn+ + + = 

(7km 9m 9)n 9m 1− − = +    (σχέση  (1) ). 

Αφού είναι:   

9m 1 10+  , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1480
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1480
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1520
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1520
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άρα θα είναι και  

7km 9m 9 0− −  . 

Και αφού  

7km 9m 9 | 9m 1− − + , 

θα πρέπει: 

0 7km 9m 9 9m 1 − −  +  

9 9 18 10
k

7 7m 7 7m
+   +  

18 10 28
4

7 7 7
 + = = . 

Άρα  k {2,3,4} . 

➢ 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: k 2= .  

Τότε  

9m 1
(1) (5m 9)n 9m 1 n

5m 9

+
 − = +  = 

−
 

45m 5 86
5n 9

5m 9 5m 9

+
= = +

− −
. 

Όμως πρέπει  

86
t, t Z

5m 9
= 

−
. 

Άρα: 

86 9t 86
m 5m 9

5t t

+
=  = + . 

Από εδώ βρίσκουμε ότι οι μοναδικές δεκτές τιμές 

είναι   

t 1=  ή t 86= , 

από όπου και έπεται ότι  

m 19=  ή m 2=  

και  

172
n 2,m 19

86
= = = , 

αντιστοίχως. 

Άρα έχουμε στην περίπτωση αυτή τις εξής λύσεις: 

a km 2 19 38,b kn 2 2 4= =  = = =  = , 

ή  

a km 2 2 4,b kn 2 19 38= =  = = =  = , 

όπου εύκολα η επαλήθευση γίνεται. 

➢ 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: k 3= .  

Τότε  

9m 1
(1) (12m 9)n 9m 1 n

12m 9

+
 − = +  =

−
. 

Πρέπει  

0 12m 9 9m 1 −  + , 

από όπου προκύπτει m {1,2,3} . 

Όμως καμία από αυτές τις τιμές δεν κάνει ακέραιο 

το κλάσμα  

9m 1

12m 9

+

−
 

και άρα η περίπτωση αυτή απορρίπτεται. 

➢ 3η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: k 4= .  

Τότε  

9m 1
(1) n

19m 9

+
 =

−
. 

Πρέπει  

0 19m 9 9m 1 −  + , 

από όπου προκύπτει m 1= .  

Τότε n 1=  και άρα  

a km 4 1 4,b kn 4 1 4= =  = = =  = . 
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Και εύκολα διαπιστώνουμε ότι οι τιμές αυτές 

επαληθεύουν την δοσμένη εξίσωση. 

ΑΣΚΗΣΗ    66. 

Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι n τέτοιοι ώστε η 

εξίσωση  

1 1 1

x y n
− =  

να έχει μοναδική λύση x,y N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1520 

ΛΥΣΗ (Κώστας Ζερβός) Είναι x,y,n 0 . 

Θα το λύσουμε για n 0 , γιατί αν n 0 , τότε η 

εξίσωση γράφεται  

y x

1 1 1

n
− =

−
, n 0−   

και θα ανάγεται στην προηγούμενη. 

1 1 1
ny nx xy

x y n
− =  − = 

2 2

2

ny nx xy n n

(n x)(n y) n

− − + =

− + =
. 

▪ Αν το n  είναι πρώτος, τότε θα πρέπει  

2 2

n x 1 x n 1

n y n y n n

− = = − 
 

+ = = − 
 

ή  

2 2n x n x n n 0

n y 1 y 1 n 0

 − = = − 
 

+ = = −  
  

(απορρίπτεται), 

ή  

n x n x 0

n y n y 0

− = = 
 

+ = = 
 

(απορρίπτεται). 

Άρα έχει μοναδική λύση  

2(x,y) (n 1,n n)= − − , n πρώτος. 

▪ Αν το n είναι σύνθετος. 

Έστω n km , k 1, m 1=   . 

Τότε θα έχουμε  

2 2(km x)(km x) k m− + = . 

Άρα δύο από τις περιπτώσεις είναι : 

2

km x k x k(m 1)

km y km y km(m 1)

− = = − 
 

+ = = − 
 

ή   

2 2

km x 1 x km 1

km y k m y km(km 1)

− = = − 
 

+ = = − 
. 

αφού θέλουμε μοναδική λύση , θα πρέπει  

km 1 km k k 1− = −  = . 

ΑΤΟΠΟ. 

Άρα δεν έχει μοναδική λύση όταν το n είναι 

σύνθετος. 

▪ Αν n 1= . 

Τότε θα πρέπει 1 x 1− =  και 

1 y 1 x y 0+ =  = = , 

ΑΤΟΠΟ. 

ΑΣΚΗΣΗ    67. 

Να λυθεί το σύστημα 

x!y! 6!

y!z! 7!

z!x! 10!

=


=
 =

. 

Προτείνει: Θάνος Μάγκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1700 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1520
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1520
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ΛΥΣΗ 1 (Δημήτρης Ιωάννου) Από την εξίσωση 

x!y! 6!= , έχουμε ότι x 6 . 

• 1η ΠΕΡ: x 0=  ή x 1= .  

Τότε το δοσμένο σύστημα γράφεται:  

y! 6!

y!z! 7!

z! 10!

=


=
 =

.  

Άρα  

y 6= , z 10= , 6!10! 7!= , 

που είναι αδύνατο. 

• 2η ΠΕΡ: x 2= .  

Τότε: 

2y! 6!

y!z! 7!

z!2! 10!

=


=
 =

, 

που είναι αδύνατο λόγω της εξίσωσης 2y! 6= , 

η οποία γράφεται  

y! 3 4 5 60=   = . 

• 3η ΠΕΡ: x 3= ,  

από όπου εύκολα βρίσκουμε y! 120=  και άρα 

y 5=  από όπου έπεται ότι z! 42= , που είναι  

αδύνατο. 

• 4η ΠΕΡ: x 4= ,  

από όπου βρίσκουμε y! 30= , που είναι αδύνατο. 

• 5η ΠΕΡ: x 5= ,  

από όπου εύκολα βρίσκουμε y 3=  και ύστερα 

z! 120= , από όπου z 5= , όμως τότε η τρίτη από 

τις δοσμένες εξισώσεις, γράφεται:  

5!5! 10! 5! 6 7 8 9 10=  =     , 

που είναι άτοπο. 

• 6η ΠΕΡ: x 6= .  

Τότε βρίσκουμε y! 1= ,  

από όπου προκύπτει  

y 0=  ή y 1=  και z 7= , 

οι τιμές αυτές επαληθεύουν και την τρίτη εξίσωση 

και άρα είναι δεκτές. 

Άρα  

(x,y,z) (6,0,7)=  ή (x,y,z) (6,1,7)= . 

ΛΥΣΗ 2 (Διονύσης Σέμα) Ελάχιστα διαφορετικά 

από τη λύση του Δημήτρη. 

Παρατηρούμε ότι:  

6!10! 7!=  

 και άρα: 

x!z! x!y!y!z!=  

x!z! 0
2x!z!((y!) 1) 0



− =   

2(y!) 1 y! 1=  = . 

Άρα y 1=  ή  y 0= . 

Τότε:  

x! 6! x 6=  =  

και  

z! 7! z 7=  = . 

Τελικά:  

( )(x,y,z) (6,0,7), 6,1,7= . 

ΛΥΣΗ 3 (Χρήστος Τσιφάκης) Αν 

πολλαπλασιάσουμε τις σχέσεις κατά μέλη 

προκύπτει 

2 2(x!y!z!) 6!7!10! 6!(7!) ·8·9·10= = =  

2 2 2(6!) (7!) (6!7!)= . 
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Άρα  

x!y!z! 6!7!=  

δηλαδή  

z! 7!=  άρα z 7= . 

Τότε  

y! 1!=  και x! 6!=  

δηλαδή  

x 6=  και y 0=  ή y 1= . 

ΑΣΚΗΣΗ    68. 

Να βρεθούν όλα τα ζεύγη ακεραίων (x,y) για 

τους οποίους ισχύει  

3 3 2x y (x y)+ = + . 

Προτείνει: Χρήστος Τσιφάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1720 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Είναι 

2 3 3(x y) x y+ = +   

2 2x y 0 x xy y x y+ =  − + = + . 

Η δεύτερη γίνεται  

2 2 2(x 1) (y 1) (x y) 2− + − + − = . 

από όπου  

(x,y) (0,0) (1,0) (0,1) (2,1) (1,2) (2,2)=      . 

Φυσικά, εκτός των παραπάνω λύσεων υπάρχουν 

και οι  

(x, x)− , με x Z . 

ΛΥΣΗ 2 (Διονύσης Σέμα)  

3 3 2x y (x y)+ = +   

2 2 2(x y)(x xy y ) (x y) 0+ − + − + =   

x y 0+ =  

ή  

2 2x xy y x y 0− + − − = . 

Από την x y 0+ =   

έχουμε λύσεις  

(x,y) (x, x)= −  με x Z . 

ΛΥΣΗ 3 (Κώστας Ζερβός) Από την  

2 2x xy y x y 0− + − − =  

έχουμε  

2 2x (y 1)x y y 0− + + − =  

με 

23y 6y 1 0 = − + +    

23(y 2y) 1 0− − +     

23(y 2y 1) 4 0− − + +    

23(y 1) 4 0− − +     

2 4 2 3 2 3
(y 1) y 1

3 3 3
−  −  −    

3 2 3 3 2 3
y

3 3

− +
  . 

Αλλά   

3 2 3 3 2 4 1

3 3 3

− −
 = −  

και  

3 2 3 3 2 4 7

3 3 3

+ +
 = . 

Άρα  

1 7
y

3 3
−   , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1720
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1720
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 επομένως  

y 0=  ή y 1=  ή y 2= . 

➢ Για y 0=  έχουμε x 0=  ή x 1= . 

➢ Για y 1=  έχουμε x 0=  ή x 2= . 

➢ Για y 2=  έχουμε x 1=  ή x 2= . 

Άρα  

(x,y) (x, x)= −  ή (x,y) (1,0)=  ή  

(x,y) (0,1)=  ή (x,y) (2,1)=  ή  

(x,y) (1,2)=  ή  (x,y) (2,2)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    69. 

Δείξτε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n , ο αριθμός  

n7 1−  

δεν διαιρείται από τον  

n6 1− . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1760 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) Ας υποθέσουμε 

ότι  

n n(6 1) | (7 1)− − . 

Επειδή  

n5 | 6 1−  για κάθε n  

πρέπει και  

n5 | 7 1− . 

Αυτό δίνει  

n 0mod4 . 

Αν  

n 4k r= +  με r {0,1,2,3}  

τότε  

n 4k r r7 7 7 mod5+=   

από το μικρό θεώρημα του Fermat.  

Τώρα είναι απλό να ελεγχθεί ότι πρέπει r 0= . 

Έστω λοιπόν n 4k= .  

Τότε  

4k 4k(6 1) | (7 1)− − . 

Αυτό όμως είναι αδύνατο επειδή από τη μία  

4k 4k6 ( 1) 0mod7 −   

και άρα  

4k7 | 6 1−  

ενώ από την άλλη  

4k7 7 1− . 

ΑΣΚΗΣΗ    70. 

Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακεραίους  

x,y N*  τέτοιους ώστε ο αριθμός  

2 22x y xy 8x+ +  

να διαιρείται από τον  

2xy 2y+ . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1780 

ΛΥΣΗ (Παύλος Μαραγκουδάκης) Ψάχνουμε 

x,y N*  ώστε ο  

2 2

2

2x y+xy +8x
K=

xy +2y
 

να είναι ακέραιος. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1760
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Ας είναι ( )d= x,y .  

Τότε  

x=da  και y=db  

με a,b  θετικούς ακεραίους και πρώτους μεταξύ 

τους. 

Τώρα  

( )
( )

2 2 2

2

a 2d ab+d b +8
K=

b d ab+2
. 

Εφόσον ( )a,b =1, θα πρέπει  

( )2 2 2b| 2d ab+d b +8  

οπότε b|8  επομένως  b 1,2,4,8 . 

• Αν b=1   

τότε  

( )2 2

2 2

a 2d a+d +8 4a-2
K= =2a+1+

d a+2 d a+2
, 

Για d 2  είναι  

2

4a-2
0 1

d a+2
  . 

Μένει d=1,  

οπότε  

10
K=2a+5-

a+2
. 

Άρα  

a=3 ή a=8. 

Έτσι  

( ) ( )x,y = 3,1  ή ( )8,1 . 

• Αν b=2   

τότε  

( )2 2

2 2

a d a+d +2 a-1
K= =a+1+

d a+1 d a+1
 

οπότε a=1  

(γιατί για a 1  είναι  

2

a-1
0 1

d a+1
  ) 

οπότε  

( ) ( )x,y = d,2d .  

• Αν b=4   

τότε  

( )2 2

2

a d a+2d +1
K=

2d a+1
 

και  

2

a-2
2K=a+2+

2d a+1
 

 οπότε a=2   

(διαφορετικά  

( ) ( )2

a-2
-1,0 0,1

2d a+1
  ) 

που απορρίπτεται αφού ( )a,b =1. 

• Αν b=8   

τότε  

( )
( )

2 2

2

a 2d a+8d +1
K=

2 4d a+1
 

που δεν είναι ποτέ ακέραιος αφού ο  

αριθμητής είναι περιττός και ο παρονομαστής 

είναι άρτιος. 
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ΑΣΚΗΣΗ    71. 

Έστω M  το σύνολο όλων των θετικών ακεραίων 

που είναι πολλαπλάσια του 36 , στη δεκαδική 

τους αναπαράσταση αποτελούνται μόνο από τα 

ψηφία 4 , 6  και 9  και δεν υπερβαίνουν το 

100000. Πόσα στοιχεία έχει το M ; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1900 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) Κάθε τέτοιος 

αριθμός είναι πολλαπλάσιο του 4  και άρα λήγει 

σε 64  ή 96 . Επίσης είναι πολλαπλάσιο του 9 , 

άρα το άθροισμα των ψηφίων του είναι 

πολλαπλάσιο του 9 . 

Αν λήγει σε 64  θέλουμε το πολύ άλλα τρία ψηφία 

ώστε το άθροισμά τους να είναι 8mod9 . Αυτό 

μπορεί να γίνει μόνο με τους εξής τρόπους: 

➢  Χρησιμοποιούμε 3  εξάρια:  

Παίρνουμε τον αριθμό 66664 . 

➢ Χρησιμοποιούμε 2  τεσσάρια:  

Παίρνουμε τον αριθμό 4464 . 

➢ Χρησιμοποιούμε 2  τεσσάρια και 1 

εννιάρι:  

Παίρνουμε τους αριθμούς  

44964 , 49464 ,94464. 

Αν λήγει σε 96  θέλουμε το πολύ άλλα τρία ψηφία 

ώστε το άθροισμά τους να είναι 3mod9 .  

Αυτό μπορεί να γίνει μόνο με τους εξής τρόπους: 

➢ Χρησιμοποιούμε 3  τεσσάρια:  

Παίρνουμε τον αριθμό 44496 . 

➢ Χρησιμοποιούμε 2  εξάρια:  

Παίρνουμε τον αριθμό 6696 . 

➢ Χρησιμοποιούμε 2  εξάρια και 1 εννιάρι:  

Παίρνουμε τους αριθμούς  

66996 ,69696 ,96696. 

Αντιστρόφως κάθε τέτοιος αριθμός αφού είναι 

πολλαπλάσιο τόσο του 4   όσο και του 9  είναι και 

πολλαπλάσιο του 36 . 

Οπότε υπάρχουν ακριβώς 10  τέτοιοι αριθμοί.. 

ΑΣΚΗΣΗ    72. 

Να αποδείξετε ότι για κάθε n N , το κλάσμα:  

2

2

15n 8n 6
A

30n 21n 13

+ +
=

+ +
, 

είναι ανάγωγο.  

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=1980 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Για να είναι ένα κλάσμα 

ανάγωγο 
a

b
 πρέπει και αρκεί ο μέγιστος κοινός 

διαιρέτης  

gcd(a,b) 1= . 

Έστω  

2 2d gcd(15n 8n 6,30n 21n 13)= + + + + . 

Τότε  

2d | (15n 8n 6)+ +  

και  

2d | (30n 21n 13)+ + . 

Άρα  

2 2d | 2(15n 8n 6) d | (30n 16n 12)+ +  + +  

Άρα 

2 2d | (30n 21n 13 (30n 16n 12))+ + − + +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1900
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1900
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1980
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=1980


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 20, ΟΚΤΩΒΡΙΟΣ 2018 

 

60 
 

2d | (5n 1) d | (15n 3n)+  + . 

Άρα   

2 2d | (15n 8n 6) (15n 3n)+ + − +   

d | (5n 6)+ . 

Άρα  

d | (5n 6) (5n 1) d | 5n+ − +  . 

Και επειδή  

d | (5n 1)+  

προκύπτει  

d | 5n 1 5n d |1 d 1+ −   = . 

ΑΣΚΗΣΗ    73. 

Βρείτε το μικρότερο ακέραιο n 1  για τον οποίο 

ο αριθμός  

2n (n 1)−  

διαιρείται με το 2009 . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=2080 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου) Έχουμε  

22009 7 41=  . 

Άρα πρέπει ο αριθμός  

2n (n 1)−  

να διαιρείται με τον 27 41 .  

Άρα πρέπει  

241| n (n 1)− . 

Θα αποδείξουμε ότι οι  αριθμοί 2n ,(n 1)−  είναι 

πρώτοι μεταξύ τους.  

Έστω ότι  

2 2(n ,n 1) r r | n ,r | n 1− =  − . 

Τώρα αφού  

r | n 1 r | n(n 1)−  −   2r | n n−  

και αφού 2r | n  άρα  

2 2r | n (n n) r | n− −  . 

Έχουμε λοιπόν ότι:  

r | n,r | n 1 r | n (n 1) r |1−  − −  , 

άρα r 1= . 

Άρα οι αριθμοί  

2n ,(n 1)−  

είναι πρώτοι μεταξύ τους.  

Άρα αφού  

2 241| n (n 1) 41| n−   ή 41| n 1− . 

Έστω ότι  

*41| n 1 n 1 41k,k N−  − =   

 (αφού n 1 ).   

Άρα  

n 41k 1= + . 

Η ελάχιστη τιμή του n , είναι η n 42= .  

Παρατηρούμε ότι τότε ο αριθμός  

2n (n 1)− , 

γράφεται  

2 2 242 41 6 7 41=    

και διαιρείται με τον 27 41 . 

Έστω ότι 241| n .  

Τότε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2080
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2080
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2 *n 41k,k N=  . 

H πιο μικρή τιμή του n , είναι η  

2n 41 41 41 42=  =  , 

οπότε η πιο μικρή τιμή του n βρήκαμε ότι είναι η 

n 42= . 

ΑΣΚΗΣΗ    74. 

Να βρείτε όλες τις θετικές ακέραιες ρίζες της 

εξίσωσης 2 24mn(m n 1) (m 1)(n 1)+ − = + + . 

                         Τουρκία 1ος γύρος Μαθηματικής 

                                   Ολυμπιάδας – 2012 

Προτείνει: Γιώργος Γαβριλόπουλος  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=2120 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Κανακάρης) Είναι  

2 24mn(m n 1) (m 1)(n 1)+ − = + +  

2 2 2 24mn(m n 1) m n m n 1+ − = + + +   

2 2mn(4m 4n 4 mn) m n 1+ − − = + + . 

Εδώ βλέπουμε ότι η παράσταση  

4m 4n 4 mn+ − −  

πρέπει να είναι θετική.  

Επειδή το γινόμενο mn ( m,nθετικοί) τείνει να 

είναι μεγαλύτερο από οποιοδήποτε γραμμικό 

συνδυασμό των m,n (δηλαδή am bn+ , a,b  

ακέραιοι) περιμένουμε η διοφαντική να έχει 

πεπερασμένες λύσεις. 

4m 4n 4 mn 0+ − −   

m(4 n) 4(4 n) 12− − −  −   

(m 4)(4 n) 12− −  −   

(m 4)(n 4) 12− −  . 

Έστω n m . 

Για  

n 1= , n 2= , n 3= , n 4=  

εύκολα θα πάρουμε δεκτό μόνο το ζεύγος  

(m,n) (1,1)= . 

Για n 5=  δεκτή  

(m,n) (5,13),(13,5)= . 

Για n 6,7= δεν έχω λύσεις. 

Αν n 8  τότε  

n 4 4−   και m 4 3−  , 

άρα m n . 

Μοναδικές λύσεις  

(m,n) (1,1),(5,13),(13,5)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    75. 

Να προσδιορίσετε τους πρώτους p  και q  για τους 

οποίους ισχύει  

3p 107 2q(17q 24)+ = + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=2140 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Κανακάρης) Αν q  άρτιος 

βρίσκω την λύση (5,2) .  

Ενώ αν q 3=  τότε p 7= . 

Αν q 3  περιττός τότε...  

3p 3mod4=  

οπότε  

p 3mod4= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2120
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2120
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2140
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=2140
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Αφού δεν δουλεύει τίποτα από mod θα την 

μετασχηματίσω ... 

3 2p 34q 48q 107= + −  

και θα εκφράσω το δεύτερο μέλος ως άθροισμα 2 

τετραγώνων προσθαφαιρώντας κάποια σταθερά. 

Το βολικό είναι ότι  

2 234 5 3= +  

οπότε θα μετασχηματιστεί στην παρακάτω μορφή,  

3 3 2 2p 5 (3q 3) (5q 3)+ = + + +  

3
2 2p 125 3q 3 5q 3

( ) ( )
4 2 2

+ + +
= +  

φυσικά όλα τα κλάσματα είναι ακέραιοι και 

διαίρεσα με το 4  για να έχω  

 
3q 3 5q 3

( , ) 1
2 2

+ +
=  

2 2 23q 3 5q 3
(p 5)(p 5p 25) ( ) ( )

2 2

+ +
+ − + = +

2p 5p 25 3mod4− + = , 

άρα υπάρχει πρώτος r 3mod4=  

ώστε  

3q 3
r |

2

+
, 

5q 3
r |

2

+
 

που είναι αδύνατον αφού είναι πρώτοι μεταξύ 

τους. 

Τελικά μοναδικές λύσεις  

(p,q) (7,3)=



 

0 
 

 


