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Μπορεί να αναπαραχθεί και να διανεμηθεί ελεύθερα. 
Το «Εικοσιδωδεκάεδρον» παρουσιάζει ϑέματα που έχουν συζητηθεί στον ιστότοπο 
http://www.mathematica.gr. Ο δικτυακός τόπος mathematica.gr ανήκει και διευθύνεται 
σύμφωνα με τον κανονισμό του που υπάρχει στην αρχική του σελίδα από ομάδα Διευθυνόντων 
Μελών. 

 

 

                                       Συντακτική Επιτροπή 
      Γιώργος Απόκης                                          Νίκος Μαυρογιάννης 
 
      Φωτεινή Καλδή                                           Σπύρος Καρδαμίτσης 
 
      Χρήστος Κυριαζής                                      Ροδόλφος Μπόρης 
 
      Χρήστος Τσιφάκης 
 

Εικοσιδωδεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

                                          
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 
πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 
πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 
Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 
τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα 
από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί 
να έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - 
οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 
των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των (0,0,±ϕ), 
1 1

, ,
2 2 2

 + 
   
 

, όπου ϕ ο χρυσός λόγος 
1 5

2

+
 ενώ το δυαδικό του πολύεδρο 

είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 
Πηγή:  
http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 
                                                                                                      Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 
 

Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους έγινε από τον Χρήστο Τσιφάκη 
Η φιλοτέχνηση του εξώφυλλου έγινε από τον Μιχάλη Νάννο 
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ 

ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

 

ΑΣΚΗΣΗ    1. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :Q R→

τέτοιες ώστε  

f(x y xy) f(x y) f(x) f(y)+ − = + −   

για κάθε x,y Q . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ (Σιλουανός Μπραζίτικος) Για x y 0= =  

παίρνουμε f (0) 0= .  

Και για x 1=  παίρνουμε  

f(x 1) f(1)(f(x) 1)+ = +     (1) . 

Αν f(1) 0= , τότε έχουμε τη λύση f(x) 0=  για κάθε 

ρητό x . 

Αλλιώς για x 1= −  η (1)  δίνει f( 1) 1− =− . 

Από την (1) παίρνουμε  

2f (2) f (1) f (1)= +  (*)  

και από την ίδια σχέση για x 2=  παίρνουμε   

3 2f (3) f (1) f (1) f (1)= + +  

και ξανά από την (1) παίρνουμε  

3 2f (4) f (1)(f (1) f (1) f (1) 1)= + + +       (**) . 

Όμως η αρχική για x y 2= =  παίρνουμε  

2f (4) f (2)=  

και αντικαθιστώντας σε αυτήν τις (*)και (**)  

παίρνουμε μετά τις απαλοιφές ότι 2f (1) 1= .  

Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις :  

➢ 1η περίπτωση: Αν f(1) 1=− .  

Τότε θα έχουμε από την (1)  ότι 

f(x 1) f(x) 1+ + =−  για κάθε ρητό x . 

Και αν βάλουμε στην αρχική όπου y 1=−  παίρνουμε  

f(2x 1) f(x) f(x 1) 1− = + − =− , 

λόγω της παραπάνω.  

Επομένως αν για τον τυχαίο ρητό m θέσουμε 

m 1
x

2

+
=  παίρνουμε f(m) 1=− .  

H οποία όμως αν αντικατασταθεί στην αρχική δεν 

ικανοποιεί τη συναρτησιακή σχέση.  

➢ 2η περίπτωση Αν f(1) 1= .  

Τότε η (1) γίνεται  

f(x 1) f(x) 1+ = +    (2) . 

Επομένως εύκολα επαγωγικά βρίσκουμε ότι για  

κάθε ακέραιο (ξέρουμε και ότι f( 1) 1− =− ), ισχύει 

f(k) k= .  

Θεωρούμε τώρα τον τυχαίο ρητό 
m

s
n

= .  

Η (2) δίνει ότι f(x t) f(x) t+ = +   (3) , για κάθε 

ακέραιο t . Θέτουμε τώρα στην αρχική όπου 
m

y
n

=  

και x n=  τότε παίρνουμε  

m m m
f(n m) f(n ) f (n)f ( )

n n n
+ − = + − . 

Όμως λόγω της (3)  αυτή γίνεται 
m

nf( ) m
n

= , άρα 

f(s) s= , για κάθε ρητό s .  

Επομένως f(x) x= , η οποία όντως ικανοποιεί την 

αρχική.  

 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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ΑΣΚΗΣΗ    2. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2 2xf(x y) yf (x y) (f (x)) (f (y))+ − − = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ 1 (Θανάσης Κοντογεώργης) Για x y 0= =  

έχουμε f(0) 0.=  

Για y 0=  είναι  

2(f(x)) xf(x)=  

οπότε για κάθε x  είναι  

f(x) 0=  ή f(x) x.=  

Επιπλέον, για x 0=  είναι  

2yf( y) f(y) yf(y)− − = =  

οπότε f( x) f(x)− =−  για κάθε x   

(ισχύει και για x 0= ), δηλαδή η f είναι περιττή. 

Έστω ότι υπάρχουν  

a,b , a,b 0   με f (a) a=  και f(b) 0.=  

Για x a,y b= =  έχουμε  

2af(a b) bf(a b) a .+ − − =   

Επειδή 

f(a b) {0,a b},f(a b) {0,a b}+  + −  −  

έχουμε τις περιπτώσεις  

-- f(a b) f(a b) 0+ = − =  που δίνει a 0= , άτοπο. 

-- f(a b) a b,f(a b) a b+ = + − = − που δίνει b 0=  

άτοπο. 

-- f(a b) a b,f(a b) 0+ = + − = που δίνει ab 0= άτοπο. 

-- f(a b) 0,f(a b) a b+ = − = −   

Όμως η f είναι περιττή, οπότε f(b a) b a− = −  και για 

x b,y a= =  έχουμε ab 0= , άτοπο. 

Επομένως, 

f(x) x= για κάθε x  ή f(x) 0=  για κάθε x  

ΛΥΣΗ 2 (Θανάσης Κοντογεώργης) Για x y 0= =  

έχουμε f(0) 0.=  

Για y 0=  είναι 2(f(x)) xf(x)=   

οπότε για κάθε x  είναι  

f(x) 0=  ή f(x) x.=  

Επιπλέον, για x 0=  είναι  

2yf( y) f(y) yf(y)− − = =   

οπότε  

f( x) f(x)− =−   

για κάθε x (ισχύει και για x 0= ) δηλαδή η f είναι 

περιττή. 

Ανταλλάσσοντας τα x,y  έχουμε  

2 2yf(y x) xf(y x) (f(y)) (f(x))+ − − = + =  

xf(x y) yf(x y)= + − −  

και αφού η  f είναι περιττή  

f(y x) f(x y)− =− −  

και άρα 

f(x y)(x y) f(x y)(x y)+ − = − +  

Για  
a b a b

x ,y
2 2

+ −
= =   

από την τελευταία προκύπτει  

bf(a) af(b)=  

οπότε f(x) cx=  και αντικαθιστώντας στην αρχική 

c {0,1}.  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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ΑΣΚΗΣΗ    3. 

Θεωρούμε συνάρτηση * *f : N N→  τέτοια ώστε  

f(xf(y)) yf(x)= , για κάθε *x,y N . 

Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του f(2009) . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ (Ροδόλφος Μπόρης) Έχουμε  

f(xf(y)) yf(x)=  με *x,y N    (1) . 

Για x 1=  παίρνουμε  

f(f(y)) yf(1) 0=     (2) , 

τότε η f  προκύπτει 1 1−    (3) ,  

εύκολα με τον ορισμό. 

Από (1) παίρνουμε 

f(f(xf(y))) f(yf(x)) xf(y)= =   (4) , 

πάλι για x 1=  η (4)  δίνει  

f(f(f(y))) f(y)= , 

οπότε λόγω της (3)  τελικά  

f(f(y)) y=    (5) . 

Η (5)σε συνδυασμό με την (2) δίνουν f(1) 1= . 

Τώρα στην (1)  θέτουμε όπου y το f(y)  και τότε 

f(xf(f(y))) f(y)f(x) f(xy) f(x)f(y)=  =    (6) . 

Το  

2 2f (2009) f (7 41) f (7)f (41)= = . 

Θα δείξουμε μετά ότι αν p  είναι πρώτος τότε και f(p)

πρώτος και αντιστρόφως (*) , οπότε οι μικρότερες 

τιμές που μπορεί να πάρουν τα f(7),f(41)  που είναι 

διαφορετικά μεταξύ τους λόγω (3)  είναι τα 2,3  

δηλαδή f(7) 2,f(41) 3= =  ή αντίστροφα και αυτές που 

καθιστούν ΜΙΝ το 

 2f (7)f (41)  είναι οι f(7) 2,f(41) 3= = . 

Αν λοιπόν f(7) 2,f(41) 3= =  τότε  

f(f(7)) f(2),f(f(41)) f(3)= =  ή 7 f(2),41 f(3)= =  

λόγω της (5)με το MIN 12= . 

Θέτω 

 px  if x N 2,3,7,41

7  if x 2

f (x) 41  if x 3

2  if x 7

3  if x 41

  −


=
= =
 =

 =

   

όπου pN το σύνολο των πρώτων αριθμών . 

Τώρα με την βοήθεια της (6) μπορούμε να 

αποδείξουμε ότι f(f(x)) x= . 

Έστω  

3 2 3 2x 2 5 11 f(x) f (2) f (5) f (11)=   =   =  

3 27 5 11=   3 2f (f (x)) f (7 5 11 )=  =  

3 2 3 2f (7) f (5) f (11) 2 5 11 x = = = , 

πρέπει να δείξουμε την  (*) . 

Αν f( ) p =  πρώτος και  είναι σύνθετος 

f(b c) p f(b)f(c) p =  = , άτοπο. 

Αν f(p)= , pπρώτος και   είναι σύνθετος τότε  

f(p) b c f(f(p)) f(b c) f(b) f(c)=   =  =   

p f(b) f(c)=  , άτοπο. 

Ακόμη πρέπει να δείξουμε ότι η f που θέσαμε και 

είδαμε ότι ικανοποιεί τις (5) , (6) ικανοποιεί και την 

(1) .  

Πράγματι θέλουμε  

xf(y) yf(x)=  λόγω (3)  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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ή f(f(xf(y))) f(y)f(f(x))= , 

λόγω (6)  ἠ xf(y) f(y)x=  λόγω (5) , που ισχύει. 

α. Δεν απέδειξα ότι f(x y) f(x) f(y) =   αλλά η 

απόδειξη είναι απλή (όπως περίπου στο παράδειγμα) 

για την f που ορίσαμε. 

β. Ο ρόλος της f βασικά είναι μια ΑΝΑΔΙΑΤΑΞΗ της 

φυσικής διάταξης των πρώτων αριθμών που εδώ 

λειτούργησαν σαν "βάση " του Nαφού παρήγαγαν 

οποιονδήποτε φυσικό αριθμό. 

γ. Το f(f(n)) n=  ερμηνεύεται ως "η αναδιάταξη της  

αναδιάταξης" μας επαναφέρει στον αρχικό μας αριθμό. 

δ. Είναι φυσικό και συνέπεια των προηγουμένων ότι 

όταν πχ  7 2→  τότε και 2 7→  δηλαδή η f λειτουργεί 

αντιμεταθετικά σε ζεύγη. 

ΑΣΚΗΣΗ    4. 

Έστω συνάρτηση f :[ ,b] [ 1,1] → − , επί, τέτοια ώστε  

2x 1
f(f (x))

x 2

+
=

+
, για κάθε x [ ,b]  . 

Να δειχθεί ότι  

f( ) f(b) 0 + = . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ 1 (Ανδρέας Πούλος)  

✓ Βήμα 1ο:  

Δείχνουμε ότι η f είναι 1 1− . 

✓ Βήμα 2ο:  

Επειδή το σύνολο τιμών είναι το [ 1,1]−  πρέπει το  

f(f(x))  να ανήκει σε αυτό. Αυτό σημαίνει ότι  

1=− και b 1= . 

✓ Βήμα 3ο:  

Στη δεδομένη σχέση θέτουμε x 1= −  και έχουμε  

f(f( 1)) 1− =− , 

θέτουμε x 1= + και έχουμε  

f(f(1)) 1= . 

Άρα  

f(f(f( 1))) f( 1)− = − , 

δηλαδή f( 1) 1− =−  και  

f(f(f(1))) f(1)= , δηλαδή f(1) 1= . 

Πράγματι,  

f( ) f(b) f( 1) f(1) 1 1 0 + = − + =− + = . 

ΛΥΣΗ 2 (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Η συνάρτηση 

f f(x)( ) είναι γνησίως αύξουσα με f f (1) 1( )=  και 

f f ( 1) 1( )− =− . Επειδή λοιπόν το πεδίο ορισμού είναι 

το [ 1,1]−  και η συνάρτηση f f(x)( )  είναι γνησίως 

αύξουσα άρα πρέπει f f( ) 1( ) =−  και f f (b) 1( )= . 

Όμως η f  είναι 1 1−  (εύκολο), άρα 1=− και b 1= . 

Θέλουμε λοιπόν πλέον να αποδείξουμε ότι  

f(1) f( 1) 0+ − = . 

Συνεπώς αφού η συνάρτηση f(x)  είναι επί του [ 1,1]−  

άρα καθώς το x  διατρέχει το [ 1,1]− , το ίδιο κάνουν 

και οι τιμές f(x) . Άρα θέτοντας στην αρχική όπου x  

το f(x)  παίρνουμε  

2f (x) 1
f f f (x)

f (x) 2
( ( )) +

=
+

. 

Θέτουμε όπου x  το 1  και παίρνουμε  

2f (1) 1
f (1)

f (1) 2

+
=

+
, 

δηλαδή 2f (1) 1= . 

Θέτουμε όπου x  το 1−  και παίρνουμε  

2f ( 1) 1
f ( 1)

f ( 1) 2

− +
− =

− +
, 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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δηλαδή 2f ( 1) 1− = . 

Όμως δε μπορούμε να έχουμε ταυτόχρονα  

f(1) f( 1) 1= − =  ή f(1) f( 1) 1= − =−  

διότι η συνάρτηση είναι 1 1− . 

Άρα  

( f(1) 1= και f( 1) 1− =− )  

είτε 

( f(1) 1=− και f( 1) 1− = ) 

οπότε σε κάθε περίπτωση  

f(1) f( 1) 0+ − = . 

ΑΣΚΗΣΗ    5. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

f(x f(x) f(y)) f(y f(x)) x f(y) f(f(y))+ + = + + + −  

για κάθε x,y R  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ (Σιλουανός Μπραζίτικος) Αν θέσουμε όπου x

το f(y)− παίρνουμε  

f(f( f(y))) f(y f( f(y))) f(f(y))− = + − −  

και για y 0=  παίρνουμε f(f(0)) 0= .  

Για x y 0= =  παίρνουμε f(2f(0)) f(0)= . 

Και τέλος για y 0=  και x f(0)=  παίρνουμε 

f(2f(0)) 3f(0)= ,  

άρα f (0) 0= . 

Τώρα για x 0=  στην αρχική παίρνουμε 

f(f(y)) f(y)=     (*) , 

άρα η δοσμένη γίνεται  

f(x f(x) f(y)) f(y f(x)) x+ + = + +     (1)  

και για y 0=  παίρνουμε  

f(x f(x)) f(f(x)) x f(x) x+ = + = + . 

Αν τώρα βάλουμε στην (1)  όπου y  το y f(y)+  

παίρνουμε  

f(x f(x) y f(y))+ + + =  

f(y f(y) f(x)) x f(x f(y)) x y+ + + = + + +   (2)  

όπου στην τελευταία χρησιμοποιήσαμε την (1) . 

Αλλάζοντας τώρα την θέση των x,y  στην τελευταία, 

παίρνουμε  

f(x f(y)) f(y f(x))+ = +  

και αν σε αυτή βάλουμε όπου x  το f(x)−  θα πάρουμε  

f(y f( f(y))) 0+ − =   (**) . 

Bάζοντας τώρα στην (1)  όπου x  το f(y)−  παίρνουμε  

f(f( f(y))) f(y f( f(y))) f(y)− = + − −  

και με τη βοήθεια της (*)  και της (**)  παίρνουμε  

f( f(y)) f(y)− =−     (3) . 

Τέλος αν θέσουμε στην (1)  όπου y  το f(x)−  

παίρνουμε  

f(x f(x) f( f(x))) x+ + − = , 

που όμως λόγω της  (3)  γίνεται f(x) x= . Και 

παρατηρούμε ότι όντως η τελευταία ικανοποιεί την 

συναρτησιακή εξίσωση. 

ΛΥΣΗ 2 (Θανάσης Κοντογεώργης) Θέτουμε όπου 

x y f(y)= −  και παίρνουμε  

f(f(y)) y=   y R  . 

Θέτοντας διαδοχικά y 0=  και x f(x),y 0= =  έχουμε  

f(x f(x) f(0)) 2x f(0) 2f(x) f(0)+ + = + = + , 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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από όπου f(x) x=  και μένει μόνο η επαλήθευση. 

ΑΣΚΗΣΗ    6. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2 2 2 2 2 x
f (x y) f (x y) f (x) y f

y

 
+ + − = +  

 
 

για κάθε *x R,y R  . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Στην αρχική σχέση  

2 2 2 2 2 x
f (x y) f (x y) f (x) y f

y

 
+ + − = +  

 
    (1)  

θέτουμε διαδοχικά: όπου y το x  έχουμε  

2 2 2 2 2f (2x) f (0) f (x) x f (1)+ = + , 

δηλαδή  

2 2 2 2 2f (2x) f (x) x f (1) f (0)− = −  

για κάθε *x R   (2) . 

όπου x 0= έχουμε  

2 2 2 2 2f (y) f ( y) f (0) y f (0)+ − = + , 

δηλαδή  

2 2 2 2 2f (x) f ( x) f (0) x f (0)+ − = +  

για κάθε *x R   (3) . 

Προσθέτοντας τις (2)  και (3)  παίρνουμε: 

( )2 2 2 2 2f (2x) f x x f (0) f (1) + − = +   

για κάθε *x R   (4) . 

Όμως αν στην (1) θέσουμε όπου x  το 
x

2
 και όπου y   

το 
3x

2
 παίρνουμε: 

2
2 2 2 2x 9x 1

f (2x) f (x) f f
2 4 3

   
+ = +   

   
 

για κάθε *x R   (5) . 

Συνδυάζοντας τις (4) , (5)  παίρνουμε τελικά ότι  

2 2 2 2 2x 9 1
f f (0) f (1) f x

2 4 3

    
= + −    

    
 

για κάθε *x R , δηλαδή ότι 

2 2 2 2 29 1
f (x) 4 f (0) f (1) f x

4 3

  
= + −   

  
 

για κάθε *x R . 

Mε την προϋπόθεση ότι 

2 2 29 1
f (0) f (1) f 0

4 3

 
+ −  

 
, 

θέτουμε  

2 2 2 29 1
a 4 f (0) f (1) f

4 3

  
= + −   

  
 

και έχουμε  

2 2f (x) (ax)= για κάθε *x R . 

Αντικαθιστώντας στην αρχική σχέση (1)  παίρνουμε 

ότι 2 2a y 0=  για κάθε *y R , δηλαδή a 0= . 

Άρα f(x) 0=  για κάθε *x R . Από την (3)  

βρίσκουμε f (0) 0= , άρα τελικά f(x) 0=  για κάθε 

x R . 

ΑΣΚΗΣΗ    7. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις * *f : N N→

τέτοιες ώστε  

f(n) f(n 1) f(f(n)) 3n 1+ + + = +  

για κάθε *n N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460
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Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ Για n 1=  παίρνουμε  

f(1) f(2) f(f(1)) 4+ + = , 

δηλαδή  

f(f(1)) 4 f(1) f(2)= − − . 

Προφανώς, f(1) 1=  ή f(1) 2= . 

Για f(1) 1=  παίρνουμε f(2) 2= . 

Και για f(1) 2=  παίρνουμε f(2) 1= . 

Δοκιμάζοντας και για n 2= , παρατηρούμε τις δυο 

περιπτώσεις 

f(n) n=  και n 1f (n) n ( 1) += + − , 

τις οποίες και θα αποδείξουμε με επαγωγή. 

Στην πρώτη. 

Ισχύει για n 1= . 

Υποθέτουμε ότι για n k= , δηλαδή  

f(k) f(k 1) f(f(k)) 3k 1+ + + = + . 

Αυτή γράφεται  

k f(k 1) f(k) 3k 1+ + + = +  ή  

f(k 1) k 1+ = + . 

Άρα (επαγωγικά) ισχύει. 

Στην δεύτερη. 

Ισχύει για n 1= . 

Υποθέτουμε ότι για n k= , δηλαδή  

f(k) f(k 1) f(f(k)) 3k 1+ + + = + . 

k 1 k 1k ( 1) f (k 1) f (k ( 1) ) 3k 1+ ++ − + + + + − = +  

k 1 k 1k ( 1) f (k 1) k ( 1)+ ++ − + + + + − +   

k 1k ( 1) 1( 1)
++ − ++ − = 3k 1+ . 

Παρατηρούμε ότι  

k 1k 1 k ( 1) 1( 1) ( 1) 0
++ + − +− + − = , 

οπότε  

k 1k ( 1) f (k 1) k 3k 1++ − + + + = +   

και 

k 1f (k 1) k 1 ( 1) + + = + − −  

k 2f (k 1) k 1 ( 1) ++ = + + − . 

Άρα ισχύει. Οπότε,  

f(n) n=  ή n 1f (n) n ( 1) += + − . 

Μια λύση: http://www.artofproblemsolving.com/Foru 

... 8&t=338042. 

ΑΣΚΗΣΗ    8. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :Q Q+ +→

τέτοιες ώστε  

f (xy)
f (x) f (y) 2xyf (xy)

f (x y)
+ + =

+
 

για κάθε x,y Q+ . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για x y 1= =  είναι 

1
f (2)

4
= .  

Για x y 2= =  είναι 
1

f(4)
16

= . 

Για x 3,y 1= =  είναι f(1) 9f(3)= ,  

ενώ για x 2,y 1= =  είναι f(3)(5 4f(1)) 1+ = . 

Λύνοντας το σύστημα έχουμε  

1
f(1) 1, f (3)

9
= = . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=38&t=338042
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=38&t=338042
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 22, ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ 2020 

 

9 
 

Για x 1=  η αρχική δίνει  

1 1
2x 1

f (x 1) f (x)
− = +

+
. 

Αν θέσουμε 
1

g(x)
f (x)

=  και θεωρήσουμε *x N  

έχουμε  

g(x 1) g(x) 2x 1+ − = +    (*) , 

οπότε λύνοντας την αναδρομική προκύπτει 2g(x) x=  

για κάθε θετικό ακέραιο x . 

Με παρόμοια λογική (θέτοντας π.χ. διαδοχικά στην 

(*)  x: x 1= + , x: x 2= + ,  , x: x n= +  και 

προσθέτοντας  ή  με επαγωγή στο n ),   

2g(x n) g(x) 2nx n+ = + +   

για κάθε (x,n) Q N+  . 

Θέτοντας, τέλος, στην αρχική 
m

x ,y n
n

= = , με m,n  

θετικούς ακέραιους έχουμε  

m
g( n)

m nf ( ) f (n) 2mf(m)
n g(m)

+
+ + = , 

και μετά από πράξεις καταλήγουμε σε  

2 2 2(x f (x) 1)(m f(x) x ) 0− + = , 

όπου 
m

x
n

= .  

Τελικά 
2

1
f (x)

x
=  που επαληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    9. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

( )2xf(x xy) xf (x) f x f (y)+ = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ (Λευτέρης Μάστορης) Βγάζουμε ότι αν η f  

είναι σταθερή τότε είναι η μηδενική.  

Αλλιώς δείχνουμε πως f( 1) 1− =−  και κατά συνέπεια  

2f (x ) xf (x)= . 

Έπειτα βγαίνει με αντικατάσταση στη αρχική και αν 

βάλουμε όπου y  το y 1−  πως  

f(1)f(xy) f(x)f(y)=  

από όπου με y x=  προκύπτουν οι λύσεις. 

ΛΥΣΗ 2 (Αλέξανδρος Συγκελάκης)  

2xf(x xy) xf(x) f x f(y)( )+ = +     (1) . 

Για x y 0= =  παίρνουμε f (0) 0= , άρα f (0) 0= . 

Θέτουμε στην (1)  όπου x  το 1 και όπου y  το 1−  και 

παίρνουμε:  

f(0) f(1) f(1)f( 1)= + −  

οπότε f( 1) 1− =−  ή  f(1) 0= . 

➢ 1η Περίπτωση: Αν f(1) 0= ,  

τότε θέτοντας στην αρχική όπου x  το 1  παίρνουμε: 

f(1 y) 0+ = , για κάθε y R . Θέτοντας στην 

τελευταία όπου y  το y 1−  (καθώς το y  διατρέχει 

όλους τους πραγματικούς αριθμούς, το y 1−  διατρέχει 

επίσης όλους τους πραγματικούς) παίρνουμε f(y) 0= , 

για κάθε y R που είναι δεκτή λύση αφού ικανοποιεί 

την αρχική συναρτησιακή σχέση. 

➢ 2η Περίπτωση: Αν f( 1) 1− =− , 

τότε θέτουμε όπου y το 1−  στην αρχική και 

παίρνουμε  

2f (x ) xf (x)=     (2) . 

Θέτουμε στη (2)  όπου x  το 1 και παίρνουμε: f(1) 1= . 

Θέτουμε στην (1)  όπου x  το 1 και παίρνουμε:  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
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f(1 y) 1 f(y)+ = + , για κάθε y R       (3) . 

Αντικαθιστώντας στην (1)  τη σχέση (2) παίρνουμε: 

xf(x xy) xf(x) xf(x)f(y)+ = + , 

οπότε για x 0  έχουμε  

( )
(3)

f x(y 1) f(x) 1 f(y) f(x)f(y 1)( )+ = + = +  

για κάθε *x R  και y R . 

Καθώς το y  διατρέχει το R , το ίδιο κάνει και το y 1−  

οπότε θέτοντας όπου y  το y 1−  παίρνουμε τελικά  

f(xy) f(x)f(y)=  

για κάθε *x R  και y R      (4) . 

Αν στην (4)  θέσουμε όπου y  το x  και 

χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (2)  παίρνουμε:   

2xf(x) f (x)=  για κάθε *x R , 

άρα για κάθε *x R  παίρνουμε: f(x) 0=  ή f(x) x= . 

Θέτουμε στην (4) όπου y  το 
1

x
−  και παίρνουμε:  

1
f ( 1) f (x)f

x

 
− = − 

 
, για κάθε x R , 

δηλαδή  

1
f (x)f 1

x

 
− = − 
 

,  

οπότε  

f(x) 0  για κάθε *x R . 

Άρα f(x) x=  για κάθε *x R η οποία επαληθεύει την 

αρχική. 

Επειδή f (0) 0=  άρα τελικά οι λύσεις είναι f(x) 0=

για κάθε x R και f(x) x=  για κάθε x R . 

 

ΑΣΚΗΣΗ    10. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2f (f (x) f (y)) xf (x) y+ = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ (Λευτέρης Μάστορης) Εύκολα προκύπτει πως 

η f  είναι  1 1−  και επί.  

Έστω f(0) a,f(s) 0= =  γιατί αφού η f  είναι επί, θα 

έχει ρίζα.  

Με x y s= =  προκύπτει πως a s= .  

Ακόμα, με x y 0= =  στην αρχική είναι 

2f (a a) 0 f (s)+ = =  και λόγω του 1 1−  είναι a s 0= = .  

Άρα f(f(x)) x=  και με x  το f(x)  είναι  

2 2f (f (x) f (y)) f (x f (y))+ = +  

άρα 2 2f (x) x=  για κάθε x .  

Αν τώρα υπάρχουν m,n  διάφορα του  0  με 

f(m) m,f(n) n=− =  με x n,y m= =  

στην αρχική είναι  

2 2f (n m) n m− = + . 

Όμως αυτό οδηγεί στο ότι m 0=  ή n 0=  (αφού 

f(x) x=  για κάθε x ). Άρα λύσεις είναι μόνο οι 

f(x) x=  και f(x) x=−  για κάθε πραγματικό. 

ΛΥΣΗ 2 (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

2f (f (x) f (y)) xf (x) y+ = +  για κάθε x,y R     (1) . 

Θέτουμε στην (1)  όπου y  το 0 :  

2f f (x) f(0) xf(x)( )+ =  για κάθε x R   (2) . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
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Θέτουμε στην (1)  όπου x  το 0  και όπου y  το x :  

2f f (0) f(x) x( )+ =  για κάθε x R      (3) . 

Λόγω της (3)  αν θέσουμε στην (1)  όπου x  το 

2f (0) f (x)+  παίρνουμε: 

2 2f x f(y) f (0) f(x) x y( ) ( )+ = + +  

για κάθε x,y R     (4) . 

Θέτουμε στην (4)  όπου x  το 0  και παίρνουμε:  

f f (y) y( )=  για κάθε y R     (5) . 

Λόγω της τελευταίας η συνάρτηση f(x) είναι 1 1− . 

Από τις (3)  και (5)  παίρνουμε:  

2f f (0) f(x) f f(x)( ) ( )+ =  

για κάθε x R  άρα  

2f (0) f (x) f (x)+ =   

δηλαδή f (0) 0= . 

Στην (1)  θέτουμε όπου x το f(x)  και 

χρησιμοποιώντας την (5)  παίρνουμε: 

(1)
2 2f (x f (y)) xf (x) y f (f (x) f (y))+ = + = + , 

άρα  

2 2x f(y) f (x) f (y)+ = +  

οπότε 2 2f (x) x=  για κάθε x R .  

Άρα για κάθε x R ισχύει  

f(x) x=  ή f(x) x=− . 

Αν υπήρχαν αριθμοί 1 2x ,x 0  με 1 1f (x ) x=  και 

2 2f (x ) x= −  τότε θέτοντας στην (1)  όπου x  το 1x  και 

όπου y το 2x  παίρνουμε:  

2 2
1 2 1 2f (x x ) x x− = + . 

Το πρώτο μέλος είναι ίσο με 2
1 2x x−  είτε με 2

1 2x x− +

Στις δύο αυτές περιπτώσεις λαμβάνουμε τελικά 2x 0=  

ή 1x 0=  αντίστοιχα, άτοπο. 

Άρα τελικά f(x) x=  για κάθε x R ή f(x) x=−  για 

κάθε x R  οι οποίες εύκολα βρίσκουμε ότι 

επαληθεύουν την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    11. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f : R R→

τέτοιες ώστε  

3 3 2 2f (x y ) xf(x ) yf (y )+ = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ (Νίκος Κολλιόπουλος) Για x 0= προκύπτει:  

3 2f (x ) xf (x )=  για κάθε x . 

Με αντικατάσταση στην αρχική, προκύπτει ότι η f  

είναι Cauchy και επομένως  

f(kx) kf(x)=  για κάθε ρητό k  

και επιπλέον  

f(x) f(1)x= για κάθε ρητό x . 

Γράφουμε  

3 3 3 3x y (x y) 0 3xy(x y)+ = + + − + . 

Τότε:  

2 2 3 3xf(x ) yf (y ) f ((x y) 0 ) f (3xy(x y))+ = + + − +  

2(x y)f ((x y) ) 3f (xy(x y))= + + − +  

2 2(x y)(f (x ) f (y ) 2f (xy)) 3f (xy(x y))= + + + − + . 

Για τον τυχαίο x  μπορούμε να επιλέξουμε y  ώστε το 

άθροισμα τους να είναι ρητός, τότε η παραπάνω σχέση 

γράφεται: 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
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2 2 2 2xf(x ) yf(y ) (x y)(f (x ) f (y ))+ = + + −  

(x y)f(xy)− +   

2 2(x y)f (xy) xf(y ) yf(x )+ = +       (1) . 

Επιλέγουμε αρχικά y  ώστε x y 1+ =  και μετά 

αντικαθιστώντας στην παραπάνω και 

χρησιμοποιώντας το ότι η f  είναι Cauchy, προκύπτει: 

22f(x ) 2xf(x) xf(1) f (x)= − +     (2) . 

Ομοίως αν επιλέξουμε y  ώστε ο x y+  να είναι ένας 

άλλος μη μηδενικός ρητός q , τότε αντικαθιστώντας 

στην (1)  και χρησιμοποιώντας το ότι η f  είναι 

Cauchy, προκύπτει:  

2 2 22qf(x ) q f (x) 2qxf(x) xq f(1)= + −     (3) . 

Πολλαπλασιάζοντας την (2)  με q  και αφαιρώντας 

από την (3) , προκύπτει:  

2 2f (x)(q q) xf (1)(q q)− = − , 

δηλαδή f(x) f(1)x=  για τον τυχαίο πραγματικό x . 

Άρα είναι: f(x) kx=  για κάθε x R . 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

9&t=393100. 

ΑΣΚΗΣΗ    12. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις * *f : N N→

τέτοιες ώστε  

• f(n)  τέλειο τετράγωνο για κάθε *n N  και  

• f(m n) f(m) f(n) 2mn+ = + +  για κάθε 

*m,n N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Για m 1=  η 

δοσμένη γίνεται  

f(n 1) f(n) f(1) 2n+ = + + . 

Εφαρμόζοντας την τελευταία διαδοχικά παίρνουμε 

f(n) f(n 1) f(1) 2(n 1)= − + + − . 

f(n 1) f(n 2) f(1) 2(n 2)− = − + + − . 

 

f(3) f(2) f(1) 2·2= + + . 

f(2) f(1) f(1) 2·1= + + . 

Με πρόσθεση των παραπάνω κατά μέλη έχουμε:  

f(n) nf(1) n(n 1)= + − . 

Όμως 2f (1) k=  για κάποιο k N και πρέπει οι τιμές  

f(n)  να είναι τέλεια τετράγωνα για όλες τις τιμές του 

n . 

Άρα πρέπει η παράσταση  

2f (n) n(n k 1)= + −  

να είναι τέλειο τετράγωνο για όλες τις τιμές του n . 

Αν υποθέσουμε ότι 2k 1 , τότε διαλέγουμε ένα πρώτο 

αριθμό 0n  που να είναι τέτοιος ώστε 2
0n k 1 1 −  . 

Άρα 0n 2 .  

Τότε θα ισχύει 2
0 0(n ,n k 1) 1+ − =  και λόγω της 

υπόθεσης ο αριθμός 2
0 0n (n k 1)+ −  είναι τέλειο 

τετράγωνο πράγμα που σημαίνει ότι κάθε ένας εκ των 
2

0 0n ,n k 1+ −  είναι τέλειο τετράγωνο, άτοπο διότι ο 

0n  είναι πρώτος. Συνεπώς 2k 1=  άρα f(1) 1= .  

Συνεπώς 2f (n) n=  για κάθε *n N . 

ΑΣΚΗΣΗ    13. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2 2f (x xy yf(y)) xf (x y) f (y)+ + = + +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=39&t=393100
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=39&t=393100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
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Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Δίνεται 

2 2f (x xy yf(y)) xf (x y) f (y)+ + = + + . 

Την εφαρμόζω για x 1= −  και  

2f (1 y yf(y)) f (y 1) f (y)− + =− − +    (1) . 

Εφαρμόζω την αρχική για x 1 y= −  και έχω  

2f (1 y yf(y)) (1 y)f (1) f (y)− + = − +  (2) 

Από τις (1),(2) παίρνουμε ότι  

f(y 1) (1 y)f(1)− − = −  

δηλαδη  

f(y) yf(1)= , 

άρα  

f(x) cx=  για κάθε x R . 

ΑΣΚΗΣΗ    14. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2 2f (x y) f (f (x) y) 2f (f (x)) 2y+ + − = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Θέτουμε στο y  το 

f(x)  και παίρνουμε:  

2 2f x f(x) f(0) 2f f(x) 2f (x)( ) ( )+ + = +  

για κάθε x R    (1) . 

Θέτουμε όπου y το 2x−  και παίρνουμε: 

2 4f(0) f x f(x) 2f f(x) 2x( ) ( )+ + = +  

για κάθε x R    (2) . 

Από τις (1) , (2)  παίρνουμε τελικά:  

2 42f f(x) 2f (x) 2f f(x) 2x( ) ( )+ = +  

για κάθε x R , άρα  

2 4f (x) x=  για κάθε x R . 

Άρα f (0) 0= . 

Συνεπώς για κάθε x R ισχύει  

2f (x) x=  ή 2f (x) x= − . 

Θέτουμε στην αρχική όπου x 0=  και παίρνουμε 

2f (y) f ( y) 2y+ − =  για κάθε y R   (3) . 

Αν τώρα υπήρχαν 1 2x ,x R  με 2
1 1f (x ) x=  και 

2
2 2f (x ) x= −  τότε θέτοντας στην αρχική σχέση όπου x  

το 2x  και όπου y το 2
1x  παίρνουμε: 

2 2 2 2 2 4
2 1 2 1 2 1f (x x ) f ( x x ) 2f( x ) 2x+ + − − = − +     (4) . 

Λόγω της (3) το 1ο μέλος της (4)  είναι ίσο με  

2 2 2 4 2 2 4
2 1 2 1 2 12(x x ) 2x 4x x x+ = + +     (5) . 

Θέτουμε στη (2)  όπου x  το 2x και παίρνουμε τελικά 

ότι  

2 4
2 2f ( x ) x− =−      (6) . 

Λαμβάνοντας υπόψη τις (5) , (6)  η σχέση (4)  γίνεται 

τελικά  

4 2 2
2 1 23x 4x x 0+ =  

δηλαδή 2x 0=  ή 1 2x x 0= =  που είναι άτοπο διότι 

υποθέσαμε στην αρχή ότι 1 2x x 0 . 

Άρα τελικά 2f (x) x=  για κάθε x R είτε 2f (x) x= −  

για κάθε x R .  

Εκ των οποίων μόνο η πρώτη επαληθεύει την αρχική. 

(Θανάσης Κοντογεώργης) Υψώνουμε την  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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2f (y) f ( y) 2y+ − =    (3)  

στο τετράγωνο, οπότε αφού 2 4f (x) x=  για κάθε 

x R , παίρνουμε  

4f (y)f ( y) y− =    (7) . 

Από (3)  και (7)  έχουμε τελικά 2f (x) x= για κάθε 

x R , που επαληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    15. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f : R R→  

τέτοιες ώστε  

• f (x) f ( x)= − −  για κάθε x R , 

• f (x 1) f (x) 1+ = +  για κάθε x R , 

• 
2

1 1
f f (x)

x x

 
= 

 
 για κάθε 

*x R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χ) Για x 0,x 1= =−   έχουμε:  

2

1 1 f (x)
f 1 1 f 1

x x x

   
+ = + = +   

   
. 

Αλλά επίσης  

2

x
f

1 x 1 1 x 1
f 1 f f

xx x x
x 1 x 1

  
  + +     + = = =    

      
 +  + 

     (1) . 

H ''μαγκιά'' της άσκησης θα έλεγα είναι εδώ.... 

 

x 1 1
f f 1 f 1

x 1 x 1 x 1

      
= − = + − =      

+ + +      
 

2

1 1 f(x 1)
1 f 1 f 1

x 1 x 1 (x 1)

+   
+ − = − = − =   

+ + +   
 

2 2

2 2

(x 1) f (x 1) (x 1) 1 f (x)

(x 1) (x 1)

+ − + + − −
=

+ +
. 

Επομένως έχουμε (από (1)  η πρώτη ισότητα): 

2

2 2

1 (x 1) 1 f(x) f (x)
f 1 1

x x x

+ − − 
+ = = + 

 
. 

Από τις δύο τελευταίες προκύπτει ότι f(x) x=  για 

κάθε x R . 

Το f(0) 0,f( 1) 1= − =−  που είναι απαραίτητες 

προϋποθέσεις, προκύπτουν εύκολα. 

ΑΣΚΗΣΗ    16. 

Να προσδιοριστούν όλες οι γνησίως αύξουσες 

συναρτήσεις f :N N→  τέτοιες ώστε  

f(n f(n)) 2f(n)+ = για κάθε n N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Διακρίνουμε τις 

εξής  περιπτώσεις 

➢ α) Υπάρχει 0n  για το οποίο ισχύει 0f (n ) 0= .  

Τότε υποχρεωτικά θα πρέπει 0n 0=  διαφορετικά θα 

ήταν f (0) 0 , άτοπο. Άρα f (0) 0= .  

Υποπεριπτώσεις: 

❖ Αν υπάρχει 1n  για το οποίο 1f (n ) 1= .  

Τότε υποχρεωτικά θα πρέπει 1n 1=  διαφορετικά θα 

παίρναμε (λόγω μονοτονίας της f ) ότι f(1) 0= , άτοπο 

διότι f (0) 0= . Άρα f(1) 1= . Θέτοντας στη δοσμένη 

όπου n 1=  παίρνουμε f(2) 2= ενώ θέτοντας όπου 

n 2= παίρνουμε f(4) 4= . Άρα αναγκαστικά (λόγω 

μονοτονίας) θα πρέπει f(3) 3= . 

Τώρα είναι εύκολο να δούμε ότι f(n) n= , για κάθε 

n N  η οποία επαληθεύει την αρχική. Για να το 

αποδείξουμε αυτό υποθέτουμε ότι f(2k) 2k=  και 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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f(2k 1) 2k 1+ = +  και αποδεικνύουμε επαγωγικά (και 

χρησιμοποιώντας τη μονοτονία της f ) ότι  

f(2k 2) 2k 2+ = +  και f(2k 3) 2k 3+ = + . 

❖ ii) Αν δεν υπάρχει 1n για το οποίο 1f (n ) 1= , 

τότε ψάχνουμε πλέον να βρούμε τη συνάρτηση  

f : N N {1}→ − με f(n f(n)) 2f(n)+ = . 

Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση αυτή είναι η  

f(n) n f(1) 1= + −  

που επαληθεύει την αρχική. 

Ορίζουμε τη συνάρτηση g: N N→  με  

g(n) f(n) f(1) 1= − +  

η οποία είναι επίσης γνησίως αύξουσα και θα 

αποδείξουμε ότι g(n) n=  για κάθε n N . 

Παρατηρήστε ότι ισχύει g(1) 1= . 

Θέτουμε a f(1) 1= −  οπότε η συνάρτηση γράφεται  

g(n) f(n) a= −  με g(1) 1= . 

Λόγω της παραπάνω σχέσης η δοσμένη αρχική σχέση 

f(n f(n)) 2n+ = , γράφεται  

g(n g(n) a) a 2g(n) 2a+ + + = +  

άρα 

g(n g(n) a) 2g(n) a+ + = +        (1) . 

Υποθέτουμε τώρα ότι υπάρχει αριθμός t  για τον 

οποίο ισχύει g(t) t . Είναι εύκολο να δούμε με 

επαγωγή ότι για μία γνησίως αύξουσα συνάρτηση 

g: N N→  ισχύει πάντοτε g(n) n  για κάθε n N

. Οπότε g(t) t      (2) . 

Θέτουμε στην (1)  όπου n  το 1 και παίρνουμε  

g(2 a) 2 a+ = + . 

Θέτουμε στην (1)  όπου n το 2 a+  και παίρνουμε  

g(4 3a) 4 3a+ = + . 

Θέτοντας όπου n διαδοχικά τα 4 3a+ , 8 7a+  κτλ 

παρατηρούμε ότι ισχύει (εύκολο να αποδειχθεί 

επαγωγικά) ότι 

( )( ) ( )n n n ng 2 2 1 a 2 2 1 a+ − = + − , για κάθε n N . 

Άρα θα ισχύει  

( )( ) ( )t t t tg 2 2 1 a 2 2 1 a+ − = + −     (3) . 

Από την άλλη, λόγω της (2)  ισχύει g(t) t  και λόγω 

της μονοτονίας της g  ισχύει  

g(t 1) t 1+  + , g(t 2) t 2+  +   

και επαγωγικά 

( )( ) ( )t t t tg 2 2 1 a 2 2 1 a+ −  + − , 

άτοπο από την (3) .  

(Είναι εύκολο να αποδειχθεί επαγωγικά ότι για κάθε 

t N  ισχύει t2 t , άρα σίγουρα  

( )t t2 2 1 a t+ −   

όταν a N οπότε έχει νόημα να μιλάμε για  

( )( )t tg(t),g(t 1),...,g 2 2 1 a+ + − ). 

Συνεπώς g(n) n= , για κάθε n N , άρα 

f(n) n f(1) 1= + − , n N . 

Άρα τελικά  

*n f (1) 1 ,n N
f (n)

0 ,n 0

 + − 
= 

=
, 

συνάρτηση που ικανοποιεί την αρχική σχέση. 

➢ β) Δεν υπάρχει on N  ώστε να ισχύει 

0f (n ) 0= .  

Υποπεριπτώσεις:  
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❖ i) Υπάρχει 1n  τέτοιο ώστε 1f (n ) 1= .  

Τότε θα έπρεπε λόγω μονοτονίας να είναι 1n 0= . (Αν 

ήταν 1n 0 τότε 1f (n ) f (0)  οπότε 1 f(0) άρα θα 

έπρεπε f (0) 0= , άτοπο). Άρα f(0) 1= . Όμως τότε 

θέτοντας στην αρχική όπου n το 0  παίρνουμε τελικά 

f(1) 0= , άτοπο. 

❖ ii) Δεν υπάρχει 1n τέτοιο ώστε 1f (n ) 1= .  

και τώρα πλέον ψάχνουμε συνάρτηση 

f : N N {1}→ −  ώστε f(n f(n)) 2f(n)+ =  και η 

διαδικασία για την εύρεσή της είναι η ίδια με την 

περίπτωση Α ii) για να βγάλουμε και πάλι ότι 

f(n) n f(1) 1= + − , άρα τελικά παίρνουμε τη 

συνάρτηση  

*n f (1) 1 ,n N
f (n)

f (0) ,n 0

 + − 
= 

=
, 

που ικανοποιεί την αρχική σχέση με την επιπλέον 

προϋπόθεση ότι ισχύει f(0) f(1) 1= − . 

(Το τελευταίο το βγάζουμε αν θέσουμε στην αρχική 

όπου n  το 0  οπότε f(f(0)) 2f(0)=  άρα  

f(0) f(1) 1 2f(0)+ − = ). 

Άρα στην παραπάνω περίπτωση παίρνουμε τελικά ότι  

f(n) n f(1) 1= + −  για κάθε n N . 

( )  Εάν από την αρχή ήταν δεδομένο ότι το 0  δεν 

ανήκει στους φυσικούς τότε όπως βλέπουμε από τις 

περιπτώσεις Bi και Βii, δεν υπάρχει 1n τέτοιο ώστε 

1f (n ) 1= οπότε αναζητούμε συναρτήσεις 

f :N N {1}→ −  που όπως προκύπτει από το Bii, η 

μοναδική που ικανοποιεί την αρχική είναι η  

f(n) n f(1) 1= + − . 

ΑΣΚΗΣΗ    17. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

f(x y) f(x)f(y) f(xy) (y 1)f(x) (x 1)f(y)+ + = + + + +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Εφαρμόζω την αρχική για x 0= , 

f(y) f(0)f(y) f(0) yf(0) f(y) f(0)+ = + + +  

f(0)f(y) (y 2)f(0)= + . 

Αν f (0) 0  τότε f(x) x 2= +  η οποία δεν επαληθεύει 

την αρχική.  

Άρα f (0) 0= . 

Για x 1= , y 1=−  η αρχική δίνει  

f(1)f( 1) 3f( 1)− = − . 

Οπότε f(1) 3=  ή f( 1) 0− = . 

Έστω f(1) 3= . Τότε για x 1=  η αρχική δίνει  

f(y 1) f(1)f(y) f(y) f(1)(y 1) 2f(y)+ + = + + + . 

Δηλαδή  

f(y 1) 3(y 1)+ = +  

και άρα f(x) 3x=  για κάθε x R  η οποία επαληθεύει 

την αρχική. 

Έστω f( 1) 0− = .  

Για y 1=−  η αρχική δίνει  

f(x 1) f( x)− = − . 

Για x x,y 1=− =−  η αρχική δίνει  

f( x 1) f( x)− − = −  

άρα έχουμε 

f( x) f(x) f(x 1)− = = + . 

Τότε f(1) f(0) 0= = . 

Για y 1=  η αρχική δίνει  

f(x 1) f(x) 2f(x)+ = + . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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Άρα  

f(x) 3f(x) f(x) 0=  = . 

Και εδώ: viewtopic.php?f=50&t=13006. 

ΑΣΚΗΣΗ    18. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

2 2(x y)f (2y) (x y)f (2x) f (x y) f (x y)+ + − = + + −  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40  

ΛΥΣΗ (Χρήστος Τσιφάκης) Για x y 0= =  έχουμε ότι  

2(0 0)f (0) (0 0)f (0) 2f (0)+ + − = , 

οπότε προκύπτει ότι f (0) 0= . 

Για 
x

x y
2

= =  προκύπτει ότι  

x x x x x x
( )·f (2 ) ( )·f (2 )
2 2 2 2 2 2
+ + − =  

2 2x x x x
f ( ) f ( )

2 2 2 2
= + + −  2x·f (x) f (x)= . 

Από την τελευταία σχέση έχουμε ότι οι x,f (x)  είναι 

ομόσημοι, άρα  

2 2f (x) x·f(x) lnf (x) ln x·f(x)=  =  

2·ln f (x) ln x ln f (x)= +   

ln f (x) ln x f (x) x=  = , 

και αφού x,f (x)  ομόσημοι έχουμε ότι f(x) x= , 

οπότε f(x) 0=  ή f(x) x=  που επαληθεύουν την 

αρχική συνθήκη. 

ΛΥΣΗ 2 (Σάκης) Θέτοντας a x y= +  και b x y= −  

προκύπτει:  

2 2af(a b) bf(a b) f (a) f (b)− + + = +  

για κάθε a,b R . 

Για a b 0= =  προκύπτει f (0) 0= . 

Για b 0=  έχουμε ότι  

2af (a) f (a)=  

και άρα  

f (a) 0=  ή f (a) a=  για κάθε a R  

που επαληθεύουν την αρχική. 

Έστω ότι υπάρχει 1 2x ,x  ώστε  

1f (x ) 0=  και 2 2f (x ) x= . 

Τότε η αρχική για 1x x= και 2y x= γίνεται  

2
1 1 2 2 1 2 2x f(x x ) x f (x x ) x− + + = , 

η οποία σε κάθε περίπτωση οδηγεί σε άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    19. 

Να προσδιοριστούν όλες οι γνησίως μονότονες 

συναρτήσεις f :R R→  τέτοιες ώστε 

2 2yf(x) xf (y) xy(x y )− = −  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Για y 1=  η αρχική δίνει  

2f (x) xf (1) x(x 1)− = −   

3f (x) x [f (1) 1]x= + − . 

Άρα  

3f (x) x cx= +  

όπου c f(1) 1= −  η οποία επαληθεύει για κάθε c  την 

αρχική. 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=13006
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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Από όλες αυτές τις f γνησίως μονότονες είναι αυτές 

που προκύπτουν για c 0  οι οποίες είναι και γνησίως 

αύξουσες. 

ΑΣΚΗΣΗ    20. 

Αν f : N N+ +→ είναι μία γνησίως αύξουσα 

συνάρτηση με  

f(f(n)) 3n= , 

να βρείτε το  

f(2010) . 

Προτείνει: Αλέξανδρος Συγκελάκης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Dreamkiller) Θα αποδείξουμε με μια σειρά 

βημάτων ότι  

f(2010) 3483= . 

1. H f  είναι επί των πολλαπλασίων του 3 . 

Πράγματι, έστω 3m , με m N . Τότε υπάρχει 

n N τέτοιο ώστε f(n) 3m= . Συγκεκριμένα, n m= . 

2. f(n) n 1 +  για κάθε n N . 

Πράγματι, έστω ότι υπάρχει s N τέτοιο ώστε 

f(s) s . Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα, είναι  

f(f(s)) f(s) 3s f(s) s    , 

που είναι άτοπο. Άρα f(n) n , και επειδή ο n είναι 

φυσικός, είναι f(n) n 1 + . 

3. 3f(n) f(3n)=  για κάθε n N . 

Πράγματι, θέτοντας στη δοθείσα όπου n το f(n)  

προκύπτει εύκολα. 

4. f(n) 3n 1 −  για κάθε n N . 

Από το 3 , παίρνουμε πως f(3f(n)) 9n= . Από το 2

παίρνουμε πως  

9n 3f(n) 1 +  

ή αλλιώς  

3n 1 f(n)−  , 

 αφού το f(n)  είναι φυσικός. 

5. Από το 4 και το 2  παίρνουμε πως f(1) 2= . Άρα 

f(2) f(f(1)) 3= =  και f(3) f(f(2)) 6= =  και f (6) 9= . 

6. n nf (3 ) 2·3=  για κάθε n N . 

Χρησιμοποιώντας το 3  και το 5 , αποδεικνύεται 

επαγωγικά εύκολα. 

7. n n 1f (2·3 ) 3 +=  για κάθε n N . 

Χρησιμοποιώντας το 3  και το 5  αποδεικνύεται και 

αυτό επαγωγικά. 

8.  για κάθε n N και s N  με ns 3 , 

n n 1f (2·3 s) 3 3s++ = + . 

Μεταξύ του n2·3  και του n 13 +  υπάρχουν n3 1−  

αριθμοί (χωρίς να μετρούμε τους ακραίους). 

Μεταξύ του n n 1f (2·3 ) 3 +=  και του n 1 n 1f (3 ) 2·3+ +=  

υπάρχουν n3 1−  πολλαπλάσια του 3 . 

Από το 1 και την υπόθεση, η f  είναι γνησίως 

αύξουσα αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση των φυσικών 

μεταξύ των n2·3  και n 13 +  στα πολλαπλάσια του 3  

μεταξύ των άκρων αυτού του διαστήματος. Άρα 

προκύπτει το ζητούμενο. 

9. Για n 6=  και s 552=  παίρνουμε ότι 

f(2010) 3483= . 

Παρατηρήσεις: (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Το 

πρόβλημα υπάρχει  ως "advanced problem 57"  στο  

"101 Problems in Algebra", AMT Publishing, των 

T.Andreescu, Z.Feng.  

Στο βιβλίο αυτό υπάρχουν δυο λύσεις. Εν συντομία η 

δεύτερη έχει ως εξής: 

Έστω 3 1 2(n) a a a=  η παράσταση του φυσικού n

στο σύστημα με βάση το 3 . 

Τότε με επαγωγή δείχνουμε ότι 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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2 1
3

2 1

2a a  if a 1
f (n)

1a a 0 if a 2

=
= 

=
. 

Αφού 3(2010) 2202110= , είναι  

3f (2010) 12021100= , 

και άρα  

2 3 4 6 7f (2010) 1·3 1·3 2·3 2·3 3 3843= + + + + = . 

(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Υπάρχει στην ιστοσελίδα  

http://www.imosuisse.ch/skripte/smo/smo ... 

o2003L.pdf  

η οποία είναι στα Γερμανικά.  

Βιβλιογραφία "Functional Equations" του 

Venkatachala. 

ΑΣΚΗΣΗ    21. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

f(f(x y)) f(x y) f(x)f(y) xy+ = + + −  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Θέτουμε f (0) c= . 

Για y x= − η αρχική γίνεται:  

2f (c) c f (x)f ( x) x= + − +  

για κάθε x R       (1) . 

Για x y 0= =  η αρχική γίνεται:  

2 2f (c) c c c f (c) c= + = −      (2) . 

Άρα η (1) με τη βοήθεια της (2) γίνεται: 

2 2c f (x)f ( x) x= − +  για κάθε x R       (3) . 

Η τελευταία για x c=  γίνεται:  

f(c)f( c) 0− =  

άρα  

f (c) 0=  ή f( c) 0− = . 

• Αν f (c) 0=  τότε από τη (2)   

παίρνουμε c 0=  ή c 1=− . 

Για y 0=  η αρχική γίνεται:  

f(f(x)) f(x) cf(x)= +  για κάθε x R   (4) . 

Αν ήταν c 1=−  τότε f(f(x)) 0=  για κάθε x R και 

για x 1= −  καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα c 0= . 

Επίσης αν ήταν f( c) 0− =  τότε από (4) για x c=−  

παίρνουμε  

f(f( c)) f( c) cf( c)− = − + − , 

άρα c 0= . 

Άρα τελικά σε κάθε περίπτωση η (4) γίνεται:  

f(f(x)) f(x)=  για κάθε x R , 

οπότε με τη βοήθεια αυτής της σχέσης, η αρχική δίνει 

f(x)f(y) xy=  για κάθε x,y R , 

άρα για y x=  παίρνουμε 2 2f (x) x= . 

Αν τώρα υπήρχαν 1 2x ,x 0  τέτοια ώστε 1 1f (x ) x=  

και 2 2f (x ) x= −  τότε για 1x x=  και για 2x x=  η 

αρχική δίνει τελικά 1 2x ,x 0=   

δηλαδή 1x 0=  ή 2x 0= , άτοπο. 

Άρα f(x) x= για κάθε x R που ικανοποιεί την 

αρχική ή f(x) x=− , για κάθε x R που δεν την 

ικανοποιεί. Άρα f(x) x= για κάθε x R . 

ΛΥΣΗ 2 (Σάκης) Για x y 0= = η αρχική δίνει:  

f(f(0)) f(0)[1 f(0)]= +     (1) . 

Για x y= −  

2f (f (0)) f (0) f ( y)f (y) y= + − +    (2) . 

http://www.imosuisse.ch/skripte/smo/smo%20...%20o2003L.pdf
http://www.imosuisse.ch/skripte/smo/smo%20...%20o2003L.pdf
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=40
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Από τις (1) , (2)  προκύπτει  

2 2f (0) y f ( y)f (y)= + −   (3) . 

Για y f(0)=  η (3)  δίνει  

f(f(0))f( f(0)) 0− = . 

Άρα  

f(f(0)) 0=  ή f( f(0)) 0− = . 

➢ για f(f(0)) 0= ,  

παίρνουμε από την (1)  ότι  

f (0) 0=  ή f(0) 1=− . 

Η αρχική για x 0=  δίνει  

f(f(y)) f(y) f(0)f(y)= +   (4) . 

Αν f(0) 1=−  τότε f(f(y)) 0=  για κάθε y R  άτοπο 

γιατί δεν επαληθεύεται η αρχική. Άρα f (0) 0= .  

Τότε η (4)  δίνει  

f(f(y)) f(y)=  

και άρα  

f(f(x y)) f(x y)+ = + . 

Άρα η αρχική γίνεται  

f(x)f(y) xy=  

η οποία για x 1=  δίνει  

f(y)f(1) y f(y) cy=  = . 

Τότε από την (3)  έχουμε:  

2 2 2y c y c 1=  =  ή c 1=− . 

Άρα f(x) x=  που είναι λύση της αρχικής ή f(x) x=−  

που απορρίπτεται. 

➢ για f( f(0)) 0− = ,  

έχουμε από την (4) για y f(0)=−  πάλι f (0) 0=  που 

οδηγεί στην ίδια λύση. 

ΑΣΚΗΣΗ    22. 

Να βρεθούν οι συναρτήσεις f :R R→ ώστε για κάθε 

x R να ισχύει: 

f(f(x) y) 2x f(f(y) f(x))+ = + −      (1) . 

Προτείνει: Σάκης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) Βάζοντας x y 0= =  στην (1)  

παίρνουμε: f(f(0)) f(0)= . 

Βάζοντας y 0=  στην (1) παίρνουμε: 

f(f(x)) 2x f(f(0) f(x))= + − , 

από αυτή βλέπουμε ότι η f  είναι 1 1−  κι έτσι από την 

προηγούμενη έχουμε: f (0) 0= . 

Βάζοντας x 0=  στην (1) παίρνουμε:  

f(y) f(f(y)) f(y) y=  =  

για κάθε y R , η οποία επαληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    23. 

Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f :R R→

που ικανοποιούν την  

2 2f(x) f(y) f(x 1 y y 1 x )+ = + + +  

για όλους τους πραγματικούς x,y . 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Θέτουμε  

k ke e
x

2

−−
=  και 

e e
y

2

−−
= . 

Η δοθείσα γίνεται  

k k k (k )e e e e e e
f f f

2 2 2

− − + − +     − − −
+ =     

     
 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
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για κάθε k, R ,  

οπότε η συνάρτηση  

x xe e
g(x) f

2

− −
=  

 
    (*) , 

είναι συνάρτηση Cauchy. 

Έτσι, λόγω συνέχειας (της g ) έχουμε g(x) cx=  για 

κάθε x R . 

Θεωρούμε την h:R R→ με 
x xe e

h(x)
2

−−
=  οπότε 

από (*)  έχουμε f(h(x)) cx= και επειδή η h  είναι 

1 1−  και επί έχουμε τελικά  

1f (x) c·h (x) c·arcsinh(x)−= = =  

2c·ln(x x 1)+ +    (**) . 

Αντίστροφα, όλες οι συναρτήσεις (**)  επαληθεύουν 

την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    24. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

( ) ( )f f (x) y 2x f f (y) x+ = + −   

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Σάκης)  Για y f(x)=−  η αρχική δίνει:  

f(0) 2x f(f( f(x)) x)= + − − . 

Από την παραπάνω αποδεικνύεται ότι η f  είναι 

συνάρτηση επί του R . 

Άρα η τιμή 0  ανήκει στο σύνολο τιμών άρα υπάρχει 

w R  ώστε f(w) 0= . 

Εφαρμόζω την αρχική για x w= οπότε προκύπτει: 

f(y) 2w f(f(y) w)= + − . 

Αφού η f  είναι επί του R θέτω a f(y) w= − , οπότε 

έχουμε f(a) a w= −  για κάθε a R . 

Επομένως f(x) x c= +  που αποτελεί λύση της 

αρχικής. 

Δείτε και εδώ για την 27. 

Είναι πρόβλημα της IMO shortlist του 2002. 

ΑΣΚΗΣΗ    25. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y f xy 2xy 1+ + = + +    (1)  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Σιλουανός Μπραζίτικος) Θέτοντας  y 0=  

παίρνουμε ότι αν η f  δεν είναι σταθερή τότε 

f(0) 1=− . 

Και θέτοντας τώρα x 1= , y 1=−   δίνει f(1) 1=  ή 

f( 1) 0− = . 

Αν f(1) 1=  τότε για x 1=  η αρχική σχέση μας δίνει 

f(x) 2x 1= −  που είναι όντως μια λύση. 

Αν f(1) a 1=   τότε f( 1) 0− =  και για (x,y) (z,1)=  

και (x,y) ( z, 1)= − −  

παίρνουμε  

f(z 1) (1 a)f(z) 2z 1+ = − + +  

και  

f( z 1) f(z) 2z 1− − = + + . 

Άρα  

f(z 1) (1 a)f( z 1) a(2z 1)+ = − − − + +  

 ή πιο απλά  

f(x) (1 a)f( x) a(2x 1)= − − + −     (*) . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=118698&sid=c396d2f3c7ad0e685922e615b8701beb#p118698
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
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Θέτοντας τώρα όπου x  το x−  στην τελευταία 

παίρνουμε  

f( x) (1 a)f(x) a( 2x 1)− = − + − − . 

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες παίρνουμε : 

2 2 2(a 2a)f (x) 2a x (a 2a)− =− − − . 

Για a 0  και a 2  παίρνουμε 
2ax

f (x) 1
a 2

−
= −

−
 και 

βάζοντας την στην αρχική μας δίνει a 2=−  και 

f(x) x 1=− − . 

Η περίπτωση a 2= προφανώς απορρίπτεται και τώρα 

μας μένει μόνο η a 0= . 

Για a 0=  η (*)  δίνει f(x) f( x)= − και θέτοντας 

(x,y) (z,z)=  και (x,y) (z, z)= −  στην αρχική μας 

δίνει: 

2 2 2f (2z) f (z) f (z ) 2z 1+ = + +  

και  

2 2 21 f (z) f (z ) 2z 1− + = − + . 

Αφαιρώντας τες έχουμε:  

2f (2z) 4z 1= − , άρα 2f (x) x 1= − . 

Άρα οι συναρτήσεις είναι οι  

2 2f (x) 2x 1, f (x) x 1, f (x) x 1= − = + = − . 

ΑΣΚΗΣΗ    26. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις * *f : N N→

τέτοιες ώστε ο αριθμός 
y

f (y)

f (x) 2

x 2

+

+
 να είναι ακέραιος 

για κάθε *x,y N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Για x y 1= =  έχουμε:  

f (1)2 1| f (1) 2+ + . 

Άρα   

f (1) f (1)2 1 f(1) 2 2 f(1) 1 0+  +  − −  . 

Η ισότητα ισχύει για f(1) 1= . 

Έστω f(1) 1 . 

Θεωρώ την  

xg(x) 2 x 1= − −  με x 1 , 

η οποία αποδεικνύεται ότι είναι γνησίως αύξουσα , 

οπότε για  

x 1 g(x) g(1) 0   = , 

 άτοπο άρα f(1) 1= . 

Για y 1=  το  

x 2| f(x) 2+ + ,  

οπότε f(x) x . 

Για x 1=  το  

f (y) y2 1|1 2+ + , 

άρα  

f (y) y2 2 f(y) y   . 

Άρα f(x) x=  για κάθε *x N . 

ΑΣΚΗΣΗ    27. 

Να βρεθούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις με 

f(R) R=  ώστε να υπάρχει αριθμήσιμο πλήθος 

πραγματικών x  ώστε f(x) 0=  και να ισχύει ότι  

4 3f (x y) x f (x) f (f (y)), x,y+ = +   . 

Προτείνει: Erxmer 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Στραγάλης)  

4 3f (x y) x f (x) f (f (y))+ = +  για κάθε x,y       (1) . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=60
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H (1) για x 0= :  

f(y) f(f(y))=  για κάθε y     (2) . 

H (1) για x 1= :  

 
(2)

f (1 y) f (1) f (f (y)) f (1) f (y)+ = + = +  

f(1 y) f(1) f(y)+ = +  για κάθε y      (3) . 

H (3)  για y 0= : f (0) 0= . 

H (1) για y 0= :  

4 3 4 3f (x ) x f (x) f (f (0)) f (x ) x f (x)= +  =  

για κάθε x       (4) . 

H (1)  λόγω της (2)  γίνεται:  

(4)
4 3 4f (x y) x f (x) f (y) f (x ) f (y)+ = + = +  

4 4f (x y) f (x ) f (y)+ = +  

για κάθε x,y  και θέτοντας 4x z 0=   παίρνουμε: 

f(z y) f(z) f(y)+ = +  

για κάθε y    (*) , με z 0 . 

H (*)  για y z= :  

f(2z) 2f(z)=  

και με τη μέθοδο της επαγωγής εύκολα είναι:  

f(nz) nf(z)=  για κάθε n N,z R+     (5) . 

• Έστω ότι υπάρχουν a,b  με a b  τέτοια 

ώστε f(a) f(b)=  

Υποθέτουμε δίχως βλάβη της γενικότητας ότι: 

a b a b 0  −   

H (*)  για z a b,y b= − = : δίνει: 

f(a) f(a b) f(b) f(a b) 0= − +  − =  

Άρα η (5)  για z a b 0= −   δίνει:  

f(n(a b)) 0, n− =    

το οποίο είναι άτοπο αφού το πλήθος των ριζών της 

f(x) x=  είναι μετρήσιμο. 

Επομένως a,b   με a b  είναι f(a) f(b)  και  

τελικά λόγω της (2) : f(y) y, y=    δηλαδή 

f(x) x, x=    που επαληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    28. 

Να βρεθούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις  ώστε 

f([1, )) [1, )+ = +  που ικανοποιούν τις σχέσεις 

a)  f(x) 2(1 x) + . 

b) 2xf(x 1) f (x) 1+ = −  για όλα τα x [1, ) + . 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Σκουτέρης) Αποδεικνύουμε 

επαγωγικά ότι  

n

n

2

2

x 1
f(x) 2 (x 1)

2

−

−

+
  +  για κάθε n , 

από όπου προκύπτει f(x) x 1= + . 

Η περίπτωση n 0=  δίνεται. 

Έστω  

k

k

2

2

x 1
f(x) 2 (x 1)

2

−

−

+
  + . 

Θέτουμε όπου x  το x 1+ , πολλαπλασιάζουμε με x , 

προσθέτουμε 1 και παίρνουμε τετραγωνικές ρίζες, 

καταλήγοντας (με χρήση της δεδομένης 

συναρτησιακής σχέσης) στο  

k

k

2
2 2

1 22

(x 1)
f (x) 2 (x 1)

2

−

−

+
+   + −  

όπου 1 2, 0 . 'Ανοίγοντας' τα όρια της ανισότητας 

θέτοντας 1 2 0= =  ολοκληρώνουμε την επαγωγή. 

 

 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
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ΑΣΚΗΣΗ    29. 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f :R R→ η οποία 

ικανοποιεί την ( ) ( ) ( )2 2f x y f x f y+ =  για όλους 

τους πραγματικούς x,y . Να βρείτε την f. 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για y: x=  είναι  

2f ( 2 | x |) f (x) 0=      (*) , 

δηλαδή f(x) 0, x 0  . 

Θέτοντας x: | x |,y: 0= =  έχουμε  

f(| x |)(1 f(0)) 0− = . 

Αν 1 f(0) 0−   τότε f(| x |) 0=  και λόγω της (*) , 

f 0  . 

Αν f(0) 1=  τότε για y: 0= , η αρχική δίνει 

f(| x |) f(x)= , δηλαδή η f  είναι άρτια. 

Αρκεί, λοιπόν, να προσδιοριστεί στο [0, )+ . 

Από την (*)  για x : x 2=  είναι  

4f (2x) f (x), x 0=   

και επαγωγικά  

n 1n 2f (2 x) f (x)
+

= , n Z     (**) . 

Αν υπάρχει 0x 0  (προφανώς 0x 0 ) ώστε 

0f (x ) 0=  τότε η αρχική για 0y x=  δίνει 

2 2
0f( x x ) 0+ = , δηλαδή 0f (x) 0, x x=  . 

Επίσης, για 00 a x   υπάρχει m Z  ώστε 0
m

x
a

2
 . 

Αν θέσουμε στην αρχική  

2

2 20 0
m m

x x
x ,y a 0

2 2

 
= = −  

 
 

θα προκύψει  

0
m

x
f (a) f ( )f (y) 0

2
= =  

λόγω της (**) . 

Έτσι, f(x) 0,x 0=  , άτοπο λόγω συνέχειας (στο 0 ). 

Είναι, λοιπόν, f(x) 0,x R  . 

Θέτουμε x: x y, y: x y= + = −  και έχουμε 

2 2f( 2(x y )) f(x y)f(x y)+ = + − =  

2 2 2 2 2f ( x y ) f (x)f (y)+ =  

χρησιμοποιώντας την (*). 

Ορίζοντας g(x) ln(f(x))=  η τελευταία γίνεται  

g(x y) g(x y) 2g(x) 2g(y)+ + − = +  

που είναι γνωστή , (δείτε πχ εδώ).  

Λόγω συνέχειας 2g(x) ax=  και τελικά 
2axf(x) e= . 

ΑΣΚΗΣΗ    30. 

Έστω η συνάρτηση f :R R→ τέτοια ώστε  

f((x 1)f(y)) y(f(x) 1)+ = +  

για κάθε x,y πραγματικούς. Να βρείτε τον τύπο της f             

                                                         (από mathlinks) 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για y 0=  είναι  

f((x 1)f(0)) 0+ = . 

Αν f (0) 0  τότε f 0 , που δεν είναι λύση. Άρα 

f (0) 0= .  

Για x 1= −  προκύπτει f( 1) 1− =− . 

Για x 0= : f(f(x)) x=     (*) ,  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=10055&p=55408&hilit=%CE%B5%CF%8D%CF%81%CE%B5%CF%83%CE%B7+%CF%84%CE%B9%CE%BC%CE%AE%CF%82#p55408
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
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οπότε η f  είναι 1 1−  και επί.  

Έτσι υπάρχει a  ώστε f(a) 1= . 

Για y a= ,  

f(x 1) a(f(x) 1)+ = +  

ή  

f(x) a(f(x 1) 1)= − +     (**) . 

Για y 1,x: x=− =−  έχουμε  

f(x 1) f( x) 1− =− − − . 

Η (**)  γίνεται  

f(x) af( x)=− − . 

Θέτοντας στην τελευταία x: x=−  έχουμε  

f( x) af(x)− =− . 

Οι δύο τελευταίες δίνουν  

2f (x) af ( x) a f (x)=− − = , 

οπότε αφού η f  δεν είναι η μηδενική, 2a 1 a 1=  =  

(προφανώς a 1−  διότι f( 1) 1− =− ).  

Έτσι, f(1) 1=  και f(x) f( x)− = − , δηλαδή περιττή. 

Θέτοντας τώρα στην αρχική y: f(y), x: x 1= = −  

έχουμε  

f(xy) f(y)(f(x 1) 1)= − + =  

f(y)( f( x)) f(x)f(y)− − =     (***) . 

Στη συνέχεια, 2 2f (x ) f (x)=  οπότε f(x) 0, x 0  . 

Από f(x 1) f(x) 1+ = +  έχουμε f(x) x, x Z=   και από 

(***)  f(x) x, x Q=  .... 

Θα έχουμε με επαγωγή ότι  

f(x n) f(x) n+ = +  

για κάθε ακέραιο n . 

Θεωρούμε έναν τυχαίο x  πραγματικό και έναν 
m

a
n

=  

ρητό με x a . 

Τότε nx m 0−   άρα f(nx m) 0−  , δηλαδή 

f(nx) m 0−  , άρα nf(x) m , άρα f(x) a f(a) = .  

Εντελώς όμοια δείχνουμε ότι για x a  ισχύει 

f(x) f(a) . Επομένως αν προσεγγίσουμε το x από 

ακολουθίες ρητών, από το θεώρημα ισοσυγκλινουσών 

θα έχουμε ότι f(x) x= , για κάθε x R . 

ΑΣΚΗΣΗ    31. 

Να βρείτε την συνάρτηση f :R R→ που για όλους 

τους πραγματικούς x,y  ικανοποιεί την 

 2 2f (x y ) xf (y) yf (x)− = − . 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για x y 0= =  είναι 

f (0) 0= . 

Για x 0=  είναι 2f ( y ) 0− = ,  

δηλαδή f(x) 0, x 0=  . 

Για y 0=  είναι 2f (x ) 0= ,  

δηλαδή f(x) 0, x 0=  . 

Τελικά, f 0 . 

ΑΣΚΗΣΗ    32. 

Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f :R R→  

ώστε  

2 2 2 2f (x y ) (f (x)) (f (y))− = − , 

για κάθε x,y R . 

                    Μαθηματική Ολυμπιάδα 1988, Ιράν 

Προτείνει: Μάκης Χατζόπουλος 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
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Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=2876&p=16339#p16339 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για  

x y 0 f(0) 0= =  =  

Για  

2 2y 0 f(x ) (f (x))=  =  

Για 

2 2 2x 0 f( y ) (f (y)) f (y )=  − =− =−  

άρα η f  είναι περιττή. 

Επιπλέον  

2 2 2 2 2 2f (x y ) (f (x)) (f (y)) f (x ) f (y )− = − = −  

οπότε  

f(a b) f(a) f(b), a,b 0− = −   . 

Για x,y 0  έχουμε 

f(x) f(x y y) f(x y) f(y)= + − = + −  

δηλαδή  

f(x y) f(x) f(y)+ = + . 

Για x,y 0  έχουμε  

f(x y) f(( x) ( y))+ =− − + − =  

(f( x) f( y)) f(x) f(y)=− − + − = + . 

Για xy 0  πχ x 0,y 0   έχουμε 

f(x y) f(x ( y))+ = − − =  

f(x) f( y) f(x) f(y)= − − = + . 

Έτσι  

f(x y) f(x) f(y),x,y+ = +  . 

Λόγω συνέχειας f(x) cx=  και αντικαθιστώντας 

βρίσκουμε c {0,1} . 

ΑΣΚΗΣΗ    33. 

Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις 

f :(0, ) R+ → τέτοιες ώστε  

)
a

f (x)f (y) 1 f ( )f ( ) f (xy
x y

a
+ = +  

για κάθε x,y 0 , όπου a 0  σταθερή. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=4601&p=25862#p25862 

ΛΥΣΗ (Κώστας Σερίφης)  

a a
f (x)f (y) 1 f ( )f ( ) f (xy), x,y 0

x y
+ = +       (1)  

Για x a,y 1= =  στην (1)  .... f(a) 1=  

Για x 1,y 1= =  στην (1)  .... f(1) 1=  ή f(1) 0= . 

Αν f(1) 1=  τότε για y 1=  στην (1)  προκύπτει: 

a
f ( ) 1, x 0

x
=    

άρα 

f(x) 1,x 0=  . 

Αν f(1) 0=  τότε για y 1=  στην (1)  προκύπτει:  

a
f( ) f (x) 1, x 0

x
+ =    

άρα 

a
f( ) 1 f (x), x 0

x
= −    

και έτσι η (1)  γίνεται: 

f(xy) f(x) f(y), x,y 0= +   . 

Για τη συνάρτηση xg(x) f (a ),x=   προκύπτει 

εύκολα ότι: είναι συνεχής στο και ικανοποιεί την 

συναρτησιακή Caushy  

g(x y) g(x) g(y), x,y+ = +   . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=2876&p=16339#p16339
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=2876&p=16339#p16339
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=4601&p=25862#p25862
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=4601&p=25862#p25862
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Άρα υπάρχει k  ώστε g(x) kx, x=   . Όμως 

g(1) 1= , οπότε  

g(x) x, x=    

και για ax log y,y 0=   προκύπτει:  

af (y) log y,y 0=   

Οι συναρτήσεις: f(x) 1,x 0=   και af (x) log x,x 0=    

ικανοποιούν την  (1)  και είναι οι ζητούμενες 

συναρτήσεις. 

ΑΣΚΗΣΗ    34. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→ τέτοιες 

ώστε  

2f (f (x) y) f (x y) 4f (x)y+ = − +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=2733&p=14689#p14689 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Για 2y x=  παίρνουμε:  

2 2f (f (x) x ) f (0) 4f (x)x+ = + . 

Για y f(x)=−  έχουμε:  

2 2f (0) f (x f (x)) 4f (x)= + − . 

Από τις δυο σχέσεις προκύπτει  

2 2f (x) f (x)x= . 

Άρα f(x) 0=  για κάθε x R ή  

2f (x) x=  για κάθε x R , 

ή 2f (x) x=  για ορισμένα x  και f(x) 0=  για τα 

υπόλοιπα, η οποία απορρίπτεται. 

ΛΥΣΗ 2 (Κώστας Σερίφης) Για x y 0= =   

( )f f (0) f (0)=  (1) 

Για y f(x)=−    

( )2 2f (0) f x f (x) 4f (x)= + −  (2) 

Για x 0=  στη (2) και από την (1) έχουμε:  

f (0) 0= . 

Έτσι η (1) γίνεται:  

( )2 2f x f (x) 4f (x)+ =  (3) 

Για 2y x=  στην αρχική:    

( )2 2f x f (x) 4x f (x)+ =  (4) 

Από (3),(4) προκύπτει εύκολα:  

f(x) 0=  ή 2f (x) x=  

για κάθε πραγματικό αριθμό x . 

Για x 0=  η αρχική δίνει:  

f( y) f(y) y− =   . 

Έστω ότι υπάρχουν *a,b  τέτοια ώστε: 

2f (a) 0,f (b) b= = . 

Για y b,x a= =  είναι  

2 2 2f (b) f (a b) b f (a b)= +  = +  

και εφόσον b 0  θα πρέπει  

2 2 2 4 2b (a b) a 2a b 0= +  + =  (5) 

Ομοίως για y b,x a=− =  και με δεδομένο ότι  

f( b) f(b)− = .... 2 2 2 4 2b (a b) a 2a b 0= −  − =  (6). 

Από τις (5),(6) προκύπτει το άτοπο a 0= . 

Συνεπώς υπάρχουν μόνο δύο συναρτήσεις που 

ικανοποιούν την  

f(x) 0=  ή 2f (x) x=  για κάθε πραγματικό αριθμό x . 

Η f(x) 0=   για κάθε πραγματικό αριθμό x . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=2733&p=14689#p14689
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=2733&p=14689#p14689
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και η 2f (x) x=  για κάθε πραγματικό αριθμό x . 

Οι δύο αυτές συναρτήσεις ικανοποιούν την αρχική 

συνθήκη και συνεπώς είναι οι ζητούμενες. 

ΛΥΣΗ 3 (Γιώργος Βλάχος) Έστω f(a) f(b)=  με 

a b . Παίρνουμε  

2 2f (a y) f (b y)− = − , 

άρα η f  είναι περιοδική με περιοδο t . 

Για y t=  και y 0=  στην αρχική σχέση παίρνουμε 

f 0 , που είναι δεκτή, ή t 0= , που είναι άτοπο. 

Αλλιώς έχουμε  

f(x) f(y)=   x y= . 

Για y 0= ,  

2f (f (x)) f (x )=   2f (x) x= . 

Για 2y x=  παίρνουμε  

2 2 4(f (x) x ) x+ =  

και με πράξεις παίρνουμε  

2f (x) x . 

Άλλη μια λύση (από τον Evan Chen): 

 

http://artofproblemsolving.com/communit ... 

in_imo_tst 

ΑΣΚΗΣΗ    35. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→ τέτοιες 

ώστε  

f (x y) f (x) f (y)+  +  

για κάθε x,y R και  

xf (x) e 1 −  για κάθε x R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ  http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

4#p1133724 

f(x 0) f(x) f(0)+  +  

οπότε έχουμε f (0) 0  και από  

0f (0) e 1 0 − = , 

προκύπτει f (0) 0=  

f(x ( x)) f(x) f( x)+ −  + −  

οπότε  

f(x) f( x) 0+ −   

xf (x) e 1 − 
x

2
x x

f (x) f ( ) f ( ) 2(e 1)
2 2

 +  −  

x

2f (x) 2(e 1) − 
x

4
x x

f (x) f ( ) f ( ) 4(e 1)
2 2

 +  −  

Και με επαγωγή προκύπτει 

n

x

n 2f (x) 2 (e 1) −  

Θέτοντας n→+, παίρνουμε  

f(x) x  

Οπότε  

f(x) f( x) x ( x) 0+ −  + − =  

και τελικά αφού είχαμε,  

f(x) f( x) 0+ −  , 

προκύπτει  

f(x) f( x) 0+ − =  

Οπότε  

f( x) x− −  f(x) x− −  f(x) x  

και τελικά f(x) x=  που επαληθεύει. 

 

 

http://artofproblemsolving.com/community/c6h1141874_functional_equations_in_imo_tst
http://artofproblemsolving.com/community/c6h1141874_functional_equations_in_imo_tst
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=1133724#p1133724
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=1133724#p1133724
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ΑΣΚΗΣΗ    36. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f,g:R R→

τέτοιες ώστε  

f(x) f(y) (x y)(g(x) g(y))− = − +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Ροδόλφος Μπόρης) Όταν y x→ τότε  

f(y) f(x)→ , 

αν θεωρήσω ότι gφραγμένη κοντά στο x που 

σημαίνει ότι f συνεχής και επειδή  

f(x) f(0) xg(x)− =  

τότε και η g είναι συνεχής εκτός ίσως του 0 . 

Αν g ασυνεχής στο 0 , επειδή  

f(x) f(1) (x 1)(g(x) g(1))− = − +  

η μόνη ασυνέχεια της gμπορεί να υφίσταται μόνο στο 

1, άτοπο. 

Τελικά και g συνεχής στο R . 

Έχουμε  

y x y x

f (y) f (x)
lim lim(g(y) g(x)) 2g(x) R

y x→ →

−
= + = 

−
, 

άρα  

1
g(x) f (x)

2
=  

και καταλήγουμε στην ΔΕ  

xf (x) 2f (x) 2f (0) − = − , 

που κατά τα γνωστά (δυο διαστήματα...) δίνει  

2f (x) ax b= + . 

 

ΑΣΚΗΣΗ    37. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :Q Q+ +→

τέτοιες ώστε  

i) f(x 1) f(x) 1+ = +  και 

ii)  
33f (x ) f (x)= , για κάθε x Q+ . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Έχουμε τις σχέσεις:  

f(x 1) f(x) 1+ = +  για κάθε x Q+    (1)  

και  

( )3 3f x f (x)=  για κάθε x Q+    (2) . 

Στη (2)  για x 1=  παίρνουμε τελικά f(1) 1= . Άρα από 

την (1)  επαγωγικά παίρνουμε f(n) n=  για κάθε 

n N   (3) . 

Όμοια από την (1) επαγωγικά παίρνουμε  

f(x n) f(x) n+ = +  για κάθε n N , 

για κάθε x Q+  (4) . 

Επίσης για τον τυχόντα θετικό ρητό 
k

x =  ( k,  

πρώτοι μεταξύ τους φυσικοί αριθμοί), επιλέγουμε 

φυσικό αριθμό n  τέτοιο ώστε  

2 | n     ( )  

(υπάρχουν άπειροι φυσικοί n με αυτή την ιδιότητα) 

και έχουμε:  

( ) : Στην αμέσως επόμενη γραμμή για να 

χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (3) , (4)  οι ποσότητες 

2 23x n, 3xn  πρέπει να είναι φυσικοί αριθμοί.  

Η εκλογή αυτή του n μας διαβεβαιώνει γι' αυτό. 

( ) ( )
(3),(4)

3 3 2 2 3f (x n) f x 3x n 3xn n+ = + + + =  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
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3 2 2 3f (x ) 3x n 3xn n= + + +  (5) . 

Από την άλλη λόγω της (2) :  

( ) ( )
(4)

33 3f (x n) f (x n) f (x) n+ = + = + =  

3 2 2 3f (x) 3f (x)n 3f(x)n n= + + +  (6) . 

Από τις (5) , (6)  παίρνουμε τελικά (τα 3f (x )  και 

3f (x)  είναι ίσα λόγω της (2) ) ότι:  

2 2 2 23x n 3xn 3f (x)n 3f(x)n+ = +  

για όλους τους φυσικούς αριθμούς n με την παραπάνω 

ιδιότητα. 

Άρα  

  2f (x) x 3n 3nf(x) 3xn 0 − + + =  . 

Όμως  

23n 3nf(x) 3xn 0+ +   

ως άθροισμα θετικών κι έτσι  

f(x) x= . 

Η παραπάνω αποδείχθηκε για τον τυχόντα ρητό x . 

Συνεπώς f(x) x=  για κάθε x Q+ . 

ΑΣΚΗΣΗ    38. 

Θεωρούμε την ακολουθία μη αρνητικών ακεραίων 

n n 1{a }   τέτοια ώστε  

i) mn m na a a= +  για κάθε *m,n N . 

ii) na 0= , αν το ψηφίο των μονάδων του n  είναι 3 . 

iii) 10a 0= . 

Να δείξετε ότι na 0= , για κάθε θετικό ακέραιο n . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Αν  

1 kr r
1 kn p p=  

η ανάλυση του n σε πρώτους παράγοντες, τότε λόγω 

της δοσμένης αρχικής σχέσης με επαγωγή παίρνουμε  

1 kn 1 p k pa r a r a= . 

Προφανώς λοιπόν, αρκεί να αποδείξουμε ότι pa 0=  

για οποιοδήποτε πρώτο p . 

Επίσης είναι πολύ απλό να αποδείξουμε ότι ia 0=  για 

i 1,2,3= . 

Επειδή  

3343 77
0 a a 3a= = = , άρα 7a 0= . 

Κάθε πρώτος είναι της μορφής  

10k 1+  ή 10k 3+  ή 10k 7+  ή 10k 9+ . 

➢ Aν  p 10k 1= +  τότε  

3p 3 p pa a a a= + = . 

Όμως ο 3pa  λήγει σε 3 , άρα 3pa 0=  συνεπώς pa 0= . 

➢ Αν p 10k 3= +  τότε  

είναι δοσμένο ότι pa 0= . 

➢ Αν p 10k 7= +  τότε 

λόγω της αρχικής σχέσης παίρνουμε 3 pp
a 3a= .  

Όμως  

( )3 3p (10k 7) 3 mod10= +   

 άρα 3p
a 0=  συνεπώς pa 0= . 

➢ Τέλος, αν p 10k 9= +  τότε  

7p 7 p pa a a a= + = . 

Όμως  

( )7p 3 mod10 , 

 άρα 7pa 0=  οπότε pa 0= . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
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ΑΣΚΗΣΗ    39. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→ που είναι 

τέτοιες ώστε: 

( ) ( )( )f f (x) y 2x f f f (y) x+ = + −  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Χρήστος Στραγάλης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Εφαρμόζοντας την αρχική για 

y f(x)=−  προκύπτει: 

f(0) 2x f(f(f( f(x))) x)= + − −  

από όπου προκύπτει ότι η f  είναι συνάρτηση επί του 

R . 

Για x y 0= = :  

f(f(0)) f(f(f(0)))=     (1) . 

Για x f(0),y 0= = :  

f(f(f(0))) 2f(0) f(f(f(0)) f(0))= + −  

f(f(0)) 2f(0) f(f(f(0)) f(0))= + −    (2) . 

Για x f(f(0)),y 0= = :  

f(f(f(f(0)))) 2f(f(0)) f(0)= +  

f(f(0)) f(0) 0+ =    (3) . 

Για x y f(0)= = : 

 f(f(f(0)) f(0)) 2f(0) f(f(f(0)) f(0))+ = + −  

f(f(f(0)) f(0)) f(0)− =−   (4) . 

Η (2)  με βάση την (4)  δίνει  

f(f(0)) f(0)=     (5) . 

Από (3)  και (5)  έχουμε f (0) 0= . 

Τότε η αρχική για x 0=  δίνει  

f(y) f(f(f(y)))= . 

Επειδή η f  είναι επί του R για f(y) y=  έχουμε  

f(f(y)) y= , 

από όπου προκύπτει ότι η f  είναι 1 1− .  

Τότε η αρχική γίνεται  

f(f(x) y) 2x f(y x)+ = + − . 

Για y 0=  δίνει  

f(f(x)) 2x f( x) f(f(x)) 2x f( x)= + −  − = −  

f( x) x f(x) x− =−  = , 

η οποία επαληθεύει την αρχική. 

Παρατήρηση: (Dreamkiller) Μπορούμε να δείξουμε 

το 1 1−  και ως εξής: 

Έστω a,b,c R τέτοια ώστε  

f(a) f(b)= και f(f(c)) a b= +  

(η fof είναι επί). 

Για x a,y c= =  παίρνουμε  

2a f(f(a) c) f(f(f(c)) a)= + − − =  

f(f(a) c) f(b)= + − . 

Για x b,y c= =  παίρνουμε  

2b f(f(b) c) f(f(f(c)) b)= + − − =  

f(f(b) c) f(a)= + −  

Άρα a b=  άρα η f  είναι 1 1− . 

ΑΣΚΗΣΗ    40. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

(x y)(f(x) f(y)) (x y)f(x y)+ − = − + , 

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=80
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
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ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Αν θέσουμε όπου y  

το 1−  παίρνουμε:  

 (x 1) f (x) f ( 1) (x 1)f (x 1)− − − = + −  

για κάθε x R    (1) . 

Αν θέσουμε στην αρχική όπου x  το x 1−  και όπου y  

το 1 παίρνουμε  

 x f(x 1) f (1) (x 2)f (x)− − = −  

 για κάθε x R    (2) . 

Από τη (2)  αν θέσουμε όπου x το 0 παίρνουμε: 

f (0) 0= . 

Αν x 0 , τότε λύνοντας το σύστημα των (1) , (2)  

παίρνουμε  

x(x 1)f(1) x(x 1)f( 1)
f (x)

2

+ + − −
=  

για κάθε *x R  και f (0) 0= .  

Άρα τελικά  

x(x 1)f(1) x(x 1)f( 1)
f (x)

2

+ + − −
=  

για κάθε x R , η οποία επαληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    41. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R+ +→

τέτοιες ώστε  

2x (f (x) f (y)) (x y)f (yf (x))+ = + , 

για κάθε x,y R+ . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100 

ΛΥΣΗ (userresu) Για  y 1= : 

2x (f (x) f (1)) (x 1)f (f (x))+ = +        (1) . 

Για x 1= :  

f(x) f(1) (x 1)f(xf(1))+ = +       (2) . 

Για x y 1= = :  

2f(1) 2f(f(1))= , 

δηλαδή  

f(1) f(f(1))=   (3) . 

Αντικαθιστώντας το πρώτο μέλος της (2)  στην (1)  

έχω  

2x f(xf (1)) f (f (x))= , 

η οποία για x f(1)=  δίνει  

2 2f (1)f (f (1)) f (f (f (1)))=  

και λόγω της (3) ,  

2 2 2 1
f (1)f (f (1)) f (1) f (f (1))

f (1)
=  =      (4) . 

Η (2) για x f(1)=  δίνει  

22f(1) (f (1) 1)f (f (1))= +  

η οποία λόγω της (4)  γίνεται  

22f (1) f (1) 1 0− − = , 

της οποίας η θετική ρίζα είναι η f(1) 1= . 

Έτσι η (2)  γίνεται  

1
f(x) 1 (x 1)f(x) f (x)

x
+ = +  = , 

η οποία επαληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    42. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R+ +→  

τέτοιες ώστε  

f(x y z) f(x) f(y) f(z) xy yz zx− + = + + − − + , 

για κάθε x y z 0   . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 22, ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ 2020 

 

33 
 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100 

ΛΥΣΗ (userresu) Για 
x z

y
2

+
= :  

x z x z
f(y) f (x) f (y) f (z) x z xz

2 2

+ +
= + + − − +  

2 2x z
f(x) f (z)

2

+
+ = , x z 0  . 

Επίσης η δοθείσα σχέση γίνεται  

2f(x y z) 2f(x) 2f(y) 2f(z)− + = + + −  

2xy 2yz 2xz f(x) f(y) f(x) f(z)− − + = + + + +  

f(y) f(z) 2xy 2yz 2xz+ + − − + =  

2 2 2 2 2 2x y x z y z
2xy 2yz 2xz

2 2 2

+ + +
= + + − − + =  

2 2 2 2x y z 2xy 2yz 2xz (x y z)= + + − − + = − + . 

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής έχω την  

2x
f(x)

2
= , x 0 , 

 η οποία επαληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    43. 

Να βρεθούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις, 

συνεχείς στο 0  που ικανοποιούν την σχέση  

2 2f (x) 2f (ax) f (a x) x− + =  

με a (0,1) . 

Προτείνει: Erxmer 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100 

ΛΥΣΗ (Ροδόλφος Μπόρης) Έχουμε  

2 2f (x) 2f (ax) f (a x) x− + =  

2 3 2 2f (ax) 2f (a x) f (a x) a x− + =  

2 3 4 4 2f (a x) 2f (a x) f (a x) a x− + =  

3 4 5 6 2f (a x) 2f (a x) f (a x) a x− + =  

… 

… 

n 1 n n 1 2n 2 2f (a x) 2f (a x) f (a x) a x− + −− + = . 

Προσθέτοντας 

n n n 1f (x) 2f (ax) f (ax) f (a x) 2f (a x) f (a x)+− + + − + =  

2 2n 2 2(1 a ... a )x−= + + +  

2n 2
n 1 n 2

2

a 1
f (a x) f (a x) x f (ax) f (x)

a 1

−
+ −

− = + −
−

. 

Έστω n→ επειδή f  συνεχής στο 0  και a (0,1) , 

2

2

1
0 f (0) f (0) x f (ax) f (x)

a 1

−
= − = + −

−
, 

2

2

1
f (ax) f (x) x

a 1
− =

−
. 

Συνεχίζοντας με ίδιο τρόπο 

n 1 2 2n 2 2

2

1
f (a x) f (x) (1 a ... a )x

a 1

+ −− = + + + =
−

 

2n 2
2

2 2

a 1 1
x

a 1 a 1

− −

− −
. 

Πάλι n→, 2 2

2

1
f (0) f (x) ( ) x

a 1
− = −

−
,  

άρα  

2 2

2

1
f (x) ( ) x f (0)

a 1
+=

−
. 

ΑΣΚΗΣΗ    44. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :R R+ +→

που είναι τέτοιες ώστε για οποιουσδήποτε θετικούς 

πραγματικούς a,b,c,d  με abcd 1=  να ισχύει:  

   ( )( )f (a) f (b) · f (c) f (d) a b c d+ + = + + . 

Προτείνει: Χρήστος Στραγάλης 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
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Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βλάχος) Για a b c d 1= = = =  

παίρνουμε f(1) 1= . 

Για 
1

a b,c d
a

= = =  παίρνουμε  

1
f(a)f ( ) 1

a
= . 

Για 
1

a ,c d 1
b

= = =  παίρνουμε  

1 1
f(a) f ( ) a

a a
+ = + . 

Με αντικατάσταση παίρνουμε  

1 1
f (a) a

f (a) a
+ = + ,  

οπότε για τυχαίο a ,  

f (a) a=  ή 
1

f(a)
a

= . 

Έστω τώρα ότι υπάρχουν x,y 1  με  

f(x) x=  και 
1

f (y)
y

= . 

Τότε για 
1 1

a x,b y,c ,d
x y

= = = =  βρίσκουμε 

 
2 2

2 2 2(xy 1) (x y)
(xy) 1 x y

xy xy


+ +
=  + = +  

2 2(x 1)(y 1) 0− − = , άτοπο. 

Άρα f(x) x , που είναι δεκτή, ή  

1
f(x)

x
 , που είναι επίσης δεκτή. 

ΑΣΚΗΣΗ    45. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :Z R→

τέτοιες ώστε  

f(3x y)f(y) 3f(x)− =  

για κάθε x,y Z . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=14135  

ΛΥΣΗ (Ροδόλφος Μπόρης) Είναι 

f(y)f(3x y) 3f(x), x,y Z− =    [1] 

Για 
[1]

x y 0 f(0) 0,3= =  =  

αν  

[1]

f (0) 0 f(0)f (3x 0) 3f(x)=  − =  

f(x) 0, x=    

Aν f (0) 3=  

Τότε έστω ότι υπάρχει  

m Z:f(m) 0 f(m)f(3x m) 3f(x) =  − =   

f(x) 0, x=   . 

Έστω τώρα ότι f(x) 0, x    τότε 

f(x)f(3x x) 3f(x) f(2x) 3− =  =  

( )f ά 3 = . 

Aκόμη  

f(2y)f(3 1 2y) 3f(1) − =  

3f(3 2y) 3f(1) f(1 2(1 y)) f(1)− =  + − =  

αλλά 1 2(1 y)+ −  είναι ο τυχόν περιττός οπότε  

( ) ( )f ύ f 1 = . 

Όμως  

f(5)f(3 2 5) 3f(2) f(5)f(1) 9 − =  =  

2f (1) 9 f (1) 3=  =  

υπάρχουν λοιπόν τρεις συναρτήσεις που και οι τρεις 

επαληθεύουν την αρχική και είναι 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=3460&hilit=Bulletin&start=100
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=14135
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=14135
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f(x) 0=  

f(x) 3=  

3  if x 2k
f (x)

3  if x 2k 1

=
= 

− = +
. 

ΑΣΚΗΣΗ    46. 

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f :Z Z→

τέτοιες ώστε f (0) 2=  και  

f(x f(x 2y)) f(2x) f(2y)+ + = +  

για κάθε x,y Z . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=14136 

ΛΥΣΗ (Κώστας Σφακιανάκης) Για x y 0= =  είναι 

f(2) 4= . Για x 0= , παίρνω  

f(f(2y)) 2 f(2y) (1)= + . 

Με επαγωγή δείχνουμε ότι  

f(2x) 2x 2,x 1= +  . 

Για x 1= , ισχύει. 

Εστω ότι ισχύει για x .Τότε  

f(2x 2) f(f(2x)) 2 2x 4+ = + = + , 

κι επομένως ισχύει και για x 1+ . 

Για x 2y=−  στην αρχική παίρνω  

f( 2y 2) f( 4y) f(2y) (2)− + = − + . 

Για y 1=  στη σχέση (2) παίρνω  

f(0) f( 4) f(2) f( 4) 2= − +  − =− . 

Για y 2=−  στη σχέση (1) παίρνω  

f(f( 4)) 2 f( 4) f( 2) 0− = + −  − = . 

Με ισχυρή επαγωγή θα δείξω ότι  

f( 2x) 2x 2,x 1− =− +  . 

Για x 1,x 2= = , ισχύει. 

Εστω ότι ισχύει για κάθε ακέραιο x 2y .  

Θα δείξω ότι ισχύει και για 2y 1,2y 2+ + . 

Θα δείξω δηλαδή ότι  

f( 4y 2) 4y,f( 4y 4) 4y 2− − =− − − =− − . 

Στη σχέση (2) θέτω όπου y  το y 1+  και παίρνω  

f( 2y) f( 4y 4) f(2y 2)− = − − + +  

2y 2 f( 4y 4) 2y 4− + = − − + +  

f( 4y 4) 4y 2− − =− −  

Στη σχέση (1) θέτω όπου y  το 2y 2− −  και παίρνω 

f(f( 4y 4)) f( 4y 4) 2− − = − − +  

f( 4y 2) 4y− − =− . 

Τελικά σύμφωνα με τα παραπάνω είναι  

f(2x) 2x 2,x Z= +  . 

Συνεπώς η εξίσωση γράφεται  

f(x f(x 2y)) 2x 2y 4 (3)+ + = + + . 

Στη σχέση (3) για y x= −  παίρνω  

f(f(y) y) 4 (4)− = . 

Στη σχέση (3) για y 0=  παίρνω  

f(x f(x)) 2x 4 (5)+ = + . 

Εστω c  ώστε f (c) 2= .Τότε λόγω της (5) θα είναι 

f(c f(c)) 2c 4 f(c 2) 2c 4+ = +  + = +  

f(c 2) c 2 c 2+ − − = +  

f(f(c 2) c 2) f(c 2)+ − − = + . 

Λόγω της (4) η τελευταία δίνει  

f(c 2) 4 2c 4 4 c 0+ =  + =  = . 

Αρα ισχύει  f(c) 2 c 0=  = . 

Στη σχέση (3) για y x 1=− −  παίρνω  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=14136
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=14136
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f(x f( x 2)) 2 x f( x 2) 0+ − − =  + − − =  

f( x 2) ( x 2) 2− − = − − + . 

Επειδή το x 2− −  μπορεί να πάρει όλες τις ακέραιες 

τιμές, έπεται ότι μοναδική λύση είναι η συνάρτηση  

f(x) x 2= + . 

H επαλήθευση είναι εύκολη. 

Δείτε και στα: 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

1#p2212201 

 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

6&t=421417 

Το πρόβλημα έχει τεθεί και σε διαγωνισμό στην 

Ουκρανία. 

Επίσης 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

6&t=471949 

ΑΣΚΗΣΗ    47. 

Να βρεθούν όλες οι μονότονες συναρτήσεις 

f :R R→ τέτοιες ώστε  

f(4x) f(3x) 2x− =  

για κάθε x R . 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=13846 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Η f  είναι αύξουσα. 

Eίναι  

x 3
f (x) f x

2 4

 
= +  

 
, 

οπότε εύκολα  

n n 1
3 3

f(x) 2x 1 f x
4 4

+      
= − +               

. 

Τα όρια  

x 0
c lim f(x)

+→
=  και 

x 0
d lim f(x)

−→
=  

 υπάρχουν (λόγω μονοτονίας).Έτσι, η παραπάνω δίνει  

2x c ,x 0

f (x) f (0) , x 0

2x d , x 0

+ 


= =
 + 

, 

όπου c f(0) d...   

ΑΣΚΗΣΗ    48. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε f(1) 1=  και  

f(xy f(x)) xf(y) f(x)+ = +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewt

opic.php?p=71847#p71847 

ΛΥΣΗ (userresu) Για x 1=  παίρνουμε  

f(y 1) f(y) 1+ = + (1), 

άρα  

f(0) f(1) 1 0= − = . 

Για y 0=  παίρνουμε  

f(f(x)) f(x)= . 

Για
1

y
x

=  με x  διάφορο του μηδέν, τώρα, έχουμε  

1
f(1 f(x)) xf( ) f (x)

x
+ = +  

1 1 1
1 f(f (x)) xf ( ) f (f (x)) f ( )

x x x
+ = +  = , 

 άρα  

f(x) x= . 

Συνολικά έχουμε δηλαδή f(x) x=  για κάθε x , η 

οποία εύκολα βλέπουμε ότι επαληθεύει την αρχική. 

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=2212201#p2212201
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?p=2212201#p2212201
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=36&t=421417
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=36&t=421417
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=36&t=471949
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=36&t=471949
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=13846
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=13846
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=71847#p71847
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=71847#p71847
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ΑΣΚΗΣΗ    49. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

f(f(x) y) f(x) f(f(y) f( x)) x− = + − − +  

για κάθε x,y R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?p=71847#p71847 

ΛΥΣΗ (Νίκος Κολλιόπουλος) Για x y 0= =  

προκύπτει  

f(a) 2a= , όπου a f(0)=  

Θέτουμε στην αρχική: x 0=  και τότε: 

f(a y) a f(f(y) a) y R− = + −   , 

και για y a= : 

a a f(f(a) a)= + −  

0 f(f(a) a) f(2a a) f(a) 2a a 0= − = − = =  =  

Άρα f (0) 0=  

Μετά θέτουμε x 0=  και προκύπτει: 

f( y) f(f(y)) y R− =    

Τέλος για y f(x)=  θα πάρουμε: 

0 f(0) f(f(x) f(x))= = − =  

f(x) f(f(f(x)) f( x)) x+ − − + =  

f(x) x f(f( x) f( x)) f(x) x f(0)+ + − − − = + + =  

f(x) x f(x) x, x R+  =−    

Εύκολα η τελευταία επαληθεύει. 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    50. 

Να προσδιορίσετε όλες τις 1 1−  συναρτήσεις 

f :R R→ τέτοιες ώστε  

x y f(x) f (y)
f

x y f(x) f (y)

 + +
= 

− − 
 

για κάθε x y .  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?p=69084#p69084 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Για y x= −  η αρχική δίνει  

f (x) f ( x)
f (0)

f (x) f ( x)

+ −
=

− −
.   (i)  

Για y 0=  παίρνουμε  

f (x) f (0)
f (1)

f (x) f (0)

+
=

−
 

η οποία καταλήγει στην  

f(x)(f(1) 1) f(0) f(0)f(1)− = + .    (ii)  

 Αν f(1) ≠1 τότε η f(x)  είναι σταθερή, άτοπο. Άρα 

f(1) 1=  και από την (ii)  f (0) 0= . 

Τότε από την (i) , προκύπτει  

f( x) f(x)− =− . 

Άρα f : περιττή. 

Η αρχική για y 1=  δίνει  

x 1 f (x) 1
f ( )

x 1 f (x) 1

+ +
=

− −
. (iii)  

Για 
x

x
y

= , η (iii)  δίνει  

x
f ( ) 1

x y y
f ( )

xx y f ( ) 1
y

+
+

=
− −

.   (iv)  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=71847#p71847
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=71847#p71847
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=69084#p69084
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=69084#p69084
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Η (iv)  σε συνδιασμό με την αρχική δίνει μετά από 

πράξεις  

x x
f ( )f (y) f (x) f (y )

y y
= = . 

Άρα για κάθε a,b  ισχύει  

f(a)f(b) f(ab)= . 

Επειδή f :περιττή, η τελευταία σχέση από γνωστή 

διαδικασία δίνει cf (x) x=  με c :περιττό. 

Τότε η αρχική για x 2,y 1= =  δίνει μετά από πράξεις  

c c c c c3 2 1 6 (1 2 3)+ + = = + +  

που φανερά έχει μοναδική λύση το c 1= . Άρα 

f(x) x=  που επαληθεύει την δοθείσα σχέση. 

ΑΣΚΗΣΗ    51. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :Z Z→ τέτοιες 

ώστε f(0) 1= και  

f(f(n)) f(f(n 2) 2) n= + + =  

για κάθε n Z . 

Προτείνει: Νίκος Αθανασίου 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=58&t=12692&start=20 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Σκουτέρης) Ισχυρίζομαι ότι η 

μοναδική συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες 

είναι η  

f(n) 1 n= − . 

Είναι εύκολο να ελέγξουμε ότι η f  ικανοποιεί τις 

συνθήκες. Θα δείξουμε επαγωγικά ότι δεν υπάρχει 

άλλη τέτοια συνάρτηση. 

Ποιο συγκεκριμένα αν f : →  ικανοποιεί f(0) 1=  

και  

f(f(n)) f(f(n 2) 2) n, n= + + =    

τότε ισχυρίζομαι ότι για κάθε 0n  ισχύει ότι  

f(n) 1 n= −  και f(1 n) n− = . 

Πράγματι για n 0= , το f(0) 1=  είναι δεδομένο ενώ το 

f(1) 0=  έπεται από το f(1) f(f(0)) 0= = . Η περίπτωση 

n 1=  είναι ακριβώς η ίδια με την περίπτωση n 0= . 

Έστω k 1 . Υποθέτουμε ότι έχουμε αποδείξει την 

πρόταση για όλα τα n k . Τότε  

f(k 1) f((k 1) 2)+ = − + = 

f(f(1 (k 1)) 2) f(f(2 k) 2) k− − + = − + =−  

και  

f(1 (k 1)) f( k) f(f(k 1)) k 1− + = − = + = + . 

Επομένως η πρόταση ισχύει και για n k 1= +  και άρα  

από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής ισχύει για 

όλα τα n . 

ΑΣΚΗΣΗ    52. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :(0, ) (0, )+ → +

με  

2xf(y) xf(x) yf(y) +  

για κάθε x,y (0, ) + . 

Προτείνει: Φωτεινή Καλδή 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=61&t=13566 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Σκουτέρης) Εναλλάσσοντας τα 

x,y  και προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε  

xf(y) yf(x) xf(x) yf(y)+  + . 

Άρα η f  είναι αύξουσα και κάθε σημείο έχει πλευρικά 

όρια. 

Αναδιατάσσοντας την αρχική εξίσωση έχουμε  

x[f(y) f(x)] f(y)(y x)−  − . 

Παίρνοντας όρια για y x+→  και για x y−→  και 

χρησιμοποιώντας τη μονοτονία της f , αποδεικνύουμε 

ότι η f  είναι συνεχηής. 

Από την τελευταία σχέση έχουμε, διαιρώντας διά 

x(y x)−  ότι   

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=58&t=12692&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=58&t=12692&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=13566
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=13566
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f (y) f (x) f (y)

y x x

−


−
 για y x . 

Εναλλάσσοντας τα x,y  στην ίδια σχέση και 

διαιρώντας διά y(x y)−  έχουμε  

f (x) f (y) f (x)

x y y

−


−
 για y x . 

Έτσι, για x y , ισχύει 

f (x) f (y) f (x) f (y)

y y x x

−
 

−
. 

Παίρνοντας όρια για y x+→  και για x y−→  έχουμε  

xf (x) f (x) = , 

η οποία ικανοποιείται από όλες τις γραμμικές 

συναρτήσεις  

f(x) cx= . 

Επαληθεύουμε ότι, πράγματι, όλες είναι λύσεις. 

ΑΣΚΗΣΗ    53. 

Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f :R R→

τέτοιες ώστε  

xf (x)f (ax) e=  

για κάθε x R , όπου a (0,1) σταθερή. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=61&t=4599 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καπελλίδης) Είναι προφανές ότι  

f(x) 0, x R   . 

Έχουμε ότι 

xf (x)f (ax) e=  

Θέτουμε όπου x  το ax  διαδοχικά και έχουμε  

ax 2e f (ax)f (a x)=  

22 3 a xf(a x)f(a x) e=  

 

2n 1
a x 2n 1 2ne f (a x)f (a x)

−
−=  

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη 

3 2n 1 2 2n 2ax a x a x x a x a x 2nf(x)e e f(a x)
− −+ + + + + +=  

2n 2n

2 2

1 a 1 a
ax x

2n1 a 1 af (x)e e f (a x)

− −

− −=  

και παίρνοντας όρια, όταν n→ έχουμε 

2 2

ax 1 x
x

1 a 1 a 1 af (x)e e f(0) f (x) e f(0)− − +=  =  

Έχουμε  

2[f (0)] 1 f (0) 1=  = , 

άρα 

x

1 af (x) e +=  ή 

x

1 af (x) e +=− . 

ΑΣΚΗΣΗ    54. 

Υπάρχει ακολουθία n n 1{x }   θετικών ακεραίων τέτοια 

ώστε 
n 1n 1 n xx x x , n 2
−+ = +   ; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=12754 

ΛΥΣΗ (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Όχι, δεν υπάρχει.  

Ας υποθέσουμε με απαγωγή σε άτοπο ότι τέτοια 

ακολουθία υπάρχει.  

Τότε προφανώς θα είναι n 1 nx x+   για κάθε n 1  

Είναι  

13 2 xx x x 1 1 2= +  + = , 

οπότε επαγωγικά δείχνουμε ότι  

n 1n 1 n xx x x (n 1) 1 n
−+ = +  − + =  

για κάθε n 1 , οπότε 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=4599
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=4599
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=12754
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=12754
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7x 7x x 1 5 −   (1) 

Επίσης παρατηρούμε ότι nx n 2 +  για κάθε n 1 . 

Διαφορετικά, θα ήταν  

n nx n 1 n 2 xx x x x+ ++ =  , 

άτοπο. Αλλά τότε 

7x 9 8x x x 11 7 4= −  − = , 

που αντιβαίνει στην (1), άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    55. 

Να εξετάσετε αν υπάρχει συνάρτηση f :R R→ τέτοια 

ώστε  

f(f(x)) xf(x) 1+ =  

για κάθε x R . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=13923 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος) Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει 

q  με f(q) 0,=  από τη δοθείσα για x q=  λαμβάνουμε 

f(0) 1.=  

Τότε, για x 0=  προκύπτει f(1) 1=  άρα f(f(1)) 1,=  

οπότε η αρχική για x 1=  δίνει f(1) 0,=  άτοπο.  

Άρα είναι f(x) 0  για κάθε x .  

Τότε, εύκολα βλέπουμε ότι η f  είναι 1-1. 

Επίσης, η αρχική για x 0=  δίνει f(f(0)) 1.=  

Θέτουμε στην αρχική x f(0)=  και λαμβάνουμε  

f(1) f(0) 1+ =  (*). 

Θέτουμε στην αρχική x 1=  και έχουμε  

f(f(1)) f(1) 1,+ =  

δηλαδή λόγω της (*)  

f(f(1)) f(0),=  

οπότε λόγω του 1-1 είναι f(1) 0=  άτοπο. 

ΛΥΣΗ 2 (Dreamkiller) Έστω ότι υπάρχει τέτοια 

συνάρτηση. 

Για x 0=  παίρνουμε  

f(f(0)) 1 (1)=  

και άρα  

f(f(f(0))) f(1) (2)= . 

Για x f(0)=  και λαμβάνοντας υπ' όψιν την (2) : 

f(f(f(0))) f(0)f(f(0)) 1+ =  

f(1) f(0) 1 (3)+ =  

Για x 1=  παίρνουμε  

f(f(1)) f(1) 1+ =  (4)  

Από τις (3),(4)  παίρνουμε  

f(0) f(f(1)) (5)=  

Από την (1)  και (5)  παίρνουμε  

1 f(f(0)) f(f(f(1))) (6)= =  

Για x f(1)=  και λαμβάνοντας υπ' όψιν τις (5),(6)  

παίρνουμε  

f(f(f(1))) f(1)(f(f(1))) 1+ =   

1 f(1)f(0) 1 f(1)f(0) 0+ =  = . 

Αν f(1) 0=  τότε  

f(f(1)) f(0) 1= =  

σύμφωνα με την (3)  και (5) . Τότε όμως  

f(f(f(1))) f(1) 0= = , 

άτοπο από την (6) . 

Αν f (0) 0=  τότε   

f(f(0)) f(0) 0= = . 

Αλλά από την (1)  είναι f(f(0)) 1= , άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση. 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=13923
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ΛΥΣΗ 3 (Mulder) 

Για x 0=  έχουμε  

f(f(0)) 1 (1)=  

Για x 1=  έχουμε  

f(f(1)) f(1) 1 (2)+ =  

Θέτουμε x f(x)=  έχουμε  

f(f(f(x))) f(x)f(f(x)) 1+ =   

f(f(f(x))) f(x)(1 xf(x)) 1 (3)+ − =  

Στη (3) για x 0= και χρησιμοποιώντας την (1) 

παίρνουμε ότι  

f(1) f(0) 1 (4)+ =  

Στη (3) για x 1=  και χρησιμοποιώντας τις (2),(4) 

παίρνουμε  

f(1 f(1)) f(1)(1 f(1)) 1− + − =   

2 2f (f (0)) f (1) f (1) 1 f (1) f (1) (5)+ − =  =  

Οι (4),(5) δίνουν ότι  

(f(1) 0 f(0) 1) (f(1) 0 f(0) 0)=  =  =  =  

Και για τις δύο περιπτώσεις έχοντας ως δεδομένο ότι 

f(f(0)) 1=  οδηγούμαστε σε αντίφαση. 

ΑΣΚΗΣΗ    56. 

Να βρεθούν όλες οι πραγματικές συναρτήσεις f(x)  

ώστε  

xf(x) yf(y) (x y)f(x y)− = − +  

για όλα τα x,y R .                (8th Irish 1995) 

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=50&t=11373 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Για y: x=−  έχουμε  

xf(x) xf( x) 2xf(0) (*)+ − = . 

Για y: y=−  είναι  

xf(x) yf( y) (x y)f(x y)+ − = + −  

που σε συνδυασμό με την αρχική και την (*) δίνει  

 

(x y)f(x y) (x y)f(x y) 2yf(0)+ − − − + =   

ή 

(x y)(f(x y) f(0)) (x y)(f(x y) f(0)) 0+ − − − − + − = . 

Θέτουμε τώρα 
a b a b

x ,y
2 2

+ −
= =  και  

g(x) f(x) f(0)= −  

οπότε έχουμε 

ag(b) bg(a)=  ή 
g(a) g(b)

, a,b 0
a b

=  , 

δηλαδή η 
g(x)

x
 σταθερή στο * . 

Τελικά,  

f(x) g(x) f(0) cx f(0)= + = +  ή f(x) ax b= +  

(αφού ισχύει και για x 0= ). 

ΛΥΣΗ 2 (erxmer) Η συνάρτηση που ικανοποιεί την 

σχέση είναι η ( )f x ax b= + . 

Θα δείξουμε πρώτα την σχέση για κάθε ρητό x . Έστω 

( )f 0 b=  και ( )f 1 a b= + . 

Θέτουμε όπου y  το x−  και παίρνουμε  

( ) ( )f x f x 2b+ − = . 

Αντικαθιστώντας όπου x  το 2x και y  το y−   

παίρνουμε  

( ) ( ) ( )2f 2x f x 3f x+ − =  

δηλαδή  

( ) ( )f 2x 2f x b= − . 

Θα αποδείξουμε επαγωγικά ότι ισχύει  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=50&t=11373
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( ) ( ) ( )f nx nf x n 1 b= − −  

για κάθε n φυσικό. Υποθέτουμε ότι ισχύει για n , τότε 

έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( )( )nf nx f x n 1 f n 1 x− = − +  

 δηλαδή  

( )( ) ( ) ( )f n 1 x n 1 f x nb+ = + − . 

Άρα ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο n . Όμως  

( ) ( ) ( ) ( )f nx 2b f nx nf x nb 1− = − =− − − − , 

άρα ισχύει για κάθε ακέραιο n . Αν θέσουμε όπου x  

το 
1

n
 τότε έχουμε  

( )
1

a b nf n 1 b
n

 
+ = − − 

 
 

δηλαδή  

1 1
f a b

n n

   
= +   

   
. 

Άρα  

( )
m 1 m

f m a b m 1 b a b
n n n

   
= + − − = +   

   
. 

Θέτουμε όπου ( ) ( )g x f x b= − . Τότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xg x yg y xf x yf y x y b− = − − −  

και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y g x y x y f x y x y b− + = − + − −  

δηλαδή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xg x yg y x y g x y *− = − + . 

Επίσης ( ) ( )g x g x− =−  δηλαδή θέτοντας στην ( )*  

όπου y  το y−  παίρνουμε  

( ) ( ) ( ) ( )xg x yg y x y g x y− = + − . 

Οπότε  

( ) ( ) ( ) ( )x y g x y x y g x y+ + = − −  

για κάθε x,y . Τώρα για κάθε k 1  θέτουμε 

k 1 k 1
x ,y

2 2

+ −
= =  οπότε x y k+ =  και x y 1− = . 

Έτσι  
( )

( )
g k

g 1 a
k

= = . 

Επομένως ( )g k ak= για κάθε k . 

ΑΣΚΗΣΗ    57. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f : →  που να 

ικανοποιούν  

2 2xf(y) yf (x) (x y)f (x y )+ = + +  

για κάθε x,y . (Όπου {1,2,3, }=  ) 

Προτείνει: Δημήτρης Σκουτέρης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?p=14464#p14464 

ΛΥΣΗ (Κώστας Σερίφης) Έχουμε: για οποιουσδήποτε 

θετικούς ακεραίους x,y  είναι:  

2 2xf(y) yf (x) (x y)f (x y )+ = + +  

και οι τιμές της f  είναι θετικοί ακέραιοι. 

Για y x= : 2f (2x ) f (x)=  

Επαγωγικά:  

( )
n2

2x
f f (x)

2

 
  =
 
 

 

για κάθε θετικό ακέραιο n . 

Για y 1=  προκύπτει:  

| f (x) f(1) | (x 1)k− = +  με 2k | f (x 1) f (1) |= + −  

μη αρνητικός ακέραιος. 

Αν υποθέσουμε ότι για κάποιο x  είναι k 0  τότε:  

| f (x) f(1) | x 1−  + . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=14464#p14464
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Για 
( )

n2
2x

x :
2

 και εφόσον 
( )

n2
2x

f f (x)
2

 
  =
 
 

 

έχουμε:  

( )
n2

2x
| f (x) f (1) | 1

2
−  +  

για κάθε θετικό ακέραιο n , το οποίο είναι άτοπο. 

Άρα πρέπει: k 0= και έτσι το σύνολο των  

συναρτήσεων f  προσδιορίζεται από την: 

f(x) f(1)= , x  και f(1)  κάποιον θετικό ακέραιο. 

Παρατήρηση: (Δημήτρης Σκουτέρης)  

Ας υποθέσουμε πως η f  δεν είναι σταθερή. Έστω 

f(x) f(y) . Τότε  

2 2(x y)f (x y ) xf(y) yf (x) (x y)f (x)+ + = +  +  

και    

2 2(x y)f (x y ) xf(y) yf(x) (x y)f (y)+ + = +  + . 

Άρα υπάρχει 1y x,y  ώστε  

1f (x) f (y ) f (y)  . 

Ομοίως υπάρχει 2 1y y x   ώστε  

2 1f (x) f (y ) f (y ) f (y)    κτλ. 

Αυτή η διαδικασία όμως δεν μπορεί να συνεχιστεί 

επ'άπειρο αφού η f  παίρνει τιμές στο . 

Μεταξύ δύο διαφορετικών τιμών της f , f(x),f(y) ,  

υπάρχει πάντα η 2 2f (x y )+  και συνεπώς θα υπάρχουν 

άπειρες τιμές - πράγμα αδύνατο αν f(x),f(y) . 

ΑΣΚΗΣΗ    58. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :N N→ τέτοιες 

ώστε   

2f(n 3)f(n 2) f(n 1) f(n) 1+ + = + + +  

για κάθε n N . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?p=14464#p14464 

ΛΥΣΗ (Ηλίας Ζαδίκ) Θέτουμε όπου n  το n 1+ , και 

έχουμε,  

2f(n 4)f(n 3) f(n 2) f(n 1) 1+ + = + + + +  

Aφαιρώντας την από την αρχική έχουμε, 

f(n 2) f(n) 2f(n 3)(f(n 4) f(n 2))+ − = + + − +  

Άρα,  

(f(n 2) f(n))(f(n 4) f(n 2)) 0+ − + − +   

που σημαίνει ότι η διαφορά   

f(n 2) f(n)+ −  

έχει σταθερό πρόσημο για κάθε n . 

Έστω ότι είναι θετική ή μηδέν. 

Θεωρούμε 2 ακολουθίες n na ,b  με σύνολο αφίξεως 

τους φυσικούς(με το μηδέν ;) ) 

και τις ορίζουμε ως εξής, 

1) 0 na f (3) f (1),a f (2n 3) f (2n 1)= − = + − +  

2) 0 nb f(4) f (2),b f (2(n 2)) f (2(n 1))= − = + − +  

Παρατηρούμε όμως ότι για την na  ισχύει 

n n 1 n 1a 2f (2n 4)a (1) a 0+ += +    

Άρα θα υπάρχει m , ώστε για κάθε nn m,a 0 =  και 

λόγω της (1) na 0=  για κάθε n  δηλαδή 1f (n) c= , για 

κάθε n  περιττό. 

Όμοια χρησιμοποιώντας την nb , 2f (n) c= , για κάθε n 

άρτιο. 

Αντικαθιστώντας στην αρχική εύκολα βρίσκουμε 

1 2(c ,c ) (1,2)=  ή (2,1) . 
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ΑΣΚΗΣΗ    59. 

Έστω  f :R R→ γνησίως αύξουσα συνάρτηση για την 

οποία ισχύει  

2

x
f (f (x))

x 1
=

+
. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x R τέτοιο ώστε 0f (x ) 1 . 

Προτείνει: Σπύρος Καπελλίδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=14372 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) Έστω f(x) 1 , για 

κάθε x . Τότε  

f(f(x)) f(1) , 

δηλαδή  

2

x
f(1)

x 1


+
, 

οπότε για x 0  είναι  

2 2

1 1
1

x f (1)
 −  

και παίρνοντας όριο στο + , 2f (1) 1 . 

Όμως, 0 f(1) 1   οπότε f(1) 1= . 

Είναι 1 f(2) f(1) 1  = , άτοπο. 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Καπελλίδης)  

Κατ' αρχάς f(1) 1 , γιατί αν f(1) 1= , τότε  

1
f(f (1)) f (1) 1

2
= = = , άτοπο. 

Αν f(x) 1, x   , τότε  

f(f(x)) f(1), x    

2

x
f(1), x

x 1
   

+
 

2x

x
1 lim f(1) 1

x 1→+
=  

+
, άτοπο. 

ΛΥΣΗ 3 (Βασίλης Μαυροφρύδης)  

Έστω ότι για κάθε πραγματικό x  ισχύει ( )f x 1 , 

οπότε για x 1=  έχουμε ( )f 1 1  

Στην αρχική σχέση για x 0= : ( )( )f f 0 0=  

Για x f(0)= :  

( )( )( ) ( )

( )( )2

f 0
f f f 0

f 0 1
= 

+
 

( )
( )

( )( )
( )

2

f 0
f 0 f 0 0

f 0 1
=  =

+
 

άρα  

( ) ( ) ( )0 1 f 0 f 1 f 1 0      

Συνεπώς 

( ) ( )20 f 1 1 f 1 1 0   −   

και 

( ) ( )( ) ( ) ( )
f

2

x
f x 1 f f x f 1 f 1

x 1



    
+

 

η οποία προφανώς ισχύει για μη θετικά x  πρέπει όμως 

να ισχύει και για όλα τα x 0  

Για τα θετικά  x  και f(1) 1  έχουμε 

( ) ( )2 2 2f 1 1 x 2f 1 0, − +    

( ) ( )2 28f 1 f 1 1 0  = − −    

που μας δείχνει ότι το τριώνυμο δεν είναι πάντα μη 

αρνητικό άτοπο. 

Για ( )f 1 1=  έχουμε 

( ) ( )
f

x 1 f x f 1 1


   = , άτοπο 

άρα υπάρχει   τέτοιο ώστε f( ) 1  . 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=14372
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Παρατήρηση: (Θανάσης Κοντογεώργης) Μερικά 

ΟΜΟΡΦΑ αποτελέσματα για την 77. 

1. 
1 1

f(f ( )) ,n N*
n n 1

= 
+

. 

2. η f  επί του ( )1,1−  . 

3. η f  συνεχής στο ( )1,1− . 

4. ( ) ( )f 0 0, x 0 f x 0=      

5. ( )( )f f tanx sinx= , 0 x
2


  . 

ΑΣΚΗΣΗ    60. 

Έστω συνεχής συνάρτηση 
*f :[0,1] +→  με την  

ιδιότητα για κάθε *n και για κάθε  

1 2 nx ,x ,...,x [0,1]  

με  

1 2 nx x ... x 1+ + + =  

να ισχύει  

1 2 nf (x )f (x )...f (x ) e.=  

Να αποδείξετε ότι  

xf (x) e , x [0,1].=   

                           Από το τελευταίο τεύχος του ο.ε.δ. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14374 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καπελλίδης) Έστω n  ένας 

οποιοσδήποτε θετικός ακέραιος. Θέτοντας  

1 2 n

1
x x ... x

n
= = = =  

βρίσκουμε ότι 
1

n
1

f ( ) e
n

= . 

Εύκολα αποδεικνύεται με επαγωγή ότι  

m

n
m

f ( ) e
n

= , για κάθε ακέραιο m με 0 m n  . 

Άρα για κάθε ρητό r [0,1]  ισχύει 
rf (r) e=  

Έστω a [0,1] − , Τότε υπάρχει ακολουθία 

nr [0,1]   ώστε 

nr a
n nr a f (r ) f (a)* e f (a) f (a) e→  →  →  =  

και η απόδειξη τελείωσε. 

*Λόγω της συνέχειας. 

ΑΣΚΗΣΗ    61. 

Να βρεθούν οι συναρτήσεις f : →  για τις οποίες 

α) f (x) f (y)
f (x y) , x,y

1 f (x)f (y)

+
+ =  

+
 

β) 
x 0
limf(x) 0
→

=  και 

γ) 
1

f (1)
2

=  

Προτείνει: Σπύρος Καπελλίδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14495 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογεώργης) 

Για x y: 0= =  έχουμε f(0) 0,1, 1= − . 

Αν f(0) 1(f(0) 1)= =−  τότε θέτοντας y 1(y 1)= =−  

προκύπτει  

f(x) 1(f(x) 1),= =−  

για κάθε x , παραβιάζοντας τις , .    

Έτσι, f (0) 0= . Ακόμη, για 
x

x y:
2

= =  είναι  

2

x
2f ( )

2f (x)
x

1 f ( )
2

=

+
, 

οπότε | f(x) | 1 , για κάθε x . 

http://www.operedidixe.gr/challenges/files/issue6/%CE%A0%CF%81%CE%BF%CE%BA%CE%BB%CE%B7%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82%20%CE%B6%CE%B1%CE%BD%CF%84%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B4%CE%B7%CF%82.pdf
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Αν υπάρχει 
0x  ώστε  

0 0f (x ) 1(f (x ) 1)= =−  

τότε  

f(x) 1(f(x) 1)= =− , 

 για κάθε x που δεν είναι λύσεις. 

Άρα, | f(x) | 1  και επομένως υπάρχει συνάρτηση h  

ώστε  

f(x) tanh(h(x)).=  

Με γνωστή τεχνική, η f  είναι συνεχής στο .  

H h  θα είναι συνεχής και από γνωστή ιδιότητα της 

http://en.wikipedia.org/wiki/Tanh]tanh, 

 η h  είναι τελικά Cauchy. 

Λόγω συνέχειας, h(x) cx=  και από το    

x

x

3 1
f (x) , x .

3 1

−
=  

+
 

ΑΣΚΗΣΗ    62. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις *f : →  

τέτοιες ώστε  

1
f xf (x)

x

 
= 

 
 για κάθε *x  

και  

1 1 1
f f 1 f

x y x y

    
+ = +    

+     
, 

για κάθε 
*x,y,x y+  . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14500 

ΛΥΣΗ (Σάκης) Η αρχική για x 1= −  δίνει f( 1) 0− = . 

Η δεύτερη για 1 1
x y

x y
= =  δίνει  

xy
f (x) f (y) 1 f ( )

x y
+ = +

+
. 

Συνεπώς για x y 2= =  δίνει  

2f(2) 1 f(1)= +        (ii)  

Η δεύτερη γράφεται  

xf(x) yf(y) 1 (x y)f(x y)+ = + + +  ( i ), 

οπότε για x y 1= =  προκύπτει  

2f(1) 1 2f(2)= +         (iii) . 

Από (iii),(ii)  έχουμε: f(1) 2= . 

Για y 1 x= −  έχουμε:  

xf(x) (1 x)f(1 x) 3+ − − =  

και για x x=−  γίνεται  

xf( x) (1 x)f(1 x) 3− − + + + =    (iv) . 

Στην (i)  για y 1=  βγαίνει  

xf(x) 1 (x 1)f(x 1)+ = + +   (v) . 

Από τις iv,v  προκύπτει ότι  

2
f(x) f ( x)

x
− − =  

Για 
1

x
x

=  βγαίνει ,αντικαθιστώντας και από την 

πρώτη,  

f(x) f( x) 2+ − =  

Άρα προσθέτοντας τις δύο τελευταίες βγαίνει  

x 1
f(x)

x

+
= . 

ΑΣΚΗΣΗ    63. 

Η συνάρτηση f :[0, )+ →  είναι παραγωγίσιμη και 

ισχύουν: 

1) xf '(x) f(x)  για κάθε x 0  

2) f (0) 0=  

http://en.wikipedia.org/wiki/Tanh%5dtanh
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14500
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14500
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3) f(x 1) f(x) f '(0)+ − =  για κάθε x 0.  

Να βρεθεί ο τύπος της f . 

                           Από το τελευταίο τεύχος του ο.ε.δ. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης  

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14668 

ΛΥΣΗ (Βασίλης Μαυροφρύδης) Έστω η συνάρτηση  

( )
( )

( )

f x
,x 0

g x x

f 0 ,x 0




= 
  =

 

η οποία είναι συνεχής στο [0,+οο) με 

( )
( ) ( )

( )2

xf ' x f x
g' x 0, x 0,

x

−
=    +  

οπότε είναι αύξουσα στο [0,+οο) ως συνεχής 

Για x 0  

( ) ( ) ( )0 x x 1 g 0 g x g x 1  +    +   

( )
( ) ( )f x f x 1

f 0
x x 1

+
   

+
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xf x f x xf x 1 g 0 g x+  +     

( ) ( )
( )

( ) ( )
f x

f x 1 f x g 0 g x
x

+ −     

( )
( )

( ) ( )
f x

f 0 g 0 g x
x

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )g 0 g x g 0 g x g 0   =   

η οποία για x 0=  δίνει ( )f 0 0= , συνεπώς  

( ) ( )f x xf 0 ,x 0=   

η οποία ικανοποιεί τις προυποθέσεις. 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    64. 

Έστω η συνάρτηση f :R R→  για την οποία ισχύουν 

οι σχέσεις: 

•   ( )f 0 1=  και  

•    ( ) ( ) 2f x y f x y y y, x,y R+ − − +    

Να δειχθεί ότι ( )
x

f x 1, x R
2

= +   

Προτείνει: Στάθης Κούτρας – Χρήστος Καρδάσης  

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=52&t=14776 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) Μία λύση με παράγωγο: 

Θέτω x y a,x y b,+ = − =  οπότε είναι 
a b

y
2

−
=  και η 

δεδομένη γράφεται  

2(a b) a b
f(a) f (b)

4 2

− −
−  +  

για κάθε a,b R , ή αλλιώς  

2a b (a b)
f (a) f (b) .

2 2 4

−   
− − −    

   
 

Αν θέσω  

x
g(x) f (x) ,

2
= −  

η προηγούμενη σχέση, λέει  

2(a b)
g(a) g(b)

4

−
−   για κάθε a,b R . 

Εναλλάσοντας τα a,b βρίσκουμε τελικά  

2(a b)
g(a) g(b)

4

−
−  . 

Από εδώ, προκύπτει για a b  

g(a) g(b) | a b |

a b 4

− −


−
, 

οπότε, αν αφήσουμε το b a→  βρίσκουμε ότι  

http://www.operedidixe.gr/challenges/files/issue6/%CE%A0%CF%81%CE%BF%CE%BA%CE%BB%CE%B7%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82%20%CE%B6%CE%B1%CE%BD%CF%84%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B4%CE%B7%CF%82.pdf
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14668
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14668
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=52&t=14776
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=52&t=14776
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g'(a) 0=  για κάθε a . Άρα η g  είναι σταθερή και 

επειδή g(0) 1=  προκύπτει g(x) 1,  και το ζητούμενο 

έπεται. 

ΛΥΣΗ 2 ( Νίκος Κολλιόπουλος) Για y y→−  και 

πολλαπλασιάζοντας με 1−  προκύπτει: 

2 2y y f(x y) f (x y) y y+ − − + +  −  

Για δύο τυχαίους πραγματικούς v u  θέτουμε 

u v
x

2

+
→  και μετά 

v u
y

2

−
→  

Τότε: 

1 v u f(v) f (u) 1 v u

2 4 v u 2 4

− − −
+   −

−
, 

u,v: τυχαίοι πραγματικοί 

Παίρνοντας v u→ , προκύπτει: 

1 u
f (u) f (u) k

2 2
 =  = + , 

και αφού f(0) 1= , τελικά: 

u
f (u) 1

2
= + , που επαληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    65. 

Nα προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις * *f : →  

οι οποίες ικανοποιούν την ισότητα: 

f (x) 1
f f (f (x)),

f (y) y

 
=  

 
 

για κάθε *x,y  και είναι γνησίως μονότονες στo 

(0, )+ . 

                                                 Προκριματικός 2010 

Προτείνει: Δημήτρης Χ. 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=58&t=6253&start=20 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Για x y=  η αρχική γίνεται:  

1
f (1) f (f (x))

x
=  

άρα  

f (f (x)) f (1)x, x=   . 

Θέτουμε a f(1)=  κι έτσι η παραπάνω γίνεται  

f (f (x)) ax, x=   . 

Για 
1

x
a

=  στην παραπάνω παίρνουμε  

1
f f 1 (1)

a

  
=  

  
. 

Ενώ για 
1

y f
a

 
=  

 
 στην αρχική χρησιμοποιώντας την 

(1)  παίρνουμε:  

1
f (f (x)) f (f (x)), x

1
f

a

=  
 
 
 

 

δηλαδή  

1
ax ax, x

1
f

a

=  
 
 
 

 

που για x 1=  δίνει: 
1

f 1
a

 
= 

 
 δηλαδή λόγω της (1): 

f(1) 1=  οπότε a 1= . 

Tώρα η (1)  γίνεται: f (f (x)) x, x=    (που δείχνει 

ότι η συνάρτηση που ψάχνουμε είναι 1-1 αλλά ΚΑΙ 

επί του ) και η αρχική συναρτησιακή γίνεται:  

f (x) x
f , x,y (2)

f (y) y

 
=   

 
. 

Στην τελευταία θέτουμε όπου x  το 1  και όπου y  το 

f(y)  και παίρνουμε: 

1 1
f , y (3)

y f(y)

 
=   

 
 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=58&t=6253&start=20
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=58&t=6253&start=20
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οπότε θέτουμε στην (2)  όπου y  το 
1

y
 και 

χρησιμοποιούμε την (3)  για να πάρουμε:  

f (xy) f (x)f (y), x,y=    

Για x y 1= =−  παίρνουμε f( 1) 1− =  ή f( 1) 1− =− . 

Όμως δε γίνεται f( 1) 1− =  γιατί τότε η f  δε θα ήταν 

1 1− . Άρα f( 1) 1− =− . 

Περιοριζόμαστε πλέον στο διάστημα (0, )+  όπου η 

συνάρτηση f  είναι γν. μονότονη και θεωρούμε τη 

συνάρτηση xg(x) lnf (e )= , για την οποία ισχύει 

g(x y) g(x) g(y)+ = +  που είναι η συναρτησιακή του 

Cauchy για την οποία είναι γνωστό ότι αν η 

συνάρτηση g  είναι γν. μονότονη (εδώ είναι αφού είναι 

σύνθεση γν. μονότονων συναρτήσεων), τότε ισχύει 

g(x) ax=  για κάποιο a . 

Συνεπώς για x 0  παίρνουμε xlnf (e ) ax=  δηλαδή 

af (x) x=  για κάποιο a .  

Όμως η συνάρτηση αυτή πρέπει να ικανοποιεί την 

f(f(x)) x=  άρα 2a 1=  οπότε a 1=  ή a 1=−  δηλαδή 

 f(x) x=  ή 
1

f(x) , x
x

=   . 

Επειδή η συνάρτηση f  είναι γν. μονότονη στο 

(0, )+  άρα f(x) x, x (0, )=   +  ή 

1
f(x) , x (0, )

x
=   + . 

Διακρίνουμε τώρα τις εξής περιπτώσεις: 

A) Αν f(x) x, x (0, )=   +  τότε θα δείξουμε ότι 

f (x) x, x=   . 

Ας πάρουμε x 0  και y 0 . Τότε xy 0  οπότε από 

τη σχέση f(x)f(y) f(xy)=  παίρνουμε f(x)f(y) xy=  

η οποία για y 1=−  δίνει f(x)( 1) x− =−  δηλαδή 

f(x) x=  για κάθε x ( ,0) − . 

(Αν πάρουμε x 0  και y 0 . Τότε από τη σχέση 

f(x)f(y) f(xy)=  παίρνουμε xf(y) f(xy)=  που για 

y 1=−  δίνει: f( x) x− =−  για κάθε x 0  άρα 

f(x) x=  για κάθε x 0  και απλά επιβεβαιώνουμε το 

παραπάνω αποτέλεσμα. Όμοια εργαζόμαστε για την 

περίπτωση όπου x 0  και y 0 .) 

B) Αν 
1

f(x) , x (0, )
x

=   +  τότε θα δείξουμε ότι 

1
f(x) , x

x
=   . 

Η διαδικασία είναι εντελώς όμοια με την παραπάνω. 

Τελικά f (x) x, x=    ή 
1

f(x) , x
x

=   . 

ΛΥΣΗ 2 (Κώστας Σερίφης) Από (1)  για y x=  είναι: 

f(f(x)) x f(1)=   (2) . 

Από τη (2)  εύκολα δείχνουμε το 1 1−  της f . 

Στη (2)  για x 1=  είναι: f(f(1)) f(1)=  και λόγω του 

1 1−  της f  είναι f(1) 1= . 

Άρα f(f(x)) x=  για κάθε *x,  (3)  

και 

f (x) x
f

f (y) y

 
= 

 
, για κάθε *x,y  (4)  

Στην (4)  για x 1, y 1= =−  έχουμε:  

f (1) 1
f 1 f f (f ( 1))

f ( 1) f ( 1)

   
= −  = −   

− −   
 

 και έτσι, εύκολα καταλήγουμε, f( 1) 1− =− . 

Στην (4)  για y x= −  έχουμε:  

f (x)
f 1 f ( 1)

f ( x)

 
= − = − 

− 
 

και αφού η f :1 1−  θα είναι f( x) f(x)− = , οπότε η f  

είναι περιττή. 

Στην (4)  για x 1,y x= =  έχουμε: 

1 1 1 1
f f f f

f (x) x f (x) x

      
=  =       
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1 1
f

x f (x)

 
= 

 
(5) . 

Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, )+  τότε: 

Για  

x 1 f(x) f(1) 1 0   =   

και για  

1 1
0 x 1 1 f f (1) 1 0

x x

 
      =  

 
 

και από (5)  f(x) 0 . 

Άρα για κάθε x 0  είναι f(x) 0 . 

Αφού η f  είναι περιττή θα είναι γνησίως αύξουσα και 

στο ( ,0)−  και ακόμα f(x) 0  για κάθε x 0 . 

Έτσι, η f  είναι γνησίως αύξουσα στο * . 

Εύκολα τώρα, με άτοπο και τη βοήθεια της  (3) , 

δείχνουμε  ότι: 

f(x) x=  για κάθε *x . 

Αν η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, )+  τότε 

ακολουθώντας την ίδια τεχνική δείχνουμε ότι:  

1
f(x)

x
=  για κάθε *x . 

ΛΥΣΗ 3 (Ροδόλφος Μπόρης) Έστω a f(1)=  

Δίνεται ότι  

f (x) 1
f ( ) f (f (x))

f (y) y
=  [1] 

Για y x=  στην [1] παίρνουμε  

f(f(x)) ax=  [2] 

οπότε  

2f (f (a)) a 0=   [2] 

Για y x 1= =  στην [1] παίρνουμε  

f(1) f(f(1)) a f(a)=  =  [3] 

από [2],[3] έπεται a 0 , άρα 1,a (0, ) +  στο οποίο η 

f  είναι γνήσια μονότονη άρα 1-1 συνεπώς από την 

f(1) f(f(1)) 1 f(1) a=  = =  

τότε η [2] δίνει f(f(x)) x=  [4] και αν  

x 0 f(f(x)) 0    

f(f(f(x))) 0 f(x) 0    

Tώρα αν f  γν.αύξουσα είναι γνωστό ότι η [4] δίνει 

f(x) x=  

αν f  γν.φθίνουσα  τότε για x 1= , ( )y f y=  η [1] 

λόγω της [4] δίνει 
1 1

f ( )
y f (y)
= γν.αύξουσα και επειδή 

το τυχόν στοιχείο  u  του (0, )+  είναι της μορφής 
1

x
  

για την 
1

f
u

 
 
 

  ισχύει το προηγούμενο άρα  

f(x) x, x 0=    ή 
1

f(x) , x 0
x

=       [*] 

Ακόμη για x 1=  , ( )y f 1= −   η [1] δίνει  

1
f ( 1) f ( 1) 1

f ( 1)
− =  − =

−
 

και επειδή για x 0  είναι ( )f x 0  λόγω της [2] 

προκύπτει f( 1) 1− =−  συνεπώς για y 1=−  στην [1] 

έχουμε  

f( f(x)) f(f(x)) x− =− =−  

f( f(f(x)) f(x) f( x) f(x)− =−  − =−  

δηλαδή η f  περιττή που σημαίνει  

*f (x) x, x R=    ή 
1

f(x) , x 0
x

=    

Για να είναι σαφέστερο το συμπέρασμα της [*] 

παραθέτω την απόδειξη 

1. έστω ότι υπάρχει  
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( ) ( )( )
1 1

b 0:f b f f b f
b b

 
     

 
 

αφού f γν.φθίνουσα τότε  

( )
( )

1 1 1
b f b f b

b f b b

 
     

 
 

αντίφαση και όμοια όταν ( )
1

f b
b

 . 

ΑΣΚΗΣΗ    66. 

Να βρεθούν όλες οι αύξουσες συναρτήσεις f : →  

ώστε για κάθε ζεύγος πραγματικών να ισχύει η σχέση: 

2 2f (f (x ) y f (y)) x 2f (y)+ + = + . 

Προτείνει: JimNt 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=180&t=65980 

ΛΥΣΗ (min # #) Παρακάτω συμβολίζω τη δοσμένη με 

P(x,y) . 

Πρόταση 1. 

Η f  είναι 1 1− . 

Απόδειξη: 

Έστω προς άτοπο πως υπάρχουν a,b  με  

a b,f(a) f(b) = . 

Παίρνουμε περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1. 0 a . 

Το P( a,y) vs P( b,y)  δίνει το αποτέλεσμα. 

Περίπτωση 2. a 0 b   

Επειδή f  αύξουσα θα ισχύει πως  

f(x) f(b) x (0,b)=    

οπότε παίρνοντας για a  ένα 0x  του διαστήματος 

αναγόμαστε στην προηγούμενη περίπτωση. 

Περίπτωση 3. a b 0  . 

Η f  είναι προφανώς μη-άνω-φραγμένη (θέτουμε στην 

P(x,y)  x  αρκετά μεγάλο). 

Θέτοντας τώρα σταθερό x  αρκετά μεγάλο (ώστε πχ. 

2f (x ) y f (y) 0 y [a,b]+ +    ) 

και μεταβάλλοντας το y  στο  a,b ,στο οποίο η f  

είναι σταθερή, λαμβάνουμε πως η f  είναι σταθερή 

(καθώς μεταβάλλεται το y ) σε ένα διάστημα δεξιά 

του μηδενός,το οποίο είναι άτοπο από τις 

προηγούμενες περιπτώσεις. 

Συνεπώς η f  είναι πράγματι 1 1− . 

Πρόταση 2. 

Η f  δεν είναι κάτω φραγμένη. 

Έστω προς άτοπο πως είναι m inf(f(x))= . 

Τότε λόγω της μονοτονίας της f  
x
lim f(x) m
→−

= , οπότε 

αν ορίσουμε την ακολουθία nx  ως nx n, n=    και 

την ακολουθία ny  ως 2
n ny f(x ) n, n=− −   , 

από τα παραπάνω, 

2
n n n

n
lim (f(x ) y f(y ))
→+

+ + =−  

με αποτέλεσμα  

2
n n n

n
lim f(f(x ) y f(y )) m
→+

+ + = . 

Από την άλλη, 

2
n n n

n
lim f(f(x ) y f(y ))
→+

+ + =  

2
n n

n
lim x 2f(y )
→+

= + =+  

το οποίο είναι άτοπο. 

Έτσι πράγματι η f  δεν είναι κάτω φραγμένη. 

Ως εκτούτου, 

( )0 0 0 0 0y ,f (y ) 0 P x,y x ,f (x ) 0    = . 

Έχουμε  

0 0 0P(0,x ):f (f (0) x ) f (x )+ =  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=180&t=65980
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=180&t=65980
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και άρα αφού f :1 1−  έχουμε f (0) 0= . 

Πλέον το P(x,0)  δίνει  

2 2f (f (x )) x , x=  . 

Λόγω μονοτονίας της f  έπεται τελικά πως  

f(x) x, x 0=   . 

Έτσι η P(x,y)  μετατρέπεται σε  

2 2f (x y f(y)) x 2f(y)+ + = + . 

Για κάθε y  μπορούμε να βρούμε x  ώστε  

2x y f (y) 0+ +   

οπότε με βάση τα παραπάνω  

y f(y) 2f(y)+ =  

ή  

f(y) y, y=   

που είναι η μοναδική λύση. 

ΑΣΚΗΣΗ    67. 

Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις f :R R→  με την 

ιδιότητα  

4 4f (y f (x) x)) (f (y))+ − =  

για κάθε x,y πραγματικούς αριθμούς 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:http://www.mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=111&t=6245,  

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic

.php?t=330377 

ΛΥΣΗ (pco) Θέτοντας όπου y 0=  παίρνουμε  

4f (f (x) x) f (0) x− =    

Οπότε προκύπτει  

(a) f(x) x ή− =  ή (b) f(x) ή=  

Από (a) f(x) c x= +  

Αντικαθιστώντας την (a)  στην αρχική εξίσωση 

έχουμε c 0=  και f(x) x x=    η οποία είναι λύση 

της αρχικής εξίσωσης. 

Από (b) f(x) c=  

Αντικαθιστώντας την (b)  στην αρχική εξίσωση 

έχουμε ότι f(x) 0 x=    ή f(x) 1 x,=    οι 

οποίες είναι λύσεις της αρχικής εξίσωσης. 

Τελικά οι λύσεις της αρχικής είναι 

f(x) x x,=    

f(x) 0 x,=    

f(x) 1 x,=    

ΑΣΚΗΣΗ    68. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε f(2011) 2011=  και  

( )f (4xy) 2y f(x y) f (x y) ,= + + −  

για κάθε x,y .  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14848 

ΛΥΣΗ (Νίκος Ζανταρίδης) Έχουμε 

f(4xy) 2y(f(x y) f(x y)) (1)= + + −  

Από την (1) για y 0=  προκύπτει ότι f (0) 0=  

Από την (1) για x 0=  έχουμε ότι για κάθε y R  

ισχύει: 

f(0) 2y(f(y) f( y))= + −  

και επειδή f (0) 0=  άρα: 

2y(f(y) f( y)) 0+ − =  

οπότε για κάθε y 0  ισχύει: 

f(y) f( y) 0 f( y) f(y)+ − =  − =−  

και επειδή f (0) 0=  συμπεραίνουμε ότι ισχύει: 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=6245
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=6245
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?t=330377
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?t=330377
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14848
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14848
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f( y) f(y), y R (2)− =−    

Από την (1) θέτοντας όπου x  το 
x y

2

+
και όπου y  το 

x y

2

−
 έχουμε ότι για κάθε x,y R  ισχύει: 

2 2f (x y ) (x y)(f (x) f (y)) (3)− = − +  

Από την (3) θέτοντας όπου y  το y−  έχουμε 

ότι για κάθε x,y R  ισχύει: 

2 2f (x y ) (x y)(f (x) f ( y))− = + + −  

και λόγω της (2) συνεπάγεται η 

2 2f (x y ) (x y)(f (x) f (y)) (4)− = + −  

Από τις (3) και (4) έχουμε ότι για κάθε x,y R  

ισχύει: 

(x y)(f(x) f(y)) (x y)(f(x) f(y))− + = + −  

2yf(x) 2xf(y) yf(x) xf(y) (5)=  =  

Από την (5) για y 2011=  έχουμε ότι για κάθε x R  

ισχύει: 

2011f(x) xf(2011)=  

η οποία επειδή f(2011) 2011=  δίνει τελικά την  

2011f(x) 2011x f(x) x=  =  

Άρα: f(x) x, x R=   (ικανοποιεί την υπόθεση). 

ΑΣΚΗΣΗ    69. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : + +→  

τέτοιες ώστε  

f(xf(y)) f(xy) x,= +  

για κάθε x,y + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14888 

ΛΥΣΗ (Παναγιώτης Λώλας) Για x 1= , έχουμε  

f(f(y)) f(y) 1= + . (1) 

Για x το f(x) ,  

f(f(x)f(y)) f(x) f(yf(x)) f(x) y f(xy)= + = + +  

Αλλάζοντας θέση στους x,y έχουμε  

f(f(x)f(y)) f(y) x f(xy)= + +  

άρα  

f(x) y f(xy) f(y) x f(xy)+ + = + +  

οπότε  

f(x) x f(y) y− = −  

άρα  

f(x) x c= + . 

Από την (1) βρίσκουμε  

f(x) x 1= +  

ΑΣΚΗΣΗ    70. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε  

( )
22f (x xy f(y)) f (x) xf (y) y,+ + = + +  

για κάθε x,y .  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14917 

ΛΥΣΗ (Παναγιώτης Λώλας) Για x 0=  παίρνουμε  

2f (f (y)) y f (0)= + . 

Άρα η f είναι 1-1 και επί. 

Υπάρχει, λοιπόν, (μοναδικό) t με f(t) 0= . 

Για x y t= =  έχουμε  

2f (2t ) t= , άρα 2f (f (2t )) 0= ,  

άρα 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14888
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14888
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14917
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14917
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2 22t f (0) 0+ = , άρα t f(0) 0= = . 

Επομένως f(f(x)) x= , και -για y 0= - 2 2f (x ) f (x)=  

Για x y= −  έχουμε  

2f (f (y)) f ( y) yf (y) y= − − + , 

άρα  

2 2 2yf(y) f ( y) f (y ) f (y)= − = = . 

Αν ο y δεν είναι μηδέν ο f(y) δεν είναι μηδέν, άρα 

f(y) y=  για y διάφορο του 0. 

Τελικά f(y) y=  για κάθε πραγματικό αριθμό y. 

ΛΥΣΗ 2 (Σπύρος Καπελλίδης)  

Η (1) για x 0= :  

2f (f (y)) y f (0), y= +    (2) 

Συνεπώς η f  είναι 1-1 και επί. 

Έστω 0y   με 0f (y ) 0= . 

Η (1) για 0x y y= = :  

2 2
0 0 0 0f (2y ) y f (f (2y )) f (y ) 0=  = =   

2 2
0f (0) 2y 0 f(0) 0+ =  =  

Άρα η (2) γίνεται  

f(f(y)) y, y=    (3) 

Η (1) για y x= −  δίνει  

2f (f ( x)) f (x) xf ( x) x− = + − −   

2x f (x) xf ( x) x− = + − −   

2f (x) xf ( x), x=− −    (4) 

Η (1) για y 0= :  

2 2 2 2f (x ) f (x) f (x) f ( x), x=  = −   . 

Συνεπώς η (4) γράφεται:  

2 2f ( x) xf ( x) f (x) xf (x), x− =− −  =    (5) 

(5) f(x) x, x 0 =   . 

Συνεπώς f(x) x, x=   , που αληθεύει την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    71. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε  

1 1
f (x xy f (y)) f (x) f (y) ,

2 2

  
+ + = + +  

  
 

για κάθε x,y . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14935 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βλάχος) Εύκολα προκύπτει ότι δεν 

υπάρχει σταθερή συνάρτηση που να ικανοποιεί τη 

δοθείσα σχέση. 

Για y 1=−  παίρνουμε ότι  

1 1
f(f ( 1)) (f (x) )(f ( 1) )

2 2
− = + − + , 

άρα 
1

f ( 1)
2

− =−  

Έστω 
1

f (a)
2

=− . Αφού η f  δεν είναι σταθερή και  

f(x ax f(a)) 0+ + = , x ax 0+ =  

για κάθε x , οπότε a 1=− . 

Έστω τώρα  

f(k) f(l) 0= = . 

Για y 1=  και κατάλληλα 1 2x ,x  παίρνουμε  

1 1

1 1 1
(f (x ) )(f (1) ) 0,f (x )

2 2 2
+ + = =−  

και ομοίως 2

1
f(x )

2
=− , άρα 1 2x x=  και k l=  

Για x 1= −  παίρνουμε  

f(f(y) y 1) 0− − =  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14935
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14935
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για κάθε y. Αλλά αποδείξαμε ότι η f  έχει μία το πολύ 

ρίζα οπότε f(y) y 1 c= + +  για κάποια σταθερά c . 

Κάνοντας πράξεις βρίσκουμε ότι  

1
f(x) x

2
= + . 

ΑΣΚΗΣΗ    72. 

Θεωρούμε συνάρτηση f : →  τέτοια ώστε  

f (x y) sinx siny 2+ + +  , 

για κάθε x,y .  

α) Να δείξετε ότι f (x) 1 cosx, +  για κάθε x .  

β) Βρείτε παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης για την 

οποία f(x) 0, x ( , ).   −   

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14934 

ΛΥΣΗ (Παύλος Μαραγκουδάκης) α) Αν θέσουμε 

όπου x το x
2


−  και όπου y το 

2


 

προκύπτει ότι  

f (x) cosx 1 2− +   

οπότε και  

f(x) cosx 1 2− +  . 

Άρα f(x) 1 cosx + . 

Αν θέσουμε όπου x το x
2


+  και όπου y το 

2


−  

προκύπτει ότι  

f (x) cosx 1 2+ −   

οπότε και  

f(x) cosx 1 2− − +  . 

Άρα f(x) 1 cosx− − . 

Άρα f (x) 1 cosx + . 

β) Νομίζω πως ένα τέτοιο παράδειγμα είναι η 

1 cosx
f(x) .

2

+
=  

Είναι  

1 cos(x y)
sinx siny

2

+ +
+ + =  

2 x y x y x y
cos 2sin cos

2 2 2

+ + −
+   

2 x y x y
cos 2 sin

2 2

+ +
 + =  

2x y
2 (1 sin ) 2

2

+
= − −   

ΑΣΚΗΣΗ    73. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε  

2f(x) f(x y) f(x 2y),= + + +  

για κάθε x , y 0.   

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=14981 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βλάχος) Η f  ικανοποιεί τη σχέση αν 

και μόνο αν η f c+  ικανοποιεί τη σχέση για κάποια 

σταθερά c . Άρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

f (0) 0= . 

Για x a,y a 0,=− =   

2f( a) f(a)− =  

Για x 2a,y a 0,=− =   

f (a)
2f ( 2a) f ( a)

2
− = − =  

Άρα και  

f (a)
2f( 2a) f (2a)

2
= − =  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14934
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14934
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14981
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14981
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Στην αρχική σχέση για x 0,y a 0= =   παίρνουμε  

f (a) 3f(a)
0 f(a) f (2a) f (a)

2 2
= + = + = . 

Άρα η f  είναι 0  στους θετικούς και άρα και στους 

αρνητικούς. Συνεπώς, οι συναρτήσεις που ικανοποιούν 

τη σχέση είναι όλες οι σταθερές. 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

8&t=462017 

ΑΣΚΗΣΗ    74. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε  

3 3 2 2f (x y ) xf (x) yf (y),+ = +  

για κάθε x,y . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμοςhttps://www.mathematica.gr/forum/viewtop

ic.php?f=111&t=14983 

ΛΥΣΗ (Ροδόλφος Μπόρης) Για  y 0=  έχουμε  

3 2f (x ) xf (x)=  

άρα f(1) 0,1=  και  

3 3 3 3f (x y ) f (x ) f (y )+ = +  

και επειδή το 3x  μπορεί να είναι οποιοσδήποτε 

πραγματικός  η f είναι Cauchy 

αν f(1) 1=  

3 2 2f ((x 1) ) (x 1)f (x 1) (x 1)(f (x) 1)+ = + + = + +    [1] 

3 3 2f ((x 1) ) f (x 3x 3x 1)+ = + + + =  

2 2xf (x) 3f(x ) 3f (x) 1= + + +   [2] 

3 2 2f ((x 1) ) (x 1)f (x 1) (x 1)(f (x) 1)− = − − = − −     [3] 

3 3 2f ((x 1) ) f (x 3x 3x 1)− = − + − =  

2 2xf (x) 3f (x ) 3f (x) 1− + −       [4] 

3 3 2 2f ((x 1) ) (x 1) ) f (6x 2) 6f(x ) 2− − − = + = + =  

2 2(x 1)(f (x) 1) (x 1)(f (x) 1)+ + − − −   [5] 

από την  

2 2 26f(x ) 2 (x 1)(f (x) 1) (x 1)(f (x) 1)+ = + + − − −  

βρίσκουμε το 2f (x )  και το αντικαθιστούμε στην 

εξίσωση  

[1]=[2] που δίνει f(x) x= , δεκτή 

αν f(1) 0=  με αντίστοιχο τρόπο βρίσκουμε f(x) 0=  

δεκτή. 

 

ΑΣΚΗΣΗ    75. 

Δίνεται συνάρτηση f : →  τέτοια ώστε  

f(x sinx) x f(x) sinf(x),+   +  

για κάθε x .  Να λυθεί η ανίσωση  

f(x) x.  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=15025 

ΛΥΣΗ (Βασίλης Μαυροφρύδης) Έστω η συνάρτηση 

( )g x x sinx,x R= +   

με 

( )g x 1 cosx 0,x R = −    

Επειδή η ισότητα ισχύει σε μεμονωμένα σημεία η g 

είναι γνησίως αύξουσα στους πραγματικούς και ως 

γνήσια μονότονη θα είναι 1-1, άρα και αντιστρέψιμη. 

Με ΚΠ μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι  

x

1
lim sin x 0

x→

 
 = 

 
 

(μηδενική επί φραγμένη) 

http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=38&t=462017
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=38&t=462017
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14983
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=14983
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=15025
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Για το σύνολο τιμών της g που είναι ταυτόχρονα και 

πεδίο ορισμού της αντίστροφης έχουμε 

( ) ( )
x x

1
lim g x lim x 1 sinx 1 0

x→+ →+

  
= +  = + + = +  

  
 

( ) ( )
x x

1
lim g x lim x 1 sinx 1 0

x→− →+

  
= +  = − + = −  

  
 

θα είναι λοιπόν  

( ) ( ) ( )( )
x x

g R lim g x , lim g x R
→− →+

= =  

Εξ υποθέσεως έχουμε  

f(t sint) t f(t) sinf(t)+   +   

( )( ) ( )( )f g t t g f t   

Για ( )1t g x ,x R:−=   

λαμβάνουμε 

( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1f g g x g x g f g x− − −    

( ) ( ) ( )( )( )1 1f x g x g f g x− −   

Άρα για κάθε πραγματικό αριθμό x   έχουμε  

( ) ( )1f x g x−  

Για κάθε πραγματικό αριθμό x  επίσης έχουμε 

( )( ) ( )( )
g

1x f(x) sinf(x) g g x g f x


− +     

( ) ( )1g x f x , x R−     

Συνεπώς  

( ) ( )1g x f x , x R− =    

Για την ανίσωση έχουμε 

( ) ( ) ( )( ) ( )
g

1 1f x x g x x g g x g x


− −       

x x sinx sinx 0 +     

( )x 2k 1 ,2k ,k Z  −     . 

ΑΣΚΗΣΗ    76. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις 

f : →  τέτοιες ώστε  

2 2x f(x) f (x ),=  

για κάθε x .  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=15026 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βλάχος) Προφανώς η f  είναι άρτια. 

Για τυχαίο x 0  έχουμε  

1
2 2 2 2f (x ) x f (x) x xf (x )= =  

και με επαγωγή  

i i 12 2 2f(x ) x f(x )
−

=  

για i  από 1 μέχρι n  όπου n  θετικός ακέραιος. 

Παίρνοντας το n  να τείνει στο άπειρο και 

χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της f  και ότι 

1 1
1 ... 2

2 4
+ + + =  παίρνουμε  

2 4f (x ) x f (1)= . 

Άρα αφού η f  είναι άρτια 2f (x) ax=  για κάθε x . 

ΑΣΚΗΣΗ    77. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις 
* *f : +→ +  τέτοιες ώστε  

(1 yf(x))(1 yf(x y) 1,+ − + =  

για κάθε *x,y + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=15027 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ροδόπουλος) Έχουμε  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=15026
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=15026
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=56&t=15027
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[1 yf(x)][1 yf(x y)] 1+ − + = για κάθε x,y 0 (1)  

και  

f(x) 0 για κάθε x 0 (2)  

H 1

1
f (x)

x
= , x 0  είναι μια από τις συναρτήσεις που 

αναζητούμε (η εύρεση της θα φανεί πιο κάτω) 

Εξετάζουμε αν υπάρχουν και άλλες συναρτήσεις 

διαφορετικές της 1

1
f (x)

x
= , x 0  που ικανοποιούν 

την (1) για κάθε x,y 0  

1
(1) 1 yf (x y)

1 yf (x)
 − + = 

+
 

1
yf (x y) 1

1 yf (x)
+ = − 

+
 

yf (x)
yf (x y)

1 yf (x)
+ = 

+
 

f (x)
f (x y)

1 yf (x)
+ =

+
 

Έτσι για τυχαίο σταθερό θετικό x βρίσκουμε  

y 0
lim f(x y) f(x) (3)

+→
+ =  

(Εδώ μπορεί να αποδειχθεί και η συνέχεια της f ) 

Με εναλλαγή των x,y  από την (1) παίρνουμε για 

κάθε x,y 0  

[1 xf(y)][1 xf(x y)] 1+ − + =  

1
1 xf (y)

1 xf (x y)
+ = 

− +
 

1
xf (y) 1

1 xf (x y)
= − 

− +
 

xf (x y)
xf (y)

1 xf (x y)

+
= 

− +
 

f (x y)
f (y) (4)

1 xf (x y)

+
=

− +
 

y 0

f (x)
(3) (4) lim f (y) c R

1 xf (x)+

+

→
  = = 

−
 , 

αυτό προκύπτει από τον συνδυασμό των παρακάτω 

(i) μοναδικότητα ορίου 

(ii) υπάρχει x > 0 ώστε 1 xf(x) 0−   αφού 

διαφορετικά θα ήταν 
1

f(x)
x

=  για κάθε x > 0 , άτοπο 

(iii) αν ήταν 
y 0
lim f(y) 0

+→
  τότε η f θα έπαιρνε και 

αρνητικές τιμές κοντά στο 0 , άτοπο. 

Συνεπώς έχουμε δείξει ότι για κάθε  x > 0 ισχύει  

f (x) c
c f (x) ,c 0

1 xf (x) 1 cx
=  = 

− +
 

Βρίσκουμε ότι και οι παραπάνω συναρτήσεις 

ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες. 

Μια άλλη λύση:  

http://www.artofproblemsolving.com/Foru ... 

6&t=425950 

ΑΣΚΗΣΗ    78. 

Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις f : →  

τέτοιες ώστε  

( )2 2 2f (x y) f (x) 2xf (y) y ,− = − +  

για κάθε x,y .  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=111&t=15276 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καπελλίδης) Θέτοντας x y 0= =  

έχουμε  

2f (0) f (0) f (0) 0 f (0) 1=  =  =  

Αν f(0) 1= , τότε θέτοντας όπου x 0=  έχουμε  

2 2f (y ) 1 y , y= +    

Έτσι x 0   έχουμε f(x) 1 x= +  και 

http://www.artofproblemsolving.com/Foru%20...%206&t=425950
http://www.artofproblemsolving.com/Foru%20...%206&t=425950
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=15276
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=111&t=15276
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2 2 2x 0 f(4x ) f (x) 2xf( x) x  = − − +   

2 2 21 4x (1 x) 2xf( x) x+ = + − − +   

22x 2x 2xf( x)= − −  f( x) 1 x− = −  

Δηλαδή  

f(x) 1 x, x= +    

Αν f (0) 0= , τότε θέτοντας x y=  έχουμε 

2(f (x) x) 0 f (x) x, x− =  =   . 

ΑΣΚΗΣΗ    79. 

Να βρεθούν όλες οι διαφορίσιμες συναρτήσεις 

f : →  τέτοιες ώστε 

f(f(f(x))) f(x) 0=   

για κάθε x . 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=59&t=13862 

ΛΥΣΗ (Σπύρος Καπελλίδης) Όλες οι σταθερές 

συναρτήσεις με μη αρνητική τιμή είναι λύσεις του 

προβλήματος. 

Θα δείξουμε ότι δεν υπάρχουν άλλες λύσεις 

Αν η f  δεν είναι σταθερή, τότε f( ) I=  = μη 

τετριμμένο διάστημα. 

Η δοθείσα δίνει  

f(f(y)) y, y I=    (1) 

Από την (1) εύκολα προκύπτει: 

Πρώτον: ότι η f  είναι 1-1 στο I , άρα και γνησίως 

μονότονη σ'αυτό και  

Δεύτερον: f(I) I=  

Επίσης, αν παραγωγίσουμε την (1) κατά μέλη 

προκύπτει  

f '(y)f '(f(y)) 1, y I=    

f '(y) 0, y I     (2) 

Αν η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο I , τότε από το 

δεδομένο f(x) 0, x    προκύπτει ότι 

το I  είναι ένα διάστημα με άκρα τους μη αρνητικούς 

αριθμούς a,b  με a b . Τότε από την φθίνουσα και τη 

συνέχεια  

f (a) f (a ) b f (b) f (b ) a+ −= =  = = , 

άρα το f(a)  είναι το μέγιστο της f  και a I , άρα 

f (a) 0 = , άτοπο, από την (2). 

Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα στο I , τότε εύκολα 

αποδεικνύεται ότι f(x) x, x I=    

Αν a  είναι το αριστερό άκρο του I  (προφανώς 

υπάρχει τέτοιο), τότε 

f (a) f (a ) a+= = , 

άρα το f(a)  είναι το ελάχιστο της f  και a I , άρα 

f (a) 0 = , άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    80. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f :[0, ) [0, )+ → +  

με 

2 2f (x x) x f (x) f (x), x 0+   +    

                                                    Christinel Mortici 

Προτείνει: Σπύρος Καπελλίδης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=109&t=15508 

ΛΥΣΗ (Στράτης Αντωνέας) Θεωρούμε τη συνάρτηση 

g:[0, ) [0, )+ → +  με 2g(x) x x,= +  η οποία είναι 

γνησίως αύξουσα, άρα 1-1 και επί. 

Επομένως, η g  αντιστρέφεται και 

1g :[0, ) [0, ),− + → +  γνησίως αύξουσα και αυτή. 

Η δοθείσα σχέση γράφεται:  

f(g(x) x g(f(x)),   για κάθε x 0.  

Για κάθε x 0  είναι  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=59&t=13862
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=59&t=13862
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15508
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15508
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1 1x g(f (x)) g (x) g (g(f (x)))− −     

1g (x) f (x) (1)−   

Για κάθε x 0  το 1g (x) [0, ),−  +  οπότε  

1 1 1f (g(g (x))) g (x) f (x) g (x) (2)− − −    

Από (1) , (2)  έχουμε 1f (x) g (x),−=  για κάθε x 0.  

Εύκολα βρίσκουμε ότι  

1 4x 1 1
f(x) g (x) , x 0,

2

− + −
= =   

η οποία επαληθεύει τη δεδομένη σχέση. 

ΑΣΚΗΣΗ    81. 

Να προσδιορίσετε όλες τις παραγωγίσιμες 

συναρτήσεις f : →  τέτοιες ώστε  

f (x) f (y)
max{f (x),f (y)},

x y

 −


−
 

για κάθε x,y , x y.   

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=56&t=15782 

ΛΥΣΗ (Νίκος Ζανταρίδης) Έστω  

f (x) f ( )
,   x

g(x) ( R)x

f ( ) , x

− 


= −
   =

 

Είναι:  

( ) ( )
x x

f (x) f ( )
limg(x) lim f g

x→ →

− 
= =  = 

−
 

οπότε η g  είναι συνεχής στο   

Η gείναι παραγωγίσιμη στο  R −   με  

2

f (x)(x ) (f (x) f ( ))
g (x)

(x )

 − − − 
 = =

−
 

1 f (x) f ( )
f (x)

x x

−  
 − 

− − 
 

Είναι όμως:  

 
f (x) f ( )

max f (x),f ( ) f (x), x
x

− 
      

−
 

οπότε:  

f (x) f ( )
f (x) 0, x

x

− 
 −   

−
 

Επομένως: 

1) g (x) 0 , x

2) g (x) 0 , x

   


   
 

και επειδή η g  είναι συνεχής στο   έπεται ότι η g  

παρουσιάζει στο   μέγιστο.  

Επομένως για κάθε x R  ισχύει: g(x) g( )   

Άρα ισχύει: 

f (x) f ( )
f ( ), x

x

− 
   

−
 

Είναι όμως: 

 
f (x) f ( )

max f (x),f ( ) f ( ), x
x

− 
       

−
 

Άρα για κάθε x  ισχύει:  

( )
f (x) f ( )

f
x

− 
=  

−
 

f (x) f ( )(x ) f ( ) (1)=  − +   

Η (1) ισχύει και για x= , άρα: 

f (x) f ( )(x ) f (a), x R=  − +    

Δηλαδή:  

f(x) x , x R= +   

όπου , R   οποιεσδήποτε σταθερές που ικανοποιεί 

την υπόθεση. 
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ΑΣΚΗΣΗ    82. 

Υπάρχει γνησίως αύξουσα συνάρτηση  f : →  

τέτοια ώστε  

f '(x) f(f(x))=  για κάθε x ; 

                                                  Putnam 2010 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=59&t=15902  

ΛΥΣΗ  (Βαγγέλης Μουρούκος) 

Παρατηρούμε ότι: 

•  Η f '  είναι γνησίως αύξουσα (γιατί η f  είναι 

γνησίως αύξουσα). 

•  Ισχύει ( )f ' x 0  για κάθε x . Πράγματι, αν για 

κάποιο 0x   είχαμε ότι ( )0f ' x 0 , τότε για 0x x  

θα είχαμε ότι ( ) ( )0f ' x f ' x 0  , πράγμα άτοπο. 

•  Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με  

( ) ( )( ) ( )f '' x f ' f x f ' x=  

για κάθε x . Άρα, η f ''  είναι γνησίως αύξουσα στο 

.  

•  Εφόσον η f '  είναι κυρτή και γνησίως αύξουσα στο 

,  θα ισχύει ( )
x
lim f ' x
→+

=+ . Επομένως, υπάρχει 

M 0  τέτοιος, ώστε για x M  να ισχύει ( )f ' x 2 . 

Έχουμε τώρα ότι για κάθε x M  ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

M M

f ' t dt 2dt f x f M 2 x M  −  −  . 

Άρα, υπάρχει N M  τέτοιος, ώστε ( )f x x 2 +  για 

κάθε x N.  

•  Έστω τυχαίο, αλλά σταθεροποιημένο x N.  

Εφαρμόζουμε το Θεώρημα Μέσης Τιμής για την f  

στο διάστημα ( )x,f x ,    οπότε υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )( )x,f x  τέτοιο, ώστε: 

( )
( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

f f x f x f ' x f x
f '

f x x f x x

− −
 = =

− −
 

Αλλά  

( ) ( )f ' f ' x  , 

οπότε 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f ' x f x f ' x f x x 2f ' x−  −   

δηλαδή 

( ) ( )f ' x f x x 2 0− − −   

πράγμα άτοπο. 

Ώστε, δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση f.  
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