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Μπορεί να αναπαραχθεί και να διανεμηθεί ελεύθερα. 
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                                       Συντακτική Επιτροπή 
      Γιώργος Απόκης                                          Νίκος Μαυρογιάννης 
 
      Φωτεινή Καλδή                                           Σπύρος Καρδαμίτσης 
 
      Χρήστος Κυριαζής                                      Ροδόλφος Μπόρης 
 
      Χρήστος Τσιφάκης 
 

Εικοσιδωδεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

                                          
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 
πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 
πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 
Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 
τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα 
από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί 
να έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - 
οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 
των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των (0,0,±ϕ), 
1 1

, ,
2 2 2

 +  
   

 
, όπου ϕ ο χρυσός λόγος 

1 5

2

+
 ενώ το δυαδικό του πολύεδρο 

είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 
Πηγή: http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 
                                                                                                      Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 

 

Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους έγινε από τον Χρήστο Τσιφάκη 
Η φιλοτέχνηση του εξώφυλλου έγινε από τον Μιχάλη Νάννο 
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ΣΥΛΛΟΓΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΣΤΗΝ 

ΑΛΓΕΒΡΑ Α ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1. 

Έστω ,x y  τέτοιοι ώστε  

2 2
1+ =x y . 

Να δειχθεί ότι: 

4 2 4 2
4 4

1
9 9

+ +
+ =

x y y x
 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς  

 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=72053 

 

ΛΥΣΗ 

(Νίκος Φραγκάκης)  

Θέτω, cos sin= =x t y t   κι έτσι,  

( )
4 2

2
2 24 1

1 sin 4 sin
9 3

+
= = − + =

x y
A t t

( ) ( )
2

2 21 1
1 sin 1 sin

3 3
+ = +t t . 

Ομοίως: 

( )
2 4

24 1
1 sin

9 3

+
= = +

x y
B t  

και άρα:  

( )2 21
1 1 cos sin 1

3
+ = + + + =A B t t  

2η ΛΥΣΗ  

(kfd) 

( )
2

4 2 2 4
1 1 2= − = − +  x  

( )
2

4 2 2
4 1+ = + x  

Το 1ο ριζικό της αποδεικτέας 

( )
2

2 21 1

9 3

+ +
=

 
 

και όμοια το 2ο 

( )
2

2 21 1

9 3

+ +
=

x x
 

απ' όπου με πρόσθεση κατά μέλη 

προκύπτει το ζητούμενο. 

3η ΛΥΣΗ  

(Μιχάλης Τσουρακάκης) 

4 2 4 2
4 4

9 9

x y y x+ +
+ =

4 2 2 2 4 2 2 2
4 ( ) 4 ( )

9 9

+ + + +
+ =

x y x y y x x y
 

2 2 2 2 2 2
( 2 ) ( 2 )

9 9

+ +
+ =

x y y x
 

2 2 2 2 2 2
2 2 3( )

1
3 3

+ + + +
= =

x y y x x y
 

ΑΣΚΗΣΗ 2. 

Δίνεται η παράσταση  

2 2 2
( ) ( ) 4( ) 4xxx = + − + + +      

όπου α, β ,γ  ακέραιοι με 

0α  , 0β   και 0 . Αν το 1 είναι 

ρίζα της παράστασης ( )Λ x  να βρεθούν 

οι αριθμοί α, β  και γ . 

 

Προτείνει: aggeliki260807  

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=71829 

ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου)  

Θέτοντας 1x =  στην συνάρτηση 

παίρνουμε 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=72053
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=72053
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71829
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71829
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2 2
( ) 4( ) 4 0a b a b c+ − + + + = , 

ισοδύναμα  

2 2
( 2) 0a b c+ − + = . 

Άρα 2, 0a b c+ = = .  

Και επειδή α, β  θετικοί φυσικοί, είναι 

1a b= = . Με άλλα λόγια, το 

πολυώνυμο είναι το  

2 2
4 8 4 4( 1)x x x− + = − . 

ΑΣΚΗΣΗ 3. 

Αν:  

3 3
12x y− =  και 2 2

4x y− = ,  

υπολογίστε το  

2
x

y
x y

+
+

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=71493 

ΛΥΣΗ 

(gb1234) 

Είναι   

3 3
12x y− =   

2 2
( )( ) 12x y x xy y− + + =       (1) . 

Επίσης,  

2 2
4 ( )( ) 4x y x y x y− =  − + =   

4
( )x y

x y
− =

+
 

(Η διαίρεση με ( )x y+  είναι επιτρεπτή 

αφού αν x y= −  οι σχέσεις τις 

εκφώνησης δεν επαληθεύονται). Με 

αντικατάσταση της τελευταίας στην  

(1) , εύκολα λαμβάνουμε:  

2 2 2

4 12 4 ( ) 12
x xy y x

y
x y x y

+ +
 =   + =

+ +
 

2

3
x

y
x y

 + =
+

 

ΑΣΚΗΣΗ 4. 

Να βρεθούν όλοι οι φυσικοί αριθμοί 

,m n  που είναι λύσεις της εξίσωσης: 

2
5 2 (10 3 )n n m n m− + = −  

 

Προτείνει: Δημήτρης Ιωάννου 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=71282 

ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου)  

Αφού 10 3 0n−  , σημαίνει ότι ο m  

είναι ρητός (φαίνεται αμέσως αν 

διαιρέσω με το 10 3n− ). Άρα 2
m M=  

για κάποιο φυσικό M .  

H εξίσωση τότε γίνεται   

2 2
5 2 (10 3 )n n M n M− + = −  

ισοδύναμα 

 
2

(3 5) 2 ( 5) 0n M n M M+ − + − =  

ή αλλιώς  

( 2 )( 5 ) 0n M n M+ − + = . 

Άρα 2n M= −  ή 5n M= − . 

Με άλλα λόγια οι ρίζες είναι 
2

( , ) ( 2 , )n m M M= −  και οι 

2
( , ) (5 , )n m M M= − . Από αυτές 

κρατάμε μόνο τα ζεύγη φυσικών, που 

είναι τα  (0,0),(5,0),(4,1),(3, 4),  

(2,9),(1,16),(0,25) . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71493
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71493
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71282
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=71282
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ΑΣΚΗΣΗ 5. 

Να απλοποιήσετε το κλάσμα 

 
10 4 2 58 4 2

58 4 2 10 4 2

A
+ + −

=

− − +

 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=70716 

 

ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου)  

( )
2

10 4 2 58 4 2

(58 4 2 ) (10 4 2 )
A

+ + −

= =
− − +

 

68 2 548 192 2

48 8 2

+ +
=

−
 

68 4 137 48 2 17 137 48 2

48 8 2 12 2 2

+ + + +
= =

− −
 

17 (3 8 2 ) 20 8 2

12 2 2 12 2 2

+ + +
= =

− −
 

10 4 2 (10 4 2 )(6 2 )

36 26 2

+ + +
= =

−−
 

68 34 2
2 2

34

+
= +  

ΑΣΚΗΣΗ 6. 

Βρείτε όλα τα ζεύγη πραγματικών 

αριθμών ( , )a b  που ικανοποιούν την  

2 2
a b ab+ =  

 

Προτείνει: mick7 

 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=70233 

ΛΥΣΗ 

(Λάμπρος Μπαλός)  
2 2

2 2 2 + =a b ab  

2 2 2
( ) 0a a b b+ − + =  

από όπου προκύπτει ότι 0a b= = . 

ΑΣΚΗΣΗ 7. 

Έστω η συνάρτηση :f
+
→  . 

Να λυθεί η εξίσωση: 

( ) ( )x f x xf x+ =  . 

 

Προτείνει: User#0000  

 Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=69457 

ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου)  

Για δοθείσα  :f
+
→ , όποια και αν 

είναι αυτή, αποκλείεται η 1x =  να 

είναι ρίζα (άμεσο με αντικατάσταση). 

Ψάχνουμε λοιπόν αν θα μπορούσε 

κάποιος άλλος θετικός φυσικός 

αριθμός n , διάφορος του 1 , να είναι 

ρίζα. Θα ήταν τότε  

( ) ( )n f n nf n+ =  ,  

άρα 

1
( ) 1

1
f n

n
= +

−
 . 

Επειδή όμως το σύνολο αφίξεως είναι 

οι ακέραιοι, πρέπει 1 1n − = , δηλαδή 

2n = . Πίσω στην εξίσωση, δίνει 

(2) 2f = . 

Με άλλα λόγια αν η αρχική δοθείσα 

συνάρτηση ικανοποιεί (2) 2f =  τότε η 

2x =  είναι η μοναδική ρίζα της 

εξίσωσης. Αν πάλι η δοθείσα 

συνάρτηση ικανοποιεί (2) 2f  , τότε 

η εξίσωση είναι αδύνατη. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=70716
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=70716
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=70233
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=70233
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2η ΛΥΣΗ 

(User#0000) 

Αν  

( ) 0 0f x x=  =  

η εξίσωση είναι αδύνατη. 

Για να ικανοποιείται η εξίσωση 

ψάχνουμε λύση με ( ) 0f x   . 

1 1
( ) ( ) 1

( )
x f x xf x

f x x
+ =  + =   

1 1 1
1 0 1 0

( )x f x x
− =   −    

1 1
1 0 1 2

2
x x x

x
−          

1 1 1 1
1

2 2x x
−  −  −    

1 1 1
0 0

( ) 2 ( )f x f x
    . 

Για να ικανοποιείται η εξίσωση 

ψάχνουμε λύση με  

( ) 0 ( ) 1f x f x    

Επίσης πρέπει να ισχύει ότι: 

1 1
( ) 2

( ) 2
f x

f x
    . 

Οι πιθανές τιμές του ( )f x , ώστε να 

ικανοποιείται η εξίσωση είναι το 1  και 

το 2  . 

Αν  

( ) 1 1f x x x=  + =  

η εξίσωση είναι αδύνατη. 

Αν  

( ) 2 2 2 2f x x x x=  + =  =  . 

Οπότε τελικά, η εξίσωση έχει μια 

μοναδική λύση 2x = , όταν 

ικανοποιείται η συνθήκη (2) 2f = , 

ενώ αν δεν ικανοποιείται η συνθήκη 

(2) 2f = , τότε η εξίσωση δεν έχει 

λύση. 

ΑΣΚΗΣΗ 8. 

Να λύσετε την εξίσωση: 

1 1
1x x

x x
= − + −  

 

Προτείνει:  Μιχάλης Νάννος 

 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=67899 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Βισβίκης)  

Για 1,x   
2 2

1 1
1x x

x x

   
− − = −       

   

 

2 1
1 2 1x x x

x
+ − − =   

2 1
1 2 1x x x

x
− + = −   

2 2 2
( 1) 4 4x x x x− + = −   

4 3 2
2 2 1 0x x x x− − + + =   

1
2 2

( 1) 0
x

x x


− − = 
5 1

2
x

+
= =   

2η ΛΥΣΗ 

(Χρήστος Τσιφάκης)  

Ονομάζουμε την αρχική σχέση (1)  

Για 1x   πολλαπλασιάζουμε με την 

συζυγή των ριζικών και έχουμε: 

1 1
1x x

x x
= − + −   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=67899
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=67899
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1 1
1 1x x x

x x

 
 − − − = −   
 

 

1 1 1
1 1 (2)x

x x x
− − − = −  

Προσθέτουμε κατά μέλη τις ( ) ( )1 , 2  

και έχουμε 

1 1
2 1x x

x x
− = − +  

Αν θέσουμε τώρα 
1

x y
x

− =  

προκύπτει  

2
2 1 0 1y y y− + =  =  

Άρα  

1 1
1 1x x

x x
− =  − =   

2 1 5
1 0

2
x x x

+
− − =  = =   

ΑΣΚΗΣΗ 9. 

Να βρείτε την ελάχιστη ακέραια τιμή 

της παραμέτρου a , για την οποία η 

εξίσωση 

7

2

x
a

x

−
=

−
 

έχει ακριβώς τέσσερεις ρίζες. 

 

Προτείνει: Αλ. Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=68351 

ΛΥΣΗ 

(Μανώλης Πετράκης)  

Προφανώς a  

•Αν 0a =  τότε  

7 | | 0 7x x− =  =   

( 2  ρίζες) 

•Αν 1a =  τότε  

9
7 | | | | 2

2
x x x− = −  =   

ή 

 7 | | 2 | |x x− = −  αδύνατο ( 2  ρίζες) 

•Αν 2a =  τότε  

11
7 | | 2(| | 2)

3
x x x− = −  =   

ή 

7 | | 2(2 | |) | | 3x x x− = −  = −  

αδύνατη ( 2  ρίζες) 

•Αν 3a =  τότε  

13
7 | | 3(| | 2)

4
x x x− = −  =   

ή 

1
7 | | 3(2 | |) | |

2
x x x− = −  = −  

αδύνατη ( 2  ρίζες) 

•Αν  4a =  τότε  

7 | | 4(| | 2) 3x x x− = −  =   

ή 

 
1

7 | | 4(2 | |)
3

x x x− = −  =   ( 4  ρίζες) 

Έτσι 4
min

a =  

2η ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Βισβίκης) 

Αρχικά, 0a   (Αν 0a   δεν έχει 

λύση, ενώ αν 0a =  έχει δύο ρίζες). 

Άρα,  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=68351
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=68351
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7 | |

| | 2

x
a

x

−
=

−
 (1)   ή 

7 | |

| | 2

x
a

x

−
= −

−
 (2)  

Η (1)  δίνει 
2 7

| | ,
1

a
x

a

+
=

+
 απ' όπου 

προκύπτουν δύο ρίζες (αφού 0a  ). 

H (2)  δίνει 
2 7

| | .
1

a
x

a

−
=

−
 Για να έχει 

και αυτή δύο ρίζες, πρέπει  

2 7 7
0

1 2

a
a

a

−
  

−
 ή 1a   

Για να έχουμε λοιπόν ακριβώς 

τέσσερις ρίζες πρέπει  

7
(0,1) ,

2
a

 
  + 

 
 

3η ΛΥΣΗ 

(Σταμάτης Γλάρος) 

Μια προσπάθεια με χρήση της 

δευτεροβάθμιας εξίσωσης . 

Κατ' αρχάς έχουμε περιορισμό 2x      

και 0a  . 

Είναι  

7

2

x
a

x

−
= 

−
 

| 7 | || || | 2 |x a x− = −       

( ) ( )
2 22

7 | | | | 2x a x− = −   

( )2 2 2 2
1 | | 2( 7) | | 4 49 0a x a x a− − − + − =   

(1) 

Θέτω | |x w= . 

Έχω:   

( )2 2 2 2
1 2( 7) 4 49 0a w a w a− − − + − =    

(2) 

Για να έχει η (1) τέσσερεις ρίζες θα 

πρέπει η (2) να έχει δύο ρίζες θετικές. 

Δηλαδή με χρήση τύπων Vieta πρέπει  

το άθροισμα S  και το γινόμενο P  των 

ριζών να είναι θετικά. 

Συνεπώς έχουμε  

2

2

4 49
0 0

1

a
P

a

−
   

−
 

(2 7)(2 7)( 1)( 1) 0a a a a− + − +   

και επειδή 0a   ισχύει  

7
(0,1) ,

2
a

 
  + 

 
. 

Επίσης  

2

2

2( 7)
0 0

1

a
S

a

−
   

−
 

2( 7 )(2 7 )( 1)( 1) 0a a a a− + − +   

και επειδή 0a   ισχύει   

( )(0,1) 7 ,a  + . 

Τελικά συναληθεύοντας έχουμε   

7
(0,1) ,

2
a

 
  + 

 
. 

ΑΣΚΗΣΗ 10. 

Να απλοποιήσετε την παράσταση  

3 2 2 3 2 2

2 3 2 3

A
− + +

=

+ − −

 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=67573 

ΛΥΣΗ 

(Filippos Athos)  

'Έχουμε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=67573
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=67573
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2 23 2 2 3 2 2
( )

2 3 2 3

A
− + +

=

+ − −

 

Κάνοντας τις πράξεις φτάνουμε στο:  

2 3 2 2 2 (3 2 2 )(3 2 2 ) 3 2 2

2 3 2 (2 3)(2 3) 2 3

A
− + − + + +

=

+ − + − + −

 

Χρησιμοποιώντας την γνωστή 

ταυτότητα  

2 2
( )( )a b a b a b− + = +  

Έχουμε  

2 2

2

2
2

6 2 3 (2 2) 6 2
4

4 2
4 2 2 3

+ − +
= = = 

−
− −

A

2=A  (Αφού A  θετικός) 

2η ΛΥΣΗ 

(Filippos Athos)  

Έχω άλλη μία λύση πάλι με την 

ταυτότητα  

2 2
( )( )a b a b a b− + = +  και 

2 2 2
2 ( )a ab b a b + =   

Ας θέσουμε  

3 2 2 , 3 2 2 ,a b= − = +  

2 3 , 2 3c d= + = −  

Έχουμε 2 2
6, 1a b ab+ = =  αφού όπως  

έγραψα στην προηγούμενη λύση μου  

(3 2 2 )(3 2 2 )− + =  

2 2
3 (2 2 ) 1 1− = =  

Όμοια  

2 2
4, 1c d cd+ = =  

Άρα  

2 2 2
8 2 ( ) 8a ab b a b a b= + + = +  + =  

και  

2 2 2
2 2 ( ) 2c cd d c d c d= − + = −  − =  

Οπότε  

8 8
4 2

22

a b
A

c d

+
= = = = =

−
 

3η ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου) 

Για όφελος των μαθητών μας, ας το 

δούμε και αλλιώς. To κάνω κάπως 

σχολαστικά. Σε όλες τις περιπτώσεις 

γίνεται χρήση του  

2 2 2
2 ( )a ab b a b + =  .  

Εδώ 

3 2 2 2 2 2 1− = − + =  

2
( 2 1) 2 1− = −  

Όμοια  

3 2 2 2 1+ = + , 

οπότε ο αριθμητής ισούται με  

( 2 1) ( 2 1) 2 2A = − + + = . 

Για τον παρονομαστή βολεύει να 

πολλαπλασιάσουμε (και αργότερα να 

διαιρέσουμε) με 2 . Έτσι  

2 2 3 4 2 3 3 2 3 1+ = + = + + =  

2
( 3 1) 3 1+ = +  

Όμοια  

2 2 3 3 1− = − , 

οπότε η διαφορά τους είναι 2B = .  

Τελικά το κλάσμα ισούται με  
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2 2 2 2
2

: 2 2 : 2 2

A

B
= = =  

4η ΛΥΣΗ 

(Κώστας Καλαϊτζόγλου) 

Οι προτεινόμενες λύσεις γεννούν την 

υποψία ότι η μετατροπή διπλών 

ριζικών σε απλά δεν περιλαμβάνονται 

στη σχολική διδακτέα ύλη σήμερα, σε 

αντίθεση με τη δεκαετία του 1960 ή 

νωρίτερα. Το #3 (Michalis_Lambrou) 

υποδεικνύει μια πρόσφορη 

παιδαγωγικά μέθοδο απλοποίησης των 

ριζικών αυτών βασισμένη στο 

τετράγωνο του διωνύμου, την οποία 

αναφέρει και ο Ν. Δ. Νικολάου στην 

Άλγεβρά του (έκδοση Α, 1932, και 

πιθανότατα στις επόμενες). 

Άλλα παλιά βιβλία Άλγεβρας (Γ. 

Παπανικολάου, σχολικό Ν. 

Σακελλαρίου) αποδεικνύουν ένα 

κάπως διαφορετικό (φαινομενικά) 

κανόνα, που λέει ότι ικανή και 

αναγκαία συνθήκη μετατροπής του  

A B+  

σε απλά ριζικά είναι η διαφορά  

2 2
A B G− =  

να είναι τέλειο τετράγωνο, δηλαδή της 

μορφής 2
G , 

και τότε  

2 2

A G A G
A B

+ −
+ = +  

όπου Α, Β, G ρητοί (πραγματικοί) 

αριθμοί, όλοι θετικοί. 

Εφαρμόζοντας λοιπόν τον κανόνα 

αυτό, έχουμε τα παρακάτω: 

1. 
3 1 3 1

3 2 2 2 1
2 2

+ −
− = − = − ,  

όπου 1G = . 

ομοίως  

3 2 2 2 1+ = + , 

οπότε  

3 2 2 3 2 2 2 2− + + =  

2. επίσης  

2 1 2 1 1
2 3 ( 6 2 )

2 2 2

+ −
+ = + = +  

όπου 1G = , και   

2 1 2 1 1
2 3 ( 6 2 )

2 2 2

+ −
− = − = −  

οπότε  

2 3 2 3 2+ − − =  

Από τα (1) και (2) προκύπτει με  

διαίρεση η τιμή 2 για την παράσταση 

προς απλοποίηση. 

To κριτήριο 2 2
A B G− =  βοηθάει να 

αντιληφθεί κάποιος άμεσα αν χωράει 

απλοποίηση του διπλού ριζικού.  

Το κριτήριο  2 2
A B G− =  (1) 

διαπιστώνει αν το ριζικό απλοποιείται, 

αλλά πιθανότατα ο μαθητής θα χάσει 

κάτι στη βαθμολογία αν εφαρμόσει 

απευθείας το αποτέλεσμα   

2 2

A G A G+ −
+ , 

διότι δεν περιέχεται στη διδακτέα ύλη. 

Μια διέξοδος είναι να χρησιμοποιήσει 

το γνωστό ανάπτυγμα του διωνύμου. 

Βλέπε παράδειγμα στο #3 (Mihalis 

Lambrou). Αν η μετατροπή του 

υπόρριζου σε τέλειο τετράγωνο έχει 

δυσκολία (εφόσον βέβαια ισχύει η (1)), 

μπορούμε να προχωρήσουμε κατά τα 

παρακάτω. 
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2 2
A B A A G+ = + − =  

2
2 2 2 2

A G A G A G A G+ − + −
+ +  =  

2

2 2

A G A G + −
+ =  

 

 

2 2

A G A G+ −
+  

Δηλαδή προσθαφαιρούμε στην 

παράσταση του υπόρριζου το 
2

G

(ευκολοαπομνημόνευτο), με σκοπό να 

το κάνουμε τέλειο τετράγωνο. 

ΑΣΚΗΣΗ 11. 

1)  Αν k  ένας πραγματικός αριθμός, 

δείξτε ότι η εξίσωση:  

2 1 2
3 3 0

k k
x x

+
− + = , 

έχει δύο διαφορετικές ρίζες, τις οποίες 

και να βρείτε.  

2) Γράψτε τις ρίζες:  
1 2
,x x , χωρίς τη 

χρήση ριζικών ή κλασμάτων . 

3) Βρείτε τον k , αν είναι γνωστό ότι:  

3 3

1 2

2

3
x x+ = . 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=66768 

ΛΥΣΗ 

(Νίκος Φραγκάκης) 

Θέτω:  

3 0
k

m=   

και η εξίσωση γράφεται  

2 2
3 0x mx m− + =   

( )1

2

2

3 5
1

2

3 5

2

x m m

x m m
−

 +
= = +




−
= =







 

με, ως γνωστό, 
1 5

2

+
=  

Από τους τύπους Vieta 

2

1 2 1 2
3x x m x x m+ = = , οπότε: 

( ) ( )
23 3

1 2 1 2 1 2 1 2
3S x x x x x x x x = + = + + − =

 
 

( )2 2 3
3 9 3 18m m m m− =  

Αν τώρα  

3 32 1 1
18

3 27 3
m m m=  =  = 

1
3 3 1

k
k

−
=  = −  

ΑΣΚΗΣΗ 12. 

Οι  αριθμοί a  και x  είναι θετικοί και 

διαφορετικοί μεταξύ τους. 

α) Απλοποιήστε την παράσταση:  

a x a a x x
K

a xa x

− −
= −

−−
 

β)  Για 2a = , λύστε την εξίσωση:  

1K =  

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=66648 

ΛΥΣΗ 

(Ratio)  

Εύκολα με πράξεις καταλήγουμε ότι:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=66768
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=66768
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=66648
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=66648
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x x x

xx

− −
 = − =

−−

  


 

( )( ) ( )a x x x x

x

− + − −
=

−

  


 

,
x x x

a x
x

−


−




 

Για   

1, 2 = =  

δημιουργείται η εξίσωση:  

2 2
1

2

x x

x

−
= 

−
 

2 2 (2 )
0

2

x x x

x

− − −
= 

−
 

2 2 (2 ) 0x x x− − − =   

2 2 2 0, 2x x x x− − + =   

Θέτουμε x =    

2 2
2 2 2 0− + − =     

2 2
(2 2 ) ( 2) 0− − − =     

2 ( 2 ) ( 2 )( 2 ) 0− − − + =      

( 2 )( 2 2 ) 0− − − =     

2
2 ,

2 1
= =

−
   

H λύση  

2x= =  

απορρίπτεται άρα  

2 2

2 1 2 1
x=  = 

− −
  

2
2 (1 2 ) 2(1 2 )x x= +  = +  

 

ΑΣΚΗΣΗ 13. 

Δίνεται  η συνάρτηση με τύπο  

2
4 3

( )
| | 1

x x
f x

x

− +
=

−
 

Α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f  

Β. Να βρείτε τα σημεία τομής της  
f

C  

με τους άξονες 

Γ. Να βρείτε τις τιμές του x  για τις 

οποίες η 
f

C  είναι πάνω από τον άξονα 

x x  

Δ. Να εξετάσετε αν η f  μπορεί να 

πάρει την τιμή 1 . 

 

Προτείνει:  Γιώργης Καλαθάκης 

 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=61788 

ΛΥΣΗ 

(Αποστόλης Κουρδουκλάς)  

Α.  Πρέπει 2
4 3 0x x− +   για να 

ορίζεται η ρίζα, δηλ. 

( ,1] [3, )x −  +  και επιπλέον 

πρέπει | | 1x   δηλ. 1x   . Συνεπώς το 

πεδίο ορισμού της f  είναι το  

( ), 1 ( 1,1) [3, )
f
= − −  −  + . 

Β. Η f  τέμνει τον άξονα y 'y  στο 

σημείο ( )A 0, 3−  αφού (0) 3f = −  

ενώ τον άξονα x 'x  στο σημείο ( )B 3,0

, διότι: 

2
4 3

( ) 0 0
1

x x
f x

x

− +
=  = 

−
 

2 2
4 3 0 4 3 0x x x x− + =  − + =   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=61788
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=61788
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( ) ( )
1

1 3 0 3
x

x x x


− − =  =  

Γ. Η f  γράφεται ως  

2 ( 1)( 3)4 3
( )

1 1

x xx x
f x

x x

− −− +
= =

− −
.  

Είναι προφανές ότι για 3x   είναι 

( ) 0f x  . Για ( 1,1)x −  ο αριθμητής 

είναι θετικός ενώ ο παρανομαστής 

αρνητικός. Για 1x  −  τόσο ο 

παρονομαστής όσο και ο αριθμητής 

είναι θετικοί. Συνεπώς η 
f

 είναι 

πάνω από τον άξονα x 'x  στα 

διαστήματα (3, )+  και ( , 1)− − . 

Δ. Αρκεί να λυθεί η εξίσωση ( ) 1f x = . 

Όμως,  

2
4 3

( ) 1 1
1

x x
f x

x

− +
=  = 

−
 

2
4 3 1x x x− + = − 

2 2
4 3 2 | | 1x x x x− + = − + 

2 | | 4 2 0 | | 2 1 0x x x x− + =  − + =  

Για 0x   η τελευταία εξίσωση γίνεται  

2 1 0 1x x x− + =  =  

η οποία απορρίπτεται αφού δεν ανήκει 

στο πεδίο ορισμού της f . Για 0x   η 

τελευταία εξίσωση γίνεται  

1
2 1 0

3
x x x− − + =  =  

η οποία επίσης απορρίπτεται αφού 

0x  . Συνεπώς δεν υπάρχει x  τέτοιο 

ώστε ( ) 1f x = . 

ΑΣΚΗΣΗ 14. 

Έστω ,a b  με 1.a b+ =  Να 

αποδείξετε ότι:  

2 2 3 3
1 1− =  − =a b a b  

Προτείνει: Στράτης Αντωνέας 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=59851 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Ρίζος) 

Ας ξεκινήσουμε με μια "μετωπική" 

αντιμετώπιση: 

1 1a b b a+ =  = −     (1) 

Λόγω της (1) είναι 

( )
22 2 2

1 1 1a b a a− =  − − =   

( )2 1 1 0 1a a a− =  =  =   (2) 

Οπότε τα ζεύγη που ικανοποιούν την 

πρώτη ισότητα είναι  

( )0, 1 1, 0a b a b= =  = =  

Επίσης  

( )
33 3 3

1 1 1a b a a− =  − − =   

3 2
2 3 3 1 1a a a− + − =   (3) 

Οπότε από την (3) έχουμε  

3 2
2 3 3 0a a a− + =   

( )2
2 3 3 0 0a a a a− + =  =  (4) 

ή 

3 2
2 3 3 2 0a a a− + − =   

( ) ( )3
2 1 3 1 0a a a− − − =   

( ) ( ) ( )2
1 2 2 0 1 5a a a a− − + =  =  

Οι (4) και (5) μάς οδηγούν στα ίδια 

ζεύγη με τη (2), άρα ισχύει η 

ισοδυναμία. 

Παρατήρηση: (Ανδρέας Πούλος) 

Οδηγεί και στη γενικότερη σχέση  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59851
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59851
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2 2
1 1

n n
a b a b− =  − =  

ΑΣΚΗΣΗ 15. 

Για τους μη μηδενικούς συντελεστές του 

τριωνύμου: 2
ax bx c+ +  ισχύει: 

( )13 7 5 4 13 7 5 4a b c a b c+ + +  + + + −  

13 7 5 8....(1)a b c− + +   

Να βρεθεί το πλήθος των ριζών  του 

τριωνύμου 

 

Προτείνει: Μιχάλης Σουλάνης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=59186 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Βισβίκης) 

Θέτω  

|13 7 5 | 0a b c k+ + =   

και η (1)  γράφεται:  

3
( 4) 8,k k+  +  

όπου και τα δύο μέλη είναι θετικά. 

3 2
( 4) ( 8)k k+  +   

2
0 ( 11 32) 0k k k + +   0k =  

13 7 5 0 7 13 5a b c b a c+ + =  = − −   

2 2 2
49 169 25 130b a c ac= + +   

2 2 2
49( 4 ) 169 25 66b ac a c ac− = + −   

2 2 2
49 (11 3 ) 48 16 0a c a c = − + +  

0   

Άρα το τριώνυμο  έχει δύο ρίζες 

πραγματικές και άνισες. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16. 

α) Να γράψετε  την παράσταση  

2 2
4 12 11 2 4 12K x xy y y x= + + − + +  

στη μορφή  

2 2
( ) ( ) .x y y+ + + + +       

β) Να βρείτε την ελάχιστη τιμής της 

παράστασης αυτής για όλες τις 

πραγματικές τιμές των x  και .y  

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=59031 

ΛΥΣΗ 

(Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) 

α) Είναι 

2 2
( ) ( )x y y+ + + + + =       

2 2 2 2 2
2 ( ) 2( )x xy y y+ + + + + +     

2 2
2 x e+ + + +    

Άρα πρέπει και αρκεί να είναι 

2
4= , 

6= , 

2 2
11+ =  , 

1+ = −   

2= , και 

2 2
12e+ + =   

Παρατηρoύμε ότι  

2

6 2
3

4


= = =





, 

και άρα 4.= −  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59186
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59186
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59031
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=59031
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Επίσης,  

2

2 6
9

4
= = , 

οπότε 2
2= , 2

8=   

(με ,   ετερόσημα).  

Επίσης, είναι 2
1=  και  

2 2
12 12 1 8 3.e= − − = − − =   

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

, , 0    και 0   , οπότε 

έχουμε 

( , , , , , ) (2,3,1, 2 , 2 2 ,3)= −      ,  

δηλ, η παράσταση γράφεται ως 

2 2
(2 3 1) ( 2 2 2 ) 3.x y y+ + + − +  

β) Το ελάχιστο της παράστασης 

2 2
(2 3 1) ( 2 2 2 ) 3x y y+ + + − +  

είναι το 3 για 

2y =  και 
3 2 1

.
2

x
− −

=  

ΑΣΚΗΣΗ 17. 

Aν , , , 0a b c d    να αποδειχθούν τα 

ακόλουθα: 

1) 
1 1 a b

a b b b a a
+  +  

2) 
2 2 2 2

1 1 a b

a b b b a a
+  +  

3) 
3 3 3 3

1 1 a b

a b b b a a
+  +  

4) ab bc ca c ab b ca a bc+ +  + +  

5) 42ab cd abcd+   

6) ( )( )( ) 8a b b c c a abc+ + +   

7) 

2 2

3
1 1 2

a b

b a

   
+ + +    

   
 

8) 

3 3

4
1 1 2

a b

b a

   
+ + +    

   
 

9) 

( ) ( ) ( ) 6ab a b bc b c ca c a abc+ + + + +   

10) 
2 2

2 2
3 3

a b a b

b a b a
+ − − +   

 

Προτείνει: erxmer 

 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=52756 

ΛΥΣΗ 

Για την (1) (Χρήστος Κυριαζής) 

Αν  

,a x b y= =  

τότε αρκεί να δείξω ότι: 

3 3 2 2

1 1x y

y x x y
+  +  

Εργαζόμενος ανάποδα καταλήγω 

τελικά πως αρκεί να αποδείξω ότι: 

( ) ( )
2 2 2

0x y x xy y− − +   

η οποία αληθεύει. 

Για την (2) (Λάμπρος Μπαλός) 

Πολλαπλασιάζοντας με το 2
a  και 

θέτοντας  0
a

y
b
=  , θέλουμε 

ισοδύναμα να αποδείξουμε ότι 

4 5 6 51
1 1y y y y y

y
+  +  +  +   

2 4 3 2
( 1) ( 1) 0y y y y y− + + + +  ,  

το οποίο ισχύει. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=52756
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=52756
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Για την (3) (Θεόδωρος Παγώνης) 

3 3 3 3

1 1 a b

a b b b a a
+  + 

3 3 4 4

3 3 3 3

a b a b

a b a b ab

+ +
   

( )3 3 4 4
ab a b a b+  + 

( ) ( )
2 2

3 3 4 4
ab a b a b+  +   

( )6 6 4 4 8 4 4 8
2 2ab a b a b a a b b+ +  + + 

( )6 6 8 8
ab a b a b+  +   

7 7 8 8
0a b ab a b+ − −  

( ) ( )7 7
0a b a b a b− + −  

( ) ( )7 7
0b a a b− −    

( )
2 6 5 4 2 3 3 2 4

5 6
0

(

)

b a a a b a b a b a b

ab b

− − + + + +

+

+

+ 

 

Για την (3) 2η Λύση (Γιώργος 

Βασδέκης) 

Η Ανισότητα είναι ισοδύναμη με την 

4 4 3 3
( ).a b ab a b+  +  

Είναι όμως σύμφωνα με την  

Ανισότητα Cauchy-Schwarz και την  

4 4 2 2
( )x y xy x y+  +  

4 4 2 4 4 4 4
( ) ( )( )a b a b a b+ = + +   

3 3 2

2 2 3 3 2

2 2

( )
( ) ( )

a b
ab a b ab a b

a b

+
 +  = +

+
 

Για την (4) (Χρήστος Κυριαζής) 

αν θέσω  

, ,a x b y c z= = =  

τότε αρκεί να δείξω ότι: 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

xy yz zx z xy y xz x yz+ +  + +  

που ισχύει αφού πρόκειται για τη  

βασική ανισότητα: 

2 2 2
a b c ab bc ca+ +  + +  

Για την (5) (Χρήστος Κυριαζής) 

2ab cd ab cd+  =  

42 2abcd abcd=  

Για την (6) (Χρήστος Κυριαζής) 

2 ,a b ab+   

2 ,b c bc+   

2c a ac+   

πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη (όλα 

θετικά) έχω το ζητούμενο. 

Για την (7)  ( Γιάννης Στάμου) 

Θέτουμε 
a

x
b
= , τότε 

2 21
(1 ) (1 ) 8x

x
+ + +  

2

2

1 1
2( ) 2 8 (*)x x

x x
+ + + +   

Αφού  

1
2 (1)x

x
+   

( )2

2

1
2( ) 2 2x

x
+   

(2)(1) (2) (*)+   

Το ίσον για 1x =  

Για την (7) 2η ΛΥΣΗ  (Ορέστης 

Λιγνός) 

Από C-S, λαμβάνουμε ότι  
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2
2 2 (2 )

1 1
2

a b

a b b a

b a

+ +
   
+ + +     

   
2

3(2 2)
8 2

2

+
 = =  ,  

και το ζητούμενο αποδείχτηκε. 

Για την (8) (Γιάννης Στάμου) 

Θέτουμε 0
a

x
b

=   και τότε 

3 31
(1 ) (1 ) 16x

x
+ + +    

3 2

3 2

1 1 1
3( ) 3( ) 14 (**)x x x

x x x
+ + + + +   

Αφού  

3

3

1
2 (1)x

x
+   

1
3( ) 6 (2)x

x
+   

2

2

1
3( ) 6 (3)x

x
+   

(1), (2), (3) (**)  

Για την (9) (Χρήστος Κυριαζής) 

2 2 2 2 2 2
a b ab b c bc c a ca+ + + + +   

. .
6 6 6 6

6 6
A M G M

a b c abc
−

 =  

Για τη (10) : (Θανάσης Μπεληγιάννης)  

2 2

2 2
3 3

a b a b

b a b a
+ − − +    

2 2

2 2
2 2 2 2 0

a b a b

b a b a
+ − −    

2 2 2

1 1 0
a b b a

b a a b

     
− + − + −      

     
 

 που ισχύει.  

Η ισότητα ισχύει όταν a b= . 

ΑΣΚΗΣΗ 18. 

Έστω μη μηδενικοί αριθμοί ,a b  με την 

ιδιότητα:  

0a b b a+ = . 

Να αποδειχθεί ότι:  

2
a b a b

a b

− +
−   

 

Προτείνει:  Μιχάλης Σουλάνης 

 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=55133 

ΛΥΣΗ 

(Ορέστης Λιγνός)   

Έχουμε 

| | | | 0 | | | |a b b a a b a b+ =  = −   

| |
0 0 0

| |

a a a
ab

b b b
− =      ,  

οπότε ,a b  ετερόσημοι 

1) Αν a  θετικός και b  αρνητικός. 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις 

α) 0a b+  . 

Τότε, βγάζοντας τα απόλυτα στο 

αριστερό μέλος της προς απόδειξη, 

αυτό γίνεται  

2 2
| | 2 | |

2
| | | |

a b ab

ab ab

+
 = , 

και το ζητούμενο δείχτηκε. 

β)   0a b+  . 

Ομοίως, αρκεί να δειχτεί ότι  

| 2 | 2
b a

a b
− +  . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55133
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55133
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Θα αποδείξουμε πρώτα ότι 

0
a b

b a
−  . 

Είναι  

2 2
( )( )

0
a b a b a b a b

b a ab ab

− − +
− = =  ,  

διότι  

0, 0, 0a b a b ab+  −   . 

Έτσι,  

| 2 | | 2 0 | 2
a b

b a
+ −  + = , 

και έχουμε το αποδεικτέο. 

2) Αν b  θετικός και a  αρνητικός. 

Αυτή η περίπτωση αντιμετωπίζεται 

εντελώς όμοια με την 1) 

ΑΣΚΗΣΗ 19. 

Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί ,x y  

που ικανοποιούν τη σχέση  

2 2
1x y xy+ −  . 

Αποδείξτε ότι  

| | 2.x y x y+ − −   

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=55683 

ΛΥΣΗ 

(Ορέστης Λιγνός) 

Αν x y= , τότε από υπόθεση  

1 1y−    και | | 2 2x y x y y+ − − =  . 

Αν x y , έχουμε δύο περιπτώσεις: 

1) x y . 

Από AM – GM, είναι  

2 2
1 2 1 1xy x y xy xy + −  −     (1). 

Η προς απόδειξη γράφεται  

( ) 2 1x y x y y+ − −    . 

Ας υποθέσουμε αντίθετα, ότι 1y  . 

Τότε, 1x y   και 1xy  , αδύνατο, 

από την (1). 

Έτσι, 1y  , και η ζητούμενη ισχύει. 

2) y x . 

Αυτή η περίπτωση αντιμετωπίζεται 

όπως η 1). 

2η ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Ισχύει ότι  

2 2

2

x y
xy

+
 , 

άρα έχουμε ότι  

2 2

2 2 2 2
1 1

2

x y
x y xy x y

+
+ −   + −    

2 2
2x y+     (1) 

Ταυτόχρονα από την γνωστή 

ανισότητα  

2 2 2
2 2 ( )x y x y+  +  

και τη σχέση (1) προκύπτει ότι  

2 2 2
( ) 2( ) 4+  +  x y x y  

2+ x y     (2) 

Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι  

| | | | 0x y x y x y x y+ − −  +  −   

που ισχύει προφανώς. 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55683
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55683
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ΑΣΚΗΣΗ 20. 

Να εξετάσετε αν υπάρχουν τιμές του 

φυσικού 1n   ώστε ο αριθμός 

1 1x n n= − + +  

να είναι ρητός. 

 

Προτείνει: Γιώργος Απόκης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=55419 

ΛΥΣΗ 

(Αποστόλης Κουρδουκλάς) 

Θα θεωρήσω ότι {0}n . Τότε 

για 1n =  εύκολα βλέπουμε ότι 2x =  

το οποίο ως γνωστό είναι άρρητος. 

Τώρα ας υποθέσουμε ότι για 1n   ο x  

είναι ρητός. Τότε και ο 2
x  είναι ρητός. 

Συνεπώς: 

( )
2

2
1 1x n n= − + + =  

2
2 2 ( 1)( 1) 2 2 1n n n n n+ − + = + −  

Από πάνω καταλήγουμε ότι  

2

2 2
1

2

x n
n

−
− =   

διότι αυτό υποθέσαμε. Όμως,  

2 2 2
( 1) 1n n n−  −   

για κάθε 1n   . Παίρνοντας ρίζα 

στη τελευταία διπλή ανισότητα 

έχουμε: 

2
1 1n n n−  −   

το οποίο μας δίδει άτοπο αφού ο 

αριθμός που υποθέσαμε ότι είναι ρητός 

είναι ανάμεσα σε δύο διαδοχικά 

τετράγωνα. Συνεπώς δεν υπάρχουν 

τιμές του {0}n  έτσι ώστε ο x  

να 'ναι ρητός. 

2η ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός) 

2 2
2 2 1x n n= + − , και αφού n , 

και ο x  είναι ρητός, είναι και φυσικός. 

Άρα,  

2 2
2 1 4 4n n−   −    

2 2
4 4 (2 )(2 ) 4n a n a n a− =  − + = , 

με ,a n . 

Έχουμε δύο περιπτώσεις: 

1) 2 1, 2 4n a n a− = + = .  

Προσθέτοντας κατά μέλη, έχουμε 

4 5n = , αδύνατο. 

2) 2 2, 2 2n a n a− = − = .  

Προσθέτοντας κατά μέλη, έχουμε 

1n = , αδύνατο. 

Άρα, δεν υπάρχει τέτοιος n . 

3η ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Μία επίσης στάνταρ διαδικασία που 

χρησιμοποιείται αρκετές φορές σε 

εισαγωγικό μάθημα θεωρίας σωμάτων 

είναι η εξής: 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν τιμές του 

φυσικού n  ώστε ο αριθμός x  να είναι 

ρητός. Τότε ισχύουν: 

1 1n n− + +    

( ) ( )1 1 1 1

1 1

n n n n

n n

+ + − + − −
=

+ − −

2
1 1

1 1
n n

n n
  + − − 

+ − −
 

Έτσι με βάση την αρχική έχουμε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55419
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=55419
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( ) ( )
1

1 1 1 1
2

n n n n + + − + + − − =
 

 

1n +   

απ' όπου με τη βοήθεια πάλι της 

αρχικής παίρνουμε 1n −  . 

Άρα 1, 1n n+ −  . Όταν όμως η 

ρίζα φυσικού είναι ρητός τότε ο ρητός 

είναι φυσικός (γιατί;) 

Άρα υπάρχουν φυσικοί αριθμοί ,a b

ώστε 2
1n a+ =  και 2

1n b− =  απ' όπου  

2 2
2 ( )( ) 2a b a b a b− =  − + =  

από την οποία δεν προκύπτουν λύσεις. 

4η ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Για ποικιλία δίνω μια διαφορετική 

προσέγγιση (η οποία χρησιμοποιεί ύλη 

της Β' Λυκείου) αν και αυτές που 

δόθηκαν είναι πιο σύντομες.  

Από το  

2 2
2 2 1x n n= + −  

του Ορέστη προχωρώ στο  

2 2
2 2 1x n n− = −  

και υψώνοντας στο τετράγωνο 

καταλήγω στο  

4 2 2 2
4 4 4 4x nx n n− + = −  

και άρα στο 

4 2
4 4 0x nx− + =  

Άρα το πολυώνυμο  

4 2
( ) 4 4P X X nX= − +  

έχει ρητή ρίζα. Από το θεώρημα ρητών 

ριζών (αλήθεια, αυτό διδάσκεται στο 

σχολείο;) αυτή πρέπει να είναι μία από 

τις 1, 2, 4   . 

Οι 1  απορρίπτονται λόγω  

αρτιότητας. Οι 2  δίνουν 16 20n = , 

άτοπο. Τέλος οι 4  δίνουν 64 68n =  

που πάλι απορρίπτεται. 

ΑΣΚΗΣΗ 21. 

Δίνεται η συνάρτηση  

4 4
( 1) ( 2)

( )
1 2

x x
f x

x x

+ −
= −

+ −
 

1) Nα βρεθεί το πεδίο ορισμού της 

2) Να απλοποιηθεί ο τύπος της 

συνάρτησης 

3) Να λυθεί η ανίσωση   

18 3 (2016)x f−   

4) Θεωρώντας το τριώνυμο  

2
(5) 2 3 (3) 0f x x f− − =  

να υπολογιστεί η τιμής της παράστασης  

1 2

5 5

1 2

x x
A

x x

+
=

+
 

 με 
1 2
,x x  τις ρίζες της. 

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=54095 

ΛΥΣΗ 

(Λάμπρος Μπαλός) 

1) Θα πρέπει:   

4
( 1) 0x +    και  

4
( 2) 0x −   

που ισχύουν για κάθε x R  

Επιπλέον,  

1 0 1x x+    −  και 

2 0 2x x−     

Οπότε   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=54095
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=54095
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( , 1) ( 1, 2) (2, )
f

A = − −  −  +  

2) 

2 2
( 1) ( 2)

( )
1 2

x x
f x

x x

+ −
= − =

+ −

1 ( 2) 1 2 3x x x x+ − − = + − + =  

3)  

|18 3 | 3 3 | 6 | 3x x−   −  

| 6 | 1 1 6 1 5 7x x x−   −  −      

4) Το τριώνυμο είναι το  2
3 2 9x x− −   

και η εξίσωση  2
3 2 9 0x x− − = . 

Η εξίσωση αντιμετωπίζεται  με τη 

μέθοδο της Διακρίνουσας η οποία 

ισούται με 112  και 
1

1 2 7

3 3
x = +  , 

2

1 2 7

3 3
x = −  

Επομένως για τον αριθμητή να 

ξεμπερδεύουμε:   

1 2

1 2 7 1 2 7

3 3 3 3
x x+ = + + − =

1 2 7 2 7 1 4 7

3 3 3 3 3
+ + − =  

Επιπλέον με χρήση των τύπων του 

Vieta για πιο άμεσα θα έχουμε:  

 
1 2

2

3
x x+ =   και  1 2

3x x = −  

--  2 2 2

1 2 1 2 1 2
( ) 2x x x x x x+ = + − =  

22 4 58
( ) 6 6
3 9 9

+ = + =  

--  3 3 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
( )( )x x x x x x x x+ = + + − =  

2 58 170
( 3)

3 9 27
+ =  

Άρα:  

3 3 2 2 5 5 2 3 3 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( )( )x x x x x x x x x x+ + = + + +   

5 5 2

1 2 1 2 1 2

170 58
( ) ( )

27 9
x x x x x x = + + +   

5 5

1 2

170 58 2
9

27 9 3
x x+ = −    

5 5

1 2

170 58
6

27 9
x x+ = −  

Οπότε η ζητούμενη παράσταση   

4 7

3
170 58

6
27 9

A =

−

 

ΑΣΚΗΣΗ 22. 

Να συγκριθούν οι αριθμοί  

( )3 2 3 1 3 1a = − + + −  

και 

( )3 2 3 1 3 1b = + + − −  

 

Προτείνει: Παύλος Μαραγκουδάκης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=52307 

ΛΥΣΗ 

(Ηλίας Καμπελής) 

Οι ,a b  είναι θετικοί με: 

( )2
3 2a = −  

( ) ( )3 1 2 3 1 3 1 3 1
 

+ + + − + −  
 

 

( ) ( )2
3 2 2 3 2 2a = − +   

( ) ( )2
2 3 2 3 2a = − +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=52307
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=52307
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Ομοίως είναι  

( ) ( )2
2 3 2 3 2b = + −  

Άρα  

0, 0
2 2

a b

a b a b
 

=  =  

2η ΛΥΣΗ (Χρήστος Τσιφάκης) 

( )
( )

3 2 3 1 3 1

3 2 3 1 3 1

a

b

− + + −

= =

+ + − −

 

( )
( )

3 1 3 1
3 2

3 2 3 1 3 1

+ + −
−

 =

+ + − −

 

( )
2

3 1 3 1
3 2

3 2 3

+ + −
−


+ 1 3+ −( )1

=

+

 

( ) ( )
2

2

3 1 3 13 2

3 2 2

+ + −−
 =

−
 

( )
2

3 2− 
3 2+ ( ) ( )3 1 3 1

2

+ −
=  

( ) ( )3 2 3 2 3 2 1−  + = − =  

Άρα a b=  

ΑΣΚΗΣΗ 23. 

Αν ο  Αδάμ και  η  Έλλη  σκάψουν τον 

κήπο τους μαζί , θα χρειαστούν 6  

ώρες. Αν η  Έλλη  τον σκάψει μόνη 

της, θα κάνει 5  ώρες περισσότερο, απ' 

ότι θα έκανε ο Αδάμ  μόνος του. 

Πόσες  ώρες θα σκάψει ο Αδάμ ? 

(Διότι η Έλλη ανέλαβε τελικά τη 

λάτρα του σπιτιού ! ) 

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=49288 

ΛΥΣΗ 

(Νίκος Φραγκάκης) 

Έστω ότι  ο Αδάμ θα κάνει a  ώρες 

μόνος του να σκάψει το κήπο, άρα η 

Έλλη μόνη της  θα χρειαστεί 5a +  

ώρες  για την ίδια εργασία. 

Σε μια ώρα ο Αδάμ σκάβει 
1

a
 του 

κήπου και η Έλλη 
1

5a +
 του κήπου. 

Συνεπώς σε 6  ώρες θα σκάψουν μαζί 

1 1
6( )

5a a
+

+
 που είναι όλος ο κήπος . 

Από την εξίσωση     

1 1
6( ) 1

5a a
+ =

+
 

έχουμε: 10a = . 

Δηλαδή ο Αδάμ σκάβει μόνος του  τον 

κήπο σε 10  ώρες και η Έλλη, μόνη 

της, σε 15  ώρες . 

ΑΣΚΗΣΗ 24. 

Κατασκευάστε ένα ορθογώνιο (στο A ) 

τρίγωνο ABC , στο οποίο  η κάθετη 

πλευρά CA , η διάμεσος CM  και η 

υποτείνουσα CB , να είναι διαδοχικοί 

όροι  γεωμετρικής προόδου. 

Θα μπορούσαν αυτά τα τμήματα, να 

αποτελέσουν διαδοχικούς όρους 

αριθμητικής  προόδου? 

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=49192 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=49288
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=49288
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=49192
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=49192
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ΛΥΣΗ 

(Μαργαρίτα Βαρελά) 

Έστω  

AC b= , ,BC a A c=  = , 

2 2 2

2 4

2 2

c b c
CM b

+ 
= + = 

 
 

Αν AC , C , C είναι διαδοχικοί 

όροι γεωμετρικής προόδου έχουμε  

2 2

2 4

2

b c
CM AC BC a b

+
=   =    

2 2
4 2b c a b+ =  

2 2 2 2
4 4b c b c b+ = +    

4 2 2 4 4 2 2
16 8 16 16b b c c b b c+  + = +  

4 2 2 4 2 2
8 8c b c c b c=   =  

2 2
8c b=  

2 2 2 2 2 2
8a b c a b b= +  = +   

2 2
4

3
2

b c
a bAC bCM

+
= = = =  

2 2
4 8

3 3
2

b b
bBC a b

+
= = =  

Αν AC , C , C  είναι διαδοχικοί 

όροι αριθμητικής προόδου έχουμε 

2 2
4

2 2
2

b c
CM AC BC a b

+
= +   = +     

2 2 2 2
4 2b c a ab b+ = + + 
2 2 2 2 2

4 2b c b c ab b+ = + + +   

2
2 2b ab b a=  = . 

Αδύνατο. 

ΑΣΚΗΣΗ 25. 

Αν , , 0a b c  , να αποδειχθεί ότι : 

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

+ + +
+ + 

+ + +

a b b c c a

ab c bc a ca b
 

Πότε ισχύει η ισότητα;  

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=48105 

ΛΥΣΗ 

(Χρήστος Στραγάλης) 

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

+ + +
+ + 

+ + +

a b b c c a

ab c bc a ca b
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

+ + +
 + + =

+ + + + + +

a b b c a c

a b c a b c a b c
 

( )2 2 2

2 2 2

2
2

+ +
=

+ +

a b c

a b c
 

Με χρήση της γνωστής: 

2 2
2+ a b ab  κτλ. 

Ισότητα έχουμε όταν = =a b c  

ΑΣΚΗΣΗ 26. 

Θεωρούμε την εξίσωση  

2
0+ + =ax bx c  

με , , a b c  και 0.a  

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει 

ακέραιες ρίζες, αν και μόνο αν 

, S P  και 2
, = k  όπου .k  

( S  το άθροισμα των ριζών, P  το 

γινόμενό τους και   η διακρίνουσα 

της εξίσωσης.) 

 

Προτείνει: Στράτης Αντωνέας 

 

Σύνδεσμος: 

HTTPS://MATHEMATICA.GR/FORUM/VIE

WTOPIC.PHP?F=19&T=44832 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Μπαλόγλου) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=48105
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=48105
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=44832
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=44832
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Μεγάλης διδακτικής αξίας αυτή η 

άσκηση, ιδίως αν ... ΠΡΙΝ ζητήσουμε 

απόδειξη της πρότασης ζητήσουμε 

επαλήθευση της για συγκεκριμένες 

δευτεροβάθμιες όπως οι  

2
2 15− −x x  (ρίζες 3− , 5 ), 

2
6 8− +x x  (ρίζες 2 , 4 ), 

2
5 6+ −x x  (ρίζες 6− , 1), κλπ 

Ας παρατηρηθεί επίσης ότι, όπως 

δείχνουν τα παραπάνω παραδείγματα, 

μπορούμε χωρίς περιορισμό της 

γενικότητας να υποθέσουμε 1=a . 

(Ακόμη και αν οι τύποι Vieta δεν 

θεωρούνται γνωστοί, εύκολα 

προκύπτουν από την θεμελιώδη 

παραγοντοποίηση  

2

1 2
( )( )+ + = − −ax bx c a x r x r  

οι τύποι = −b Sa  και =c Pa , κλπ κλπ) 

Θα ήταν λοιπόν σκόπιμο να τεθεί το 

πρόβλημα (και) ως εξής: να δειχθεί ότι 

η δευτεροβάθμια 2
− +x Sx P  έχει 

ακέραιες ρίζες αν και μόνον αν οι $S, 

P$ είναι ακέραιοι και ο 2
4−S P  

τετράγωνο ακεραίου. 

Ευθύ (ακέραιες ρίζες 
1 2
,r r ): από 

1 2 1 2
,+ = =r r S r r P  είναι προφανές ότι 

οι $S, P$ είναι ακέραιοι, ενώ ο 
2 2

1 2
4 ( )− = −S P r r  είναι τετράγωνο 

ακεραίου. 

Αντίστροφο ( S , P  ακέραιοι, 
2 2

4− =S P k , k  ακέραιος): οι ρίζες 

της δευτεροβάθμιας είναι οι 

1,2
,

2


=

S k
r  

οπότε το ότι είναι ακέραιοι προκύπτει 

από την απλή παρατήρηση ότι οι ,S k  

είναι είτε αμφότεροι άρτιοι είτε 

αμφότεροι περιττοί:  πράγματι αν 

2=S m  τότε 2
2= −k m P  (άρτιος), 

ενώ αν 2 1= +S m  τότε  

2
4( ) 1= + − +k m m P  

(περιττός). 

[Η ομορφιά και διδακτικότητα της 

άσκησης έγκειται κυρίως στην 

δυνατότητα πειραματικής προσέγγισης 

στην απόδειξη του αντιστρόφου ... με 

βάση τα παραδείγματα που παρέθεσα 

στην αρχή (και που δείχνουν πως και 

γιατί αυτό που μετράει τελικά είναι το 

αν ο S  είναι άρτιος ή περιττός).] 

ΑΣΚΗΣΗ 27. 

Δίνεται το τριώνυμο  

2
( ) = + +f x ax bx c  με 0   c b a .  

Αν 
1 2
,   είναι οι ρίζες του, να δείξετε 

ότι  

1 2
, ( 1,1) −   

 

Προτείνει: Σπύρος Καρδαμίτσης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=44363 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Γαβριλόπουλος) 

Από Vieta παίρνουμε  

1 2
( 1, 0)+ = −  −

b

a
   και 

1 2
(0,1) = 

c

a
  . 

Άρα οι ρίζες είναι ομόσημες με 

αρνητικό άθροισμα. Συνεπώς κι οι δύο 

είναι αρνητικές 

Επομένως  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=44363
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=44363
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1 2

1 2

0 1

0 1 (*)

 +  −


  

 

 
 

Η πρώτη σχέση δίνει  

(*)
2 2 2

1 2 1 2 1 2
( ) 1 2 1+   + +        

2 2

1 2
1+    

Επομένως  

1 2
, ( 1, 0) −  . 

2η ΛΥΣΗ (Θεόδωρος Παγώνης) 

Έστω ότι ένας τουλάχιστον από τους 

1 2
,   δεν ανήκει στο ( )1,1−  και χωρίς 

βλάβη της γενικότητας υποθέτω ότι 

1
1  ή 

1
1 − . 

Αν 
1

1  , τότε 
1 2
   άρα  

2 2 0

1

4
1

2

− + −
=  

ab b ac

a


2
4 2− + −  b b ac a

2 0
2

4 2
+ 

−  + 
a b

b ac a b  

2 2 2
4 4 4−  + + b ac a ab b  

2
4 4 4 0+ + a ab ac , 

άτοπο αφού , , 0a b c  

Αν 
1

1 −  , τότε 
1 2
   άρα  

2 2 0

1

4
1

2

− − −
=  − 

ab b ac

a
  

2
4 2− − −  − b b ac a  

2
4 2+ −  b b ac a  

2 0
2

4 2
  − 

−  − 
a b a b

b ac a b

2 2 2
4 4 4−  − + b ac a ab b

2
4 4 4 0− +  a ab ac  

( )4 4 0− + a a b ac , 

άτοπο αφού , , 0  a b c a b . 

3η ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Πρώτα απ' όλα αφού οι συντελεστές 

του τριωνύμου είναι θετικοί άρα το 

τριώνυμο μπορεί να έχει μόνο 

αρνητικές ρίζες. Θα δείξουμε λοιπόν 

ότι 
1 2

1 , 0−    . 

Ας υποθέσουμε αντίθετα ότι το 

παραπάνω δεν ισχύει. Τότε 

διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

Αν 
1

1 −  και 
2

1 − , τότε 
1 2

1    

δηλαδή 1
c

a
 δηλαδή c a  που είναι  

άτοπο από την υπόθεση. 

Αν 
1

1 −  και 
2

1 0−    τότε  

1 2
( 1)( 1) 0+ +    

δηλαδή  

1 2 1 2
1 0+ + +      

δηλαδή  

1 0− + 
c b

a a
 

δηλαδή  

+ c a b  

που είναι άτοπο διότι a b  και ο c  

είναι θετικός. (Όμοια αν ήταν 
2

1 −  

και 
1

1 0−   ). 

Καταλήξαμε και στις δύο περιπτώσεις 

σε άτοπο διότι υποθέσαμε ότι οι 

αρνητικοί αριθμοί 1 2
,   δεν είναι στο 

διάστημα ( 1, 0)− .  

Άρα τελικά ισχύει  

1 2
1 , 0−    . 
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4η ΛΥΣΗ (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

Επειδή , , 0b c  και οι δυο ρίζες είναι  

αρνητικές. 

1 2 1 2 2 2
2 2  +   − 

b
     


 

Αλλά, 

2
1 1 2 1  −  −   −  − 

b b b


  

2 2

1
0 ( 1, 0)

2
−     −   

Αν  υποθέσουμε τώρα ότι 
1

1− ,τότε,  

1 2 2
1 1+ − +  −     

1−  −  
b

b 


 

που είναι άτοπο. 

5η ΛΥΣΗ (Νίκος Μαυρογιάννης) 

2
2 4

4

2 2

−  −
−  −

= = 
i

b b ac
b b ac

a a
  

2 2
4

2 2

+ − +
  =

b b ac b b

a a

1 2
1

2 2

+  
=  

 

b b b

a a
 

Άρα ( )1,1 −
i

 . 

6η ΛΥΣΗ (Σωτήρης Λουρίδας) 

Επίσης για τη τυχούσα ρίζα p  έχουμε: 

2 2 2 2 2
4 4 4+ + = −  a p abp b b ac b

2 2
2 −  ap b b  

2 2 ,− − a p b ap b b  

επομένως παίρνουμε:    

1 1 0,  −  
b

p p
a

   

καθότι 0p  

ΑΣΚΗΣΗ 28. 

Αν  

( ) ( )2 2
1 1 1+ + + + =x x y y  

 τότε, να δείξετε ότι  

0+ =x y  

 

Προτείνει: Απόστολος Τιντινίδης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=43340 

ΛΥΣΗ 

(Δημήτρης Ιωάννου) 

Πολλαπλασιάζουμε με το συζυγές της 

παράστασης 2
1+ +x x   και 

βρίσκουμε:  

2 2
( 1) 1− + + = − + y y x x

2 2
1 1+ = + − + x y x y

2 2 2 2
( ) ( 1 1)+ = + − + x y x y  

2 2
( 1)( 1) 1+ + = − x y xy  

2 2 2 2
( ( 1)( 1) ) (1 )+ + = − x y xy

2
( ) 0 0+ =  + =x y x y  

2η ΛΥΣΗ (Παύλος Μαραγκουδάκης) 

2

2

1
1

1
+ + = =

+ +
x x

y y
 

( )

2

2

2
2 2

1
1

1

− + +
= − + +

+ −

y y
y y

y y

 

οπότε  

2 2
1 1 0+ + + − + =x y x y  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=43340
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=43340
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( ) ( )
2 2

0
1 1

− +
+ + =

+ + +

x y x y
x y

x y
 

και συνεπώς 

0+ =x y  ή 2 2
1 1+ + + = − +x y x y  

Η δεύτερη περίπτωση είναι αδύνατη 

αφού  

2 2
1+  =  −x x x x  

και  

2 2
1 .+  = y y y y  

3η ΛΥΣΗ (Χρήστος Ντάβας) 

Έχουμε,  

2 2
1, 1 0+ + + + x x y y  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

/

2 2

1 1 1

1 1 1

+ + + + =



+ + + − =


x x y y

x x x x

2 2
1 1 (1)+ − = + +   x x y y  

( ) ( )

( ) ( )

2 2

/

2 2

1 1 1

1 1 1

+ + + + =



+ + + − =


x x y y

y y y y

2 2
1 1 (2)+ + = + −   x x y y  

2 2
(1), (2) 2 1 2 1

+

 + = + x y

( ) ( )2 2
0 0− =  − + = x y x y x y

0+ =


=

x y

x y
 

Αν ,=x y τότε  

( ) ( )2 2
1 1 1

=

+ + + + = 
x y

x x y y  

( )
2

12
2 2

1 1 1 1
+ 

+ + =  + + = 
x x

x x x x  

2
1 1 0+ = −  =x x x  

Άρα σε κάθε περίπτωση, 0+ =x y  

ΑΣΚΗΣΗ 29. 

Δίνεται η συνάρτηση  

2 2
( ) 2 24 3 2= − + + + − +f x x x x x  

A.  Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της 

συνάρτησης f . 

B. Σε γεωμετρική πρόοδο με λόγο 

0 , είναι 
1

(1)=a f  και  

3
( 4) (2) (6)= −a f f f  

a) Να βρεθούν οι τιμές των 
1 3
,a a  και 

να δειχτεί ότι (2)= f  

b) Να βρεθεί η τιμή της παράστασης:  

2

5 3 1
7 1= − − −A a a a  

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=43730 

ΛΥΣΗ 

(Βαγγέλης Παπαπέτρος) 

.A  Είναι : 

( )  2 2
: 2 24 0 3 2 0=  − + +  − + D f x x x x x  

( ) ( )( ) 
2

: 25 1 0 1 2 0=  − −  − −  =x x x x  

( )( ) (   ) : 6 4 0 ,1 2, − +   −  +x x x x  

  (   ) : 6, 4 ,1 2,=   −  −  + =x x x  

   4,1 2,6−   

)Ba  Για    4,1 2,6 − x  έχουμε  

( )( ) ( )( )( ) 6 4 1 2= − + + − −f x x x x x   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=43730
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=43730
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άρα 

1
(1) 25 5= = =a f , 

3
( 4) (2) (6) 30 24 20= −   =   =a f f f

30 24 20 14400 120  = =  

2 2

3 2 1 1
120 5=  =   =  = a a a a    

0
2

24 24 (2)


=  = = f


   

)Bb  Είναι : 

2 4 2 2

5 3 1 1 1 1
7 1 7 1= − − − = − − − =A a a a a a a   

( )4 2

1 1
7 1− − − =a a   

( )2
5 24 7 24 5 1−  − − =  

( )5 24 24 7 5 1 − − − =   

( ) ( )5 24 17 5 1 5 408 5 1 − − = − − =  

5 403 1 2015 1 2014 − = − =  

ΑΣΚΗΣΗ 30. 

Αν η εξίσωση  

2
0, ,+ + = x x     

έχει ρίζα τον *
  τότε, να δείξετε 

ότι 

+     

Προτείνει: Απόστολος Τιντινίδης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=42198 

ΛΥΣΗ 

(Χρήστος Κυριαζής) 

Αφού 0  ακέραιος τότε 1  

επομένως  

1
1

 2

1 1
(1) 


. 

Τώρα μιας και είναι ρίζα της εξίσωσης, 

ισχύει: 

2 2
0+ + =  + =        

( )1

2 2
1 = +  +  + 

     

     
 

+     

ΑΣΚΗΣΗ 31. 

Να βρεθούν όλες οι τιμές του k R για 

τις οποίες η εξίσωση  

( )
2

1− = −x x k  , 

 με άγνωστο το x , έχει τέσσερις 

διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 

                                      

Προτείνει: Νίκος Ζανταρίδης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=42160 

ΛΥΣΗ 

(Ραφαήλ Ψυρούκης) 

Θα διακρίνουμε τρεις βασικές 

περιπτώσεις: 

•  =x k . Τότε: 

2
( 1) 0 1− =  =x x  

Άρα για 1= =k x  δεν παίρνουμε 

τέσσερις διαφορετικές ρίζες. 

•  x k . Τότε: 

2 2
( 1) 2 1− = −  − + = − x x k x x x k

2
3 1 0− + + =x x k  

Η παραπάνω εξίσωση έχει 

διακρίνουσα 9 4( 1) 5 4 = − + = −k k  

Για να έχει δύο διαφορετικές λύσεις θα 

πρέπει: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=42198
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=42198
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=42160
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=42160
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5
0 5 4 0

4
   −   k k  

•  x k . Τότε: 

2 2
( 1) 2 1− = −  − + = − x k x x x k x

2
1 0− + − =x x k  

Η παραπάνω εξίσωση έχει 

διακρίνουσα  

1 4(1 ) 4 3 = − − = −k k  

Για να έχει δύο διαφορετικές λύσεις θα 

πρέπει: 

3
0 4 3 0

4
   −   k k  

Τελικά, για 
3 5

,1 1,
4 4

   
    
   

k  η 

εξίσωση έχει τέσσερις διαφορετικές 

λύσεις. 

2η ΛΥΣΗ (Χρήστος Ντάβας) 

Μια διαπραγμάτευση με γεωμετρική 

ερμηνεία βασισμένη στην ύλη του 

βιβλίου. 

Έστω  

2
( ) ( 1)= −f x x  

και  

,

( ) | | 0,

,

− + 


= − = =
 − 

x k x k

g x x k x k

x k x k

 

Η συνάρτηση f  παριστάνει παραβολή 

ενώ η συνάρτηση g  παριστάνει ευθεία 

σε κάθε κλάδο της.  

Έστω η παραβολή 
2

=y x  και η ευθεία 

= +y ax b  τότε τα σημεία τομής τους 

είναι τα σημεία που προκύπτουν από 

την λύση της εξίσωσης  

2 2
0= +  − − =x ax b x ax b  

Όπου η παραπάνω εξίσωση είναι β' 

βαθμού συνεπώς θα έχει το πολύ δύο 

ρίζες, άρα και το πολύ δύο σημεία 

τομής. Ειδικά δύο ρίζες όταν 0  . 

Γνωρίζουμε ότι μια ευθεία τέμνει μια 

παραβολή το πολύ σε δύο σημεία. 

Έτσι απαιτούμε κάθε κλάδος της g  να 

τέμνει την f  σε δύο σημεία ακριβώς. 

Δηλαδή: 

, ( ) ( )

, ( ) 0

, ( ) ( )

 =


= = 
  =

x k f x g x

x k f x

x k f x g x

2

2

2

, ( 1)

,( 1) 0

, ( 1)

  − = − +


= − = 
  − = −

x k x x k

x k x

x k x x k

 

( )

2

2

2

, 1 0, 0

, 2 1 0, 0 1

, 3 1 0, 0

  − + − =  


= − + =  = = = 
  − + + =  

x k x x k

x k x x x k

x k x x k

 

3

4
3 5

1 ,1 1,
4 4

5

4




    
       

   
 


k

k k

k

 

3η ΛΥΣΗ (Βαγγέλης Παπαπέτρος) 

Αν 1=k  , τότε  

( ) ( )
2

1 1 1 1 1 0− = −  − − − = x x x x

 0,1, 2x . 

Άρα, για 1=k  η εξίσωση έχει τρείς 

πραγματικές και διαφορετικές ρίζες. 

Έστω τώρα 1k  . 

Για x  είναι 

( ) ( ) ( )
2 4 2

1 1 0− = −  − − − = x x k x x k  

. 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 0  − − − − + − = 
  

x x k x x k  

( )( )2 2
3 1 1 0− + + − + − = x x k x x k  

2 2
3 4 5 1 3 4

0
2 4 2 4

   − −   
− + − + =     

         

k k
x x  

Αν  

4 5 0− k  ή 3 4 0− k , 

δηλαδή  

5

4
k  ή 

3

4
k , 

τότε η εξίσωση είτε δεν θα έχει λύσεις 

ή θα έχει δύο διπλές. 

Αν 
5

4
k  και 

3

4
k ,  

τότε οι εξισώσεις  

2
3 4 5

0
2 4

− 
− + = 

 

k
x και 

2
1 3 4

0
2 4

− 
− + = 

 

k
x  

έχουν δύο διαφορετικές και 

πραγματικές ρίζες η κάθε μία, άρα η 

αρχική έχει, ( )  (ακολουθεί ερώτηση) 

τέσσερις διαφορετικές πραγματικές 

ρίζες και μάλιστα είναι οι ακόλουθες 

1 4 3 1 4 3
,

2 2

− − + −k k
, 

3 5 4 3 5 4
,

2 2

− − + −k k
 

Άρα, η απάντηση είναι  

3 5
,1 1,

4 4

   
    
   

k   

( )  Ερώτηση: Δεν πρέπει να ελέγξω 

αν υπάρχουν k  τέτοια,  

ώστε κάποια από τις ρίζες της 

2
3 4 5

0
2 4

− 
− + = 

 

k
x  

να ισούται με κάποια από τις ρίζες της  

2
1 3 4

0
2 4

− 
− + = 

 

k
x ; 

4η ΛΥΣΗ (Χρήστος Λαζαρίδης) 

Η εξίσωση ορίζεται στο R και είναι 

ισοδύναμη: 

2
( 1)− = − x x k

2 2
( 1) ( 1)− = − − = − + x x k x x k  

2 2
3 1 0 1 0− + + = − + − =x x k x x k  

Η εξίσωση θα έχει 4 διαφορετικές 

πραγματικές, αν και μόνο αν οι 

διακρίνουσες είναι θετικές και οι 

δευτεροβάθμιες δεν έχουν κοινή ρίζα. 

Έστω ότι οι δευτεροβάθμιες έχουν 

κοινή ρίζα t, τότε:  

2 2
3 1 1 0− + + = − + − = t t k t t k

1= =t k  

Τελικά  

3 5
,1 1,

4 4

   
    
   

k  

ΑΣΚΗΣΗ 32. 

Να εξετάσετε αν οι αριθμοί,  

3  , 7 ,  11  

ανήκουν στην ίδια αριθμητική πρόοδο. 

 

Προτείνει: Γιάννης Κουτσούκος 

 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=41116 

ΛΥΣΗ 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=41116
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=41116
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(Χρήστος Ντάβας) 

Έστω ότι ανήκουν στην ίδια 

αριθμητική πρόοδο. 

Η διάταξη τους είναι  

3 7 11   

υποθέτουμε ότι υπάρχουν ακέραιοι 
+

, Z  ώστε:   

7 3

11 3

= +

= +




 

όπου   η διαφορά της αριθμητικής 

προόδου. 

7 3

11 3

 = +


= +





7 3

11 3

 = +


= +

  

  
 

7 11 3 3− = −    

( 7 3) ( 11 3)− = −   

Δείξαμε δηλαδή ότι  

11 3

7 3

−
=

−




, 

άτοπο καθώς,  

11 3
,

7 3

−
 − 

−
R Q Q




 

Παρατήρηση 1η (Θάνος Μάγκος) 

άτοπο καθώς, 
11 3

,
7 3

−
 −

−
R Q  

Θα ήθελα μια στιγμή να σταθώ στο 

παραπάνω σημείο. Είναι για έναν 

μαθητή, ειδικά της Α' Λυκείου, 

προφανές ότι  

11- 3
-

7 - 3
 ; 

Νομίζω καθόλου. Και από ό,τι βλέπω, 

το να αποδειχθεί ότι όντως ισχύει ο 

ισχυρισμός, είναι μια δυσκολούτσικη 

άσκηση, σίγουρα δυσκολότερη από το 

αρχικό θέμα. 

Ας το αποδείξουμε! 

(Σωτήρης Λουρίδας)  

Ας δούμε μία διαπραγμάτευση 

Κατ’ αρχάς παρατηρούμε ότι   

 
11 3

1,1 .
7 3

−
 −

−
 

Έστω ότι υπάρχει   

 / 1,1 −k  

ώστε  

11 3
,

7 3

−
=

−
k  

τότε παίρνουμε:  

( )11 1 3 7+ − = k k  

( ) ( )
2 2

11 3 1 7 2 1 33+ − − = − k k k  

( )

( )

2 2
11 3 1 7

33 ,
2 1

+ − −
= 

−

k k

k
 

πράγμα άτοπο καθότι ο αριθμός 33 δεν 

είναι τέλειο τετράγωνο θετικού ρητού. 

(Χρήστος Ντάβας) 

Έστω  

11 3

7 3

−
= 

−
Q




 

11 3

7 3

−
= 

−




 

2 2 2 2
( 11 3) ( 7 3)− = −    

2 2 2 2
33 21 7 5− = −      
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( ) ( )
2 2

2 2 2 2
33 21 7 5− = −    

2 2 4 4 2 2
6 77 16 4 70− = + −      

4 4 2 2

2 2

16 4 70
77

6

+ −
=

−

   

 
 

Δείξαμε έτσι ότι ο αριθμός 77  έχει 

ρητή έκφραση, άτοπο. 

Παρατήρηση 2η (Θάνος Μάγκος) 

Οι παραπάνω αποδείξεις βασίζονται 

στο ότι οι αριθμοί 33, 77  είναι 

άρρητοι. 

Αν κάποιος μαθητής ρωτούσε: "Γιατί 

κύριε;" τι θα απαντούσατε;  

(Χρήστος Ντάβας) 

Έστω  

77 , , Z
+

= 
p

p q
q

 

και το κλάσμα είναι ανάγωγο, τότε  

2 2 2 2 2
77 7(11 ) 7 /=  = q p q p p  

Όμως η ευκλείδεια διαίρεση του p  με  

το 7 είναι  

1
7 , 0,.., 6= + =p d c c  

2 2 2

1

2

7(7 7 )

7 /

 = + +




p d d c c

p

2
7 / 0 7 / = c c p  

Άρα, 
1

7=p d  συνεπώς  

2 2 2 2

1
77 77 49=  = q p q d

2 2 2

1
11 7 7 / 7 /=  q d q q , 

άτοπο. 

Υ.Γ. Η απόδειξη του "Ο 2  είναι 

άρρητος " , πόσες φορές πραγματικά 

μας γεμίζει, εννοώ να την αποδώσουμε 

και να απορροφηθεί, όταν την κάνουμε  

στην τάξη; 

ΑΣΚΗΣΗ 33. 

1. Να αποδειχθεί ότι  

1
1 ( )

2...
−

=a a a a a


 

όπου   το πλήθος των ριζικών. 

2. i) Να αποδειχθεί ότι ο ακέραιος 

αριθμός ..

−

aaa a

 

 με 0a  μπορεί να 

γραφεί στη μορφή    

(10 1)
9

−
a  . 

ii) Να υπολογιστεί το άθροισμα: 

3 33 333 ... 333...3

−

= + + + +
 

. 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς 

 

Σύνδεσμος:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=38825 

ΛΥΣΗ 

(Γιώργος Γαβριλόπουλος) 

1) Ας είναι  

......=A a a a a  

Θα ισχύει  

1
1

2 2

 
− 
 =   =

n

n

A
A a A a

a
. 

2) i) Ο αριθμός ισούται με  

2
10 10 ... 10+ + + +

n
a a a a  

δηλαδή είναι ίσος με το άθροισμα των 

n  πρώτων όρων μιας γεωμ. προόδου 

με πρώτο όρο a  και λόγο 10   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=38825
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=38825
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το οποίο σύμφωνα με γνωστό τύπο 

ισούται με  

1

1
(10 1)

1 9

−
= −

−

n

na
a



. 

ii)  

3 9 99 999 ... 999...999= + + + + =
n

 

2
(10 1) (10 1) ... (10 1)− + − + + − =

n  

2 3 10(10 1)
10 10 10 .... 10

9

−
+ + + + − = −

n

n
n n  

Επομένως  

10(10 1)

27 3

−
= −

n
n

. 

ΑΣΚΗΣΗ 34. 

Δίνονται οι συναρτήσεις ,f g  με  

2
( ) 2 2 1, ( ) 5= − − + + + = −f x x x x g x x

. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των 

συναρτήσεων ,f g . 

β) Να αποδείξετε ότι  

12
(0)

5
f . 

γ) Να ρητοποιήσετε την παράσταση  

2 1

(1) 3 1 3

2 2

= +
−  

− + 
 

A
f

f

. 

δ) Να αποδείξετε ότι οι ,
f g

C C  δεν 

τέμνονται. 

 

Προτείνει: Λευτέρης Πρωτοπαππάς 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=36789 

ΛΥΣΗ 

(Στάθης Κούτρας) 

α) Πρέπει  

2 2 1
2 0

1
2 1 0

2

−   
− − +  
  

 −+   


x
x x

xx
 

1 1
1 ,1

2 2

 
−    = − 

 
f

x A . 

=
g

A  

β) Είναι  

( )
12 12

0 2 1
5 5

  +  f  

( )
2

212 7 7
2 1 2 2

5 5 5

 
 −      

 
 

49
2 50 49

25
   , 

 που ισχύει άρα και η αρχική. 

γ)  Έχουμε ότι 

( )

2 1

1 3 1 3

2 2

= + =
−  

− + 
 

A
f

f

 

2 1 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

2 2

+ = + =
− − +

+

 

( )

( ) ( )

2 3 3 3 3 4 3 2 3

6 33 3 3 3

+ + −
=  = −

−− +
A  

δ) Με  

1
1

2
  −   

f
x A x  

1
5 5 1 5

2
− −  −  − x  

( ) ( )4 0 −   g x f x  

( ) ( ) , 
f g

f x g x C C , 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=36789
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=36789
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δεν τέμνονται. 

ΑΣΚΗΣΗ 35. 

Δίνονται οι αριθμοί:  

2 2 2 2
1 2 3 ... 2012= + + + +a  

και    

1 3 2 4 3 5 ... 2011 2013 2012=  +  +  + +  +b  

Να βρεθεί η τιμή της παράστασης:  

−b a  

 

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=18811 

ΛΥΣΗ 

(irakleios) 

1 2 2 2 3 2 ... 2011 2 2012 ( 2011)− =  +  +  + +  +  − =b a

2(1 2 3 ... 2011) 2011 2012+ + + + −   

τώρα  

2011 2012
1 2 3 ... 2011

2


+ + + + =  

έτσι  

2011 2012
2 2001 2012

2


− =  −  =b a

2011 2012 2011 2012 0 −  =  

2η ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή) 

1 3 2 4 3 5 ... 2011 2013 2012=  +  +  + +  + b  

(2 1)(2 1) (3 1)(3 1)= − + + − + +b

(2012 1)(2012 1) 2012+ − + +   

2 2 2
(2 3 2012 ) 2011 2012= + ++ − + b

( 1) 1 0= − +  =  − =b a b a b a  

3η ΛΥΣΗ (Χρήστος Λαζαρίδης) 

Γνωρίζουμε ότι 

( )
2

( 2) 1 1+ + = +a a a  

Η ταυτότητα για 1, 2,3,..., 2011=a , 

δίνει: 

2

2

2

2

1 3 1 2

2 4 1 3

3 5 1 4

2011 2013 1 2012

2012 2012

 + =

 + =

 + =

 + =

=

 

Με πρόσθεση κατά μέλη:  

2011 1 2012+ = − +  =b a b a

0 − =b a  

ΑΣΚΗΣΗ 36. 

Να λυθεί η εξίσωση 

4
4 1= +x x  

 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=11458 

ΛΥΣΗ 

(Πάνος Γκριμπαβιώτης) 

4 4
4 1 4 1 0= +  − − = x x x x  

4 2 2
2 1 2 4 2 0+ + − − − = x x x x  

2 2 2
( 1) ( 2 2 ) 0+ − + = x x  

2 2 2
( 1) ( 2 2 )+ + =x x  

2
1 2 2+ = +x x  ή 

2
1 2 2+ = − −x x . 

Άρα έχουμε ότι: 

2
1 2 2 0+ − − =x x  

η οποία έχει διακρίνουσα  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=18811
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=18811
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=11458
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=11458
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4 2 2 0= − D  

και 2 πραγματικές ρίζες τις  

1,2

2 2(2 2 1)

2

 −
=x  

ή 

2
1 2 2 0+ + + =x x  

η οποία έχει διακρίνουσα  

4 2 2 0= − − D  

και είναι αδύνατη στο R. 

ΑΣΚΗΣΗ 37. 

Μια ανίσωση για την Α΄ Λυκείου. 

Ας βρούμε όσο το δυνατό 

περισσότερους τρόπους να την 

επιλύσουμε (στο ΙR). 

3 2
2 + +x x x  

 

Προτείνει: Γιώργος Ρίζος 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=13620 

ΛΥΣΗ 

(Βασίλης Μαυροφρύδης) 

Το τριώνυμο  

2
1+ +x x  

έχει Δ < 0 άρα είναι θετικό ως 

ομόσημο του 1 0=   για κάθε 

πραγματικό αριθμό x 

3 2 3 2
2 1 1 + +  −  + + x x x x x x

( ) ( )2 2
1 1 1− + +  + + x x x x x

1 1 2−   x x  

2η ΛΥΣΗ (Ηλίας Καμπελής) 

Μια παρόμοια λύση 

3 2 3 2
2 2 0 + +  − − −  x x x x x x  

3 2 2
2 2 0− + − −  x x x x  

( ) ( )2
( 2) 2 1 0− + − +  x x x x  

( ) ( )2
2 1 0 2 0 2− + +   −   x x x x x  

Γιατί 2
1 0+ + x x , επειδή 3 0 = −   

3η ΛΥΣΗ (Βασίλης Μαυροφρύδης) 

3 2 3 2
2 2 0 + +  − − −  x x x x x x  

3 2
2 2 0− − + −  x x x x  

( )2
2 2 0− − + −  x x x x  

( ) ( )2 1 2 0− + + −  x x x x  

( ) ( )2 1 1 0 − + +   x x x

( ) ( )
2

1 0
2

2 1 0
+ + 

− + +  
x x

x x x

2 0 2−   x x  

4η ΛΥΣΗ (Χρήστος Τσιφάκης) 

3 2 3 2
2 8 2 8 + +  −  + + − x x x x x x

2
( 2)( 2 4) ( 2)( 3)− + +  − + x x x x x  

2
( 2)( 2 4) ( 2)( 3) 0− + + − − +  x x x x x

2
( 2)( 1) 0− + + x x x  

2
1 0

2 0 2
+ + 

 −   
x x

x x  

5η ΛΥΣΗ (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

Και σαν τον παλιό καλό καιρό 

.....γραφικά 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=13620
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=13620
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ΑΣΚΗΣΗ 38. 

Να λυθεί η εξίσωση:  

2 2

2 2

1 1 4 4

1 1 4 4

− + − +
+ = +

+ − + −

x x x x

x x x x
 

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=15179 

ΛΥΣΗ 

(Στράτης Αντωνέας) 

Η εξίσωση ορίζεται αν και μόνο αν  

[0, ) { 1,1,16}. + − −x  

Ισοδύναμα έχουμε: 

2 2

2 2

1 2 1 2 4 8 4 8

1 1 4 4

+ − − + + − − +
+ = + 

+ − + −

x x x x

x x x x
 

2 2

2 2 8 8
1 1 1 1

1 1 4 4

− −
+ + + = + + + 

+ − + −x x x x
 

2 2

1 1 4 4

1 1 4 4
− = − 

− + − +x x x x
 

4

2 32

1 16
= 

− −x x

3
(16 1) 0− = x x  

0=x  ή 
33

1 1

16 2 2
= =x  

2η ΛΥΣΗ (Στράτης Αντωνέας) 

Διαφορετικά μπορούμε να την 

λύσουμε αν θέσουμε  

2

2

1 4
,

1 4

− −
= =

+ +

x x
a b

x x
 

Τότε η εξίσωση γράφεται: 

1 1
( )( 1) 0+ = +  − − = a b a b ab

a b
  

=a b  ή 1=ab  

•  Αν =a b  ισοδύναμα παίρνουμε  

2 3
4 (16 1) 0=  − = x x x x  

0=x  ή 
3

1
.

2 2
=x  

•  Αν 1=ab  ισοδύναμα παίρνουμε  

2
4 0 (4 1) 0+ =  + = x x x x x

0=x  

ΑΣΚΗΣΗ 39. 

Δίνεται το τριώνυμο  

2
( ) 2 2( 5) ( 5)= − − − −f x x x  , 

όπου λ πραγματικός αριθμός. 

α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα του 

τριωνύμου ισούται με:   

4( 5)( 3) = − −   

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 

πραγματικού αριθμού λ το τριώνυμο 

έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=15179
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=15179
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γ) Αν 
1 2
,x x  είναι οι άνισες ρίζες του 

τριωνύμου να δείξετε ότι ισχύει:  

2 2

1 2
( 5)( 4)+ = − −x x    

δ) Να βρείτε τις τιμές του   ώστε 

το τριώνυμο f(x) να είναι θετικό για 

κάθε τιμή του x . 

 

Προτείνει: Σπύρος Καρδαμίτσης 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=15013 

ΛΥΣΗ 

(Ηλίας Καμπελής) 

α) Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι  

2
4 = −   =  

( ) ( )
2

4 5 8 5− + − =   

( ) ( )4 5 5 2− − + =  ( ) ( )4 5 3− −   

β) Για να έχει το τριώνυμο δύο ρίζες 

πραγματικές και άνισες πρέπει: 

( ) ( )0 5 3 0   − −     

3 5     

δηλαδή πρέπει  

( ) ( ),3 5, −  +  

γ) Αν  

( ) ( ),3 5, −  +  

 και 
1 2
,x x   οι ρίζες του τριωνύμου 

τότε: 

1 2 1 2
5+ = −  + = −x x x x





   

και 

1 2 1 2

5

2

−
 =   = −x x x x

 


 

Είναι:  

( )
22 2

1 2 1 2 1 2
2+ = + − x x x x x x  

( )
22 2

1 2

5
5 2

2

− 
+ = − − −  

 
x x


  

( ) ( )
22 2

1 2
5 5+ = − + − x x    

( ) ( )2 2

1 2
5 5 1+ = − − + x x    

( ) ( )2 2

1 2
5 4+ = − −x x    

δ) Για να είναι το τριώνυμο θετικό για 

κάθε x R , επειδή 2 0=  , πρέπει 

να ισχύει:  

( ) ( )0 4 5 3 0 3 5   − −        

 δηλαδή  

( )3,5  

ΑΣΚΗΣΗ 40. 

Να βρεθούν οι αριθμοί , ,x y z , αν 

ισχύει ότι: 

2 2 2

3009
4010 4012 4014

+ + + = + +
x y z

x y z  

 

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=19&t=14623 

ΛΥΣΗ 

(Θάνος Μάγκος) 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz 

έχουμε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=15013
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=15013
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=14623
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=19&t=14623
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2 2 2

3009
4010 4012 4014

+ + = + + + 
x y z

x y z

2
( )

3009
12036

+ +
 +

x y z
, 

δηλαδή (αν τεθεί = + +t x y z ) είναι  

2
( 6018) 0,− t  

οπότε 6018,=t  δηλαδή  

6018+ + =x y z  

και ισχύει η ισότητα στην ανισότητα 

Cauchy-Schwarz, οπότε είναι  

4010 4012 4014 4010 4012 4014

+ +
= = = =

+ +

x y z x y z

6018 1

12036 2
=  

Επομένως, είναι  

2005, 2006, 2007,= = =x y z  

τιμές που ικανοποιούν την αρχική 

σχέση. 

2η ΛΥΣΗ (Γιώργος Μανεάδης) 

Η δοσμένη γίνεται  

2 2
4010 4012

( ) ( )
4010 4 4012 4

− + + − + +
x y

x y  

2
4014

( ) 0
4014 4

+ − + = 
z

z  

2 2

4010 4012

2 24010 4012
+

   
− − +      

   

x y
 

2

4014
0

24014

 
+ − =   
 

z
 

2005, 2006, 2007= = =x y z  

ΑΣΚΗΣΗ 41. 

Να λύσετε την εξίσωση: 

( 2)( 4)( 3)( 5) 360+ + + + =x x x x . 

 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς 

Σύνδεσμος: 

http://www.mathematica.gr/forum/vie

wtopic.php?f=21&t=39418 

ΛΥΣΗ 

(Πάνος Γκριμπαβιώτης) 

( 2)( 5) ( 3)( 4) 360+ +  + + = x x x x  

2 2
( 7 10)( 7 12) 360+ + + + =x x x x . 

Θέτουμε 2
7 10= + +y x x   

και η εξίσωση γίνεται  

2
( 2) 360 2 360 0+ =  + − =y y y y  

η οποία έχει λύσεις τις 18, 20− .  

Άρα: 

2
7 10 18+ + =x x  ή 

2
7 10 20+ + = −x x  

Η πρώτη δίνει λύσεις τις 1, 8−  και η 

δεύτερη είναι αδύνατη. 

2η ΛΥΣΗ 

(Ηλίας Καμπελής) 

Θέτοντας  

7 7

2 2
= +  = −w x x w  

η εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 

3 1 1 3
360

2 2 2 2

       
− + − + =       

       
w w w w  

2 21 9
360

4 4

   
− − =    

   
w w  

4 2
16 40 5751 0− − =w w  

Λύνοντας την παραπάνω διτετράγωνη 

βρίσκουμε: 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=39418
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=39418
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2 568

32
= −w , απορρίπτεται και  

2 81 9

4 2
=  = w w . 

Με 
9

2
=w   είναι 1=x .  

Με 
9

2
= −w   είναι 8= −x . 

3η ΛΥΣΗ 

(Μιχάλης Λάμπρου)  

Αφού οι παράγοντες  

( 2),( 4),( 3),( 5)+ + + +x x x x  

διαφέρουν κατά μία μονάδα, 

πονηρευόμαστε μήπως το 360  

γράφεται ως γινόμενο διαδοχικών 

ακεραίων. 

Με μικρές δοκιμές βρίσκουμε  

3 4 5 6 360   = . 

Αμέσως αμέσως έχουμε και την 

ανάλυση  

( 6) ( 5) ( 4) ( 3) 360−  −  −  − = . 

Άρα έχουμε τις λύσεις  

2 3, 2 6+ = + = −x x , 

δηλαδή 1, 8= = −x x . 

Τώρα εύκολα βρίσκουμε τις άλλες δύο 

ρίζες, αφού διαιρέσουμε με το  

( 1)( 8)− +x x . 

Αν έκανα σωστά τις πράξεις, 

( 2)( 4)( 3)( 5) 360+ + + + − =x x x x  

2
( 1)( 8)( 7 30)− + + +x x x x  

και οι άλλες δύο ρίζες είναι οι  

7 71

2

−  i
. 

4η ΛΥΣΗ 

(Sotosbarl)  

Θέτουμε 2+ =x y  οπότε η εξίσωση 

γίνεται:  

( 1)( 2)( 3) 360+ + + = y y y y  

( 1)( 2)( 3) 1 361+ + + + = y y y y  

2
( 1)( 2)( 3) 1 19 (1)y y y y+ + + + = . 

Γνωρίζουμε ότι το γινόμενο τεσσάρων 

διαδοχικών αριθμών αυξημένο κατά 1 

είναι τέλειο τετράγωνο και ισχύει η 

ταυτότητα:  

2 2
( 1)( 2)( 3) 1 ( 3 1)+ + + + = + +y y y y y y  

Άρα η (1) γίνεται:  

2 2 2
( 3 1) 19 0+ + − = y y  

2 2
( 3 20)( 3 18) 0+ + + − =y y y y . 

Οπότε παίρνουμε τις λύσεις:  

3=y  και 6= −y . 

Άρα 1=x  και 8= −x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


