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Εικοσιδωδεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

                                          
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 

πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 

πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 

Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 

τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα 

από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί να 

έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - 

οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 

των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των (0,0,±ϕ), 
1 1

, ,
2 2 2

 +  
   

 
, όπου ϕ ο χρυσός λόγος 

1 5

2

+
 ενώ το δυαδικό του πολύεδρο 

είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 

Πηγή: http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 

                                                                                                      Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 

 

 

Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους έγινε από τον Χρήστο Τσιφάκη 

Η φιλοτέχνηση του εξώφυλλου έγινε από τον Μιχάλη Νάννο 
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ΑΛΓΕΒΡΑ  Β ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΙ ΛΙΓΟ ΠΑΡΑΠΑΝΩ….. 

ΣΥΛΛΟΓΗ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ  

ΑΣΚΗΣΕΩΝ  

 

ΑΣΚΗΣΗ    1. 

Δίνονται  οι εξισώσεις:  

( 2)(2 5) 2− − = +x x x  

και:  

( 2)(2 5) 3− − =x x x . 

Λύστε τις δύο εξισώσεις. Μπορούμε να ισχυριστούμε  

ότι οι δύο εξισώσεις είναι ισοδύναμες; 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=73949 

ΛΥΣΗ 1η (Νίκος Φραγκάκης)  

Εννοείται, «μιλάμε» για λύσεις στο σύνολο των 

πραγματικών αριθμών.  

Η πρώτη μετά τις πράξεις γίνεται:  

2
5 4 0− + =x x  

με προφανείς ρίζες: 1=x   είτε  4=x . 

Στη δεύτερη το πεδίο ορισμού είναι: 

 
5

\ 0, 2 ,
2

  
=   + 

  
A x x  

 και υψώνω στο τετράγωνο, οπότε: προκύπτει. 

( ) ( ) ( )2
1 4 4 16 25 0− − − + =x x x x . 

Το τριώνυμο   

( )
22

( ) 4 16 25 4 2 9 0= − + = − + t x x x x , 

συνεπώς και αυτή έχει τις ίδιες λύσεις με την πρώτη 

άρα είναι ισοδύναμες. 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) Εξισώνω τα δεύτερα 

μέλη των δύο εξισώσεων και έχω  

3 2 0,− + =x x  

απ' όπου 1=x  ή 4,=x τιμές που επαληθεύουν τις 

αρχικές εξισώσεις. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι καμία 

από αυτές δεν έχει άλλη ρίζα, άρα οι εξισώσεις είναι 

ισοδύναμες. 

Σχόλιο 

Για να μπορέσουμε να απαντήσουμε θα πρέπει να μας  

πεις ποιον ορισμό χρησιμοποιείς για την έννοια των 

ισοδύναμων εξισώσεων. Αν για παράδειγμα 

περιλαμβάνεις και το σύνολο ορισμού, όπως κάποιοι 

συγγραφείς, τότε δεν είναι ισοδύναμες. 

Ερώτηση 

Υπάρχει σχετικός ορισμός σε σχολικό βιβλίο; 

Έστω σε οδηγίες διδασκαλίας; 

Απάντηση  

Όταν πήγαινα σχολείο, λέγαμε ισοδύναμες εξισώσεις 

αυτές που έχουν ίδιες λύσεις. Αντιγράφω από το 

βιβλίο του Αριστείδου. Φ. Πάλλα,  Μεγάλη Άλγεβρα 

(1971) 

Ισοδύναμοι λέγονται δύο εξισώσεις, όταν έχουν τας 

αυτάς λύσεις, ήτοι, όταν πάσα λύσις της πρώτης 

είναι και λύσις της δευτέρας και πάσα λύσις της  

δευτέρας είναι και λύσις της πρώτης 

Τον ίδιο ορισμό δίνει και το τότε σχολικό βιβλίο των 

Μπούσγου -Ταμβακλή, Μαθηματικά Γ' Γυμνασίου 

Πρώτος Τόμος (1970). 

ΛΥΣΗ 3η (Ορέστης Γότσης) Ως σύνολο αναφοράς και 

των δύο εξισώσεων θεωρείται το . Τότε το πεδίο 

ορισμού της πρώτης εξίσωσης είναι το 
1
=D .  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73949
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73949
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Για την δεύτερη έχουμε: Για να ορίζεται πρέπει και 

αρκεί να είναι 0 (1)x  και  

2
( 2)(2 5) 0 2 9 10 0− −   − +  x x x x  

5
2 (2)

2

 
   

 
x x . 

Από τις (1) και (2) το πεδίο ορισμού της δεύτερης 

είναι 
2

5
[0, 2] ,

2

 
=  +  

 
D  και το κοινό πεδίο 

ορισμού των δύο εξισώσεων  

1 2

5
[0, 2] ,

2

 
=  =  +  

 
D D D . 

Το σύνολο των λύσεων στο παραπάνω υποσύνολο του 

 είναι το  1, 4=S , όπως αναφέρεται στα ( 2) και 

(3), άρα ισοδύναμες. 

ΑΣΚΗΣΗ    2. 

Δίδεται το πολυώνυμο  

2020 2019 2018
P( ) 3 2022= − + +x x x x . 

Να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης: 

1 3 5 3 5
A P P

2 2 2

    + −
= +       

     

 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=73869 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) Είναι 

2018 2
( ) ( 3 1) 2022= − + +P x x x x  

Αλλά οι αριθμοί  
3 5 3 5

,
2 2

+ −
 είναι ρίζες της 

εξίσωσης  

2
3 1 0.− + =x x  

Άρα,  

1
(2022 2022) 2022

2
= + =A . 

ΑΣΚΗΣΗ    3. 

Να βρείτε όλες τις τιμές της παραμέτρου a , για κάθε 

μια από τις οποίες η ανίσωση 

( )
( )

3
2 2

0
sin 1

−
− +


− −

a a
x

x a
 

ικανοποιείται για όλα τα x , που ανήκουν στο 

διάστημα (6,9] . 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=73693 

ΛΥΣΗ (Κώστας Ρεκούμης)  

Επειδή sina 1 0−   και 
a 3 a

2 2 0
−

+   η ανίσωση έχει 

λύση το διάστημα  
a 3 a

(sina 1, 2 2 )
−

− + . Τώρα, επειδή 

sina 1 6−   το διάστημα (6,9]  εμπεριέχεται στην 

λύση, αν και μόνον αν 

a 3 a 2a a
2 2 9 2 9 2 8 0

−
+   −  +  

a a
2 8 2 1 a 3 a 0       . 

ΑΣΚΗΣΗ    4. 

Να λυθεί στο  η  εξίσωση:  

3 3
1 7

133
2 2

   
+ + + =   

   
x x  

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73869
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73869
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73693
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=73693
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=71345 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης)  

Για 
1

x t,
2

+ =  η εξίσωση γράφεται: 

3 3
t (t 3) 133+ + = 

3 2
2t 9t 27t 106 0+ + − = 

3 2
2t 9t 27t 90 16 0+ + − − =   

3 2
2(t 8) 9(t 3t 10) 0− + + − = 

2
2(t 2)(t 2t 4) 9(t 2)(t 5) 0− + + + − + =   

2
(t 2)(2t 13t 23) 0,− + + =  

από όπου t 2,= άρα 
3

x
2

=  

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) Έστω  

3 3
1 7

f (x) x x ,
2 2

   
= + + +   
   

 

τότε η εξίσωση γράφεται  

3 3 3
f (x) 2 5 f

2

 
= + =  

 
 

και επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα (εύκολα 

προκύπτει από τον ορισμό) θα έχει μοναδική λύση 

3
x

2
=  

ΛΥΣΗ 3η (gb 1234) Η δοθείσα, μετά από πράξεις, 

καταλήγει στην  

3 2 75x
2x 12x 90 0

2
+ + − =   

2 15x 3
(2x 3)(x 30) x

2 2
− + +  = , 

μοναδική ρίζα αφού το τριώνυμο  

2 15x
x 30

2
+ +  

έχει αρνητική διακρίνουσα και θετικό μεγιστοβάθμιο 

συντελεστή άρα είναι θετικό σε όλο το . 

ΛΥΣΗ 4η (Νίκος Φραγκάκης)  

Θέτω: 
3

k x
2

= −  και η εξίσωση γράφεται:  

( ) ( ) ( )
3 3

k 5 k 2 7 19 2k 7+ + + =   +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

k 5 k 7 k 5 k 2 7 19 1 + + + − + + = 
 

 

και από τις πράξεις ρουτίνας έχω:  

( )2
k 2k 21k 87 0+ + =  

που έχει μια και μόνο πραγματική ρίζα την  

3
k 0 x

2
=  = . 

Παρατήρηση  

Στην σχέση ( )1 , μπορούμε να δούμε ότι ο ένας 

παράγοντας είναι ίσος με 7  και ο άλλος με  19. Αν  σ’ 

αυτή τη θέση είχαμε, πληροφορία για ακέραιες ρίζες,  

το αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα. 

ΛΥΣΗ 5η (Χρήστος Τσιφάκης) 

3 3
1 7

x x 133
2 2

   
+ + + =    

   
 

3 3
1 7

x 8 x 125 0
2 2

   
+ − + + − =    

   
 

2
3 1 1

x x 2(x 4)
2 2 2

    
− + + + + +    

     

 

2
3 7 7

x x 5 x 25 0
2 2 2

      
+ − + + + + =       
       

 

( )23 3
x 2x 15x 59 0 x

2 2

 
− + + =  = 

 
 

 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=71345
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=71345
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ΑΣΚΗΣΗ    5. 

Να λυθεί η εξίσωση  

2

2

x 48 x 4
10 , x 0

3 x 3 x

 
+ = −  

 
 

 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=563 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Λαζαρίδης) Θέτουμε 

2

2x 4 x 4
y y

3 x 3 x

   
− =  − =    

   
 

2

2

2

2

2 3
2x

8
x

8 16
y

9 3

x
3y

3x

48

− =+ =  + +  

Έχουμε  

2 4
3y 10y 8 0 y 2 ή y

3
− + =  = =  

Άρα  

x 4
2

3 x
− =  ή 

x 4 4

3 x 3
− = . 

ΑΣΚΗΣΗ    6. 

Να λυθεί η εξίσωση: 

2 2
4(x 1) e 2 x 4 x 31

e lne 1 e
e

+ − + + 
= + + 

 
 

Προτείνει: Κωνσταντίνα Κυριακοπούλου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=3759 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) Έχουμε: 

( )
2 24 x 1 e 2x 4x 31

e ln e 1 e
e

+ − + + 
= + +  

 

( )
2 2 24 x 1 2 x 4 x 3 2 x 4 x 2

e e e e
+ + + + +

= − + +   

( ) ( ) ( )
2 2 2

4 x 1 2 x 1 1 2 x 1
e e e e

+ + + +
= − + + 

( ) ( ) ( )
2 2 2

4 x 1 2 x 1 2 x 1
e e e e e

+ + +
= − +  +  

Θέτω:   

( )
2

2 x 1
e y, y 0

+
=  , 

οπότε η εξίσωση γράφεται:   

( )2
y e 1 y e 0, y 0− + + =  . 

Έχει  

( ) ( )
2 2

e 1 4e e 1 = − + − = −   , 

οπότε  

( )
( )

e 1 e 1
y y e y 1

2

+  −
=  =  =  

Για  

( )
2

2 x 1
y e e e

+
=  =   

( )
2 2

2 x 1 1 x 1
2

+ =  + =   

2 2
x 1 x 1ή

2 2
= − = − −  

Για  

( )
2

2 x 1 0
y 1 e e

+
=  =   

( )
2

2 x 1 0 x 1+ =  = −  

ΑΣΚΗΣΗ    7. 

Δίνεται η συνάρτηση  

( )
x

x

e e
f x ln

e 1

 +
=  

+ 
 

α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. 

β) Να αποδείξετε ότι:  

( ) ( )2 2
f x f x 1 +  =  

Προτείνει: Σπύρος Καρδαμίτσης  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=563
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=563
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=3759
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=3759
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=5221&start=20 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής)  

Πρέπει και αρκεί: 

x

x

x

e e
0 e 1 0

e 1

+
  + 

+
 

σχέσεις που αληθεύουν για κάθε πραγματικό x . 

Συνεπώς το πεδίο ορισμού είναι όλο το . 

Συμβολίζουμε sin x x=   και cos x x=   

Είναι: 
2 2

sin x, cos x , μια χαρά πραγματικοί αριθμοί, 

άρα: 

2 2
f (sin x) f (cos x)+ =  

2 2

2 2

sin x cos x

sin x cos x

e e e e
ln ln

e 1 e 1

   + +
+   

   + +   

 

Διαιρώντας στο πρώτο λογάριθμο, αριθμητή και 

παρονομαστή με 
2

sin x
e  λαμβάνουμε: 

2 2
f (sin x) f (cos x)+ =

2 2

2 2

1 sin x cos x

sin x cos x

1 e e e
ln ln

1 e e 1

−

−

   + +
+ =   

   + +   

 

2 2

2 2

cos x cos x

sin x cos x

1 e e e
ln

1 e 1 e
−

 + +
 

 + + 

 

ή 

2

2

cos x 1

2 2

sin x

1 e
f (sin x) f (cos x) ln e

1 e

−

−

 +
+ =  = 

 + 
2

2

sin x

sin x

1 e
ln e ln e 1

1 e

−

−

 +
 = = 

 + 

 

ΑΣΚΗΣΗ    8. 

Να λύσετε την εξίσωση 

2

4( x 3 x) 4 3 x x 3
1

4 x 1

 +  −   −
=

 −
 

 

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=8054 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Μπεληγιάννης)  

Πρέπει  

1
x

2
   . 

Η εξίσωση γράφεται:  

2 2

2 2

3 x 3 x 4 x 4 3 x x 4 3 x

x 3 x

 +  −  +   − 
=

 − 
 

1 ...=   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

x 3 x 2 x 2 x 3 x
1

x 3 x x 3 x

 +  +  −  + 
=

 +   − 
 

x 3 x 2 x 4 x 3 x  +  +  − =  −    

x 3 x 2 2 x 2
3

 
 +  =   + =  

 
 

x 1 x 2k , k Z
3 6

  
 + =  =  +  

 
 

ΑΣΚΗΣΗ    9. 

Να λυθεί η ανίσωση 

2
1 1

lnx lnx
lnx lnx 12 24 3 3 2

− +
−

−  −  

Προτείνει: Αλέξης Μιχαλακίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=7175 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής)  

Η ανίσωση ορίζεται για x 0  και γίνεται: 

( )
( )

ln x

2 ln x
2 ln x

2 ln x
3 2

2 3 3
23

−  −  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=5221&start=20
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=5221&start=20
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=8054
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=8054
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=7175
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=7175
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απ' όπου με απαλοιφή  προκύπτει: 

( ) ( )
2 ln x 2 ln x

2 ln x 2 ln x
2 32 2 3 6 3 32−  −   

( )
2 ln x

2 ln x
3 32 8 3 

( )

2 ln x 33

3

2 8 2 2

3 3 3 33

   
 = =   

   
 

Επειδή 
2

1
3
  η συνάρτηση 

x2
f (x) ( )

3
=  είναι 

γνησίως αύξουσα, πράγμα που σημαίνει: 

3

2
3

2 ln x 3 ln x x e
2

      

Τελικά η λύση είναι: 

3

20 x e   

ΑΣΚΗΣΗ    10. 

Να  λύσετε  την  εξίσωση   

5 x

x2 6 35
2

47 5

−

+ 
=  

− 
 

Προτείνει: Χρήστος Καρδάσης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=7279 

ΛΥΣΗ (Φωτεινή Καλδή)  

Έχουμε ότι: 

( )

( ) ( )

2 7 52
7 5

7 5 7 5 7 5

+
= = +

− − +
 

και  

6 35 12 2 35 7 5 2 7 5

84 8

+ + + +
= = =  

( )
2

7 5

8

+
 

Άρα η εξίσωση γίνεται: 

2

(5 x ) x( 7 5)
( 7 5) 2

8

− +
+ =   

3 x
(2( 7 5)) 1 x 3

−
+ =  =  

ΑΣΚΗΣΗ    11. 

 
Να λύσετε την εξίσωση 

23ln x 5
ln x

4 4x e
+ −

=  

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=10382 

ΛΥΣΗ (Eukleidis)  Για x 0  

Λογαριθμίζουμε και παίρνουμε: 

23ln x 4ln x 5 1

4 2x e
+ −

=   

2
3ln x 4 ln x 5 1

ln x
4 2

 + −
=  

 

( )2
ln x 3 ln x 4 ln x 5 2 + − =   

3 2
3ln x 4 ln x 5ln x 2 0+ − − =  

Θέτουμε ln x = και έχουμε 

3 2
3 4 5 2 0 +  − − =   

( ) ( )2
1 3 7 2 0 −  +  + =  

H διακρίνουσα του δεύτερου όρου είναι 25 = .  

Άρα 1 = , οπότε x e=  ή  2 = − οπότε 
2

x e
−

=  ή  

1

3
 = − , δηλαδή 

1

3x e
−

=  

ΑΣΚΗΣΗ    12. 

Να λύσετε την εξίσωση 

2 3 4

2 3 4

ln(x ) ln(x ) ln(x )
8

(ln x) (ln x) (ln x)
+ + + =  

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=7279
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=7279
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10382
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10382
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Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=9904 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής)  

Κατ' αρχήν, ας ονομάσουμε S το άθροισμα του 

πρώτου μέλους. 

Αυτό ορίζεται για ( ) ( )x 01 1,  +  . 

Επιπλέον: 

2 3

2 3 4
S ....

ln x (ln x) (ln x)
= + + + (1) 

Αν πολλαπλασιάσω το S επί το 
1

ln x
 έχω: 

( )
2 3 4

1 2 3 4
S ....

ln x (ln x) (ln x)ln x
= + + + (2) 

Αφαιρώντας  (1)-(2) => 

( )
2 3 4

1 2 1 1 1
(1 )S ....

ln x ln x (ln x) (ln x)ln x
− = + + + +  

Τώρα οι άπειροι όροι : 

( )
2 3 4

1 1 1
, , ....
(ln x) (ln x)ln x

 

σχηματίζουν γεωμετρική πρόοδο με λόγο 
1

ln x
 

Το άθροισμα αυτό είναι πεπερασμένο (συγκλίνει) 

όταν: 

1
1 ln x 1

ln x
    ln x 1 ή ln x 1 −  

1
0 x ή x e

e
    

Τότε και μόνο τότε: 

2

1

1 2 (ln x)
(1 )S

1ln x ln x
1

ln x

− = + 

−

1 2 1
(1 )S

ln x ln x ln x(ln x 1)
− = +

−
 

και μιας και το ln x 0  αλλά και S 8= : 

1
8(ln x 1) 2

(ln x 1)
− = + 

−

2
8(ln x 1) 2(ln x 1) 1 0− − − − =  

απ' όπου θέτοντας y ln x 1= −  και επιλύοντας: 

2 1 1
8y 2y 1 0 y ή y

2 4
− − =  = = −   

3 1

2 4
3 1

ln x ή ln x x e x e
2 4

ή
−

= = −  = =  

Η δεύτερη απορρίπτεται. 

Άρα 

3

2x e=  που επαληθεύει. 

ΑΣΚΗΣΗ    13. 

Να λυθεί η εξίσωση  

( ) ( )
9 6

cosx sinx 1+ =  

Έχω μια λύση με πολυώνυμα αλλά πρέπει να υπάρχει 

και κάτι πιο εύκολο. 

Θα ήθελα και τις δικές σας σκέψεις. 

Προτείνει: Σπύρος Ορφανίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=9813 

ΛΥΣΗ 1 (Θάνος Μάγκος)  

Αν x  μία λύση της εξίσωσης, έχουμε  

9 6
cos x 1 sin x 0= −   

άρα cos x 0.  

Επειδή είναι  

2
sin x 1 , είναι και 

6 2
sin x sin x . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=9904
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=9904
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=9813
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=9813
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Επίσης, επειδή 0 cos x 1  , είναι 
9 2

cos x cos x.  

Άρα  

6 9 2 2
1 sin x cos x sin x cos x 1.= +  + =  

Επομένως, πρέπει να ισχύει παντού ισότητα. Άρα  

6 2
sin x sin x=  και 

9 2
cos x cos x=  

κ.τ.λ. δηλαδή  

( sin x 0=  ή sin x 1=  ή sin x 1= − ) και 

( cos x 0=  ή cos x 1.= ) 

Έχουμε επομένως, τις εξής δυνατότητες: 

sin x 0,cos x 1= = , δηλαδή x 2k , k=    

sin x 1,cos x 0= = , δηλαδή x 2k
2


=  +  

sin x 1,cos x 0= − = , δηλαδή x 2k .
2


=  −  

Προφανώς, όλοι οι παραπάνω αριθμοί είναι λύσεις της 

εξίσωσης. 

ΛΥΣΗ 2η  (Γιώργος Ρίζος) Προφανείς λύσεις:   

x 2 , Z, x 2 , Z
2


=   =      

Για x 2 , Z x 2 , Z
2


          

( )
3

9 2
x 1 1 x = − −  

( )( )
2

9 2 2 2
x x 1 1 x 1 x =  + −  + −   

7 4 2
x x 3 x 3  =  −  + 

7 4 2
x x 3 x 3 0 − +  − =  

( ) ( )4 3 2
x x 1 3 x 1 0  − +  − =   

( ) ( )4 2
x x 1 x x 1  −  +  + +

( ) ( )3 x 1 x 1 0+  −  + =   

( ) ( )6 5 4
x 1 x x x 3 x 3 0 −  +  +  +  + =  

6 5 4
x x x 3 x 3 0  +  +  +  + =  

Επειδή  

9 6
x 1 x 0 x 0 = −      , 

οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

Μοναδικές λύσεις οι προφανείς, αρχικές. 

ΛΥΣΗ 3η  (Χρήστος Τσιφάκης) Έχουμε: 

9 6 2 3
x 1 x 1 ( x) = −  = −  =  

2 2 4
(1 x) (1 x x)= −   +  +  =  

2 2 4
x (1 x x)=   +  +   

άρα 

2 7 2 4
x( x (1 x x)) 0  − +  +  =   

7 2 4
 x 0 1 x xή x =  = +  +  =  

2 2 2
1 1 x (1 x)= + −  + −   

7 4 3
x x 3 x 3 0  − +  − =  

4 3 3
x( x 1) 3( x 1) 0   − +  − =  

3
x 1  = . 

Άρα x 1 =  ή x 0 =  και βρίσκουμε ρίζες 

ΛΥΣΗ 4η (Ανδρέας Πούλος) Νομίζω ότι η 

παρουσίαση αυτή είναι πιο "οικονομική". 

Η εξίσωση γράφεται: 

9 6
cos x 1 sin x= −  = ( )

3
3 2

1 sin x−  = 

= ( ) ( )2 2 4
1 sin x 1 sin x sin x− + + =  

( )2 2 4
cos x 1 sin sin x= + + . 

Ένα είδος λύσεων της εξίσωσης είναι οι αριθμοί που 

ικανοποιούν την cos x 0= . 
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Αν δεν ισχύει αυτό τότε έχουμε 
7 2 4

cos x 1 sin x sin x= + + . 

Επειδή το αριστερό μέλος της ισότητας είναι 

μικρότερο ή ίσο με το 1 και το δεξί μέλος μεγαλύτερο 

ή ίσο του 1. Η ισότητα θα ισχύει μόνο όταν τα δύο 

μέλη είναι 1. Δηλαδή cos x 1= .  

Άρα, οι μοναδικές τιμές του x που είναι λύσεις της 

εξίσωσης είναι αυτές που δίνουν  

cos x 0=  ή cos x 1= . 

ΑΣΚΗΣΗ    14. 

Να αποδείξετε ότι:  

4 2 2 4

2

2 sin sin cos cos
1

3sin 1

 +   − 
=

 −
 

Προτείνει: Κώστας Καπένης 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=8989 

ΛΥΣΗ 1 (Eukleidis)  

Για ευκολία θέτουμε  

2
sin  =  , 

2
cos  =   

και ισχύει  

1 + =  

Άρα η δοθείσα γίνεται: 

( ) ( )
222 2 2 1 12

3 1 3 1

 +  −  −  − +  − 
= =

 −  −
 

2 2 2
2 2 1

1
3 1

 +  −  −  +  −
=

 −
 

ΛΥΣΗ 2η  (Χρήστος Τσιφάκης)  

 
4 2 2 4

2

2
A

3 1

  +    −  
= =

  −
 

2 2 2 4 4

2

( )

3 1

    +   +   −  
=

  −
 

2 4 4

2
3 1

  +   −  
=

  −
 

2 4 4

2
3 1

  +   −  
=

  −
 

2 2 2

2
3 1

  +   −  
=

  −

2

2

3 1
1

3 1

  −
=

  −
 

ΛΥΣΗ 3η (Γιώργος Ρίζος) Το έξυπνο τέχνασμα του 

Γιώργου με παρακίνησε να αναζητήσω την πηγή της 

έμπνευσής του. Δεν ξέρω, αν αυτό είχε στον νου του, 

αλλά θα μπορούσε... 

Σε τριγωνομετρικό κύκλο (r = 1), είναι  

xκαι σy  υνθ  = =  με 

2 2
x y 1+ = . 

Τότε   

4 2 2 4

2

2

3 1

  +     −  
=

  −
 

4 2 2 4

2

2y y x x

3y 1

+  −
=

−
 

( )2 2 2 4 4 2 2 2

2 2

y y x y x y y x

3y 1 3y 1

+ + − + −
= = =

− −

2

2

3y 1
1

3y 1

−
=

−
 

 

με τον περιορισμό το θ να παίρνει τέτοιες τιμές ώστε 

να είναι 
2 1

3
   . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=8989
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=8989
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ΑΣΚΗΣΗ    15. 

Να λυθεί η εξίσωση  
2

x x 1 x 1
3 18 3

− +
−  =  , 

όπου α η ρίζα της εξίσωσης 
3 2

x 9x 23x 15 0− + − =  

που περιέχεται μεταξύ των ριζών της εξίσωσης  

x(x 6) 7− = − . 

 

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=11336 

ΛΥΣΗ (Αντώνης Νασιούλας)  

2
x(x 6) 7 x 6x 7 0− = −  − + = , 

36 28 8 = − = , 
6 2 2

x 3 2
2


= =   

Η δεύτερη από τις δοσμένες με σχήμα Horner γίνεται  

2
(x 1)(x 8x 15) 0− − + = 

(x 1)(x 3)(x 5) 0 x 1, x 3, x 5− − − =  = = =  

Είναι:  

1 3 4 3 2 3 3 2 3 4 5= −  −   +  + =  

Άρα 3 = . 

Έτσι έχουμε: 

2
x x x

3 6 3 3 3−  =  
2

x x 2 x x 2 2
3 9 3 3 3 3 x x 2

+
=  =  =  = +   

2
x x 2 0 (x 2)(x 1) 0− − =  − + = 

x 2 ή x 1= = −  

ΑΣΚΗΣΗ    16. 

Να βρείτε πολυώνυμο P(x)  πρώτου βαθμού ώστε να 

ισχύει ότι  

2 2
P(P (x)) 8x 24x 21= + +  

για κάθε x R  

Προτείνει: despot 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=10897 

ΛΥΣΗ (gtk1994)   

Το πολυώνυμο θα είναι της μορφής  

P(x) ax b= +  

Άρα,  

2 2 2 2 2
P (x) (ax b) a x b 2abx= + = + +  

και 

2 2 2 2
P(P (x)) a(a x b 2abx) b= + + +  

Έτσι, ισχύει ότι : 

2 2 2 2
a(a x b 2abx) b 8x 24x 21+ + + = + +   

3 2 2 2 2
a x 2a bx ab b 8x 24x 21+ + + = + +  

και από εδώ μέσω της ισότητας πολυωνύμων 

παίρνουμε 

a 2=  και b 3=  

Άρα, το ζητούμενο πολυώνυμο είναι:  

P(x) 2x 3= +  

ΛΥΣΗ 2η (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) Έστω  

P(x) ax b= +  με a 0 . 

Με x 0=  και x 3= −  στην αρχική (*) παίρνουμε  

2 2
P(P (0)) P(P ( 3)) 21= − = , 

οπότε αφού a 0 , είναι 

2 2
P (0) P ( 3)= − , δηλ. 

2 2
b ( 3a b)= − +  

από όπου παίρνουμε 3a 2b=  (1), κι άρα  

3
P( ) 0

2
− =  (2). 

Από την (*) με 
3

x
2

= −  παίρνουμε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=11336
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=11336
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10897
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10897
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2 3
P(P ( )) 3

2
− = . 

Αυτή λόγω της (2) μας δίνει b P(0) 3= = , που σε 

συνδυασμό με την (1) μας δίνει a 2= . 

ΑΣΚΗΣΗ    17. 

Για τα πολυώνυμα ( ) ( )P x ,Q x  γνωρίζουμε ότι, 

 
2P(x 2)

x x 2
Q(x)

−
= − −  

και το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου Q(x)  

με το x 3−  είναι το 3 .     

α) Να υπολογίσετε το Q(3) .                                                                                                            

β) Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του  

P(x) : (x 1)−  

Από εισαγωγικές εξετάσεις λυκείων στην Τουρκία 

Προτείνει: Σπύρος Καρδαμίτσης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=10412 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Στραγάλης)  

α) Είναι  

Q(3) 3=  

από το γνωστό θεώρημα... 

β) Η δοθείσα για x 3=  δίνει:  

P(1) Q(3)(9 3 2) 12= − − =  

που είναι και το ζητούμενο υπόλοιπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    18. 

Έστω  

2

1 1 1
A(x) x x=  +  +    

και 
2

2 2 2
B(x) x x=  +  +   

τριώνυμα δευτέρου βαθμού με πραγματικούς 

συντελεστές, τέτοια ώστε να είναι: 

2
|A(x)| |B(x)| |x 4x 3|+ = − +  

για κάθε x  . Να βρεθεί το άθροισμα  

1 2
| | | | +  . 

Προτείνει: Ορέστης Γότσης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=72927 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου)  

Οι ρίζες του τριωνύμου 
2

x 4x 3− +  είναι 1  και 3 .  

Από την υπόθεση και για x 1=  παίρνουμε:  

| A(1) | | B(1) | 0 A(1) B(1) 0+ =  = =  

Ομοίως για x 3=  παίρνουμε A(3) B(3) 0= = . 

Άρα: 

1 1 1
a b c 0+ + =  

2 2 2
a b c 0+ + =  

1 1 1
9a 3b c 0+ + =  

2 2 2
9a 3b c 0+ + =  

Άρα 
1 1 1

c a b= − − , (1) και 
2 2 2

c a c= − − , (2) 

Επίσης:  

1 1 1 1
9a b a b 0+ − − =  

2 2 2 2
9a b a c 0+ − − =  

Άρα 

1

1

b
a

4
= −  και 2

2

b
a

4
= −  

Και άρα  

1 2

1 2

| b | | b |
| a | | a |

4

+
+ =  , (ΣΧΕΣΗ 3) 

Τώρα από την υπόθεση για x 1= −  παίρνουμε: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10412
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10412
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=72927
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=72927
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| A( 1) | | B( 1) | 8− + − =   

1 1 1 2 2 2
| a b c | | a b c | 8− + + − + =  

και λόγω των σχέσεων (1) και (2) παίρνουμε: 

1 1 1 1 2 2 2 2
| a b a b | | a b a b | 8− − − + − − − =   

1 2 1 2
| 2b | | b | 8 | b | | b | 4+ =  + =  

Έτσι η σχέση (3) δίνει:  

1 2

4
| a | | a | 1

4
+ = =  

ΛΥΣΗ 2 (Μιχάλης Λάμπρου) Λίγο αλλιώς 

(γλιτώνουμε πράξεις και το τελικό αποτέλεσμα εξηγεί 

καλύτερα το φαινόμενο). 

| A(x) | | B(x) | | (x 1)(x 3) |+ = − − . 

Για x 1=  παίρνουμε A(1) B(1) 0= =  

 και για x 3=  παίρνουμε A(3) B(3) 0= = .  

Άρα τα x 1, x 3= =  είναι ρίζες του (δευτεροβάθμιου 

A , και όμοια του B . Συνεπώς  

2

1 1
A(x) a (x 1)(x 3) a (x 4x 3)= − − = − +  και 

2

2 2
B(x) a (x 1)(x 3) a (x 4x 3)= − − = − + . 

Άρα η αρχική γράφεται  

2 2 2

1 2
| x 4x 3 | | a (x 4x 3) | | a (x 4x 3) |− + = − + + − +  

2 2

1 2
| a || x 4x 3 | | a || x 4x 3 |= − + + − + =  

2

1 2
(| a | | a |) | x 4x 3 |= + − + . 

Συγκρίνοντας τα δύο μέλη (ή βάζοντας x 2022=  ή 

ότι άλλο μας αρέσει εκτός από 1  ή 3 ) βλέπουμε ότι 

1 2
| a | | a | 1+ =  

ΑΣΚΗΣΗ    19. 

Εάν οι αριθμοί  

1 x 1 x x x
5 5 , , 25 25

2

+ − −
+ +  

αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου 

τότε να βρείτε την ελάχιστη τιμή του   

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=10385 

ΛΥΣΗ (Κώστας Καπένης)  

Θα ισχύει:  

x x 2

x x

1 1
5(5 ) (5 ) 2

5 5
 = + + + −  

Αλλά η ελάχιστη τιμή του  

x 2 x

x x

1 1
(5 ) 5(5 ) 2

5 5
+ + + −  

ταυτίζεται με την ελάχιστη τιμή του τριωνύμου 

2
k 5k 2+ −  όταν k 2  αφού 

x

x

1
5 2.

5
+   

Αφού  

2
k 2 k 4 5k 10       

 
2

k 5k 2 12+ −    

τότε η ελάχιστη τιμή του   είναι η 12  

ΑΣΚΗΣΗ    20. 

Είμαι σίγουρος ότι το παρακάτω πρόβλημα θα σας 

αρέσει και θα το δώσετε και στους μαθητές σας ! Δεν 

πρόκειται για κάτι νέο, για όσους ασχολούνται με τα 

προβλήματα διαγωνισμών στα πολυώνυμα, είναι 

ωστόσο μια ωραία πρόκληση για τους έξυπνους 

μαθητές. 

Ο καθηγητής μπορεί με λίγες αλλά καθοριστικές 

παρεμβάσεις να οδηγήσει τους μαθητές στη λύση του 

προβλήματος. Η μέθοδος που πρέπει να επιλέξει ο 

μαθητής για τη λύση της άσκησης, σύμφωνα με τον 

κατάλογο Polya , είναι: '' λύσε ένα παρόμοιο αλλά 

απλούστερο πρόβλημα''. ! 

 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10385
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=10385
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Εκεί που έπαιζε με τις ταυτότητες και τα πολυώνυμα, 

ένας ανήσυχος μαθητής παρατήρησε ότι αν αναπτύξει 

πχ  τις ταυτότητες  

2 3 4
(x 1) , (x 1) , (x 1) ,....+ + +  

προκύπτουν πολυώνυμα δευτέρου, τρίτου, τετάρτου 

κλπ βαθμού. 

Προσθέτοντας τους συντελεστές αυτών των 

πολυωνύμων, έκανε ορισμένες σημαντικές 

επισημάνσεις. Του γεννήθηκε όμως στη συνέχεια και  

η απορία: 

Αν αναπτύξει την 
2014

(x 1)+  ταυτότητα και γράψει:  

2014 2 2014

0 1 2 2014
(x 1) a a x a x ... a x+ = + + + +  , 

πόσο μπορεί να είναι το άθροισμα  

0 2 4 2012 2014
S a a a ... a a= + + + + + ; 

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=42714 

ΛΥΣΗ ( Γιώργος Βισβίκης)  

Υπόδειξη: Δίνω απλώς κάποια αναπτύγματα, μήπως 

βοηθηθούν τα παιδιά. 

4 2 3 4
(x 1) 1 4x 6x 4x x+ = + + + +  

5 2 3 4 5
(x 1) 1 5x 10x 10x 5x x+ = + + + + +  

6 2 3 4 5 6
(x 1) 1 6x 15x 20x 15x 6x x+ = + + + + + +  

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου)  

Για x 1=  και μετά για x 1= −  παίρνουμε  

2014

0 1 2 2014
2 a a a ... a= + + + +  

και αντίστοιχα  

0 1 2 2014
0 a a a ... a= − + + +  

(κάθε δεύτερος όρος είναι με πλην). 

Προσθέτουμε τώρα κατά μέλη και διαιρούμε δια 2 . 

Παίρνουμε τελικά  

2013

0 2 4 2014
2 a a a ... a= + + + + . 

ΑΣΚΗΣΗ    21. 
Βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης:  

2

2

x x 1
f (x)

x 1

− +
=

+
 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.p

hp?f=21&t=70287 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Ντάβας)  

Για Α Λυκείου πρώτα. 

Ισχύει ότι  

2 2

2x x 1 1 3
1 f (x)

x 1 x 1 2 2 2
     

+ +
 

με το = να ισχύει για x 1, x 1= = −  αντίστοιχα. 

ΛΥΣΗ 2η (Χρήστος Ντάβας) Κάτι στο μεταίχμιο 

και των δύο τάξεων Α,Β. 

Ας υποθέσουμε ότι  

 

2

2

2

x x 1
A (A 1)x x (A 1) 0

x 1

− +
=  − + + − =

+
 

Η τελευταία αν θεωρηθεί τριώνυμο ως προς x , 

δηλαδή για τις τιμές A 1 , πρέπει να έχει 

τουλάχιστον μία λύση για κάθε x   άρα  

1 1 3
0 A 1 A

2 2 2
   −      

δηλαδή   

1 3
f (x)

2 2
   

με το = να ισχύει για x 1, x 1= = −  αντίστοιχα. 

(οι ισότητες ισχύουν όταν  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=42714
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=42714
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=70287
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=70287
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1
0 A 1

2
 =  =   

και για  

1
x

2(A 1)

−
=

−
 

σε κάθε περίπτωση) 

Αν πάλι A 1=  τότε εύκολα βλέπουμε ότι x 0=  και  

το ελάχιστο και μέγιστο της παράστασης (άρα και 

συνάρτησης δεν μεταβάλλεται). 

ΛΥΣΗ 3η (Χρήστος Ντάβας) Έστω x tan u=   

(tan u u,sin u u,cos u u)=  =  =  τότε 

 
1

f (x) f (tan u) 1 sin 2u
2

= = −  

και  

1 3
sin 2u 1 f (tan u)

2 2
     

με το = να ισχύει όταν u
4


=   αντίστοιχα όταν 

x 1, x 1= = − . 

ΛΥΣΗ 4η (Χρήστος Ντάβας) Παρόμοια με 

διαφορετική έναρξη το τελευταίο διάστημα. 

Δουλεύουμε στο επόμενο σχήμα  

 

με την παρατήρηση ότι  

2 2

x 1
f (x) 1

x 1 x 1
= −

+ +
 

όπου συνδυαστικά έχουμε 

f (x) 1 cos u sin u= −  

τα υπόλοιπα όπως και πριν. 

ΛΥΣΗ 5η (Γιώργης Καλαθάκης)  

2

2 2 2

x x 1 x 1 2x
f (x) 1 1

x 1 x 1 2 x 1

− +
= = − = − =

+ + +
 

2

2

1 2x
1 x 1 2x

2 x 1

−
+ +  

+

2 2

2x 1 2x 1
1

x 1 2 x 1 2
  −  − 

+ +
 

2

2

1 2x 1 1
1 f (x) x 1 2x

2 x 1 2 2
−    +  −

+

2 2

2x 1 2x 1
1

x 1 2 x 1 2

− −
    

+ +

2

1 2x 3 3
1 f (x)

2 x 1 2 2

−
+   

+
 

με ισότητες για x 1, x 1= = −  

ΛΥΣΗ 6η (Γιώργος Ρίζος) Παρόμοια με κάποιες από 

τις παραπάνω: 

( )
2

2 2

x x 1 x
g x f (x) 1 1

x 1 x 1

− +
= − = − = −

+ +
 

Είναι  

( )
2

2x 1 1
1 1 g x

x 1 2 2
−  −   −   

+

( )
1 3

f x
2 2
  . 

Τις ακραίες τιμές τις έχουμε για x 1, x 1= − =  

αντίστοιχα. 

ΑΣΚΗΣΗ    22. 

 Να λυθεί η ανίσωση  

2 2

1 3x
1

1 x 1 x
 −

− −
 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=67337 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης)  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=67337
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=67337
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Αρχικά πρέπει  

2 2
x 1,x 1 1 x 1(1)   −   . 

2 2

1 3x
1

1 x 1 x
 − 

− −

2

2

1
1 x 3x (2)

1 x
+ − 

−
. 

Η (2) ισχύει για κάθε 1 x 0  . 

Για 0 x 1  , θέτω 
2 2

1 x a (3)− =  

Η (2)  τώρα γίνεται:  

( )2 2 2

2

1 1
a 3 1 a a 2 9 1 a

a a
+  −  + +  − 

2
a b

2 2

2

1
10a 7 10b 7b 1 0

a

=

+    − +  

2 21 1 1 1
b b a

2
ή ή a

5 2 5
      

Αντικαθιστώντας τώρα στην (3)  παίρνω  

´
2 21 1

1 x 1 x
5

ή
2

−  −    

5
ή

1 2
x x

2
   

Τελικά λόγω και της (1) , προκύπτει  

1 2
x 1, ,1

2 5

  
 −    
   

. 

ΑΣΚΗΣΗ    23. 

Λυθήτω στο  

2 2

22

x x 3x 18

(x 1)(x 1 x 1)

+ +


++ − +
 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=66651 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης)  

Πρέπει  

x+1 0 x -1   . 

Επίσης  

x+1 0 x -1    και 

x+1 x+1 x 0, x -1    . 

Θέτω x+1=y 0  και η ανίσωση γίνεται 

( )

( ) ( )
22

2 2

y-1 +3 y-1 +18(y-1)

yy- y

 

2
2

2

y-1 1 y -2y+1+3y-3+18

y yy -1

 
   

 
 

 

( ) ( )
2

2y +1 y -1 y +y+16

yy -1

 
   
 
 

 

2
y +y+16

y+2 y +1
y

    

2 2 3
y +2y y +y y +y+16 y 8   

3 3
y 4 y 4    

Είναι λοιπόν ( ) ( )x -1,0 0,3   

ΑΣΚΗΣΗ    24. 

ΠΟΥ ΕΙΝΑΙ ΤΟ ΛΑΘΟΣ; 

Να λυθεί ή εξίσωση:  

x x a 2+ − =  , όπου a 0  . 

Πέρα από το συνήθη τρόπο (διαδοχικές υψώσεις κλπ ) 

ας δούμε μια «πονηρή» λύση : 

Είναι:    

x x a 2, , x a (1)+ − =   

και:   

a a
x x a (2)

2x x a
− − = =

+ −
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=66651
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=66651
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Από   

a 4 a
(1) (2) 2 x 2

2 2

+
+  = + = 

2 2
(4 a) (4 a)

4x x
4 16

+ +
=  =  

Πρέπει:  

2
(4 a)

x a a
16

+
   

2 2
(4 a) 16a (a 4) 0+   −  , 

άρα καλύπτεται ο περιορισμός, οπότε η λύση είναι 

δεκτή .  

Όμως για a 8 x 9=  = ,  

το οποίο δεν επαληθεύει την εξίσωση.  

Τι πήγε στραβά; 

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=66649 

ΛΥΣΗ (Θανάσης Κοντογιώργης) δεν έχουμε 

ισοδυναμία. 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Μήτσιος) Οι όροι στο α' μέλος 

είναι μη αρνητικοί, άρα πρέπει  

x 2 0 x 4    , 

δηλ επιτρεπτές για το a  οι τιμές:   

0 a x 4   . 

ΑΣΚΗΣΗ    25. 

Ο σεισμολόγος Α. Τσελέντης 

http://www.enikos.gr/society/663094/tselentis-

perimenoume-30-fores-megalytero-seismo-stin-athina-

vide 

δήλωσε ότι περιμένουμε έναν σεισμό 30 φορές 

μεγαλύτερο από τον 5,1 της κλίμακας ρίχτερ που έγινε 

τον Ιούλιο 2019. 

Η κλίμακα ρίχτερ είναι λογαριθμική. Δείτε 

λεπτομέρειες για αυτό 

http://www.johnmartin.com/earthquakes/eqsafs/safs_6

93.htm 

Ποιου μεγέθους της κλίμακας ρίχτερ αναμένεται να 

είναι αυτός ο νέος σεισμός λοιπόν; 

(Ο περισσότερος κόσμος σκέφτηκε - κάποιοι 

δημοσιογράφοι έγραψαν - ότι θα είναι 5,1 Χ 30 = ....!) 

Προτείνει: Σωτήρης Χασάπης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=64858 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) Τέτοια ερωτήματα 

(ενδιαφέροντα, ρεαλιστικά, χρήσιμα) πιστεύω ότι 

είναι απαραίτητο να συνοδεύουν τη διδασκαλία 

μας στην τάξη.  

Σύμφωνα με την κλίμακα Richter το μέγεθος R 

ενός σεισμού εντάσεως I  δίνεται από τον τύπο 

0

I
R log

I
=  όπου 

0
I  μια ορισμένη ελάχιστη ένταση. 

(Υπάρχει σχετική εφαρμογή στο σχολικό βιβλίο). 

Ο σεισμός μεγέθους 
1

R 5,1=  της κλίμακας Richter 

αντιστοιχεί σε μια ένταση 
5,1

1 0
I I 10=    

Ένας σεισμός 30 φορές πιο ισχυρός θα έχει ένταση 
5,1

2 1 0
I 30I I 30 10= =    

Τότε ( )5,1

2
R log 30 10 6,58=    . 

Παρατήρηση: (Κώστας Ρεκούμης) Ενδιαφέρον το 

ερώτημα! Γράφω με επιφύλαξη τα επόμενα: 

Το αποτέλεσμα του Γιώργου δεν κολλάει με αυτό που 

λένε οι σεισμολόγοι, ότι, δηλαδή αύξηση κατά 31,5 

φορές της "έντασης" του σεισμού σημαίνει αύξηση 

κατά μία μονάδα της κλίμακας μέτρησης. 

Ο τύπος του Γιώργου πρέπει να είναι αυτό που λένε 

τοπικό μέγεθος. Οι σεισμολόγοι μάλλον 

χρησιμοποιούν αυτό που λένε μέγεθος σεισμικής 

ροπής: 0
logM 16,1

1,5

−
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=66649
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=66649
http://www.enikos.gr/society/663094/tselentis-perimenoume-30-fores-megalytero-seismo-stin-athina-vide
http://www.enikos.gr/society/663094/tselentis-perimenoume-30-fores-megalytero-seismo-stin-athina-vide
http://www.enikos.gr/society/663094/tselentis-perimenoume-30-fores-megalytero-seismo-stin-athina-vide
http://www.johnmartin.com/earthquakes/eqsafs/safs_693.htm
http://www.johnmartin.com/earthquakes/eqsafs/safs_693.htm
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64858
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64858
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Παρατήρηση: (Γιώργος Βισβίκης) 

Υπάρχει μεγάλη σύγχυση στο τι σημαίνει " 30 φορές 

μεγαλύτερος σεισμός". Σημαίνει 30 φορές 

μεγαλύτερης έντασης; Και τι ακριβώς είναι η ένταση 

του σεισμού; 

Σε εφαρμογή του σχολικού βιβλίου, γράφει ότι η 

ένταση ενός σεισμού είναι 10 φορές μεγαλύτερη από 

την ένταση ενός άλλου σεισμού που είναι μικρότερος 

κατά μία μονάδα Richter. Για να έχει λοιπόν ένας 

σεισμός  30 φορές μεγαλύτερη ένταση από το σεισμό 

των 5 Richter θα πρέπει να είναι 6.58 Richter, όπως 

βρήκε ο Γιώργος Ρίζος. Προφανώς λοιπόν οι 

σεισμολόγοι δεν εννοούν κάτι τέτοιο. 

Διάβασα και αντιγράφω τα παρακάτω (πουθενά δεν 

αναγράφεται η λέξη ένταση):  

Ένας σεισμός με μέγεθος  μεγαλύτερο κατά μία 

ακέραια μονάδα της κλίμακας Richter, σημαίνει 

10πλασιασμό του πλάτους των δονήσεων που 

καταγράφονται από ένα σεισμογράφο και 31.5 φορές 

μεγαλύτερη έκλυση ενέργειας. 

Συμπεραίνω (μπορεί και να κάνω λάθος) ότι όταν οι 

σεισμολόγοι μιλούν για σεισμό 30 φορές μεγαλύτερο, 

αναφέρονται στην έκλυση ενέργειας. 

Παρατήρηση: (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Νομίζω έχετε δίκιο ως αναφορά το μέγεθος της 

σεισμικής ροπής 

https://en.wikipedia.org/wiki/Moment_magnitude_scal

e Moment magnitude scale) 
w

M .  

Αν δει για παράδειγμα κανείς την αναφορά του 

σεισμού στη σελίδα του https://www.emsc-

csem.org/Earthquake/earthquake.php?id=780588 

European-Mediterranean Seismological Centre, θα 

παρατηρήσει, ότι ήταν ίσος με MagnituteMw 5,3= . 

Παρατήρηση: (Σωτήρης Χασάπης) Μετά την όμορφη 

απάντηση και βασισμένη στη σχετική άσκηση του 

βιβλίου, που θα έπρεπε ίσως να γίνεται πάντα μέσα 

στην τάξη, όπως και οι παρόμοιες εφαρμογές της, ας 

γράψω και εγώ μία λύση παρόμοια με του Γιώργου. 

Πρώτα θα αναφέρω ορισμένα ιστορικά στοιχεία για 

την κλίμακα Richter που χρησιμοποιούμε. 

To 1935 oι Αμερικανοί Charles Richter και Beno 

Gutenberg του California Institute of Technology 

δημιούργησαν έναν τρόπο μέτρησης της έντασης ενός 

σεισμού, τη λεγόμενη τοπική κλίμακα μεγέθους (Local 

Mgnitude Scale : ML). Η κλίμακα αυτή 

δημιουργήθηκε για τη μέτρηση σεισμών μεσαίου 

μεγέθους, σε μεγέθη μεγαλύτερα του 8 η κλίμακα 

υποτιμά το μέγεθος του σεισμού, οι οποίοι συνέβαιναν 

κοντά στο πανεπιστήμιό τους για τη σχετική μεταξύ 

τους σύγκριση. Η κλίμακα μετρούσε σεισμούς με τη 

χρήση του λογαρίθμου του πλάτους των κυμάτων που 

καταγράφονταν από σεισμογράφους Wood-Anderson 

σε απόσταση 100 χλμ από το επίκεντρο. Ως μεγέθους 

μηδέν της κλίμακας ορίστηκε ο σεισμός που προκαλεί 

καταγραφή πλάτους 1μm στο σεισμογράφο. Η 

κλίμακα αυτή είχε σχεδιαστεί για να μετρά με τους 

συγκεκριμένους σεισμογράφους γεγονότα στην 

περιοχή μεγεθών 3 - 7 ML. Επιπλέον ο σεισμογράφος 

δεν μπορεί να βρίσκεται σε απόσταση μεγαλύτερη των 

600χλμ από το επίκεντρο. 

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να εκτιμηθεί η κλίμακα 

Richter. Ένας από αυτούς δίνεται από τον εμπειρικό 

τύπο: 

L
M log(A) 2,56 log(D) 1, 67= + − , 

όπου A  το μέγιστο πλάτος του σεισμογράφου σε μm, 

και D  η απόστασή του από το επίκεντρο του σεισμού. 

Αν θεωρήσουμε ότι 30 φορές μεγαλύτερος σεισμός 

εννοούμε ότι καταγράφεται από το σεισμογράφο 30 

φορές μεγαλύτερο πλάτος και η απόσταση του 

σεισμογράφου από το επίκεντρο είναι D 100km= , 

τότε έχουμε:  

Μέγεθος τελευταίου σεισμού:  

5,3 log(A) 2,56 log(100) 1,67= + −   

log(A) 5,3 1,67 5,12 1,85= + − = . 

Νέος υποτιθέμενος σεισμός:  

L
M log(30 A) 2,56 log(100) 1, 67=  + − =  

log(3) 1 log(A) 2,56 log(100) 1,67 6,77+ + + − =  

Η έκφραση πάντως σίγουρα υπήρξε ατυχής 

τουλάχιστον. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Moment_magnitude_scale
https://en.wikipedia.org/wiki/Moment_magnitude_scale
https://www.emsc-csem.org/Earthquake/earthquake.php?id=780588
https://www.emsc-csem.org/Earthquake/earthquake.php?id=780588
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Πηγές: 1. 

http://www.geo.auth.gr/courses/ggp/mth1063e/pdf/7th

_Chapter.pdf 

2. 

http://www.geo.auth.gr/211/pdf/Mathima_7_Megethos

_Seismon.pdf 

3. 

https://www.bgs.ac.uk/discoveringGeology/hazards/ea

rthquakes/magnitudeScaleCalculations.html 

4. https://gizmodo.com/tracking-tremors-a-brief-

history-of-the-richter-scale-484911351 

 

ΑΣΚΗΣΗ    26. 

Για 0 2    , το εύρος των τιμών του   για τις 

οποίες η δευτεροβάθμια εξίσωση  

2
6x (4 cos )x sin 0+  +  =  

δεν έχει λύσεις, είναι a b   .  

Ποια είναι η τιμή της έκφρασης 3a b+ ;   

5 7 4 3
1) 2) 3) 4) 5)

6 6 3 2
      

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=64755 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης)  

Για να μην έχει λύσεις η εξίσωση  

2
6x (4 cos )x sin 0+  +  =  

πρέπει  

16 cos 24 sin 0 −     

( )2
2 1 sin 3sin 0−  −   

2
2sin 3sin 2 0+ −   

Το τριώνυμο  

2
2sin 3sin 2+ −  

έχει ρίζες 
1

2,
2

− , οπότε πρέπει 

1 5
sin sin sin 6

2 6


  = =


 

Επειδή 0 2     θα είναι 
5

6 6

 
    άρα 

5
a , b

6 6

 
= =  και έτσι 

4
3a b

3
+ =   

Δηλαδή σωστή η  4. 

ΑΣΚΗΣΗ    27. 

Στην Γ' Λυκείου θα αποδειχθεί ότι, για κάθε x 0 , 

είναι:   

x
e x 1 +  . 

Εδώ αν σας χρειασθεί, θεωρήστε το, γνωστό. 

Α)  Λύστε την ανίσωση:  

2
x

x 3
x 6

 +
+

 

Β)  Θεωρούμε την συνάρτηση:  

2
x

f (x) n
x 6

 
=  

+ 
 

i) Βρείτε το πεδίο ορισμού της και τις ρίζες της. 

ii) Λύστε την ανίσωση:   

f (x) n3  

iii) Δείξτε ότι η 
f

C  και η ευθεία y x 2= + , έχουν 

μόνο ένα κοινό σημείο. 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=64174 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης)   

A) Η ανίσωση γίνεται  

http://www.geo.auth.gr/courses/ggp/mth1063e/pdf/7th_Chapter.pdf
http://www.geo.auth.gr/courses/ggp/mth1063e/pdf/7th_Chapter.pdf
http://www.geo.auth.gr/211/pdf/Mathima_7_Megethos_Seismon.pdf
http://www.geo.auth.gr/211/pdf/Mathima_7_Megethos_Seismon.pdf
https://www.bgs.ac.uk/discoveringGeology/hazards/earthquakes/magnitudeScaleCalculations.html
https://www.bgs.ac.uk/discoveringGeology/hazards/earthquakes/magnitudeScaleCalculations.html
https://gizmodo.com/tracking-tremors-a-brief-history-of-the-richter-scale-484911351
https://gizmodo.com/tracking-tremors-a-brief-history-of-the-richter-scale-484911351
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64755
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64755
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64174
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=64174
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2
x 9(x 2)

x 3 0 0
x 6 x 6

+
− −   −  

+ +
 

9(x 2)(x 6) 0 x ( , 6) ( 2, )+ +    − −  − +  

B) i) Πρέπει 

2
x

0 x 6, x 0,
x 6

   − 
+

 

άρα το πεδίο ορισμού είναι A ( 6,0) (0, )= −  +  

Οι ρίζες είναι οι τιμές του x A  για τις οποίες   

2

2x
1 x x 6 0

x 6
=  − − = 

+
  

x 3=  ή x 2= −  

ii) Έχουμε 

2 2
x x

ln ln 3 3
x 6 x 6

   
+ +

2
x 3x 18 0, x A x ( 3, 0) (0, 6)− −     −   

iii) Η 
f

C  και η ευθεία y x 2= +  έχουν κοινό το 

σημείο ( 2,0)− . Θα δείξω ότι δεν έχουν άλλο κοινό 

σημείο. 

Για x 2, −  

2 2

x 2x x
x 2 ln e x 3

x 6 x 6

+
+ =  =  +

+ +
 

(από την αρχική υπόδειξη) και από το (A) ερώτημα, 

x ( 6, 2). − −   

Δεν μπορεί λοιπόν να υπάρχει λύση για x 2. −   

Αν πάλι x 2, −  τότε x 2 0+   και θα πρέπει  

2
x

ln 0 x ( 2, 0) (0,3)
x 6

 
   −  

+ 
 

που καταλήγει σε άτοπο. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    28. 

Να λύσετε την εξίσωση 

2
cos x 3 1 sin x 2 cos x

3 2 11 2 34 0
+ −

 +  − =  

Προτείνει: Κώστας Ρεκούμης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=63424 

ΛΥΣΗ  (Γιώργος Ρίζος)  

Μια προσπάθεια με αρκετές πράξεις, που καλύπτουν 

ευρύ φάσμα της ύλης. 

Η εξίσωση γράφεται 

2
cos x 3 1 sin x 2 cos x

3 2 11 2 34 0
+ −

 +  − =   

cos x 3 cos x 2cos x
3 2 11 2 34 0

+
 +  − =  

• Αν cos x 0  η εξίσωση γράφεται  

2cos x 2cos x
3 2 11 2 34 0

−
 +  − = 

2 cos x

2 cos x

3
11 2 34 0

2
+  − =  

Θέτουμε 
2 cos x

2 y, y 0=   , οπότε η εξίσωση γίνεται  

23
11y 34 0 11y 34y 3 0

y
+ − =  − + = , 

που έχει ρίζες 
1

y 3 y
11

=  =   

Είναι  

cos x ln 3
y 3 4 3 cos x

ln 4
=  =  = , 

λύση που απορρίπτεται  

 ή   
cos x1 1 ln11

y 4 cos x 1
11 11 ln 4

−
=  =  =  − , 

απορρίπτεται. 

Αν cos x 0   η εξίσωση γράφεται  

4cos x 2cos x
3 2 11 2 34 0 +  − =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=63424
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=63424
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Θέτουμε 
2 cos x

2 y, y 0=  , οπότε η εξίσωση γίνεται  

2
3y 11y 34 0+ − = , 

που έχει ρίζες είτε y 6= − , που απορρίπτεται  

είτε   

cos x ln 2 1
y 2 4 2 cos x

ln 4 2
=  =  = = 

x 2k , k Z
3


=    . 

ΑΣΚΗΣΗ    29. 

Αν είναι 0 x
2


   τότε να βρεθεί η μέγιστη τιμή των 

 S x x=  +   και  P x x=    

Προτείνει: Γιώργος Μήτσιος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=63119 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος)  

Ας συμμαζέψουμε αρκετές διαφορετικές προσεγγίσεις. 

Ξεκινώ με την πλέον αναμενόμενη (φαντάζομαι) 

προσέγγιση. 

Είναι  

S x x 2 x
4

 
=  +  =  + 

 
 

με το μέγιστο, που είναι 2 , να επιτυγχάνεται όταν 

x 1
4

 
 + = 

 
 , που, για x 0,

2

 
  
 

,  προκύπτει 

όταν x
4


=  . 

Είναι  

1
P x x 2x

2
=   =   

με το μέγιστο, που είναι 
1

2
, να επιτυγχάνεται όταν 

2x 1 = , που, για x 0,
2

 
  
 

 προκύπτει όταν 

x
4


= . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Ρίζος) Για να παρακινήσω το 

ενδιαφέρον των αγαπητών φίλων, δίνω άλλη μία, ίσως 

όχι από τις πλέον δημοφιλείς. 

Έστω ( )M x, x , x 0,
2

 
    

 
 σημείο στο 1ο 

τεταρτοκύκλιο του μοναδιαίου κύκλου. 

Τότε η περίμετρός του δίνεται από τον τύπο  

x x 1 =  +  + . 

Από όλα τα ορθογώνια τρίγωνα με σταθερή 

υποτείνουσα, μέγιστη περίμετρο έχει το ισοσκελές,(*) 

οπότε το μέγιστο του  , άρα και του 

S x x=  +   επιτυγχάνεται όταν x
4


= . 

 

Το εμβαδόν του δίνεται από τον τύπο  

x x
E

2

 
=  . 

Από όλα τα ορθογώνια τρίγωνα με σταθερή 

υποτείνουσα, μέγιστο εμβαδόν έχει το ισοσκελές,(*) 

οπότε το μέγιστο του E, άρα και του P x x=    

επιτυγχάνεται όταν x
4


= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=63119
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=63119
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(*) Οι αποδείξεις προτείνονται ως μαθητική άσκηση, 

(απ’ αυτές που δίνουν αληθινό νόημα στη δουλειά μας 

στις τάξεις). 

ΛΥΣΗ 3η (Γιώργος Βισβίκης) Το τρίγωνο ABC είναι 

ορθογώνιο τρίγωνο με Â 90


=   

 

● 

2 2

2 2

2 2 2

b c 2bc
2a (b c)

a b c

 + 
  + 

= +

  

b c
2 x x 2

a

+
   +    

με την ισότητα να ισχύει όταν b c,=  δηλαδή x
4


=  

● a a a

2 2

ah h mbc 1
x x ,

a a a a 2
  = = =  =   

με την ισότητα να ισχύει όταν 
a a

m h ,=  δηλαδή 

x
4


=  

ΛΥΣΗ 4η (harrisp) Για το πρώτο και με διανύσματα: 

Έστω τα διανύσματα  

a (sin x, cos x), b (1,1)= = . 

Είναι  

a b | a || b | 2  =  

ΛΥΣΗ 5η (Γιώργος Ρίζος) 

Μια ακόμα κομψή γεωμετρική, κατά το ήμισυ 

διαφορετική από τη λύση του Γιώργου. 

 

Έστω B̂ x=   σε ορθογώνιο τρίγωνο ABC με 

υποτείνουσα BC, 
a

u  ύψος στην υποτείνουσα και 

a

a

2
 =  διάμεσο στην υποτείνουσα. 

Τότε  

a

2 2

a ub c bc
P x x

a a a a


=   =  = = =  

a a
u 1

a a 2


=  = , 

με το ίσο όταν το ύψος ταυτίζεται με τη διάμεσο, 

δηλαδή όταν είναι ισοσκελές.  

Είναι  

b c b c
S x x

a a a

+
=  +  = + =  . 

Είναι  

2 2 2

2 2 2

b c b c 2bc 2bc
1

a a a a

+ + 
= + = + 

 
 . 

Όταν το 
2

bc

a
  γίνεται μέγιστο, τότε γίνεται μέγιστο και 

το 

2

2

b c

a

+ 
 
 

   

με τιμή  

2

2

max

b c 1
1 2 2

a 2

+ 
= +  = 

 
 , 
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άρα και το 
b c

a

+ 
 
 

 με μέγιστη τιμή 2  . 

ΛΥΣΗ 6η (Γιώργος Ρίζος) 

Και μια με πιο "σύγχρονα" εργαλεία. 

Έστω  

( )f x x x, x 0,
2

 
=  +    

 
 

H συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη με  

( )f x x x =  −  . 

Είναι  

x x x 1 x
4


 =    =  =  . 

Με πίνακα προσήμων παραγώγου βρίσκουμε ότι  

( )f x 0    για x 0,
4

 
  
 

 , 

f 0
4

 
 = 
 

 , ( )f x 0    για x ,
4 2

  
  
 

 , 

άρα έχει μέγιστο όταν x
4


=   με τιμή 

f 2
4 4 4

   
=  +  = 

 
 . 

Έστω  

( )g x x x, x 0,
2

 
=     

 
 

H συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη με  

( ) 2 2
g x x x =  −  . 

Όπως παραπάνω, με πίνακα προσήμων παραγώγου 

βρίσκουμε ότι έχει μέγιστο όταν 

2 2 2
x x x 1 x

4


 =    =  =  

με τιμή  

1
g

4 4 4 2

   
=   = 

 
 . 

ΛΥΣΗ 7η (Γιώργος Μήτσιος) Ας δούμε μία ακόμη με 

χρήση του τριγωνομετρικού κύκλου 

 

Η OM διχοτομεί την 
0

AOB 90=  και το τετράγωνο 

OPMH έχει πλευρά ίση με 
2

2
.  

Έστω  

AON x=  με x
4 2

 
   

(όμοια η απόδειξη για 0 x
4


   )  

Τότε  

S x x ZN OZ=  +  = + =  

ZE EN OH ZH 2 EN EM 2+ + − = + −   

αφού: 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο MEN  η M̂  είναι 

εγγεγραμμένη στο τόξο LN που είναι μικρότερο του 

τεταρτοκυκλίου άρα  

0
EMN 45  δηλ  EN EM . 

max
S MH OH 2= + =  όταν x

4


= . 

Όπως στην άσκηση 1 της Β' ομάδας στην ενότητα 3.2  
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του σχολικού, παίρνουμε 

2
S 1

P
2

−
=   άρα 

 

2
S 1 1

0 S 2 P
2 2

−
   =   

max

1
P

2
=  όταν 

max
S S=  για x

4


= . 

 ΛΥΣΗ 8η (takare) 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι στο   ισχύει:  

2 2
sin x cos x +   +   ( )1 . 

Άρα η μέγιστη τιμή της ( )f x sin x cos x= +  στο 

0,
2

 
 
 

 είναι 2  που συμβαίνει όταν tan x 1


= =


 

δηλαδή για  x
4


= . ( Από τη σχέση ( )1  

συμπεραίνουμε ότι, όταν η ( )f x sin x cos x=  +  

παρουσιάζει μέγιστο ή ελάχιστο στο  είναι 

tan x


=


 ) 

ΛΥΣΗ 9η (ΚΑΡΚΑΡ) Αντιγράφω από την Γεωμετρία  

των Ιησουιτών ( μιλάμε για θετικούς αριθμούς): 

Αρχή 5 η : Όταν το άθροισμα των τετραγώνων δύο 

αριθμών είναι σταθερό το άθροισμά τους 

μεγιστοποιείται όταν αυτοί είναι ίσοι . 

Αρχή 3 η : Όταν το άθροισμα των τετραγώνων δύο 

αριθμών είναι σταθερό το γινόμενό τους 

μεγιστοποιείται όταν αυτοί είναι ίσοι . 

 

Η  απόδειξη εκεί γίνεται γεωμετρικά, ενώ υπάρχει και  

η αλγεβρική απόδειξη των παραπάνω με χρήση των 

ταυτοτήτων:  

2 2 2 2
(x y) (x y) 2(x y )+ + − = +   και 

2 2 21
xy (x y (x y) )

2
= + − −  

(υπήρχαν σε παλιότερη έκδοση του βιβλίου Άλγεβρας  

της Α' Λυκείου ) . 

Επειδή λοιπόν:  

2 2
sin x cos x 1+ = , 

για τα μέγιστα παίρνουμε:  

max
(sinx cosx) 2+ =   και 

max

1
(sinx cosx)

2
 =  , 

αμφότερα για: 

2
sinx cosx

2
= = , 

δηλαδή για  x
4


= . 

Ας δώσουμε τώρα και μια παραπομπή:  

Δείτε λοιπόν και 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php 

ΑΣΚΗΣΗ    30. 

Για ποιες τιμές της παραμέτρου a 1  η εξίσωση 

4x
sin tan x 0

13

 
 = 

 
 

έχει ακριβώς έξι διαφορετικές ρίζες στο διάστημα 

( )2
2a , a 1  + 
 

; 

Υποδείξτε αυτές τις λύσεις. 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=61968 

ΛΥΣΗ (Chagi) Αρχικά στη δοσμένη εξίσωση πρέπει 

να λάβουμε υπόψιν τους περιορισμούς. 

Συγκεκριμένα πρέπει  

cos(x) 0 x k , k Z
2


    +   

Έχουμε: 
4x

sin tan(x) 0
13

 
 = 

 
 

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=61968
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=61968
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Η εξίσωση αυτή έχει τις εξής λύσεις: 

(1) →   
1

x k=   

(2) →  2
13k

x
2


= .  

Στη συγκεκριμένη μορφή όμως παρατηρούμε ότι αν 

2
k 2n 1, n Z= +   τότε το cos(x)  μηδενίζεται. 

Επομένως αυτή τη λύση τη δεχόμαστε μόνο για ζυγούς 

αριθμούς 
2

k  και άρα μπορούμε να τη 

μετασχηματίσουμε στη μορφή 
2

x 13k=   με 

2
k 2n, n Z=   

(3) →  3
13 (2k 1)

x
4

 +
=  

Φυσικά σε όλες αυτές τις λύσεις 
1 2 3

k , k , k Z  

Τώρα μας μένει να βρούμε σε ποιο διάστημα της 

μορφής ( )2
2a , a 1  + 
 

 η εξίσωση έχει ακριβώς έξι 

διαφορετικές ρίζες. 

Δοκιμάζοντας διάφορες τιμές για το a  παρατηρούμε 

ότι ήδη από την τιμή a 4=  οι ρίζες είναι 

περισσότερες από έξι. 

Επιπλέον για a 2=  οι διαφορετικές ρίζες είναι μόλις 

2 . 

Συνεπώς με τις δοκιμές αυτές περιορίζουμε το a  στο 

διάστημα 2 a 4   

Για 
5

a
2

=  η εξίσωση παρουσιάζει 3  διαφορετικές 

ρίζες στο αντίστοιχο διάστημα, ενώ για 
7

a
2

=  η 

εξίσωση παρουσιάζει περισσότερες από έξι ρίζες. 

Ας δούμε τι γίνεται όταν 
5

a 3
2
   

2a 6    και 
229

(a 1) 10
4
  +     

Με δοκιμή βρίσκουμε ότι στο διάστημα αυτό η  

εξίσωση παίρνει το πολύ πέντε διαφορετικές τιμές τις  

39
6 , 7 ,8 ,9 ,

4


     

Αν a 3=  τότε 6 x 10     στο οποίο η εξίσωση 

έχει όντως έξι διαφορετικές ρίζες τις: 

39
x 6 , x 7 , x 8 , x 9 , x 10 , x

4


=  =  =  =  =  =  

Ωστόσο μένει να ελέγξουμε τι γίνεται όταν 
7

3 x
2

   

Παρατήρησα ότι για 3 x 10   υπάρχουν πέντε 

διαφορετικές λύσεις. 

Για x 10=  υπάρχουν ακριβώς έξι οι: 

39
x 7 , x 8 , x 9 , x 10 , x 11 , x

4


=  =  =  =  =  =  

Τέλος έξι διαφορετικές ρίζες υπάρχουν και αν 

10 a 11  , οι ίδιες με πριν. 

Για a 11  οι ρίζες αυξάνονται πάνω από το 

επιθυμητό. 

Επομένως αν όλα αυτά είναι σωστά οι ζητούμενες 

τιμές του a  είναι: 

a 3, 10 a 11=    

ΑΣΚΗΣΗ    31. 

Να εξετάσετε αν υπάρχει ακέραιος n  τέτοιος 

ώστε η εξίσωση  

4 2
x 2011x n 0− + =  

να έχει 4  ακέραιες ρίζες. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=760 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου)  

Ας υποθέσουμε ότι m είναι μια ακέραια ρίζα της 

δοσμένης εξίσωσης. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=760
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=760
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Τότε αφού το m  είναι ρίζα, θα πρέπει 

 4 2
m 2011m n 0− + =   

4 2
n m 2011m= − +  

Τότε η εξίσωση γράφεται: 

4 2 4 2
x 2011x m 2011m 0− − + =   

2 2 2 2 2 2
(x m )(x m ) 2011(x m ) 0− + − − =   

2 2 2 2
(x m )(x m 2011) 0− + − = 

2 2
x m 2011 0+ − =   ή 

2 2
x m= . 

Άρα  

x m=   ή 2 2
x m 2011=+ . 

Θα αποδείξουμε τώρα, ότι η εξίσωση  

2 2
x m 2011=+  

δεν έχει λύση στο σύνολο των ακεραίων 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 2k= , k Z .  

Τότε  

2 2 2
x 4k 2011 x+ =   

είναι περιττός άρα και ο x  είναι περιττός και άρα 

x 2t 1= +   όπου t Z . 

Άρα  

2 2
4t 4t 4k 2010+ + =  

 που όμως είναι άτοπο αφού ο 4  δεν διαιρεί τον 

2010 .  

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 2k 1= + , k Z .  

Τότε  

2 2
x (2k 1) 2011+ + =   

2 2
x 2011 (2k 1)= − +  

και επειδή η διαφορά περιττών είναι άρτιος άρα ο 
2

x  είναι άρτιος και άρα και ο x  είναι άρτιος.  

Άρα  

x 2t= , t Z . 

Τότε θα έχουμε: 

2 2
(2t) 2011 (2k 1)= − +   

2 2
4t 4k 4k 1 2011+ + + =   

2 2
4(t k k) 2010+ + = , 

που όμως είναι άτοπο, αφού ο 2010  δεν είναι 

πολλαπλάσιο του 4 . 

Άρα η δοσμένη εξίσωση δεν μπορεί να έχει 4  

ακέραιες ρίζες. 

ΑΣΚΗΣΗ    32. 

Να βρεθούν οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης:  

x x 4 3 2
9 3 y 2y y 2y− = + + + . 

Προτείνει: Σωκράτης Λύρας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=109&t=15584&start=780 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Ιωάννου)  

Έχουμε:  

x x 4 3 2
9 3 y 2y y 2y− = + + +   

x x 2
3 (3 1) y(y 2)(y 1)− = + + . 

Για x 0=  έχουμε y 0=  ή y 2= − .  

Oι αριθμοί 

y , y 2+ , 
2

y 1+  

είναι ανά 2  πρώτοι και δεδομένου ότι ο 
2

y 1+  δεν 

είναι ποτέ πολλαπλάσιο του 3  θα πρέπει  

x
3 y=  ή  

x
3 y 2= +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=15584&start=780
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και βλέπουμε ότι δεν έχει άλλες λύσεις. 

Μοναδικές λύσεις οι  

(x, y) (0,0) , (0, 2) , (1,1)= − . 

ΛΥΣΗ 2η (Δημήτρης Ιωάννου)  

Η δοσμένη εξίσωση γράφεται: 

x x 2
3 (3 1) y(y 2)(y 1)− = + +     (1). 

Αρχικά, βλέπουμε ότι για  

x 0=  είναι y 0=  ή y 2= −  

ενώ για  

x 1=  είναι y 1= , 

που είναι και η μόνη ακέραια ρίζα της εξίσωσης  

2
6 y(y 2)(y 1)= + + . 

Άρα έχουμε βρει τις λύσεις  

(x, y) (0,0), (0, 2), (1,1)= − . 

Θα αποδείξουμε τώρα ότι για κάθε x 0 , η (1) δεν 

έχει ακέραιες λύσεις,  

Πράγματι, έχουμε: 

x 0 x
x 0 3 3 0 3 1        

x x x x
1 3 1 0 3 3 (3 1) 0−  −   −  −  . 

Άρα δεν είναι ακέραιος ο αριθμός  

2
y(y 2)(y 1)+ + , 

 πράγμα που είναι άτοπο. 

Συνεπώς αν υπάρχουν άλλες ακέραιες λύσεις, θα είναι 

για x 1  με x  φυσικό αριθμό . 

Θα διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις: 

• 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: x 2  , y 1  

Παρατηρούμε ότι  ο αριθμός  

2
y(y 2)(y 1)+ +  

είναι πολλαπλάσιο του 
x

3 όπως προκύπτει από την  

σχέση (1). Επίσης εύκολα διαπιστώνουμε ότι αν 

κάποιος από τους  

2
y, (y 2), (y 1)+ +  

είναι πολλαπλάσιος του 3  τότε οι δύο άλλοι δεν 

μπορούν να είναι πολλαπλάσιοι του 3 . Αυτό σημαίνει 

ότι ένας μόνο από αυτούς είναι πολλαπλάσιο του 
x

3 . 

Οπότε διακρίνουμε τις παρακάτω υποπεριπτώσεις 

(1Α)   
x

y k 3=   

Τότε η σχέση (1) 

γράφεται:                                                                                                                                          

x x x x 2 2x
3 (3 1) k 3 (k 3 2)(k 3 1)− =   + +   

x x 2 2x
3 1 k(k 3 2)(k 3 1) − = + +  

η οποία όμως είναι αδύνατη, αφού προφανώς το 

δεύτερο μέλος είναι μεγαλύτερο από το πρώτο. 

(1Β)   
x

y 2 k 3+ =   

Τότε με παρόμοιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο.  

(1Γ)  Το ίδιο και όταν 
2 x

y 1 k 3+ =   

• 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: x 2 , y 2 −  

(ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Η περίπτωση y 2= −  έχει εξεταστεί 

χωριστά, ενώ αν y 1= −  η δοσμένη εξίσωση εύκολα 

βλέπουμε ότι είναι αδύνατη) 

Πάλι διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

(2Α)  
x

y k 3=  , k  αρνητικός ακέραιος 

Τότε η σχέση (1) γράφεται: 

x x 2 2x
3 1 k(k 3 2)(k 3 1) − = + + . 

Βλέπουμε ότι ο αριθμός  

x
k(k 3 2) +  

είναι θετικός ακέραιος ενώ ο  
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2 2 x x
(k 3 1) 3 1+  −  

για κάθε x 2  και άρα η Σχέση (1) είναι αδύνατη 

(2Β)  
x

y 2 k 3+ =  ,  k  αρνητικός ακέραιος 

Τότε η σχέση (1) γράφεται  

x x 2 2x x
3 1 k(k 3 2)(k 3 4k 3 5)− =  − −  +  

Πάλι παρατηρούμε ότι ο αριθμός  

x
k(k 3 2) −  

είναι θετικός ακέραιος  για κάθε k  αρνητικό ακέραιο 

και x 2  ενώ ο αριθμός  

2 2x x
k 3 4k 3 5−  +  

είναι μεγαλύτερος από τον 
x

3 1−  για κάθε τέτοιο k  

και x 2 .  

Συνεπώς και πάλι η σχέση (1) είναι αδύνατη. 

(2Γ)  
2 x

y 1 k 3+ =   

όπου αφού πρέπει ο k  θετικός ακέραιος.  

Τότε πάλι όπως και στην 1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ  

καταλήγουμε σε άτοπο. 

Τελικά οι μόνες λύσεις που βρήκαμε είναι οι  

(x, y) (0,0), (0, 2), (1,1)= − . 

ΛΥΣΗ 3η (Σωκράτης Λύρας) Αρχικά βρίσκουμε 

εύκολα τις προφανείς λύσεις της εξίσωσης που βρήκε 

ο κύριος Δημήτρης παραπάνω. Στη συνέχεια 

θεωρούμε την εξίσωση τριώνυμο ως προς  
x

3  με 

Διακρίνουσα  

4 3 2
4y 8y 4y 8y 1= + + + + . 

Η Διακρίνουσα πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο 

ακεραίου αλλά:  

2 2 2 2
(2y 2y) (2y 2y 1)+    + +  

άρα η Διακρίνουσα δεν είναι ποτέ τέλειο  

τετράγωνο και συνεπώς οι παραπάνω λύσεις είναι 

μοναδικές. 

(Ηράκλειος) Προκύπτουν δύο ερωτήματα: 

(α) Πως βρίσκουμε τις ''προφανείς'' λύσεις , αν δεν 

ακολουθήσουμε τον τρόπο του Δημήτρη; Διότι θα 

μπορούσε πχ κάποιος να είχε βρει μόνο τις δύο από τις 

3  (νομίζω) λύσεις και με τον τρόπο σου να 

δικαιολογήσει ότι είναι και οι μοναδικές (που θα ήταν 

τότε το λάθος;) 

(β) Γιατί να ισχύει  

2 2
(2y 2y)  + ; 

 Αυτό δεν ισχύει όταν  

8y 1 0+  ; 

Αλλά που το ξέρουμε αυτό, αφού y Z ; 

(Αντώνης Ζητρίδης) Μπορούμε να πούμε γι' αυτήν την 

άσκηση ότι αν πολλαπλασιάσουμε με 4  και 

προσθέσουμε τον άσσο, τότε στο αριστερό μέλος 

προκύπτει ένα τέλειο τετράγωνο, άρα το δεξί πρέπει 

να είναι και αυτό τέλειο τετράγωνο. Βρίσκουμε με τις 

ανισότητες ποιο πρέπει να είναι και έτσι βρίσκουμε το 

y . Μετά όλα είναι απλά. 

(Σωκράτης Λύρας) Για το (α) Σε τέτοιου είδους 

ασκήσεις βλέπουμε πρώτα τί γίνεται στις τετριμμένες 

περιπτώσεις   

2, 1,0,1, 2,3− −  

(ανάλογα με την άσκηση) επειδή πολλές φορές η λύση 

που ακολουθεί ισχύει π.χ. για x 3  ή κάτι ανάλογο.  

Δηλαδή οι 'προφανείς' λύσεις θα είναι μοναδικές ή όχι 

ανάλογα με την συνέχεια της επίλυσης αφού η 

συνέχεια της λύσης θα αφορά όλους τους ακέραιους 

εκτός των περιπτώσεων που έχουμε πάρει στην αρχή. 

Συγκεκριμένα τώρα στη λύση μου υπάρχει ένα κενό, 

το οποίο θα κοιτάξω και θα επανέλθω. Ελπίζω να είμαι 

κατανοητός. 

(Αλέξανδρος Συγκελάκης) Δεν εξετάζουμε εκ των 

προτέρων τις τετριμμένες περιπτώσεις διότι απλά δεν 

τις γνωρίζουμε. Αν σε κάποιες ασκήσεις δεις εκ των 

προτέρων να εξετάζονται κάποιες τετριμμένες 

περιπτώσεις τότε αυτό σημαίνει ότι ο λύτης απλά έχει 

επιλέξει να τις παραθέσει στην αρχή (όμως αυτό έχει 

γίνει ΑΦΟΥ έχει λυθεί η άσκηση στο χαρτί οπότε 
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στην πορεία της άσκησης παρακάτω πρέπει να 

φαίνεται γιατί δε χρειάζεται να εξετάσει κάποιες άλλες 

περιπτώσεις με το χέρι). Ο αριθμός των περιπτώσεων 

που πρέπει να εξεταστούν με το χέρι μπορεί να 

αλλάζει από πρόβλημα σε πρόβλημα ή ακόμα και από 

λύση σε λύση αν ακολουθηθεί άλλη μέθοδος. Θα 

προσπαθήσω λοιπόν να είμαι όσο πιο αναλυτικός 

γίνεται παρακάτω. 

Καταρχήν η παραπάνω σχέση που έχω σημειώσει ως  

(1) στη λύση του Σωκράτη ισχύει για όλα τα y 2  

(το αριστερό μέλος της ανισότητας καταλήγει στην 

8y 1 0+   που ισχύει για y 1  και το δεξί καταλήγει 

στην σχέση 
2

y y 0−   που ισχύει για y 2 ).  

Άρα για y 2  είμαστε βέβαιοι ότι η ποσότητα   δεν 

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Μόλις έφυγε ένα μεγάλο βάρος από πάνω μας! Όλοι οι 

θετικοί οι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 2 . 

Για  y 4 −  ισχύει ότι  

2 2 2 2
(2y 2y 1) (2y 2y)+ −    +  

 (το αριστερό μέλος καταλήγει στην  

y(y 3) 0+   που ισχύει για y 4 −  

και το δεξί καταλήγει στην 8y 1 0+    

που ισχύει για y 1 − ).  

Άρα για y 4 −  είμαστε βέβαιοι ότι η ποσότητα   

δεν είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.  

Μόλις έφυγε άλλο ένα μεγάλο βάρος από πάνω μας!  

Όλοι οι αρνητικοί οι μικρότεροι ή ίσοι του 4− . 

Έχουμε "διώξει" λοιπόν από τη μέση τις "πολλές" 

περιπτώσεις για το y . 

Τι έμεινε; Να εξετάσουμε ξεχωριστά τις "λίγες" 

περιπτώσεις 

y 3, 2, 1,0,1= − − − . 

Για  y 3, 1= − −  δεν έχουμε λύσεις. 

Για  y 2= −  παίρνουμε x 0=   

άρα έχουμε τη λύση (x, y) (0, 2)= − . 

Για  y 0=  παίρνουμε x 0=   

άρα έχουμε τη λύση (x, y) (0,0)=  

Για y 1=  παίρνουμε x 1=   

άρα έχουμε τη λύση (x, y) (1,1)=  

Συμπέρασμα: Πρώτα απορρίπτουμε με κάποιο τρόπο 

(όπως παραπάνω) τις "πολλές" τιμές του y και μετά 

εξετάζουμε με το χέρι εκείνες τις "λίγες" που έμειναν. 

ΑΣΚΗΣΗ    33. 

Έστω το πολυώνυμο P(x)  για το οποίο ισχύει  

4 2
P(P(x)) x 8x 12= − + . 

Να διατάξετε τις τιμές  

P( 3), P( 3), P(1), P( 2 )− − . 

Μια λύση είναι να βρεθεί το πολυώνυμο. Υπάρχει 

άραγε άλλη λύση; 

Προτείνει: Λευτέρης Πρωτοπαπάς  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=60967 

ΛΥΣΗ (Διονύσης Αδαμόπουλος) 

Αν n  ο βαθμός του P , τότε πρέπει 
2

n 4= , δηλαδή  

n 2= . 

Έστω  

2
P(x) ax bx c= + + , με a 0 . 

Τότε είναι  

2 2 2
a(ax bx c) b(ax bx c) c+ + + + + + =

4 2
x 8x 12= − + . 

Ο συντελεστής του 
3

x  στο πρώτο μέλος είναι 
2

2a b , 

ενώ στο δεύτερο είναι 0 . 

Άρα αφού a 0 , έπεται πως b 0=  (1). 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60967
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60967
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Ταυτόχρονα ο συντελεστής του 
4

x  στο πρώτο μέλος  

είναι 
3

a , ενώ στο δεύτερο μέλος είναι 1 .  Άρα a 1=  

(2). 

Από (1) και (2) προκύπτει ότι το P  είναι άρτια 

συνάρτηση και αύξουσα για x 0 . 

Επομένως έχουμε πως  

P( 3) P(3)− =  και P( 2 ) P( 2 )− = . 

Είναι λοιπόν  

P(3) P( 3) P( 2 ) P(1)   , 

δηλαδή  

P( 3) P( 3) P( 2 ) P(1)−   −  . 

ΑΣΚΗΣΗ    34. 

Έστω P(x)  πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές. 

Δείξτε ότι, αν το  

Q(x) P(x) 12= +  

έχει τουλάχιστον 6  ακέραιες ρίζες, το P(x)  δεν 

μπορεί να έχει ακέραια ρίζα. 

Προτείνει: Ορέστης Λιγνός 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=60720 

ΛΥΣΗ (sokpanvas) Έστω ότι P(k) 0= , k  και 

ότι  

1 2 6
Q(x) (x r )(x r ) (x r )R(x)= − − −  

τότε αφού  

Q(x) P(x) 12= +   

τα Q(x), R(x) έχουν ακέραιους συντελεστές. Έχουμε 

ότι  

1 2 6
Q(k) 12 (k r )(k r ) (k r )R(k) 12=  − − − =   

άτοπο αφού το 12 μπορεί να γραφτεί ως γινόμενο το 

πολύ 5 διαφορετικών ακεραίων 

(1*( 1)*2*( 2)*3)− −  

ΑΣΚΗΣΗ    35. 

I) Λύστε τις ανισώσεις:   

2x 1 x 2−  −   και: x 2 2x 1−  −  . 

II) Υπάρχει περίπτωση οι ανισώσεις:   

(a 1)x a ax (a 1)+ −  − +  

και:  

ax (a 1) (a 1)x a− +  + −  , 

να έχουν τις ίδιες λύσεις; 

Δικαιολογήστε την απάντησή σας. (Θεωρήστε ότι: 

a 0 ) 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=60619 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος)  

1) Η ανίσωση  

2x 1 x 2−  −   (1) 

έχει νόημα όταν 
1

x
2

  . 

Αν 
1

x 2
2
   είναι αδύνατη.  

Αν x 2  τετραγωνίζουμε ισοδύναμα   

2
2x 1 x 2 2x 1 x 4x 4−  −  −  − +   

( )2
x 6x 5 0 x 1 x 5− +      ,  

οπότε x 5 . 

Η ανίσωση  

x 2 2x 1−  −   (2) 

έχει νόημα όταν x 2 . 

Για x 2  τετραγωνίζουμε ισοδύναμα   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60720
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60720
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60619
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60619
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2
x 2 2x 1 x 2 4x 4x 1−  −  −  − + 

2
4x 5x 3 0− +  , 

που ισχύει για κάθε x 2 . 

2) Για a 0   

Η ανίσωση  

( ) ( )a 1 x a ax a 1+ −  − +   (3) 

 έχει νόημα όταν 
a

x
a 1


+

 . 

Αν 
a 1

x
a

+
   η ανίσωση είναι αδύνατη. 

Για 
a 1

x
a

+
   τετραγωνίζουμε ισοδύναμα 

( ) ( )a 1 x a ax a 1+ −  − +   

( )2 2 2 2
a x 2a 3a 1 x a 3a 1 0− + + + + +   

2

2

a 3a 1
x 1 x

a

+ +
     . 

Επειδή 
a 1

x
a

+
 , δεν μπορεί να είναι x 1  άρα θα 

είναι 

2

2

a 3a 1
x

a

+ +
 . 

Επειδή είναι  

2

2

a 3a 1 a 1

a a

+ + +
  

το διάστημα των λύσεων της (3) είναι το 

2

2

a 3a 1
A ,

a

 + +
= +  
 

  

Η ανίσωση  

( ) ( )ax a 1 a 1 x a− +  + −   (4) 

έχει νόημα όταν 
a 1

x
a

+
  . 

Τότε είναι και   

( )
a

x a 1 x a 0
a 1

  + − 
+

 , 

οπότε τετραγωνίζουμε ισοδύναμα 

( ) ( )ax a 1 a 1 x a− +  + −   

( ) ( )
2 2 2 2

a 1 x 2a 3a x a a 1 0+ − + + + +  . 

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι 
2

7a 12a 4 = − − − . 

Αφού a 0  είναι αρνητική, άρα η ανίσωση ισχύει για 

κάθε 
a 1

x
a

+
 . 

Το διάστημα των λύσεων της (4) είναι το  

a 1
B ,

a

+ 
= +  
 

. 

Όπως είδαμε είναι  

2

2

a 3a 1 a 1

a a

+ + +
 , 

άρα B A  για κάθε a 0 . 

ΑΣΚΗΣΗ    36. 

Δίνεται η συνάρτηση:  

x

x x
f (x)

e 1 2
= +

−
 

α) Βρείτε το πεδίο ορισμού της f    

β) Βρείτε το f (ln5)    

γ) Βρείτε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης  

της f με την ευθεία y x=   

δ) Δείξτε ότι η f είναι άρτια. 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=61808 

ΛΥΣΗ (Βαγγέλης Κωστούλας)  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=61808
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=61808


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 24, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

32 
 

α) Για το πεδίο ορισμού: πρέπει  

x x x 0
e 1 0 e 1 e e x 0−        , 

άρα  Df 0= −  

β) 

( )
ln 5

ln5 ln5 ln5 ln5
f ln 5

e 1 2 5 1 2
= + = + =

− −
 

ln5 ln5 3ln5

4 2 4
+ =  

γ) Για το σημείο τομής της 
f

C  με την ευθεία y x=  

θα λύσουμε το σύστημα  

( ) ( )

y x y x

y f x f x x

= = 
 

= = 

 

Από τη δεύτερη σχέση έχουμε: 

( )
x

x x
f x x x

e 1 2
=  + = 

−
 

x x x
2x (e 1)x 2x(e 1) x(e 3) 0+ − = −  − =  

άρα  

( x 0 ) 
x

e 3 x ln3=  = . 

Επομένως, πρόκειται  

για το σημείο έστω ( )A ln3, ln3 . 

δ) Για κάθε  

 x 0 −  το   x 0−  −  

και  

( )
x

x

x x x x
f x

1e 1 2 2
1

e

−

 
  

− = − − = − + =  
−   −

 

 

x

x x

xe x x x
x

e 1 2 e 1 2

 −  
− + − = − − −   

− −  
 

το οποίο είναι το ( )f x , άρα η f  άρτια. 

Σχόλιο (Μιχάλης Λάμπρου) Και ένα σχόλιο (κάπως 

εκτός σχολικής ύλης) τώρα που απαντήθηκε η 

ερώτηση. 

Η παραπάνω συνάρτηση είναι πάρα πολύ καλά 

μελετημένη σε πιο προχωρημένη Ανάλυση.  

Πρωτοεμφανίστηκε το 1713 στο περίφημο Ars 

Conjectandi του Jakob Bernoulli (1654-1705) (Το Ars 

Conjectandi δημοσιεύτηκε μετά τον θάνατο του 

συγγραφέα).  

Με απλές πράξεις δείχνουμε ότι ισούται με 
x x

coth
2 2

 

Μέσω αυτής ορίζονται οι λεγόμενοι αριθμοί 
m

B  του 

Bernoulli, οι οποίοι έχουν πολλές εφαρμογές στα 

Μαθηματικά, π.χ. εμφανίζονται σε τύπους σχετικά με 

το 

n

p

k 1

k

=

 .  

Η ερώτηση δ) παραπάνω είναι το κύριο βήμα στην 

απόδειξη ότι για περιττά m  είναι 
m

B 0= .  

Βλέπε 

https://proofwiki.org/wiki/Odd_Bernoulli_Numbers_V

anish 

ΑΣΚΗΣΗ    37. 

Να λυθεί στους πραγματικούς η ανίσωση 

2 3
x 13 3 x 2x 3 9x+ + + −   

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=58849 

ΛΥΣΗ (Απόστολος Τιντινίδης)  

Έστω  

( )2 3
x 13 3 x 2x 3 9x 1+ + + −   

Πρέπει 

( ) ( )3 2
x 2x 3 0 x 1 x x 3 0+ −   − + +   

x 1   

https://proofwiki.org/wiki/Odd_Bernoulli_Numbers_Vanish
https://proofwiki.org/wiki/Odd_Bernoulli_Numbers_Vanish
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=58849
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=58849
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Τότε ( )1   

( ) ( ) ( ) ( )2 2
x x 3 3 x 1 x x 3 10 x 1+ + + − + +  −  

Θέτω 

2
x x 3 a 0+ + =   και x 1 b 0− =   

και έχω 

( )
2

a 3 ab 10b a 3 b a 10b 0+   + −    

( ) ( )a 5 b a 2 b 0 a 2 b 0+ −   −    

2
a 4b x 3x 7 0  − +  , 

 που ισχύει 

Άρα η (1)  ισχύει για κάθε x 1  

ΑΣΚΗΣΗ    38. 

Θεωρούμε το πολυώνυμο:  

( ) ( ) ( )P(x) x x a x b x c 1,= − − − + με 

a, b,c , a b c a    . 

Να βρεθούν οι a, b,c  ώστε το P(x)  να αναλυθεί σε 

γινόμενο δύο άλλων πολυωνύμων, με συντελεστές από 

το . 

Προτείνει: Ορέστης Γότσης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=46380 

ΛΥΣΗ (Σταύρος Παπαδόπουλος)  

Κατά αρχάς δεν μπορεί να έχει ρίζα στο  

Αν είχε έστω το r  τότε  

r(r a)(r b)(r c) 1− − − = −  

Οι παράγοντες θα είναι 1+  η 1−  και βγάζουμε ότι 

κάποια από τα a, b,c  θα είναι ίσα. ΑΤΟΠΟ. 

Άρα  

P(x) Q(x)K(x),degQ(x), K(x) 2= =  

Έχουμε ότι  

Q(0)K(0) Q(a)K(a) Q(b)K(b)= = =  

Q(c)K(c) 1=  

Επειδή είμαστε στους ακέραιους θα έχουμε ότι το 

Q(x) K(x)−  έχει ρίζες τα 0,a, b, c  

Άρα Q(x) K(x)=  

Δηλαδή  

2
x(x a)(x b)(x c) 1 Q (x)− − − + =  

Λόγω βαθμών θα έχουμε ότι  

Q(x) x(x a) 1,Q(x) (x b)(x c) 1= − + = − − − (0) 

Άρα  

(x b)(x c) x(x a) 2− − − − =       (1) 

Για x 0=  παίρνουμε bc 2= . 

Αν b 1,c 2= =  η ανάποδα τότε η (1) για x a=  δίνει 

a 3= ή a 0=  

Λόγω της (0) η  a 0=  απορρίπτεται . 

Η λύση a 3, b 1,c 2= = =  καθώς και η 

a 3, b 2,c 1= = =  είναι δεκτές. 

Αν b 1,c 2= − = −  η ανάποδα δουλεύοντας ομοίως 

παίρνουμε a 3= −  και έχουμε ακόμα δύο λύσεις 

ΑΣΚΗΣΗ    39. 

Βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της 

συνάρτησης:  

f (x) cos 2x 2cos x= +  

με βάση τον τύπο 
2

cos 2x 2cos x 1= −  ή με 

οποιονδήποτε άλλο τρόπο θέλετε. 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=58289 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46380
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=58289
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ΛΥΣΗ (Χρήστος Ντάβας) 

( ) 2
f x cos 2x 2cos x 2cos x 2cos x 1= + = + − =  

2
1 6 1

2 cos x 0 cos x
2 4 2

 
+ −  +  

 

1 1 3
cos x 1

2 2 2
+  + =   

2
1 9

0 cos x
2 4

 
 +   
 

  

2
6 1 6

2 cos x 3
4 2 4

 
−  − −   

 

( ) ( )min

3 6
f x 3f x

4 4
−   = − 

2
x k

1 3
cos x , k Z

22
x k

3


=  −

= −  
 =  +



( )max
f x 3 cos x 1 x 2k , k Z=  =  =    

 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης)  

● f (x) cos 2x 2cos x 1 2 3= +  + =   f (x) 3  

και επιτυγχάνεται όταν x 2k , k Z=    

● 
2

f (x) 2 cos x 2 cos x 1= + − , που ως 

δευτεροβάθμιο τριώνυμο παίρνει ελάχιστη τιμή 
3

2
−  

για  

1 2
cos x x 2k

2 3


= −  =    

Έτσι, 
3

f (x) 3
2

−    

ΑΣΚΗΣΗ    40. 

Αν x, y 0 , να λυθεί η εξίσωση:  

2 ln y ln x 2 2
x 2y tan x cot x 1− + + =  

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=58187 

ΛΥΣΗ (Ηλίας Καμπελής)  

Για να έχει λύση η εξίσωση πρέπει  

x    και 
*

x , N
2


  +   

Είναι  

ln y ln x ln y ln x
x y ln x ln y=  = 

ln y ln x ln x ln y= , ισχύει 

Με 
ln x ln y

y x=   η εξίσωση ισοδύναμα γίνεται: 

( )
2

ln y ln y 2

2

1
x 2x 1 tan x 2 0

tan x
− + + + − =   

( )
2

2
ln y 1

x 1 tan x 0
tan x

 
− + − =  

 
 

ln y
x 1 0− =  και 

1
tanx 0

tan x
− =  

Από την δεύτερη εξίσωση παίρνουμε  

tan x 1 tan x 1=  = −  

3
x x , N

4 4

 
=  +  =  +    

Με αυτά τα x  από την πρώτη εξίσωση παίρνουμε: 

ln y
x 1 ln y 0 y 1=  =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    41. 

Να λύσετε στο   την εξίσωση:  

( ) ( )
22 x x 43x 5x 2 2

x 3 x 6x 9
+ −− +

− = − + . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=58187
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=58187
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Προτείνει: Χρήστος Τσιφάκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57772 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης)  

Η εξίσωση γράφεται:  

2 2
3x 5x 2 2(x x 4)

(x 3) (x 3)
− + + −

− = −  

● x 3 0− =  και 
2 2

3x 5x 2 0, 2x 2x 8 0− +  + −   

● 
2 2 2

3x 5x 2 2x 2x 8 x 7x 10 0− + = + −  − + =  

● x 3 1− =  

● x 3 1− = −  και τα τριώνυμα  

2 2
3x 5x 2, 2x 2x 8− + + −  

να είναι άρτιοι αριθμοί. 

Τελικά έχουμε τις λύσεις x 2, x 3, x 4, x 5= = = =  

που επαληθεύουν την αρχική. 

ΑΣΚΗΣΗ    42. 

Έστω k  ρίζα της εξίσωσης:  

3 2
x 6x 9x 6 0...(1)+ + + = . 

Δείξτε ότι το k  είναι και η μόνη ρίζα της (1)   

Προτείνει: Μιχάλης Σουλάνης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57481 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Τσουρακάκης)   

Προφανώς η εξίσωση δεν έχει ακέραιες ρίζες και 

k 0  

3 2
x 6x 9x 6 0+ + + = 

( ) ( )
3

x 2 3 x 2 4 0+ − + + = 

2
(x 1) (x 4) 2 0+ + + =  

Από την τελευταία  

2
(x 1) (x 4) 2 0+ + = −    

x 4 0 x 4+    −  

Έστω τώρα ότι εκτός της ρίζας k  έχει και δεύτερη 

ρίζα m . Θέτοντας στη δοθείσα εξίσωση όπου x  τα 

k, m  και αφαιρώντας κατά μέλη παίρνουμε 

( ) ( )2 2
k m k km m 6k 6m 9 0− + + + + + = 

( ) 2 2
k m k (m 6)k (m 3) 0 − + + + + =   

Το τριώνυμο  

2 2
k (m 6)k (m 3)+ + + +  

έχει διακρίνουσα  

( )3m m 4 0 = − +   

συνεπώς είναι πάντα θετικό, οπότε  

k m 0 k m− =  =  

ΑΣΚΗΣΗ    43. 

Να λυθεί η εξίσωση 

4 3 2
2x 2x 5x 4x 2 0− − + + =  

Προτείνει: Μιχάλης Σουλάνης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57557 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κ)  

4 3 2 2
2x 2x 4x 4x x 2 0− − + − + =  

3 2 2
2x(x x 2x 2) (x 2) 0− − + − − =  

2 2
2x[x (x 1) 2(x 1)] (x 2) 0− − − − − =  

2 2
2x(x 2)(x 1) (x 2) 0− − − − =  

2 2
(x 2)(2x 2x 1) 0− − − =  

x 2=  ή x 2= −  ή 
2

2x 2x 1 0− − =  

η τελευταία δίνει ρίζες  

x 1/ 2 3 2 / 2= +  , x 1/ 2 3 2 / 2= −  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57772
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57772
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57481
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57481
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57557
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57557
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ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Σουλάνης) 

Βλέπουμε  αρχικά ότι η εξίσωση δεν έχει ακέραιες 

ρίζες και στη συνέχεια γράφεται 

4 3 2 2
2x 2x 4x x 4x 2 0− − − + + = 

4 2 3 2
2x 4x (2x 4x) (x 2) 0− − − − − =   

2 2 2 2
2x (x 2) 2x(x 2) (x 2) 0− − − − − = 

2 2
(x 2)(2x 2x 1) 0− − − =   

1 3 1 3
x 2 x 2 x x

2 2

+ −
=  = −  =  =  

ΛΥΣΗ 3η (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος)  

Πολ/ντας με 8, η δοθείσα γίνεται 

4 3 2
16x 16x 40x 32x 16 0− − + + =  

Ισοδύναμα έχουμε 

4 2 3 2 2
16x 4x 25 16x 40x 20x 4x 12x 9+ + − − + = − +  

δηλ. 

2 2 2
(4x 2x 5) (2x 3)− − = − , 

οπότε 

2
4x 2x 5 2x 3− − = −  ή 

2
4x 2x 5 2x 3− − = − + , 

δηλαδή 

2
4x 4x 1 3− + =  ή 

2
4x 8.=  

Εύκολα παίρνουμε ισοδύναμα 

2
(2x 1) 3− =  ή 

2
x 2=  

Συνεπώς, 

1 3
x

2 2
=   ή x 2=  . 

ΑΣΚΗΣΗ    44. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  

x
f (x) log(10 a)= − , με a R  

Δ1. Αν a  είναι η θετική ρίζα της εξίσωσης  

2a a
3 3 6 0− − = , 

να αποδείξετε ότι a 1= . 

Δ2. Αν  

a
f (x) log(10 1)= − , 

i) Να προσδιορίσετε το πεδίο ορισμού της f   

ii) Να αποδείξετε ότι: 

f (1) f (2) ln 7
3 10 20 10 f (log101) e 2016 +  + + =  

iii) Να λυθεί η εξίσωση:  

f (2x) f (x) log11= +  

iv) Να λυθεί η ανίσωση:  

f (x )
10 9  

Προτείνει: erxmer  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=56732 

ΛΥΣΗ (Στάθης Κούτρας) 

Δ1.  

a
3 0

2a a 2
3 3 6 0 6 0

=

− − =   −  − =   
a

3 3 1ή 2 3 = = − =    =  

Δ2.  i)  

( ) t
g t 10 o

x x 0
10 1 0 10 10

=   

−      

( ) ( )x 0 D f 0,  = + . 

ii) Έχουμε 

( ) ( )x
log 10 1f x x

10 10 10 1
−

= = −   

( ) ( )f 1 f 2
10 9 ή 10 99= =  

και  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=56732
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=56732
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( ) ( )log101
f log101 log 10 1= − =  

( )log 101 1 log100 2= − = =  

οπότε  

( ) ( ) ( )
f 1 f 2 ln 7

3 10 20 10 f log101 e +  + +  

3 9 20 99 2 7 2016=  +  + + = . 

iii)  

( ) ( ) ( ) ( )f 2x f x log11 f 2x f x log11= +  − =   

( ) ( )2 x x
log 10 1 log 10 1 log11− − − =   

2x 2x

x x

10 1 10 1
log log11 11

10 1 10 1

− −
=  =

− −
 

2x x
10 11 10 10 0 −  + =   

2

x x

k 11 k 10 0 k 1 ή k 10

k 10 0 k 10 0

x 0 x  0

 
 
 



−  + = = =



 



=  = 



 

x x x 0 ή x 110 1 10 10
x 1

x 0x 0

ή = == = 
  = 

 

. 

iv)  

( )
x x

f x 10 1 9 10 10
10 9

x 0 x 0

 −  
   

  

 

( ) t
g t 10 o x 1

0 x 1
x 0

 
=     

   
 

 

ΑΣΚΗΣΗ    45. 

Δίνεται η συνάρτηση  f   με πεδίο ορισμού το  

( )0,+ και τύπο 

( ) ( )( )
( )f 10

f x 1 f 100 log x log
10x

= + +  

για κάθε x 0  όπου ( )f 10 0  

Α. Να δείξετε ότι    

( )f 10 100= και ( )f 100 199=  

Β. Να δείξετε ότι    

( )f x 99logx 1 x 0,= +   

Γ. Να δείξετε ότι   

( )f x 99
10 10x 0, x=   

Δ. Λύστε την ανίσωση   

( ) ( )2f x f x
10 100 20x10+   

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=56745 

ΛΥΣΗ (Αποστόλης Κουρδουκλάς)  

Ισχύει η σχέση 

( ) ( )( )
( )f 10

f x 1 f 100 log x log (1)
10x

= + +  

α) Η (1)  για x 10=  δίδει: 

( ) ( )( ) ( )f 10 1 f 100 log 10 log f 10 log100= + + − =

( )( )
( )

1 f 100 log10
log f 10 2

2

+
+ − =

( )
( )

1 f 100
log f 10 2 (2)

2

+
+ −  

ενώ η (1)  για x 100=  δίδει 

( ) ( )( ) ( )f 100 1 f 100 log 100 log f 10 log1000= + + − =

( ) ( )1 f 100 log f 10 3 (3)+ + −  

Η (3)  δίδει: 

( )f 100 ( )1 f 100= + log f (10) 3+ − 

( ) ( )2
log f (10) 2 f 10 10 f 10 100=  =  =  

και τέλος η (2)  δίδει f (100) 199= . 

β) Βάζοντας τις τιμές που βρήκαμε πίσω στην (1)  

έχουμε 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=56745
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( )( )
( )f 10

f (x) 1 f 100 log x log
10x

= + + =  

100 log x log f (10) log10x+ − =  

100 log x log100 log10 log x+ − − =  

100 log x 2 1 log x 99 log x 1+ − − = +  

Άρα όντως  

f (x) 99 log x 1, x 0= +  . 

γ) Αυτό είναι άμεσο, αφού  

f (x ) 99log x 1 99log x 99
10 10 10 10 10x x 0

+
= = =   

δ) Καταρχάς θα πρέπει x 0  λόγω πεδίου ορισμού 

της f . Τότε συνδυάζοντας και το ερώτημα (γ) έχουμε 

διαδοχικά: 

2f (x ) f (x )
10 100 20x10+    

2f (x ) 2f (x )
10 100 2x10+    

198 199
100x 100 200x+    

198 199
x 1 2x x 1+     

οι οποίες γίνονται δεκτές. 

ΑΣΚΗΣΗ    46. 

Να λύσετε στο [1, )+  την εξίσωση  

2 2 2 2
2k k 3k k 2k 7k+ + = + +  

Προτείνει: Μυρτώ Λιάπη  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=56922 

ΛΥΣΗ (Σωτήρης Λουρίδας)  

Η k 1=  είναι μία λύση. Αν k 1  παίρνουμε  

2 2
2k 2 k k 3k+  +   

( )2 k 3 k k 1 k 2 −     

Αν θέσουμε 
2

k t ,=  τότε 1 t 2   και έτσι 

παίρνουμε:  

t 1
3 2 2

t 1 3t 1 2 7t 2 3


− + + − = + −   

( ) ( )2

2 2

3 t 1 7 t 1
t t 1

3t 1 2 7t 2 3

+ +
+ + + = 

+ + + +
 

( )2

2 2

3 7
t t 1 1 0,

3t 1 2 7t 2 3

 
+ + + − = 

+ + + + 

 

που είναι άτοπο αφού η παράσταση στην παρένθεση  

είναι θετική  

2

min

3 3
1 1 ,

7 23t 1 2

 
+ = + 

++ + 

 

2

max

7 7 3 7
, 1

6 67 27t 2 3

 
=  +  

++ + 

 

Άρα μοναδική λύση είναι η k 1.=  

ΛΥΣΗ 2η (Χρήστος Τσιφάκης) 

Δεν παίρνω περιορισμούς 

Υψώνουμε στο τετράγωνο και 

2 2 2 2
2k k 3k k 2k 7k+ + = + +   

2 2 2
k k 3k 2k 7k + + = +  

4 2 2 2 2
k 2k k 3k k 3k 2k 7k + + + + = +  

4 2 2 2
k 4k k 2k k 3k 0 − − + + =  

3 2
k 4k 1 2k k 3k 0 − − + + =   

2

2

2

3k k 4
(k 1)(k k 1) 2k 0

k 3k 2

+ −
− + + +  = 

+ +
 

2

2

(3k 4)(k 1)
(k 1)(k k 1) 2k 0

k 3k 2

+ −
− + + +  = 

+ +
 

k 1=  , 

δεκτή, μοναδική λύση. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=56922
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ΛΥΣΗ 3η (nikkru) Η εξίσωση ορίζεται σε ευρύτερο 

υποσύνολο από αυτό που ζητείται στην άσκηση                

( διαφορετικά θα είχε λύση και την k 0= ), οπότε ας 

αξιοποιήσουμε το  [1, )+ . 

Η εξίσωση έχει προφανή ρίζα το k 1= .  

Υψώνοντας και τα δύο (θετικά) μέλη στο τετράγωνο η 

εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  

2 2 2
k k 3k 2k 7k+ + = + . 

Για  k 1  κατασκευάζουμε τα δύο μέλη της 

εξίσωσης: 

Το 
o

1 μέλος για k 1  γίνεται:  

2 2
3k 3k k 3k 4k  +    

2 2 2 2
k 3k 2 k k k 3k k 2 k+   + +  + . 

Το 
o

2 μέλος για k 1  γίνεται:   

2 2 2
2k 2k 9k 2k 7k   +  . 

Όμως, 
2

k 2 k 3k+   γιατί  

4 2
( k ) 3( k ) 2 k 0− +  

2
3k 2k 7k +  

2
k ( k 1) ( k 2) 0− +   

που ισχύει. 

Έτσι, για κάθε k 1  το πρώτο μέλος της εξίσωσης 

είναι μεγαλύτερο από το δεύτερο, άρα το 1  είναι 

μοναδική ρίζα της εξίσωσης στο [1, )+ . 

* Οι εξωτερικές τετραγωνικές  ρίζες δεν χρειάζονται, 

αφού δεν επηρεάζουν την επίλυση της. 

ΑΣΚΗΣΗ    47. 

Να λυθεί στο διάστημα ( )0,  η εξίσωση     

2

2

1 2x
x x 2 3

2 2
x x 1

2

 − 
− + + = 


− +

 

Προτείνει: Ηλίας Καμπελής  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57434 

ΛΥΣΗ (Νίκος Φραγκάκης) Θέτω  

2
x x 2 a

2


− + =  

και είναι a 1  (μελέτη τριωνύμου). Τότε  το πρώτο 

μέλος γράφεται  
1

a
a 1

+
−

  και παίρνει μόνο θετικές 

τιμές. Θα δείξω ότι  είναι: 

1
a 3 a(a 1) 1 3(a 1)

a 1
+   − +  − 

−
 

2
(a 2) 0−  . 

Το δεύτερο μέλος  είναι  3 x 3  , άρα έχουμε 

λύση μόνο την προφανή x
2


= . 

ΛΥΣΗ 2η (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Επειδή το 
2

x x 1
2


− +  έχει διακρίνουσα 

2

4 0
4


−   

και ο συντελεστής του 
2

x  είναι θετικός, έχουμε ότι το  

2
x x 1

2


− +  είναι θετικό. 

Άρα  

2

2

1
x x 2

2
x x 1

2


− + + =


− +

 

2

2

1
(x x 1 ) 1 2 1 3

2
x x 1

2


− + + +  + =


− +

 

Η ισότητα ισχύει όταν  

2
x x 1 1 x 0

2


− + =  =  

(που απορρίπτεται) ή x
2


=  

Ταυτόχρονα έχουμε ότι:  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57434
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57434
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2x 2x
1 3 3

2 2

−  − 
      

Όμως μια από τις περιπτώσεις που ισχύει η ισότητα 

στην 
2x

3 3
2

− 
   είναι όταν x

2


=  που 

συμπίπτει με την ισότητα στην  

2

2

1
(x x 1 ) 1 3

2
x x 1

2


− + + + 


− +

 

Μοναδική λύση λοιπόν είναι η x
2


=  

ΑΣΚΗΣΗ    48. 

Δίνεται η συνάρτηση με τύπο  

( ) v *

v

1
f x x x N

x
,= +     περιττός. 

1) Να δείξετε ότι  

( )f x 2, x 0  και 

( )f x 2, x 0 −   

2) Να δείξετε ότι για   η εξίσωση  ( )f x =    

έχει λύση εάν  

(   ), 2 2, − −  + . 

3) Ποιο το σύνολο τιμών της  f ; 

4) Να λύσετε την εξίσωση:   

( ) ( )6 4 2 5
x 1 x x 1 6x+ + + =  

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57338 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος)  

1) Επειδή x 0  ισχύει  

( )f x 2 
v

v

1
x 2

x
+   ( )

2

x 1 0

−  .  

Ισχύει. 

Ομοίως για x 0  ισχύει  

( )f x 2 − 
v

v

1
x 2

x
+  −  ( )

2

x 1 0

+  .  

Ισχύει. 

2) Για κάθε x 0  αποδείξαμε ότι f (x) 2 . Είναι 

f (1) 2= .  

Συνεπώς η f , για το διάστημα ( )0,+ , παρουσιάζει 

στην θέση 1  ολικό ελάχιστο, το f (1) 2= .  

Επομένως για κάθε  )a 2, , + υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 

( )o o
x 0, : f (x ) a + = . 

Επίσης για κάθε x 0  αποδείξαμε ότι f (x) 2 − . 

Είναι f ( 1) 2− = − .  

Συνεπώς η f , για το διάστημα ( ), 0− , παρουσιάζει 

στην θέση 1−  ολικό μέγιστο, το f ( 1) 2− = − .  

Επομένως για κάθε ( a , 2 , − − υπάρχει ένα 

τουλάχιστον  

( )1 1
x ,0 : f (x ) a − = . 

3) Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το σύνολο τιμών 

της f είναι το (   ), 2 2,− −  + . 

4) Κατ' αρχάς παρατηρούμε ότι για x 0  η εξίσωση 

είναι αδύνατη. 

Επομένως για x 0 , διαιρώντας δια 
5

x  , έχουμε: 

( ) ( )6 4 2 5
x 1 x x 1 6x+ + + = 

3 2

3 2

1 1
x x 1 6

x x

   
+ + + =   

   
   

Προηγουμένως αποδείξαμε ότι 
3

3

1
x 2

x
+  . Έστω ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστον  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57338
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3

o o 3

o

1
x 1: x 2

x
 + =   

3 2

o
(x 1) 0− =  o

x 1= .  

Άτοπο. 

Άρα για κάθε x 1 και  x 0  έχουμε  

3

3

1
x 2

x
+  . 

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι για κάθε x 1 και x 0  

έχουμε  

2

2

1
x 1 3

x
+ +  . 

Τελικά μοναδική λύση της εξίσωσης η x 1= . 

ΑΣΚΗΣΗ    49. 

Δίνεται συνάρτηση  

2 1
f (x) (lnx) ln

x
= +  

1) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f  

2) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής 

παράστασης της f  με τους άξονες 

3) Να  βρείτε το άθροισμα των ριζών της εξίσωσης  

f (cosx) 0=  

που ανήκουν στο  διάστημα [0, 2017 ]  

4) Να  αποδείξετε ότι αν ισχύει  

f (a) f (b), a b=   τότε ab e=  

Προτείνει: erxmer 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=57229 

ΛΥΣΗ (Αποστόλης Κουρδουκλάς)  

(α) Καταρχάς πρέπει x 0  και 
1

0
x
 . Σε κάθε 

περίπτωση θα είναι x 0 . Άρα το πεδίο ορισμού θα 

είναι το (0, )+ . 

(β) Η f γράφεται ως εξής: 

2
f (x) ln x ln x= −  

Για τα σημεία τομής με τον άξονα x'x θα λύσουμε την 

εξίσωση f (x) 0= . Τότε 

u ln x
2

f (x) 0 ln x ln x 0
=

=  − = ===

2
u u 0 u(u 1) 0 u 0 ή u 1− =  − =  = =  

Οπότε αν u 0=  τότε x 1=  ενώ αν u 1=  τότε x e= . 

Άρα η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα x'x 

στα σημεία με τετμημένες x 1, x e= = . 

Δεν τέμνει τον άξονα y'y αφού το 0  δεν ανήκει στο 

πεδίο ορισμού της f . 

(γ) Οι ρίζες αυτής της εξίσωσης είναι της μορφής 

x 2 n=  . Όμως θέλουμε οι ρίζες να ανήκουν στο 

διάστημα [0, 2017 ] . Οπότε 

0 x 2017 0 2n 2017          

0 2n 2017 0 n 1008      

Οπότε αν 
n

x , n 0,1, ,1008=   είναι οι ρίζες τότε το 

άθροισμά τους δίδεται από τον τύπο 

1008 1008

n

n 1 n 1

x 2 n 1017072

= =

= =  =    

δ) Εφόσον f (a) f ( )=   και a    τότε: 

2 2
f (a) f ( ) ln a ln a ln ln=   − =  −    

2 2
ln a ln ln a ln−  = −    

( )ln a ln−  ( )ln a ln ln a ln+  = −    

ln a ln 1 ln(a ) ln e a e+  =   =   =  

δηλ. το ζητούμενο. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=57229
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ΑΣΚΗΣΗ    50. 

Οι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί x, y  

ικανοποιούν την  

x y 1
2x y 4 3

+ −
+   . 

Η μικρότερη τιμή της ποσότητας   

2 2
P x y 4x 6y= + + +  

 είναι:   

33 65 49 57
A. B. C. D.

4 8 8 8
 

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=67770 

ΛΥΣΗ (Γιώργης Καλαθάκης)  

3
x y

x y 1 2
3

2x y 4 3 x y 4
2

+ −
+ −

+    +   

3
x y

2
3

x y 4 0
2

+ −

− +    

Θέτω: 
3

x y a
2

+ − =       

οπότε η  

a a
(1) a y y 4 0 a y(4 1) 0 − +    + −   

Αν   

a
a 0 a y(4 1) 0  + −  , 

άτοπο. 

Άρα  

3 3
a 0 x y 0 x y

2 2
  + −   +   

Ισχύει:  

2 2 21
a b (a b)

2
+  + , 

άρα  

2 2
P x y 4x 6y= + + + =  

2 2
(x 2) (y 3) 13= + + + − 

2 21 1 3
(x y 5) 13 ( 5) 13

2 2 2
 + + −  + − =

169 65
13

8 8
= − =  

ΑΣΚΗΣΗ    51. 

A) Παραγοντοποιήστε το τριώνυμο:  

4 2
P(x) x x 36x 52= + − +  

B) Βρείτε εκείνο το σημείο A  της παραβολής  

2
f (x) x=  

το οποίο βρίσκεται πλησιέστερα προς το σημείο 

S(18,0) .   

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=64089 

ΛΥΣΗ (Νίκος Φραγκάκης)  

4 2 2 2
x x 36x 52 (x 2) (x 4x 13)+ − + = − + + . 

Αν είναι 
2

A(x, x ) , τότε  

2 4
SA (x 18) x= − + =  

4 2
(x x 36x 52) 272= + − + + . 

Αλλά  

4 2 2 2
x x 36x 52 (x 2) (x 4x 13) 0+ − + = − + +   

γιατί το τριώνυμο  

2
x 4x 13 0+ +   

αφού έχει αρνητική διακρίνουσα και θετικό 

συντελεστή του δευτεροβαθμίου όρου ( a 1 0=  ) 

Άρα   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=67770
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=67770
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SA 4 17 , 

με το ίσο να ισχύει αν x 2= , δηλαδή A(2, 4) . 

ΑΣΚΗΣΗ    52. 

Αν  a, b  δύο θετικοί  αριθμοί, βρείτε τη  μέγιστη τιμή 

της συνάρτησης: 

2

ax b
f (x)

x

−
=  

και την τιμή του x  για την οποία επιτυγχάνεται . 

Εφαρμογή στη συνάρτηση:  
2

2x 7
f (x)

x

−
=  . 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=60210 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου)  

22 2

2

ax b a a 1 a
b

x 4b 2b x 4b

−  
= − −  

 
 

με ισότητα αν και μόνον αν 
2b

x
a

= .  

Στην εφαρμογή, x 7=  

ΛΥΣΗ 2η (Χρήστος Ντάβας) 

Θα δείξουμε ότι ισχύει  

( )
2

a
f x

4b
  

με το ίσο να ισχύει όταν 
2b

x
a

= . 

( )
2 2

2

a ax b a
f x

4b x 4b

−
     

( )
2

ax 2b 0, x 0−    

παρατηρούμε ότι  

2

2 2

2

2b
a b

2b b aaf
4ba 4b2b

aa

−
 

= = = 
   

 
 

 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Υ.Γ.: Αξία όμως δεν έχει η λύση αλλά ο τρόπος που 

φτάσαμε σε αυτήν. 

Σκεπτικό: 

Η συνάρτηση μπορεί να πάρει θετικές τιμές π.χ. όταν 

b
x

a
 ,  άρα αν παρουσιάζει μέγιστο τότε αυτό θα 

είναι υποχρεωτικά θετικός αριθμός. 

Έστω d  το ολικό της μέγιστο. 

Δηλαδή:  

( )f x d  

επεξεργάζοντας την τελευταία έχουμε:  

( ) 2
f x d ... dx ax b 0   − +   

Το τελευταίο τριώνυμο πρέπει να είναι μη αρνητικό 

για κάθε τιμή του πεδίου ορισμού της , άρα η 

διακρίνουσα του πρέπει να είναι μη θετική. 

2

2 a
0 a 4bd 0 d

4b
   −     

έτσι φανερώθηκε και ο d   πρέπει να είναι ο 

μικρότερος από όλους που ικανοποιούν την τελευταία 

ανίσωση, άρα  

2
a

d
4b

= . 

ΛΥΣΗ 3η ( Γιώργος Βισβίκης)   

Έστω  

2

2

ax b
y yx ax b 0

x

−
=  − + =  

και για y 0,  παριστάνει τριώνυμο ως προς x . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=60210
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2
0 a 4by 0   −    

2
a

y
4b

  

και η ισότητα ισχύει για 
2b

x
a

=  

ΑΣΚΗΣΗ    53. 

Να λυθεί στους πραγματικούς, με τέσσερις 

(τουλάχιστον) διαφορετικούς τρόπους, η εξίσωση 

2
x 6x 3 4x 2x 1+ − = −  

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=48746 

ΛΥΣΗ (Γιάννης Στάμου)  

Θέτουμε  

1
w 2x 1, x

2
= −   

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται    

4 3 2
w 8w 14w 8w 1 0− + − + =  

Μία λύση είναι w 1=  

Από παραγοντοποίηση  

2
(w 1)(w 6w 1) 0− − + = 

1 2 3
w 1, w 3 2 2, w 2 2 2= = + = −  

1
w 1, x 1= =  

2
w 3 2 2, x 9 6 2= + = +  

3
w 3 2 2, x 9 6 2= − = −  

και συναλήθευση με τους περιορισμούς  

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Για 
1

x
2

  (καλύπτει και το πρώτο μέλος), η εξίσωση 

γράφεται:  

( )
2

2 2
x 6x 3 16x (2x 1)+ − = −    

4 3 2
x 20x 46x 36x 9 0− + − + =  

Με Horner γράφεται:  

( )3 2
(x 1) x 19x 27x 9 0− − + − = , 

και ξανά με Horner, 

2 2
(x 1) (x 18x 9) 0− − + =  

Τελικά η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα  

1 2
x x 1= =  

και δύο άλλες ρίζες  

3
x 9 6 2= + , 

4
x 9 6 2= − , 

που την επαληθεύουν (η 
4

x  στο τσακ). 

Πράγματι:  

1
9 6 2 17 12 2 289 288

2
−      !!! 

ΛΥΣΗ 3η (Χρήστος Τσιφάκης)  

Με 
1

x
2

 , έχουμε 

2
x 6x 3 4x 2x 1+ − = − 

2
x 4x 2x 1 4(2x 1) 6x 3 8x 4− − + − + − = −

2
(x 2 2x 1) 2x 1 − − = −  

x 2 2x 1 2x 1 − − =  −  

δηλαδή  

x 2 2x 1 2x 1− − = − −  ή 

x 2 2x 1 2x 1− − = −   

x 1 ή x 9 6 2= =   

ΛΥΣΗ 4η (Μιχάλης Σουλάνης) 

Έχουμε διαδοχικά: 

2 2
x 3( 2x 1) 4x 2x 1+ − = −   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=48746
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=48746
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2 2
x x 2x 1 3( 2x 1) 3x 2x 1 0− − + − − − =   

x(x 2x 1) 3 2x 1(x 2x 1) 0− − − − − − =   

(x 2x 1) (x 3 2x 1) 0− − − − =   

x 2x 1 0 x 3 2x 1 0− − =  − − =  

και μετά συνεχίζουμε όπως πριν ο Χρήστος! 

ΑΣΚΗΣΗ    54. 

Λύστε την εξίσωση:  

2 2
x 12x 85 x 12x 40 15+ + + − + = . 

Προσπαθήστε και με άλλον τρόπο ... 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=47813 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Είναι 

2 2
x 12x 85 x 12x 40+ + + − + =

2 2 2 2
(x 6) 7 (6 x) 2= + + + − + 

2 2
(x 6 6 x) (7 2) 15 + + − + + = . 

Για να ισχύει η ισότητα πρέπει και αρκεί τα 

διανύσματα  

(x 6,7), (6 x, 2)+ −  

να είναι ομόρροπα, άρα  

10
x

3
= . 

ΛΥΣΗ 2η (Σωτήρης Λουρίδας) Παρατηρούμε ότι: 

2 2
a x 12x 85, b x 12x 40= + + = − +   

2 2
a b 24x 45,− = + με a b 15.+ =  

Άμεσα λοιπόν παίρνουμε:  

8x 15 8x 15
a b 2a 15

5 5

+ +
− =  = +   

2

24x 16x 72x
a 9 x 12x 85 81

5 25 5
= +  + + = + +  

οπότε επιλύουμε την εξίσωση:  

2
3x

2 0,
5

 
− = 

 
 

που δίνει ως λύση την 
10

x .
3

=  

ΛΥΣΗ 3η (Ορέστης Γότσης) Και μία χωρίς άλλο 

τρόπο:   

2 2
x 12x 85 x 12x 40 15+ + + − + = 

( )2 2
x 12x 85 15 x 12x 40 1+ + = − − + . 

Πρέπει  

2
15 x 12x 40 0− − +    

2
x 12x 185 0− −  

( )6 221 x 6 221 2−   + . 

Με τον περιορισμό ( )2  η ( )1  δίνει  

( )2
5 x 12x 40 30 4x 3− + = −  

και με  

( )
15

6 221 x 4
2

−    

η ( )3 γίνεται:  

2 10
9x 60x 100 0 x

3
− + =  = . 

ΛΥΣΗ 4η (Χρήστος Τσιφάκης) και αν δεν το πάμε από  

το άλλο μέλος προκύπτει υψώνοντας στο τετράγωνο  

2 2 2
x 12x 85 x 12x 40 50 x+ +  − + = − . 

Έτσι με  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=47813
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=47813
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2 2
50 x 0 x 50 5 2 x 5 2−     −    

υψώνουμε ξανά και καταλήγουμε στην  

2 2 10
9x 60x 100 0 (3x 10) 0 x

3
− + =  − =  = . 

Επειδή η εκφώνηση λέει άθροισμα ριζών είναι 
20

3
 

ΛΥΣΗ 5η (Θανάσης Καραντάνας) 

Άθροισμα ριζών. 

 

Άλγεβρα είπαμε ?  Μπα !  Πάλι  Γεωμετρία  (κλασικό 

μάλιστα  θέμα ...) 

ΑΣΚΗΣΗ    55. 

Θεωρούμε  

x x
 


 =  +  , 

*
 , x   

Α) έστω  πολυώνυμο  

( ) 6 4 2
Q x 6x 9x x 1= − + + . 

Να αποδείξετε ότι  

( ) ( )Q x Q x = −  , x   

Προτείνει: Γιάννης Κουτσούκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=46918 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Γαβριλόπουλος)  

Α) Έχουμε: 

6 4 2
Q(sin x) 6 sin x 9 sin x sin x 1= − + + =

2 3 2 2 2
6(1 cos x) 9(1 cos x) 2 cos x= − − − + − =  

2 4 6
6 18cos x 18cos x 6cos x= − + − −  

2 4 2
9 18cos x 9cos x 2 cos x− + − + − =

6 4 2
(6 cos x 9 cos x cos x 1) Q(cos x)= − − + + = − , 

όπως θέλαμε. 

Β) Έχουμε: 

10 8 6
6a 15a 10a 1− + − =

10 10 8
6sin x 6cos x 15sin x= + − −

8 6 6
15cos x 10sin x 10cos x 1− + + − =  

4 6 4 2
sin x (6 sin x 9 sin x sin x) − + +

4 6 4 2
cos x (6 cos x 9 cos x cos x)+  − + −

8 8 6 6
6sin x 6cos x 9sin x 9cos x 1− − + + − =  

4
sin x (Q(sin x) 1)=  − +

4 8
cos x (Q(cos x) 1) 6 sin x+  − − −

8 6 6
6cos x 9sin x 9cos x 1− + + − =  

4 4
Q(sin x) (sin x cos x)=  − −

2 6 4 2
sin x (6 sin x 9 sin x sin x)−  − + −

2 6 4 2
cos x (6 cos x 9 cos x cos x) 1−  − + − =  

2 2
Q(sin x) (sin x cos x)=  − −

2 2
sin x (Q(sin x) 1) cos x (Q(cos x) 1) 1−  − −  − − =  

2 2
Q(sin x) (sin x cos x) − −

2 2 2 2
Q(sin x) (sin x cos ) sin x cos x 1 0−  − + + − = , 

 όπως θέλαμε. 

ΑΣΚΗΣΗ    56. 

Λύστε, πριν αρχίσουν τα μαθήματα, το σύστημα:  

2 2
x y x y 12

xy x y 3

 + + − =


+ − =

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=46155 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Το σύστημα γράφεται   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46918
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46918
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46155
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=46155
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2
(x y) x y 2xy 12

xy x y 3

 − + − + =


+ − =

 

δηλαδή, αν θέσουμε a x y, b xy,= − =  

2 2
a a 2b 12 a a 2(3 a) 12

a b 3 b 3 a

+ + = +


 + − =


+ = = −


 


2
a a 6 0

(a 3, b 0) (a 2, b 5)
b 3 a

 − − =
 = =  = − =

= −

 

Στην πρώτη περίπτωση είναι  

(x 0, y 3) (x 3, y 0).= = −  = =  

Στην δεύτερη, τα x, y−  είναι ρίζες της εξίσωσης  

2
t 2t 5 0 t 1 6+ − =  = −   

άρα 

(x 1 6 , y 1 6 )= − − = −  ή 

(x 1 6 , y 1 6 )= − + = +  

ΛΥΣΗ 2η ( Γιώργος Απόκης) 

Από τη δεύτερη εξίσωση είναι προφανές ότι x 1  και 

λύνοντας ως προς y , έχουμε  

3 x
y  (1)

x 1

−
=

−
. 

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση προκύπτει :  

2

2 3 x 3 x
x x 12 ...

x 1 x 1

− − 
+ + − =   

− − 
4 3 2

x x 11x 15x 0− − + = 
3 2

x(x x 11x 15) 0− − + = . 

To πολυώνυμο  

3 2
x x 11x 15− − +  

έχει ρίζα το 3  και (με σχήμα Horner) γράφεται:  

2
(x 3)(x 2x 5)− + − . 

H εξίσωση τελικά είναι ισοδύναμη με την  

2
x(x 3)(x 2x 5) 0− + + =  

που δίνει  

x 0, x 3, x 1 6= = = −   

και από την (1)  προκύπτουν τα ζεύγη που βρήκε 

παραπάνω ο Θάνος. 

ΛΥΣΗ 3η (Σωτήρης Λουρίδας) 

Απλά μία σκέψη και μόνο για λόγους πολυφωνίας. 

Άμεσα παίρνουμε:   

( )
2

x y xy 9− + = ,  

( )
2

3 xy xy 9− + =  ,  

( )
2

xy 5xy 0− =

( ) ( )xy 0,x y 3 xy 5, x y 2 ...= − =  = − = −  

ΛΥΣΗ 4η (Νίκος Φραγκάκης) Κάτι ακόμα. 

2 2 2 2
x y x y 12 x y x y 12

xy x y 3 2xy 2(x y) 6

 + + − = + + − =
 

+ − = − − − = − 

 

και προσθέτοντας κατά μέλη:  

2 2
x y 2xy (x y) 6+ − − − =  . 

Και αν θέσω  

x y t− = , έχω 
2

t t 6 0− − =  

απ’ όπου έχω  

t 2= −  ή   t 3= .  

Διακρίνω, ως εκ τούτου, δύο περιπτώσεις:  

Α) 
x y 2 x y 2

xy (x y) 3 xy 5

− = − − = − 
  

+ − = = 
 

( )

( )

x y 2

x y 5

+ − = −


− = −

 

που αντιστοιχεί στην εξίσωση,  

2
u 2u 5 0+ − =  
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και άρα  

2 2 6
u

2

− 
=  

και έτσι   

(x, y) ( 1 6 , 1 6 )− = − + − −  

ή συμμετρικά.  

Τελικά:    

(x, y) ( 1 6 ,1 6 )= − + +  ή  

(x, y) ( 1 6 ,1 6 )= − − −   . 

Β ) Αν 

x y 3 x y 3

xy (x y) x  3 y 0





− = − =


− = =


 
 +

. 

Τώρα έχουμε  

(x, y) (0, 3)= −  ή (x, y) (3,0)= . 

ΛΥΣΗ 5η (Χρήστος Τσιφάκης) 

και κάτι παρόμοιο 

2 2
x y x y 12

xy x y 3

 + + − =


+ − =

2 2 2 2
x y xy 9 x y 2xy 9 xy

xy x y 3 xy x y 3

+



− = + − = −


+ − = +




=




 −
 

2 2
(x y) 9 xy (3 xy) 9 xy

x y 3 xy x y 3 xy

− = − − = −
 

− = − − = −

 
 


. 

Αν θέσουμε xy a=  καταλήγουμε στην εξίσωση  

2
a 5a 0 a 0 a 5− =  =  =  

δηλαδή  

(xy 0 x y 3) (xy 5 x y 2)=  − =  =  − = − . 

ΑΣΚΗΣΗ    57. 

Να λυθεί η: 

x x 1 x 1
6 2 3 1 0

+ +
− − −   

Προτείνει: Γιώργης Καλαθάκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=45802 

ΛΥΣΗ (Ανδρέας Παντέρης) 

Η ανίσωση γράφεται:  

x x

x

2 3 1
1 2 3 0

6 6 6

   
− − −     

   

x x

x

1 1 1
1 2 3 0      (1)

3 2 6

   
− − −    

   
 

Θεωρούμε την συνάρτηση  

x x x
1 1 1

f (x) 1 2 3
3 2 6

     
= − − −     

     
 

η οποία είναι γνήσια αύξουσα στο  με  

2 2 2
1 1 1

f (2) 1 2 3
3 2 6

     
= − − − =     

     

2 3 1
1 0

9 4 36
− − − = , 

οπότε η (1) ισοδύναμα γράφεται:  

( )f

f (x) f (2) x 2    

ΛΥΣΗ 2η (Ελευθέριος Πρωτοπαπάς) 

Έχουμε ότι: 

x x 1 x 1
6 2 3 1 0

+ +
− − −  

x x x
1 1 1

1 2 3 0 (I)
3 2 6

     
−  −  −      

     
. 

Έστω η συνάρτηση f  με  

x x x
1 1 1

f (x) 1 2 3 , x
3 2 6

     
= −  −  −      

     
. 

Τότε για 
1 2

x , x   με 
1 2

x x  έχουμε ότι: 

1 2 1 2x x x x
1 1 1 1

2 2
3 3 3 3

       
  −  −       

       
, 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45802
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45802
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1 2 1 2x x x x
1 1 1 1

3 3
2 2 2 2

       
  −  −       

       
, 

1 2 1 2x x x x
1 1 1 1

6 6 6 6

       
  −  −       

       
 

και 

1 1 , 

τις οποίες προσθέτουμε κατά μέλη και βρίσκουμε 

1 2
f (x ) f (x )  οπότε η συνάρτηση f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο , άρα  

(I) f (x) f (2) x 2    . 

ΑΣΚΗΣΗ    58. 

Να λυθεί η εξίσωση  

2 2

2 2

x x 1 x 1 1 x
x 1

x 1 x x x 1 x 1

− −
+ − + = + +

− − −
 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=45799 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) 

Για x 1.  

Θέτουμε 

2

2

x x 1
a , b x 1, c .

x 1 x

−
= = − =

−
 

Είναι abc 1=  και λόγω της εξίσωσης  

1 1 1
a b c a b c ab bc ca.

a b c
+ + = + +  + + = + +  

Παρατηρούμε ότι 

(a 1)(b 1)(c 1)− − − =

abc a b c (ab bc ca) 1 0= + + + − + + − = 

a 1 b 1 c 1=  =  =  

Είναι 

2

2x
1 x x 1 0,

x 1
=  − + =

−
 αδύνατη. 

x 1 1 x 2.− =  =  

2

x 1
1,

x

−
=  αδύνατη, 

αφού για x 1  είναι 

2
x x x 1 x x. = −    

Προφανώς, το 2  είναι δεκτή. 

ΛΥΣΗ 2η ( Γιώργος Γαβριλόπουλος) 

Η εξίσωση παραγοντοποιείται ως  

( )
2

2

x 1 x 1
1 1 1 x 1 1

xx 1 x 1

   − 
− − = − − −      − −    

.Πολλαπλασιάζω και τα δύο μέλη με x 1−  και έχω 

( )
2

x
1 1 x 1

x 1

 
− − − = 

− 

( )2

x 1
x 1 1 x 1 1

x

 −
= − − − −  

 

. 

Άρα υπάρχουν δύο περιπτώσεις. 

•  1 x 1 0− − = . 

Σ' αυτήν την περίπτωση έχουμε τη λύση x 2= . 

•  1 x 1 0− −  . 

Μπορούμε τώρα να απλοποιήσουμε με 1 x 1− −  και 

λαμβάνουμε  

2

2

x x 1
1 x 1 1

xx 1

 −
− = − −  −  

. 

Θέτουμε 

2
x

a
x 1

=
−

 και b x 1= −  οπότε η  

τελευταία γράφεται  

21
a 1 b 1 a (b 1)a 0

a

 
− = −  − + =  

 
 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45799
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45799
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b 1 b 1
a

2

+  −
= . 

Αν a 1=  τότε  

2 4
x x 1 x x 1 0= −  − + =  

το οποίο είναι αδύνατο αφού  

2 2 2x 1
4 (x 1) (x 1)

x 1 2x x
2 2

+ +
+      

Αν a b=  τότε  

2
x x 1 0− + = , αδύνατο. 

ΑΣΚΗΣΗ    59. 

Να λυθεί η εξίσωση 

1 1
a b 4 2( 2a 1 2b 1)

a b
+ + + + = + + + , a, b 0  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=45798 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Η εξίσωση γράφεται 

f (a) f (b) 0,+ =  

όπου  

1
f (x) x 2 2 2x 1, x 0.

x
= + + − +   

Αν και δεν είναι απαραίτητο, μπορούμε να θέσουμε  

2
2x 1 y , y 1+ =   

και λαμβάνουμε 

1
x 2 2 2x 1

x
+ + − + =

2

2

y 1 2
2 2y

2 y 1

−
+ + − = =

−
 

2 2

2

(y 2y 1)
0

2(y 1)

− −


−
 

Επομένως, είναι 

f (a) f (b) 0+ =   

a ,b 0
2 2

a 2a 1 b 2b 1 0


− − = − − =  

a b 1 2= = + . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Ροδόπουλος) 

( )
1 1

a b 4 2 2a 1 2b 1
a b

+ + + + = + + + 

1 1
a 2 2a 1 2 b 2 2b 1 2 0

a b
+ − + + + + − + + =  

1 1
a 2 2 a 2 b

a a

 
 + + − + + + 

 

1 1
2 2 b 2 0

b b

 
+ + − + = 
 

 

2 2

1 1
a 2 b 2 0

a b

   
 − + + − + =       

   

1 1
a 2 b 2

a b
= +  = + 

1 1
a 2 b 2

a b
= +  = +  

2 2
a 2a 1 0 b 2b 1 0 − − =  − − =

a 0 b 0

a b 1 2
  

 = = +  

ΑΣΚΗΣΗ    60. 

Η εξίσωση  

3 2 *
ax x x 0, a , , ,+  +  +  =      

έχει ρίζα τον ακέραιο   για τον οποίο ισχύει  

2
a 0 +  = . 

Να βρεθούν οι άλλες ρίζες της. 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45798
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45798
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=45429 

ΛΥΣΗ (Θόδωρος Παγώνης)  

Αφού ο αριθμός   είναι ρίζα της εξίσωσης  

3 2
ax x x 0+  +  +  = , 

θα την επαληθεύει, άρα θα ισχύει  

3 2
a 0 +  +  +  =     (1). 

Όμως για τον αριθμό   ισχύει  

2 2
a 0 a +  =   = −          (2). 

Επομένως η (1) λόγω της (2) γίνεται:  

( )3 2 2
a a 0 +  + −   +  =   

3 2 3 2
a a 0 +  −  +  =   = −     (3). 

Αντικαθιστώντας στην αρχική εξίσωση τις σχέσεις (2), 

(3) έχω:  

3 2 2 2
ax x xa 0+  −  −  = 

( ) ( )2 2
x ax ax 0+ − + =   

( ) ( )2 2
ax x 0+  −  = 

( ) ( ) ( )ax x x 0+ − +  = 

x x x
a


= −  =   = −  

ΑΣΚΗΣΗ    61. 

Να λύσετε την εξίσωση  

33 2 2
x 4x 5x 6 7x 9x 4− − + = + −  

Προτείνει: Βασίλης Μαυροφρύδης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=45532 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Τσιφάκης)  

Θα γράψω αναλυτικά για να εξηγήσω το σκεπτικό. 

Το πρώτο μέλος γράφεται 

3 2
x 4x 5x 6− − + =  

3 2 2
x 7x 3x 9x 4x 4 2− + − + + + =  

3 2 2
x 3x 4x 2 (7x 9x 4)+ + + − + − =  

3 2
(x 1) x 1 (7x 9x 4)+ + + − + −  

Και άρα η εξίσωση παίρνει την μορφή 

33 2 2
x 4x 5x 6 7x 9x 4− − + = + −   

33 2 2
(x 1) (x 1) 7x 9x 4 (7x 9x 4)+ + + = + − + + − . 

Αν θέσουμε  

(x 1) a+ =  και 
3 2

7x 9x 4 b+ − =  

η εξίσωση παίρνει την μορφή   

3 3
a a b b+ = +   

2 2
(a b)(a ab b 1) 0 a b− + + + =  =  ή 

2 2
a ab b 1 0+ + + = . 

Η δεύτερη είναι αδύνατη ενώ η πρώτη γίνεται  

3 2
x 1 7x 9x 4+ = + −   

3 2 2
x 3x 3x 1 7x 9x 4+ + + = + −  

3 2
x 4x 6x 5 0 − − + = . 

Με βάση το σχήμα Horner έχει ρίζα το x 5=  και τις 

2,3

1 5
x

2

− 
= . 

Για μας η αρνητική ρίζα πρέπει να απορριφθεί, για 

τους βιετναμέζους είναι δεκτή. 

Βάζω και την γραφική παράσταση της τελευταίας. 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45429
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45429
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45532
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=45532
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Παρατήρηση: Από την σχέση: 

33 2 2
(x 1) (x 1) 7x 9x 4 (7x 9x 4)+ + + = + − + + −  

Μπορούμε να συνεχίσουμε ως εξής: 

Θεωρούμε συνάρτηση ( ) 3
f x x x, x= +  .  

Αυτή είναι γνησίως αύξουσα στο (αποδεικνύεται 

εύκολα με ορισμό) οπότε είναι 1-1 και συνεχίζουμε ως 

εξής: 

( ) ( )3 2
f x 1 f 7x 9x 4+ = + −   

3 2
x 1 7x 9x 4 ...+ = + −   

ΑΣΚΗΣΗ    62. 

Δίδεται η συνάρτηση  

sin x
x 0

f (x) x

1 x 0




= 
 =

. 

α. Να δείξετε ότι η f  είναι άρτια. 

β. Να δείξετε ότι η f  έχει μέγιστη τιμή το 1 . 

γ. Να βρείτε τα κοινά σημεία της 
f

C  με τις υπερβολές 

1 1
y , y

x x
= = −  

δ. Να δείξετε ότι  

1 1
f (x) , x 0

x x
−      

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=43932 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης)  

α) Για κάθε x R  ισχύει  x R−   και  

sin( x) sin x sin x
f ( x) f (x)

x x x

− −
− = = = =

− −
. 

Άρα η f  είναι άρτια. 

β) Αν x 0,
2

 
  
 

 είναι: 

sin x (MH) (MA)=   (MA) x=  

(Στο σχήμα έχουμε τον τριγωνομετρικό κύκλο με 

ακτίνα OM R 1= = ). Άρα,  

sin x
1 f (x) 1

x
    

 

Αν x , 0 x 0,
2 2

    
 −  −    
   

 

Οπότε από τα προηγούμενα f ( x) 1−  . Επειδή όμως η 

f  είναι άρτια, θα είναι f (x) 1 . 

Αν  

x x 1 sin x
2


      

sin x
1 f (x) 1

x
    

Τέλος, αν x x
2 2

 
 −  −  , οπότε f ( x) 1−  . 

Επειδή όμως η f  είναι άρτια, θα είναι f (x) 1  

Επομένως για κάθε x 0 , είναι f (x) 1 . Αλλά 

f (0) 1= , οπότε η μέγιστη τιμή της συνάρτησης είναι 

1 . 

γ) Αφού 

x 0sin x 1
sin x 1

x x



=  =   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43932
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43932
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x 2k , k Z
2


=  +   

Ομοίως,  

sin x 1
x 2k , k Z

x x 2


= −  =  −  . 

Τα σημεία τομής λοιπόν της 
f

C  με τις ευθείες 

1 1
y , y

x x
= = −  είναι αντίστοιχα τα: 

k

1
M 2k ,

2
2k

2

 
 

 + 


  +
 

, 

k

1
M 2k ,

2
2k

2

 
 

  − − 


  −
 

 

δ) Έχουμε 

x 0 sin x 1
| sin x | 1

x | x |



     

1 sin x 1

| x | x | x |
−    

Άρα:  

1 1
f (x)

| x | | x |
−    

Παρακάτω, φαίνεται η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f και τα συμπεράσματα της άσκησης. 

 

ΑΣΚΗΣΗ    63. 

Δίνεται το πολυώνυμο  

3 2 2
P(x) x x x 2a a 1= + + + − +  

1) Nα αποδείξτε ότι η διαίρεση με το x 1−  δεν είναι 

τέλεια 

2) Αν (a)  το υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής, να 

βρεθεί το a  ώστε το (a)  να γίνεται ελάχιστο και η 

ελάχιστη τιμή του (a)  

3) Για την τιμή του a  που βρέθηκε να λυθούν οι 

εξισώσεις: 

i) 
x 2a x 2a 8ax

4 25 16 4
− −

 − =  

ii) 

1
ln

2lnx 2a
1

( ) 4 5 x
2a

= − +   

4) Nα λυθεί η ανίσωση  

8ax 4ax 4ax 1 4ax 1
3 9 11 4 4

− +
+   +  

Προτείνει: erxmer  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=43920 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Γαβριλόπουλος)  

1) Αν ήταν τέλεια θα ίσχυε  

2
P(1) 0 2a a 4 0=  − + = , 

 Άτοπο, αφού το τριώνυμο έχει αρνητική διακρίνουσα. 

2)  Έχουμε: 

2
u(a) 2a a 4= − + . 

Αυτό γίνεται ελάχιστο για 
1 1

a
4 4

−
= − = . Η ελάχιστη 

τιμή του είναι ίση με 
31

8 8


− = . 

3) i) Η εξίσωση γίνεται 

1 1
x x

2x2 24 25 16 4
− −

 − =   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43920
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43920
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2x 1 2x 1 2x
4 5 4 4

− −
 − =   

2x 1 2x 2 2x 1
5 4 4

− − −
− =   

2x 1 2x 2
5 4 (4 1)

− −
= +   

2x 2 2x 2
5 4 x 1

− −
=  =  

ii) Η εξίσωση γίνεται 

2 ln x
1

ln
1

2
1

4 5 x
1

2

 
 
 
 
 
 

 
 

= − +  
 
 

. 

Κάνουμε τις απλοποιήσεις και έχουμε  

2 ln x ln x ln 2
2 4 5 (e ) 0+ −  =   

2ln x ln x
2 5 2 4 0−  + =   

( ) ( )ln x ln x
2 1 2 4 0− − = . 

Επομένως  

ln x 0 x 1=  =  ή 
ln x

2 4=   

2
ln x 2 x e=  = . 

4) Η ανίσωση είναι η 

2x x x 1 x 1
3 9 11 4 4

− +
+   +   

2x 2x 2 2x 2
2 3 11 2 2

− +
   +   

2 x 2 x 2
2 3 2 11 1( 6)

−
  +   

2x 3 2x 3 2x 3 2x 3
3 3 4 3 2

− − −
    . 

Για να ισχύει αυτό αρκεί  

3
2x 3 0 x

2
−    . 

ΛΥΣΗ 2η ( Γιώργος Βισβίκης)  

1) Έχουμε 

2
P(1) 2a a 4 0= − +   

(αφού 31 0 = −  ), άρα η διαίρεση δεν μπορεί να 

είναι τέλεια για καμία τιμή της παραμέτρου a . 

2) Έχουμε: 

2
(a) 2a a 4 = − +  

και παίρνει ελάχιστη τιμή για 
1

a
4

=  που είναι ίση με 

 
1 31

4 8

 
 = 
 

 

3) Για 
1

a
4

=  

i) Έχουμε 

x x

2x4 25 16
4

5 4


− =   

2x 2x 2x
16 5 5 4 20 4 −  =    

2x 2
5 5

4 4

   
=    

   
 x 1=  

ii) Έχουμε: 

2ln x ln 2
2 4 5 x= − +   

Αρχικά πρέπει x 0  

Είναι  

ln 2 ln x ln x ln 2 =    

ln 2 ln x ln 2 ln x
ln x ln 2 x 2=  =  

Θέτω  

ln 2 ln x
x 2 y 0= =   

και η δοσμένη εξίσωση γράφεται: 

2
y 5y 4 0 y 1 y 4− + =  =  =  

Άρα:  

ln x 0
2 1 2 ln x 0= =  =  x 1=  

ln x 2
2 4 2 ln x 2= =  =   

2
x e=  

4) Η ανίσωση γράφεται: 
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8ax

8ax 8ax2
2 3 11 4 2

4
   +    

8ax 3

8ax 8ax 3 3
8 3 27 2

2 2

   
       

   
 

Αν ισχύει η συνθήκη του ερωτήματος 3), δηλαδή  

1
a

4
= , τότε: 

2x 3   
3

x
2

  

Αλλιώς:  

3
x

8a
 , αν a 0   

και  

3
x

8a
 , αν a 0  

Αν a 0= , η ανίσωση είναι αδύνατη. 

ΑΣΚΗΣΗ    64. 

Να λυθεί η εξίσωση:  

( )
x 1

3x 4
4x

3 4 1
3

4 3 2

−
− 

 =  
 

  

Λύστε ή  σχολιάστε ... (ο δείκτης στην πρώτη ρίζα 

είναι x ) 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=43798 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Σουλάνης) 

Η εξίσωση ορίζεται, όταν x 0  και γράφεται: 

3x 3x1
x-1 14 4x x - -1

x
3 4 3 3 3

= = (1)
4 3 6 4 6

     
     

     
 

Προφανής ρίζα της παραπάνω εξίσωσης είναι η x=2     

Για  

1 1 1 1
0 x 2 - -

x 2 x 2
        

1 1
x- -1 (2)

x 2
  

Άρα προκύπτουν   

11
x - -1

2x
3 3

( ) ( )
4 4

   και 

3x 3

4 23 3 3
=

6 6 2
  

Επομένως τότε δεν ισχύει η (1) για κανένα

x (0,2)  

Με όμοιο τρόπο προκύπτει ότι για x 2 είναι: 

1
x- -1

x
3 3

( )
4 2

  και  

3x

4
3

3 / 6
2

  

Επομένως τότε πάλι δεν ισχύει η (1) . 

 Άρα τελικά η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x=2  

ΛΥΣΗ 2η (Θάνος Μάγκος) 

Είμαστε σε σχολικά πλαίσια, οπότε υπονοείται ότι ο x  

είναι ακέραιος 2.  

Αν το δεχθούμε αυτό μπορούμε να πούμε και το εξής: 

Μετά από παιχνίδι με τις δυνάμεις η εξίσωση γράφεται 

(x 2)(x 2) (2x 1)(x 2)

4x x3 2 .

− + + −

=  

Από εδώ φαίνεται ότι το 2  είναι ρίζα της εξίσωσης. 

Έστω τώρα x 2,  οπότε η εξίσωση γίνεται 

12
21

4 xx3 2 .
++

=  

Επειδή είναι  

4 3 2  και 
2 1

1 2
x x

+  +  

για κάθε x 1,  δεν υπάρχουν άλλες λύσεις. 

Πάντως γενικότερα θυμάμαι να έχω δει συμβολισμούς 

του τύπου e e , κάτι το οποίο δεν υιοθετείται στα 

σημερινά σχολικά βιβλία. Αν όμως επιτραπούν 

πραγματικές τιμές του x,  βρίσκουμε και τη λύση 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43798
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43798
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2 ln 2 ln 3
x 2 0,1294.

8 ln 2 ln 3

−
= −  −

−
 

ΑΣΚΗΣΗ    65. 

Δίνονται πολυώνυμα P(x) , Q(x)  με ακέραιους 

συντελεστές για τα οποία ισχύει  

P(3) P( 3)= − , P(0) 2014=  και 

( )Q(x) P P(x) P(x)= − , 

για κάθε πραγματικό αριθμό x  . 

Να δείξετε ότι  

 Q(x) 0   . 

Προτείνει: Θεόδωρος Παγώνης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=43512 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Ντάβας)  

i) Παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο  P(x)  δεν είναι το 

μηδενικό πολυώνυμο. Όπως και δεν μπορεί να είναι 

πρώτου βαθμού. ( ( ) ( )deg P x ό P x=   ) 

Πράγματι αν  

deg P(x) 1 P(x) ax b=  = +   

P(0) 2014, b 2014

P(3) P( 3),a 0

= =


= − =
, 

άτοπο. 

Αν το P(x)  ήταν σταθερό πολυώνυμο τότε: 

 

P(x) 2014 P(P(x)) 2014=  =   

P(P(x)) P(x) 0 Q(x) 0− =  =  

δηλαδή το πολυώνυμο Q(x)   θα ήταν αορίστου 

βαθμού. 

Αν πάλι το P(x)  δεν ήταν σταθερό πολυώνυμο και 

είχε βαθμό n 1  τότε: 

deg P(x) n deg P(P(x)) 2n=  =   

( )deg P(P(x)) P(x) 2n− =   

( )deg Q(x) 2n 0=   

δηλαδή το πολυώνυμο Q(x)  θα είχε μη μηδενικό 

βαθμό. 

Δείξαμε λοιπόν ότι σε κάθε περίπτωση  

( )deg Q(x) 0  

ΑΣΚΗΣΗ    66. 

Να λυθεί η εξίσωση : 

x x 2014 2014 2014 x
(2 3 ) (2 3 )+ = +  

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=43563 

ΛΥΣΗ (Μπάμπης Στεργίου) 

Αξίζει να σταθούμε στην επίσημη λύση της άσκησης 

αυτής , την οποία θα δώσω σε φωτοτυπία  στα παιδιά 

να τη μελετήσουν στο σπίτι και την άλλη μέρα να την 

ξαναλύσουν μόνα τους στον πίνακα(έστω κι αν την 

μάθουν απέξω), δικαιολογώντας το κάθε βήμα : 

Διαιρούμε με 
2014x

3 και η εξίσωση γίνεται ισοδύναμα: 

2014 x
x 2014

2 2
1 1

3 3

      
+ = +      

         

 

Προφανής ρίζα x 2014= .  

Διακρίνουμε στη συνέχεια τις περιπτώσεις 

x 2014, x 2014  . 

Στην πρώτη πχ περίπτωση ( x 2014 ) παίρνουμε : 

2014 2014 x
x 2014 2014

2 2 2
1 1 1

3 3 3

          
+  +  +          

               

 

που σημαίνει ότι δεν υπάρχουν ρίζες μικρότερες του 

2014. Όμοια εργαζόμαστε και για x 2014 . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43512
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43512
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=43563
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ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Σουλάνης) 

Δίνω μια λίγο διαφορετική προσέγγιση από ένα σημείο 

και μετά, σε αυτήν την …εκθετική και (όπως φαίνεται) 

πανέξυπνη… άσκηση. 

Η εξίσωση γίνεται 

x 2004 2004 x2 2
[( ) 1] [( ) 1]

3 3
+ = +  

αν διαιρέσουμε με 

2004 x x 2004 2004 x
3 (3 ) (3 )= =  

Παίρνοντας λογαρίθμους έχουμε: 

x 20042 2
2004 ln[( ) 1] x ln[( ) 1]

3 3
+ = + ,  (1)  

Προφανής ρίζα είναι x 2004=  

Αν x 0 , τότε το α μέλος της (1) είναι θετικός 

αριθμός, ενώ το β μέλος αρνητικός αριθμός, επομένως 

δεν ισχύει η (1)  

Αν x 0=  η (1) γίνεται 2004 ln 2 0=  που δεν ισχύει.  

Αν  τώρα 0 x 2004  τότε, λόγω μονοτονίας της 

εκθετικής και της λογαριθμικής έχουμε: 

2004 x2 2
0 ln[( ) 1] ln[( ) 1]

3 3
 +  + , 

 άρα με πολλαπλασιασμό έχω:  

x 20042 2
2004 ln[( ) 1] x ln[( ) 1]

3 3
+  +  

επομένως δεν ισχύει τότε η (1)  .  

Αν x 2004  τότε ομοίως με πριν δεν ισχύει η (1)  

Επομένως συνολικά η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την 

x 2004=   

ΑΣΚΗΣΗ    67. 

Να βρεθούν οι τιμές του πραγματικού αριθμού a  για 

τις οποίες η εξίσωση 

3 2
x 3x 34x a 0+ − − =  

έχει δύο ρίζες που διαφέρουν κατά 1  

Προτείνει: Απόστολος Τιντινίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=42553 

ΛΥΣΗ 1 (Νίκος Ζανταρίδης)  

.. ( )3 2
x 3x 34x a 0 1+ − − =  

Έστω r, r 1+  οι ρίζες της εξίσωσης που διαφέρουν 

κατά 1 , τότε θα έχουμε  

( )3 2
r 3r 34r a 2+ − =  και 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

r 1 3 r 1 34 r 1 a 3+ + + − + = . 

Έχουμε  

( ) ( ) 2
2 , 3 r 3r 10 0 r 2 r 5 + − =  =  = −  

Για r 2=  είναι  

3 2 3 2
a r 3r 34r 2 3 2 34 2 48= + − = +  −  = −  

και για  r 5= −  είναι  

( ) ( ) ( )
3 2

a 5 3 5 34 5 120= − +  − −  − = . 

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι για τις τιμές αυτές η 

εξίσωση ( )1  έχει ρίζες που διαφέρουν κατά 1 . 

Επομένως 
1 2

a 48, a 120= − =  είναι οι ζητούμενες 

τιμές. 

ΛΥΣΗ 2η (Θάνος Μάγκος) 

Με Vieta, αλλά εκτός ύλης: 

Έστω m, m 1, n+  οι ρίζες. Τότε 

m m 1 n 3 n 4 2m+ + + = −  = − −   (1) 

m(m 1) n(m 1) mn 34+ + + + = −   

2
m m n 2mn 34+ + + = −   ( 2 ) 

και 

mn(m 1) a+ =  ( 3 ) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=42553
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=42553
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Με αντικατάσταση του n  από την  (1) στην ( 2 ) 

προκύπτει  

(m 5, n 6) (m 2, n 8).= − =  = = −  

Τότε, από την ( 3 ) βρίσκουμε a 120,a 48,= = −

αντίστοιχα. Η επαλήθευση είναι άμεση. 

ΛΥΣΗ 3η (Ελευθέριος Πρωτοπαπάς) 

Έστω ότι q,q 1, p+  οι ρίζες της εξίσωσης, 

οπότε για κάθε x   πρέπει να ισχύει: 

2 2
(x q)(x q 1)(x p) x 3x 34x a− − − − = + − −   

2

2

a pq pq 0

34 p q 2pq q 0

4 p 2q 0

 − − =


+ + + + = 
 − − − =

 

2

2

a pq pq 0

34 p q 2pq q 0

p 4 2q

− − =

+ +

=



−


 + + =


 −

 

2

2

a pq pq 0

34 ( 4 2q) q 2( 4 2q)q q 0

p 4 2q






− − =

+ − − + + − − +

= −

 =


 −

 

2

2 2

a pq pq 0

34 4 2q q 8q 4q q 0

p 4 2q






− − =

− − + − −

= − −

 =




+  

2

2

a pq pq 0

3q 9q 30 0

p 4 2q

− − =

+

−



 − =

−
 =

 

2
a pq pq 0

q 5 ή q 2

p 4 2q






− − =

= =

− −

 −


 =

 

(q, p,a) ( 5,6,120) ή (q, p,a) (2, 8, 48)= − = − − . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    68. 

Δίνεται η συνάρτηση  

2 3
f (x) 3sin a x cosa x 5= −  +  + , με a

2


   . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι γνησίως 

φθίνουσα 

β) Να λύσετε την ανίσωση  

2
f (x 2x 3) 5− −   

γ) Αν 
8

f (1)
3

= , τότε να υπολογίσετε: 

i) το cos      

ii) 
2 2

37
3 cos(49 a) 9 sin( a)

2A
4 tan (51 a) 5 cot (2 a)


  + +  −

=
  + +   −

 

Προτείνει: Θανάσης Κοπάδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=41397 

ΛΥΣΗ 1 (Χρήστος Κανάβης) 

1) Είναι 
f

A R= . Έστω 
1 2

x , x R  με 
1 2

x x . Τότε 

είναι  

1 2 1 2
x x cosax 5 cosax 5  +  +         (1) 

αφού ,
2

 
  

 
 (δεύτερο τεταρτημόριο) και 

επομένως είναι cosa 0 . Επίσης  

3 3

1 2 1 2
x x x x     

2 3 2 3

1 2
3sin ax 3sin ax−  −      

(2). 

Από (1)+(2) προκύπτει ότι είναι ( ) ( )1 2
f x f x   

επομένως η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

R. 

2) Εύκολα παρατηρούμε ότι είναι f (0) 5= . Επομένως 

η ανίσωση γίνεται  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=41397
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=41397
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( ) ( )2
f x 2x 3 f 0− −   

και αφού η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα θα 

είναι 
2

x 2x 3 0− −  . Επομένως 

( ) ( )x , 1 3,−  −  +   

Σχόλιο: Χρησιμοποιήσαμε ότι αν μια συνάρτηση είναι 

γνησίως φθίνουσα και ( ) ( )1 2 1 2
f x f x x x   .  

Απόδειξη:  

Έστω ότι 
1 2

x x  τότε αφού η συνάρτηση είναι 

γνησίως φθίνουσα σύμφωνα με τον ορισμό θα είναι 

( ) ( )1 2
f x f x  άτοπο. Έστω τώρα ότι είναι 

1 2
x x=  

τότε από τον ορισμό της συνάρτησης θα είναι και 

( ) ( )1 2
f x f x=  άτοπο. Συνεπώς 

1 2
x x . 

3) Είναι  

( ) 2
3f 1 8 9sin a 3cosa 15 8=  − + + =   

2
9cos a 3cosa 2 0+ − =  

αφού  

2 2 2 2
sin a cos a 1 sin a 1 cos a+ =  = − . 

 Θέτουμε cosa 0=    και η εξίσωση γίνεται  

2 1
9 3 2 0

3
 +  − =   =  ή 

2

3
− . 

Επομένως 
2

cosa
3

= −  δεκτή ή 
1

cosa
3

=  

απορρίπτεται διότι cosa 0 . Επομένως είναι 

2
cosa

3
= −  

4) Είναι  

2 2

37
3cos(49 a) 9sin( a)

2A
4tan (51 a) 5cot (2 a)


 + + −

= 
 + +  −

 

( )

( )2 2

3cos 48 a 9sin 18 a
2

A
4tan 50 a 5cot a

 
 +  + +  + − 

 
= 

 +  + +
 

( )

( )2 2

3cos a 9sin a
2

A
4tan a 5cot a

 
 + + − 

 
= 

 + +

2 2

3cosa 9cosa
A

4tan a 5cot a

− +
= 

+
 

2 2

6cosa
A

4tan a 5cot a
=

+
 (3). 

Έχουμε 
2

cosa
3

= − . Άρα  

2 2 4 5
sin a 1 cos a 1

9 9
= − = − =   

5
sina

3
=  ή 

5
sina

3
= −   

απορρίπτεται διότι ,
2

 
  

 
 και άρα sina 0 . 

Επίσης  

sina 5
tana

cosa 2
= = −  και 

1 2 5
cota 2

tana 55
= = − = − . 

Αντικαθιστούμε τις τιμές αυτές στη σχέση (3) και 

προκύπτει  

2
6

43
A A

5 20 9
4 5

4 25

 
− 

 
=  = −

   
+   

   

. 

ΑΣΚΗΣΗ    69. 

Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα p(x)  τρίτου βαθμού 

για τα οποία ισχύει  

2
p(x) p(1 x) 3x 3x 1,+ − = − +  

για κάθε x  . 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=39144 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=39144
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ΛΥΣΗ (Ορέστης Γότσης)  

Έστω  

3 2
P(x) ax bx cx d= + + +  με a 0 . 

Παρατηρούμε ότι  

( ) ( )
33 2

ax a 1 x a 3x 3x 1+ − = − + , 

οπότε  

2
p(x) p(1 x) 3x 3x 1+ − = − +   

( ) ( )
22 2

a 3x 3x 1 b x 1 x c 2d − + + + − + + =
 

 

2
3x 3x 1− +   

( ) ( ) ( )2 2
a 1 3x 3x 1 b 2x 2x 1 c 2d 0− − + + − + + + =   

( ) ( )2
3 a 1 x 3 a 1 x a 1− − − + − +  

2
2bx 2bx b c 2d 0+ − + + + =   

( ) ( )2
3 a 1 2b x 3 a 1 2b x− + − − + +        

a 1 b c 2d 0+ − + + + =  

Άρα έχουμε 

3a 2b 3

a b 1 c 2d

+ =


+ = − −
 

( ) ( )a, b 1 2c 4d, 3c 6d= + + − − , 

Οπότε  

( ) ( )3 2
P(x) 1 2c 4d x 3c 6d x cx d= + + − + + +  

με c,d  ώστε 1 2c 4d 0+ +   

ΑΣΚΗΣΗ    70. 

Επιλύστε στο σύνολο των πραγματικών την εξίσωση:  

3 3 3 3 3 3
x a x b a b

x a x b a b

+ + −
+ =

+ + −
 

με 0 a b   

Προτείνει: Σωτήρης Λουρίδας  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=39009 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) 

Η άσκηση αυτή θα μπορούσε να είναι και σε φάκελο 

γεωμετρίας. Νόμοι συνημιτόνων σε τρίγωνα με γωνίες 
o o

60 ,120 .  

Μια άλλη λύση εκτός φακέλου: 

Η εξίσωση γράφεται 

2 2 2 2 2 2
x ax a x bx b a ab b− + + − + = + +   (* ) 

θεωρούμε τα διανύσματα  

a a 3 b b 3
u x , , v x, .

2 2 2 2
( ) ( )= − = −  

Τότε, παρατηρούμε ότι η (* ) γράφεται 

| u | | v | | u v |,+ = +  

άρα  

u v . 

Από το μηδενισμό  της ορίζουσας των διανυσμάτων 

βρίσκουμε εύκολα  

ab
x .

a b
=

+
 

Η επαλήθευση είναι απλή. 

ΛΥΣΗ 2η (Βαγγέλης Παπαπέτρος) 

Μετά από την εξαιρετική λύση του Θάνου, δίνω μια 

λύση εντός φακέλου. 

Έστω x  λύση της δοσμένης εξίσωσης. 

Τότε, είναι x a x b −   −  και από την  

2 2 2 2 2 2
x a x a x bx b a ab b− + + − + = + +  

αν υψώσουμε στο τετράγωνο, παίρνουμε, 

( )2 2 2 2 2
2x a b x ab 2 x a x a x bx b− + − = − − + − +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=39009
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=39009
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απ' όπου παίρνοντας πάλι τετράγωνα, βρίσκουμε, 

2 2 2
3a 3b 6ab x − − − + 

2 2 2 2
6a b 6ab x 3a b 0 + + − =    

( ) ( )
2 2 2 2

a b x 2ab a b x a b 0+ − + + = 

( )
2 a b

a b x a b 0 x
a b

+ − =  =  
+

 

ΑΣΚΗΣΗ    71. 

Να λυθεί στο R  η εξίσωση   

4 x 3 x 4 x 12 x 23+ + − + − = +  

Προτείνει: Νίκος Ζανταρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=38603 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος) 

Μια λύση εκτός φακέλου: 

Μιλάμε για x 12.  

Η εξίσωση γράφεται 

4 x 3 x 4 x 12 x 23.+ + − = − − + +  

Η συνάρτηση στα αριστερά είναι γνησίως αύξουσα 

στο [12, )+  (προφανές), ενώ η συνάρτηση στα δεξιά 

είναι γνησίως φθίνουσα στο ίδιο διάστημα 

(ημιπροφανές!). 

Προφανής ρίζα είναι η x 13,=  άρα μοναδική. 

ΛΥΣΗ 2η (Χρήστος Κυριαζής) 

Δουλεύουμε για x 12.  

Για x 13=  έχω προφανή λύση. 

Αν υποθέσουμε πως  για 12 x 13    έχουμε λύση για 

την εξίσωση, τότε:  

4 x 3 x 4 x 23 x 12+ + − = + − −   

4 35
x 3 x 4

x 23 x 12
+ + − =

+ + −
 

Όμως για το πρώτο μέλος αληθεύει (εύκολο αν πάμε 

κατασκευαστικά) πως  

4 x 3 x 4 5+ + −   

ενώ για το δεύτερο:  

x 23 x 12 7+ + −    

35
5

x 23 x 12


+ + −
 

Αδύνατο. 

Επομένως δεν έχει λύση στο παραπάνω διάστημα. 

Κάπως έτσι θα απορρίψουμε την περίπτωση λύσης για 

x 13.  

Επομένως μοναδική λύση η x 13.=  

ΛΥΣΗ 3η (Κώστας Ζερβός) 

Άλλη μια λύση 

Πρέπει x 12 . 

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα  

4
2

x 3 x 4 x 12
1 0

(x 23) x 23 x 23

+ − −
+ + − = 

+ + +
 

4
2

x 3 27 35
1 1 1 0

x 46x 529 x 23 x 23

+
+ − + − − =

+ + + +
 

Έστω  

4
2

x 3 27 35
f (x) 1 1 1

x 46x 529 x 23 x 23

+
= + − + − −

+ + + +
 

Για x y 12   έχουμε : 

x ,y 0 1 1
x 23 y 23

x 23 y 23



+  +   
+ +

 

1 1

x 23 y 23
−  −

+ +
. 

Άρα 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38603
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27 27

x 23 y 23
−  − 

+ +

27 27
1 1

x 23 y 23
−  − 

+ +
 

27 27
1 1 (1)

x 23 y 23
 −  −

+ +
 και 

35 35

x 23 y 23
−  − 

+ +

35 35
1 1

x 23 y 23
−  − 

+ +
 

35 35
1 1 (2)

x 23 y 23
 −  −

+ +
. 

Επίσης  

2 2

x 3 y 3

x 46x 529 y 46y 529

+ +
 

+ + + +
 

2 2
xy 46xy 529x 3y 92y 1587+ + + + +   

2 2
x y 46xy 529y 3x 92x 1587 + + + + +   

(x y)(xy 437 3x 2y) 0− + + +   

που ισχύει γιατί x y , άρα  

4 4
2 2

x 3 y 3
(3)

x 46x 529 y 46y 529

+ +


+ + + +
. 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1) , (2) , (3)  έχουμε  

f (x) 1 f (y) 1 f (x) f (y)+  +   , 

άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο [12, )+ . 

Για x 13=  έχουμε f (x) 0=  , άρα το x 13=  είναι 

λύση της εξίσωσης. 

Για x 13  έχουμε  

f (x) f (13) f (x) 0   . 

Για 12 x 13   έχουμε  

f (x) f (13) f (x) 0   . 

Επομένως μοναδική λύση το x 13= . 

ΛΥΣΗ 4η (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Άλλη μία λύση (εκτός φακέλου) για ποικιλία: 

Έστω  

4f (x) x 3 x 4 x 12= + + − + −  

και  

g(x) x 23= +  με x 12 . 

Οι δύο συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες για x 12  

με  

34

1 1 1
f (x)

2 x 4 2 x 1
 

24 (x 3)
 = + + =

− −+
 

(1)

34

1 x 4 x 12

2 x 4 x 124 (x 3)

− + −
+ 

− −+
 

(2)

34

1 2

x 4 x 124 (x 3)
+ 

− + −+
 

34

1 2

2(x 4 x 12)4 (x 3)
+ =

− + −+
 

(3)

34

1 2 1
g (x)

2(2x 16) 2 x 234 (x 3)
+  =

− ++
 

Άρα f (x) g (x)   για κάθε x 12 , πράγμα που 

σημαίνει ότι η συνάρτηση f (x) g(x)−  είναι γνησίως 

αύξουσα δηλαδή τέμνει το πολύ σε ένα σημείο τον 

άξονα x'x. Όμως η x 13=  είναι μία προφανής λύση 

άρα και μοναδική. 

Χρήσιμες προτάσεις που χρειάστηκαν στην παραπάνω 

λύση: 

(1) : Από την βασική ανισότητα  

a b 2

2ab a b

+


+
 

που ισχύει για όλους τους θετικούς πραγματικούς. 

(2) : Από την ανισότητα  

a b 2(a b)+  +  
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που ισχύει για τους μη αρνητικούς πραγματικούς. 

(3) : Διότι για x 12  είναι:  

2 1

2(2x 16) 2 x 23


− +
 

ΛΥΣΗ 5η (Ορέστης Γότσης) 

Μία μικρή παραλλαγή. 

Για x 12  έχουμε:  

4 x 3 x 4 x 12 x 23+ + − + − = +   

x 3 y

x 3 x 4 x 12 x 23
+ =

+ + − + − = +   

2 2 2
y y 7 y 15 y 20+ − + − = +  

( ) ( )
2

y 15 2 2
2 2 2

y 7 y 15 y 20 y


 − + − = + −  

(αφού 
2

y 20 y+  ) 

2
y y 42 − − =  

( ) ( )2 2 2
2 y 20 y y 7 y 15 0 1− + + − −   

με  

( )
y 0

2
y 15 y 15 2



   . 

Είναι  

( )2
2

y y 42 0 15 y 7− −     . 

Για y 4=  η ( )1  αληθεύει.  

Αν  

2
f (x) y y 42= − − , 

τότε f  γνησίως αύξουσα στο )15, 7


, οπότε για  

15 y 4 f (y) f (4) 30    = − , 

ενώ  

( )2 2 2
2 y 20 y y 7 y 15 30− + + − −  − . 

Αν  

7 y 4 f (y) f (4) 30    = − , 

ενώ  

( )2 2 2
2 y 20 y y 7 y 15 30− + + − −  − . 

Τελικά  

y 4 x 3 4 x 13=  + =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    72. 

Να λυθεί η εξίσωση 

2 21
cos x sin x tan x 2

1 sin x
+ = + +

+
. 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=38539 

ΛΥΣΗ (Γιώργης Καλαθάκης)  

2 21
cos x sin x tan x 2 (1)

1 sin x
+ = + +

+
 

Με τον περιορισμό  

sin x 1, cos x 0 −   

από (1)   

2

2

2

1 sin x
1 sin x sin x 2

1 sin x 1 sin x
+ − = + +

+ −
 

Θέτω sin x m , m ( 1,1)=  − , οπότε: 

2

2

2

1 m
1 m m 2

1 m 1 m
+ − = + + 

+ −
 

2 2 2 2 2
1 m (1 m ) m(1 m ) m 2(1 m )− + − = − + + −   

3 2
... m(m m m 2) 0  + − − =   

3 2
m 0 m m m 2 0=  + − − =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38539
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38539
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m 0 sin x 0 x k , k Z=  =  =    

και είναι δεκτή αφού ικανοποιεί τους περιορισμούς .  

Ακόμα : 

3 2 2
m m m 2 m (m 1) (m 1) 1+ − − = + − + − =  

2
(m 1) (m 1) 1 0+ − −  , 

αφού m 1  

Άρα δεν υπάρχουν άλλες ρίζες . 

ΛΥΣΗ 2η (fdns) 

Μια λύση εκτός φακέλου: 

Περιορισμοί: sin x 1, cos x 0 −   

Από τη γνωστή ταυτότητα  

2

2

1
tan x 1

cos x
+ = , 

η δοθείσα σχέση γίνεται: 

2

2

1 1
cos x sin x 1

cos x sin x 1
− = + −

+
 

Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση  

( )
1

f (x) x , x 0,
x

= −  + , 

η οποία έχει παράγωγο:  

( )
2

1
f (x) 1 0, x 0,

x
 = +   + . 

Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1 1−  

συνάρτηση. 

Οπότε η σχέση γίνεται:  

2
f (cos x) f (sin x 1)= +   

2 2
cos x sin x 1 1 sin x sin x 1= +  − = +   

sin x(sin x 1) 0 sin x 0+ =  =   

x ,=    

Διότι sin x 1 − , λόγω περιορισμών. 

Παρατήρηση: Η μονοτονία της συνάρτησης μπορεί 

να γίνει κατασκευαστικά και η λύση να γίνει εντός 

φακέλου. 

ΑΣΚΗΣΗ    73. 

Έστω P(x)  πολυώνυμο το οποίο όταν διαιρεθεί με το 

x ln3−  δίνεται υπόλοιπο ln 9  και η γραφική 

παράσταση αυτού διέρχεται από το σημείο 

A (2ln3, ln3)= . 

i) Αν το υπόλοιπο της διαίρεσης της  είναι x +  

τότε να βρεθούν τα ,   

ii)  Θεωρούμε την αριθμητική πρόοδο 


  με 

1
1 =  + ,  και με διαφορά  =  .  

  α) Να δειχθεί ότι: 
2 3n (n 1)

e 3 , n N *
 − =   

  β) Να υπολογιστεί το 
2 4 334

...=  +  + +  . 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=38565 

ΛΥΣΗ (Βαγγέλης Παπαπέτρος) 

Εφόσον το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου 

P  με τον παράγοντα x ln 3−  είναι ίσο με ln 9 , 

έχουμε ότι  

( )P ln 3 ln 9=  

Επίσης, από το γεγονός ότι το σημείο ( )A 2ln 3, ln 3  

ανήκει στη γραφική παράσταση του πολυωνύμου, 

λαμβάνουμε ( )P 2ln 3 ln 3=  

i)  Είναι,  

( ) ( ) ( )2 2
x 3ln 3 x 2ln 3 x ln 3 x 2ln 3− + = − −  

 και 

( ) ( ) ( )P(x) x ln 3 x 2ln 3 G(x) ax b= − − + +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38565
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38565


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 24, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

65 
 

για κάποιο πολυώνυμο G με  

deg(G(x)) deg(P(x)) 2= −  

Για x ln 3=  προκύπτει, 

ln 9 aln 3 b (I)= + , 

ενώ για x 2ln 3=  παίρνουμε, 

ln 3 2ln 3a b (II)= +  

Από (I)  είναι  

b ln 9 aln 3= −  

και έτσι η (II)  δίνει 

ln 3 2aln 3 ln 9 aln 3= + −   

aln 3 ln 3 2ln 3= −   

aln 3 ln 3 a 1= −  = −  

Αφού a 1= −  έχουμε  

b ln 9 ln 3 3ln 3= + =  

ii)  Η αριθμητική πρόοδος έχει για πρώτο όρο το 

1
a 0=  και για διαφορά 3ln 3 =  

Για κάθε  0 − , το άθροισμα των   πρώτων 

όρων της αριθμητικής προόδου, δίνεται από τον τύπο  

( ) ( )1

3ln 3
S 2a 1 1

2 2



= +  −  =   −   , 

οπότε, 

( )3
2S ln 3 1


=   −   

( ) ( )1 3 12S 3ln 3
e (e ) 3

 −  −
= =  

 

Επίσης, για κάθε    είναι  

( ) ( )1
a a 1 1

= +  −  =  −   

και άρα 

( )2
a 2 1


=  −   

Επομένως, 

167

2 4 334 2

1

a a ... a a


=

+ + + = =  

( ) ( )
167 167

1 1

2 1 3ln 3 3ln 3 2 1

= =

 − =  − =   

167 167

1 1

6ln 3 3ln 3 1

= =

 − =   

( )167 167 1
6ln 3 3ln 3 167

2

+
 −  =  

6 14028ln 3 501ln 3 83667ln 3 − =  

Χρησιμοποιήθηκε ο τύπος  

( )

k 1

1
k

2



=

  +
=  

ΑΣΚΗΣΗ    74. 

Το παρακάτω θέμα λυνόταν μάλλον εύκολα από έναν 

επιμελή μαθητή πρακτικού λυκείου   πριν από 40 και 

πλέον χρόνια. 

Σε τρίγωνο ABC δίνεται ότι   

ˆB̂ C
2


− =    

και ότι 

b c
2

a

+
= . 

Βρείτε τις γωνίες του τριγώνου αυτού. 

Προτείνει: Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopi

c.php?f=21&t=36938 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Είναι 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=36938
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=36938
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B C b c A
cos sin

2 a 2

− +
=  (Mollweide) 

οπότε, με χρήση των σχέσεων, βρίσκουμε 

0A 1
sin A 60 .

2 2
=  =  

Επομένως, είναι 

0 0
B C 120 , B C 90 ,+ = − =  

άρα 

o o
B 105 , C 15 .= =  

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Μανεάδης) 

Μια λύση «ολίγον» Retro  

ˆ ˆB̂ C, A 2C
2 2

 
= + = −  

 χρησιμοποιώντας το Θ. ημιτόνων 

ˆ ˆˆb c 2a sin(B) sin(C) 2sin(A)+ =  + =   

ˆ ˆ ˆcos(C) sin(C) 2cos(2C)+ =   

2 2ˆ ˆ ˆ ˆcos(C) sin(C) 2 (cos (C) sin (C))+ = −   

1 ˆ ˆcos(C) sin(C) (1)
2
= −  

 πρέπει  Ĉ
4


  και  

1
(1) sin(2C)

2
 =  

 τελικά  

0 0 0ˆ ˆˆC 15 , B 105 , A 60= = =  

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Φραγκάκης) 

Και μια γεωμετρική προσέγγιση.  

Πρώτα-πρώτα ας δούμε δύο , από τις πολλές, 

εκφράσεις της γωνίας : ˆB̂ C−   

 

Έστω τυχαίο τρίγωνο ABC με B C   . Γράφουμε τον 

κύκλο (A, AB)  που τέμνει την πλευρά CA στο T  και 

την προέκτασή της στο D . 

Από το τρίγωνο TBC που έχει για εξωτερική στο T  

την ̂ , έχουμε: 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆx C x 2x C = +  + = +   

ˆˆABC 2x C= + . 

 Έτσι  

ˆB̂ C
x̂

2

−
=  

και αφού η γωνία  DBT  βαίνει σε ημικύκλιο και είναι 

έτσι ορθή θα έχουμε  

0
ˆB̂ C

DBC 90
2

−
= +  

Μετά από τα παραπάνω  και στο πρόβλημα με 

δεδομένα: 

B C b c a 2
2


= +  + =  

θα δούμε  πως γεωμετρικά τώρα μπορούμε να 

κατασκευάσουμε τέτοια τρίγωνα και μετά να 

υπολογίσουμε τις γωνίες του. 
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Έστω ημικύκλιο κέντρου C  και διαμέτρου  EZ . 

Γράφουμε νέο ημικύκλιο, στο ίδιο ημιεπίπεδο, 

διαμέτρου EC και κέντρου O . Ας πούμε B  το μέσο 

του μικρού ημικυκλίου και D  την τομή της ευθείας  

OB με το μεγάλο ημικύκλιο. Αν η μεσοκάθετος στο 

BD  κόψει την ακτίνα CD  στο σημείο A , το τρίγωνο 

ABC έχει τις προδιαγραφές της εκφώνησης. 

Απόδειξη. 

Λόγω κατασκευής το τρίγωνο DEC είναι ισόπλευρο, 

(γιατί η OD μεσοκάθετος στην ακτίνα CE του μεγάλου 

ημικυκλίου). 

Αν  

BC ,CA b, AB c=  = =  

θα ισχύουν  

b c CD EZ a 2+ = = = και 
0

DBC 135= . 

Αλλά λόγω της πιο πάνω πρότασης   

0
ˆB̂ C

DBC 90
2

−
= +  

συνεπώς  

0 0 0
ˆB̂ C ˆˆ135 90 B C 90

2

−
= +  − = . 

Υπολογισμός γωνιών του τριγώνου  ABC:  

Είπαμε ότι το τρίγωνο είναι ισόπλευρο  

Επειδή  

0 0ˆODC 30 60=   = . 

Ακόμα  

0 0 0ˆ 60 45 15 = − = . 

Δηλαδή για το τρίγωνο ABC και για τις γωνίες του 

έχουμε:  

0 0 0
A 60 , B 105 , C 15= = =  

ΛΥΣΗ 4η ( Κώστας Ζερβός) 

Το συγκεκριμένο τρίγωνο είναι "ψευδοορθογώνιο"  

(ένα τρίγωνο με 
oˆˆ| B C | 90− = ). 

Καταρχήν το τρίγωνο είναι αμβλυγώνιο με 
o

B̂ 90 . 

 

Αν φέρουμε το ύψος AD, τότε ADC ADB  

(ορθογώνια και 
oˆ ˆˆDAB B 90 C= − = ) , άρα 

AD c

DC b
=  . 

Αλλά 
AD

tan C
DC

= , επομένως 

 
c sin C

b cos C

c
tan C

b
=  =  (1). 

Από το νόμο συνημίτονων έχουμε  

2 2 2
b a c 2ac cos B= + −   

2 2 2 o
b a c 2ac cos(C 90 )= + − +   

2 2 2
b a c 2acsin C= + +     (2) 

και 
2 2 2

c a b 2ab cos C= + −     (3). 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (2) , (3) έχουμε  

2(b c)(b c) 2a(csin C b cos C)+ − = + . 

Αλλά  

b c a 2+ = , 

άρα  

2b 2c c sin C b cos C− = +   

c 2 cos C

b 2 sin C

−
=

+
 (2) 

Από τις (1) , (2) έχουμε  
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sin C 2 cos C

cos C 2 sin C

−
=  

+

2 (cos C sin C) 1 − =   

2 1
2 (cos C sin C) 1 sin 2C

2
 − =  =   

και αφού 
o

Ĉ 45  θα είναι  

0
Ĉ 15=  , άρα 

o
B̂ 105=  και 

o
Â 60= . 

ΑΣΚΗΣΗ    75. 

Έστω ( )a 0,1 .  Αν ισχύει  

( )a
log 1 a 5− =  

να υπολογίσετε τον  

( )a
log a 1+ . 

Προτείνει: Χρήστος Κυριαζής 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=27&t=74333 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου)  

Η υπόθεση γράφεται  

5
1 a a− =  

ή αλλιώς  

5
a a 1 0+ − = . 

Παραγοντοποιούμε, οπότε γράφεται  

3 2 2
(a a 1)(a a 1) 0+ − − + =  

(ο έλεγχος άμεσος). Άρα είτε 

3 2
a a 1 0+ − =  ή 

2
a a 1 0− + = . 

Σίγουρα όχι το δεύτερο γιατί θα έδινε  

2 5
a (1 a) a= − − = − , 

δηλαδή  

5 2
a a 0+ = , 

από όπου  

a 0=  ή a 1= − , 

που δεν ισχύουν. Συμπέρασμα,  

3 2
a a 1 0+ − =  

 ή αλλιώς  

2
a (a 1) 1+ = , 

από όπου  

2
a 1 a

−
+ = . 

Με όρους λογαρίθμων γράφεται  

( )a
log a 1 2+ = − . 

ΑΣΚΗΣΗ    76. 

Να δείξετε ότι το  

5
P(x) x 55x 21= − +   

έχει δυο ρίζες αντίστροφες 

Προτείνει: Ροδόλφος Μπόρης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=134 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου)  Ακόμα καλύτερα, 

ελέγχουμε ότι τα  

3 5

2

−
 και 

3 5

2

+
 

είναι ρίζες. Φυσικά είναι αντίστροφες η μία της άλλης. 

Στην παραπάνω λύση δεν εξήγησα πώς σκέφτηκα. 

Εννοείται ότι οι ρίζες που έγραψα δεν είναι 

ουρανοκατέβατες! Αξίζει να γράψω την μέθοδο (= τα 

μυστικά της δουλειάς...) γιατί εκεί βρίσκεται το κλειδί 

της άσκησης. 

Μας δόθηκε ένα πολυώνυμο  

5
x Ax B+ +  

και μας ζητήθηκε να δείξουμε ότι έχει αντίστροφες 

ρίζες. Με άλλα λόγια, αν x  ρίζα του αρχικού,  οπότε  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=27&t=74333
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=27&t=74333
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=134
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=134
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5
x Ax B 0+ + =     (1) 

θέλουμε να δείξουμε ότι η 
1

x
 είναι επίσης ρίζα. Το 

τελευταίο ισοδυναμεί με το ότι το x ικανοποιεί την 

5 4
Bx Ax 1 0+ + =       (2) 

Διώχνουμε το 
5

x  από την (2), με χρήση της (1). 

Δίνει   

4
B( Ax B) Ax 1 0− − + + =  

δηλαδή  

4 2
Ax ABx 1 B 0− + − =    (3) 

Πολλαπλασιάζουμε τη (3) επί x  για να το κάνουμε 

πεμπτοβάθμιο (η αιτία της επιλογής αυτής 

αιτιολογείται στο επόμενο βήμα) 

5 2 2
Ax ABx (1 B )x 0− + − =         (4) 

Μεταξύ της (1) και της (4) διώχνουμε το 
5

x . Το 

πετυχαίνουμε αυτό πολλαπλασιάζοντας την (1) επί Α 

μετά αφαιρούμε  την (4). Θα βρούμε  

2 2 2
ABx (A B 1)x AB 0+ + − + =    (5) 

Δηλαδή δευτεροβάθμια. Ζήτωωωω!  

Ξέρουμε να την λύνουμε! Και τα καλά νέα είναι ότι το 

γινόμενο των ριζών είναι 1, διότι 
AB

1
AB

= . 

Τελειώσαμε!  

Με τα συγκεκριμένα Α, Β της άσκησης η τελική 

δευτεροβάθμια βγήκε  

2
x 3x 1 0− + = , 

και από κει βρήκα τις ρίζες που έγραψα.   

ΛΥΣΗ 2η (Σπύρος Καρδαμίτσης) 

( ) 5
P x x 55x 21= − + =  

5 4 3 4
x 8x 63x 21 3x x 3x+ − + − + + −  

3 2 3 2 2
9x 3x 8x 24x 21x− + + − + =  

5 4 3 4 3 2
x 3x x 3x 9x 3x− + + − + +  

3 2 2
8x 24x 8x 21x 63x 21+ − + + − + =  

( ) ( )3 2 2 2
x x 3x 1 3x x 3x 1 − + +  − + +  

( ) ( )2 2
8x x 3x 1 21 x 3x 1+  − + +  − + =  

( ) ( )2 3 2
x 3x 1 x 3x 8x 21− +  + + + . 

όμως ο παράγοντας  

2
x 3x 1− +  

έχει γινόμενο ριζών 
1 2

1  = , άρα έχει αντίστροφες 

ρίζες , οπότε και το πολυώνυμο έχει αντίστροφες ρίζες 

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Μαυρογιάννης) 

Μία προσέγγιση θα μπορούσε να ήταν και η εξής: 

Θέλουμε το αρχικό πολυώνυμο να έχει δύο 

αντίστροφες ρίζες. Επομένως να έχει παράγοντα ένα 

τριώνυμο όπου το γινόμενο  των ριζών του θα είναι 1. 

Κάποιο λοιπόν τριώνυμο της μορφής:  

2
x dx 1+ + . 

Ο άλλος παράγοντας θα είναι ένα πολυώνυμο τρίτου 

βαθμού με συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου 1. Ας το 

πούμε  

3 2
x ax bx c+ + +  

'Έχουμε: 

( ) ( )5 2 3 2
x 55x 21 x dx 1 x ax bx c− + = + + + + +  

οπότε: 

( )5 5 4
x 55x 21 x d a x− + = + + +  

( ) ( )3
1 da b x a db c+ + + + + +  

και επομένως το σύστημα: 



www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 24, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

70 
 

d a 0

1 da b 0

a db c 0

b dc 55

c 21

+ = 


+ + =


+ + = 
+ = −


= 

 

Από την επίλυση του βρίσκουμε ότι  

b 8,c 21,a 3,d 3= = = = −  

και επομένως το πολυώνυμο έχει παράγοντα το  

2
x 3x 1− +  

που όντως έχει δύο πραγματικές αντίστροφες ρίζες. 

ΛΥΣΗ 4η (Πάνος Γιαννόπουλος) 

Έστω ότι το πολυώνυμο έχει δύο αντίστροφες ρίζες   

και 
1


. Τότε θα ισχύουν οι σχέσεις 

5
55 21 0 −  + =  

και  

5

1 1
55 21 0− + =

 
 

Άρα  

5

5

1 55
55 21 21 −  + = − + 

 
 

5

5

1 1
55 0

 
 − −  − =  

  
 

4 2

2 4

1 1 1
54 0

   
 −   +  + + − =    

     
 

1
0 1 − =   = 


, απορρίπτονται 

ή 

4 2

2 4

1 1
54 0 +  + + − = 

 
 

4 2

4 2

1 1
54 0

 
 + +  + − =  

  
 

1
2 2

2

2

1 1
58 0

+ =
   

 + +  + − =    
    

 

( )
2

02
2 2

2 58 0
 =

 − +  − =   

( )
2

2 58 0 − +  − =   

2
3 54 0 9 −  − =   =  

Άρα  

2
9 3 ή 3 =   =  = −  

Τότε  

21
3 3 1 0 + =   −  + =


 

ή 

21
3 3 1 0 + = −   +  + =


 

Αυτές οι εξισώσεις αντιστοιχούν στα πολυώνυμα 

2
x 3x 1− +  και 

2
x 3x 1+ +  

που και τα δύο έχουν αντίστροφες ρίζες αλλά μόνο το 

πρώτο διαιρεί το αρχικό πολυώνυμο και αποδεικνύει 

τον ισχυρισμό. 

ΑΣΚΗΣΗ    77. 

Να λυθεί η εξίσωση: 

 

4 45 x 70 x 5+ + + =  

Προτείνει: Θωμάς Ραικόφτσαλης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=1898 

ΛΥΣΗ (Χρήστος Κυριαζής)  

Κατ' αρχήν η εξίσωση ορίζεται για  x 5 −  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=1898
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=1898
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Παρατηρώ ότι για x 11=  η εξίσωση επαληθεύεται. 

Για x 11  έπεται  

5 x 16+   

αλλά και  

70 x 81+  . 

Άρα θα είναι και  

 4 4 45 x 16 5 x 2+   +      (1) 

Αλλά και  

 4 4 470 x 81 70 x 3+   +      (2) 

Με πρόσθεση των (1) και (2) κατά μέλη , προκύπτει: 

 4 45 x 70 x 5+ + +   

Άρα για x 11  αποκλείεται η εξίσωση να έχει κάποια 

λύση. 

Με όμοιο τρόπο αποκλείουμε η εξίσωση την 

περίπτωση   

 5 x 11−    

Συνεπώς, μοναδική λύση για την εξίσωση η x 11= . 

ΛΥΣΗ 2η (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

 Θέτουμε  

4A 5 x= +  και 4B 70 x= +  

οπότε ισχύει  

A B 5+ = . 

Όμως  

4 4
B A 65− =  

και αν απαλείψουμε το B  τότε παίρνουμε την 

εξίσωση  

3 2
2A 15A 50A 56 0− + − = , 

η οποία έχει ως ρίζα τον αριθμό 2  και καμία άλλη 

πραγματική. 

Άρα λοιπόν  

A 2 5 x 16 x 11=  + =  = . 

ΛΥΣΗ 3η (Κώστας Σερίφης) 

Εγώ πάλι, το σκέφτηκα πιο πολύπλοκα: 

4 45 x 70 x 5+ + + =  (1) 

Η (1) πολλαπλασιάζοντας διαδοχικά με τις μη 

μηδενικές παραστάσεις: 

4 45 x 70 x+ − +  και 5 x 70 x+ + +  

γίνεται ισοδύναμη με την 

4 413 ( 5 x 70 x )( 5 x 70 x )= + − + + + +  (2) 

Θέτοντας  

4 70 x a+ =  και 4 5 x b+ =  

οι (1), (2) οδηγούν στο σύστημα  

a b 5+ =  και 
2 2

(a b)(a b ) 13− + =   (Σ) 

Εφόσον  

2 2 2
a b (a b) 2ab 25 2ab+ = + − = − , 

2 2 2
a b (a b) 2ab+ = − +  

 και με πρόσθεση κατά μέλη:  

2 2 2
2(a b ) 25 (a b)+ = + −  

η δεύτερη εξίσωση του (Σ) μας δίνει: 

3
(a b) 25(a b) 26 0− + − − =  

από όπου εύκολα έχουμε a b 1− =  

Τελικά 

a 3, b 2= =  και x 11=  
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ΑΣΚΗΣΗ    78. 

Να λυθεί η εξίσωση: 

2 1 2
x x 1

+ 
 +  =  (1), 

όπου μ και ν είναι δύο δοσμένοι φυσικοί θετικοί 

αριθμοί με: 2  . 

Προτείνει: Αντώνης Κυριακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=13747 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Προφανώς, οι x  για τους οποίους είναι cos x 0=  ή 

cos x 1=  είναι λύσεις της εξίσωσης. Αποδεικνύουμε 

ότι δεν υπάρχουν άλλοι. 

Έστω x  μία λύση της εξίσωσης, διαφορετική από τις 

παραπάνω. Επειδή  

| sin x | 1, είναι και 
2n

sin x 1,  

οπότε βρίσκουμε  

2m 1
cos x 0,

+
  δηλαδή cos x 0.  (2) 

Εξάλλου, η (1) γράφεται ως  

2m 1 2n 2 2
cos x sin x sin x cos x

+
+ = +  

δηλαδή  

2m 1 2 2 2n
cos x cos x sin x sin x 0

+
− = −   

άρα  

2m 1 2
cos x cos x

+
 , 

οπότε είναι cos x 1,  άτοπο.  

Άρα οι λύσεις της (1) είναι οι  

x 2k ,=   x l
2


=  +  με k, l .  

ΛΥΣΗ 2η (Αντώνης Κυριακόπουλος) 

Έστω ότι x R  είναι μια λύση της εξίσωσης (1), 

οπότε η ισότητα (1) ισχύει. Βρίσκομαι εύκολα ότι: 

2 1 2
x x

+
    (2) 

και    

2 2
x x


    (3). 

Αν σε μία τουλάχιστον από τις σχέσεις (2) και (3) 

ισχύει η ανισότητα, τότε προσθέτοντας αυτές κατά 

μέλη, θα έχουμε:  

2 1 2
x x 1

+ 
 +   , 

άτοπο λόγω της (1). Έτσι έχουμε: 

2 1 2

2 2

x x

x x

+



 = 


 = 

 

( )

( )

2 2 1

2 2 2

x x 1 0

x x 1 0

−

−

  − =


  − =

 

( )

( )2 1

x 0 x 1

x 0 ( x) 1
−

  =   =


 =   =

 

( )

( )2 1

x 0 x 1

x 0 ( x) 1
−

  =   =


 =   =

 

( )

( )2

x 0 x 1

x 0 x 1

  =   =


 =   =

 

( )

( )

x 0 x 1

x 0 x 0

 =   =


 =   =

 

 x 0 ( x 1 x 0) =   =   =   

( x 0 x 1) =   =  

x x 2 , Z
2

 
 = +  =   

 
. 

Όπως βρίσκουμε εύκολα, οι αριθμοί:  

x
2


= +   και x 2=  , όπου Z , 

επαληθεύουν την δοσμένη εξίσωση και άρα. είναι οι 

ζητούμενες λύσεις. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=13747
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=13747
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ΛΥΣΗ 3η (Σωτήρης Λουρίδας) 

Θα δώσουμε μία σκέψη off των προφανών λύσεων, 

ώστε να επικυρώσουμε ότι είναι μοναδικές. Για τα 

τόξα x που δίνουν  

( ) ( )cos x 0 cos x 1 ,     

έχουμε: 

( )

( )

2 2

2m 1 2n 2

a cos x, sin x

b cos x, sin x
− −

 = 
 

=  

 

( ) ( )

4 4 2 2

2 2m 1 2 2n 2 2 2

a b 1

a cos x sin x cos x sin x 1

b cos x sin x cos x sin x 1
− −

  =
 
 

= +  + =  
 

= +  + =  

 

( )
a b

a b 1 a b 1 cos a, b
a b




 =    = ,  

άτοπο. 

ΑΣΚΗΣΗ    79. 

Ένα δώρο στον Βασίλη ... 

Μια συγκέντρωση όλων των πρόσφατων αριθμημένων 

''άρρητων'' του Βασίλη Μαυροφρύδη 

http://www.mathematica.gr/forum/memberlist.php?mo

de=viewprofile&u=149   

Οι ενδιαφερόμενοι λύτες ας πάνε στην εκάστοτε 

παραπομπή για άλλες ιδέες. 

Επίθεση στις άρρητες  

Προτείνει: Παναγιώτης Χρονόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=21&t=38623 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΛΥΣΗ 

01. Να λύσετε την εξίσωση  

6 x 2 2x 3 13+ + − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38591 

02. Να λύσετε την εξίσωση  

4 4x 4 13 x 1+ − − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38592 

03. Να λύσετε την εξίσωση  

3 x 1
x 2 1

x 3

+
+ = +

+
. 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38593 

04. Να λύσετε την εξίσωση  

2x 1 x 4 2− − − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38595 

05. Να λύσετε την εξίσωση  

2
x 1 x x 1+ − = + . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38596 

06. Να λύσετε την εξίσωση  

3
x x x x x 66 0+ − − − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38597 

07. Να λύσετε την εξίσωση  

2
2 x 4x 13 x 2 6− + + − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38598 

08. Να λύσετε την εξίσωση  

x 1 x 3 x 5 x 1+ + + + + = − . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38599 

 

http://www.mathematica.gr/forum/memberlist.php?mode=viewprofile&u=149
http://www.mathematica.gr/forum/memberlist.php?mode=viewprofile&u=149
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38623
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38623
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38591
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38591
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38592
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38592
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38593
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38593
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38595
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38595
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38596
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38596
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38597
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38597
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38598
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38598
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38599
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21&t=38599
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09. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x, y  που 

είναι τέτοιοι ώστε:  

2 2 17
4x 4x 2 y y 2

4
− +  − + = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38601 

10. Να λύσετε την εξίσωση  

2 2
x 4x 5 x 10x 29 3 2− + + − + = . 

 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38602 

11. Να λύσετε την εξίσωση  

4 2 4 2 2
x 9x 9 x 16x 16 7 x 1+ + + + + = + . 

 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38612 

12. Να λύσετε την εξίσωση:  

( )3 3 3x 2 x 9 3 2x 11− + − = − . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38620 

13. Να λύσετε την εξίσωση  

2 2 2
2x 2 2x x 1 x 1 x 1 2+ − + − + + + = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38631 

14. Να λύσετε την εξίσωση  

2 2 2
x 3x 2 x x 2 x x− + − + − = − . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38632 

15. Να λύσετε την εξίσωση  

( ) ( ) ( )x 1 2 x x 3 x 1 2 x 1− − − = − + − − . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38639 

16. Να λύσετε την εξίσωση  

x 1 x 17 8 x 1 4+ + + − + = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38646 

17. Να λύσετε την εξίσωση  

x 8 x 16 x 6 x 9 1+ − − + − = . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38647 

18. Να λύσετε την εξίσωση  

2 2 2
5x 2x 10 5x 10x 10 2 3x 6x 9− + + − + = + −     

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38649 

19. Να λύσετε την εξίσωση  

x 2 x 8 2x 3 2x 3+ + + = − + + . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38650 

20. Να λύσετε την εξίσωση  

33 x 6 x 6+ = − . 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=21

&t=38651 
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