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Εικοσιδωδεκάεδρο φιλοτεχνημένο από τον Leonardo da Vinci 

                                          
Το εικοσιδωδεκάεδρο είναι ένα πολύεδρο (32-εδρο) με είκοσι τριγωνικές έδρες και δώδεκα 

πενταγωνικές. ´Εχει 30 πανομοιότυπες κορυφές στίς οποίες συναντώνται δύο τρίγωνα και δύο 

πεντάγωνα και εξήντα ίσες ακμές που η κάθε μία τους χωρίζει ένα τρίγωνο από ένα πεντάγωνο. 

Είναι αρχιμήδειο στερεό - δηλαδή ένα ημικανονικό κυρτό πολύεδρο όπου δύο ή περισσότεροι 

τύποι πολυγώνων συναντώνται με τον ίδιο τρόπο στις κορυφές του - και ειδικότερα είναι το ένα 

από τα δύο οιονεί κανονικά - quasiregular πολύεδρα που υπάρχουν, δηλαδή στερεό που μπορεί να 

έχει δύο τύπους εδρών οι οποίες εναλλάσσονται στην κοινή κορυφή (Το άλλο είναι το κυβο - 

οκτάεδρο). Το εικοσιδωδεκάεδρο έχει εικοσιεδρική συμμετρία και οι συντεταγμένες 

των κορυφών ενός εικοσαέδρου με μοναδιαίες ακμές είναι οι κυκλικές μεταθέσεις 

των (0,0,±ϕ), 
1 1

, ,
2 2 2

 +  
   

 
, όπου ϕ ο χρυσός λόγος 

1 5

2

+
 ενώ το δυαδικό του πολύεδρο 

είναι το ρομβικό τριακοντάεδρο. 

Πηγή: http://en.wikipedia.org/wiki/Icosidodecahedron 

                                                                                                      Απόδοση: Πάνος Γιαννόπουλος 

 

Η επιλογή των ασκήσεων αυτού του τεύχους έγινε από τον Χρήστο Τσιφάκη 

Η φιλοτέχνηση του εξώφυλλου έγινε από τον Μιχάλη Νάννο 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ 

ΚΑΙ ΟΛΥΜΠΙΑΔΕΣ 

ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ 

ΘΑΛΗ – ΕΥΚΛΕΙΔΗ 

ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ – ΛΥΚΕΙΟΥ 

JUNIORS – SENIORS  

ΑΣΚΗΣΗ    1. 

Οι  κύκλοι (O,2)  και (K ,3)  εφάπτονται εξωτερικά 

στο  σημείο A . Από  το O , φέρω τη μία εφαπτομένη 

  προς τον (K ) , η οποία προεκτεινόμενη τέμνει τον 

(O )  στο S , από το οποίο φέρω την άλλη εφαπτόμενη 

προς τον (K ) , την SQ . Δείξτε ότι  

PSQ 2PQA=  

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.

php?f=110&t=49144 

ΛΥΣΗ (Στάθης Κούτρας) 

 •  Ισχύει  

( ) ( ) ( )
KP OP

2 2 2 2 2
OP   OK KP 5 3 16

⊥

= − = − =   

( )OP 4= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )SP SQ OP OS 6 1 = = + =  

Από το Θεώρημα του Stewart στο τρίγωνο  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

O K P PO AK PK AO  +  =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

OK PA OK AK AO +    

( )
2

16 3 9 2 5 PA 5 3 2  +  =  +     

( ) ( )
6 5

PA 2
5

 = . 

 

•  Από το Θεώρημα του Πτολεμαίου στον 

εγγεγραμμένο "χαρταετό"  

SQKP   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
SK SP KP

2 SP KP SK PQ

= +

 =    

( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 SP KP
PQ

SP KP


= 

+

 

( ) ( ) ( )
2 6 3 12 5

PQ PQ 3
5

 
45

 
=  = . 

Από  

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

SP SQ PQ
1 , 2 , 3 2

KA KP AP
 = = =   

SQ P ~ K A P   

P SQ A K P   2 A Q P
 −    

= =  
 

 

και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

ΛΥΣΗ 2η (Νίκος Φραγκάκης)  

Ας πούμε T  το σημείο τομής των ευθειών SP , QK .  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=49144
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=49144
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Ακόμα έστω M , B  τα αντιδιαμετρικά των  S , Q  

αντίστοιχα. 

Επειδή  το τρίγωνο   είναι ορθογώνιο στο P  και  

έχει υποτείνουσα OK 5=  και κάθετη πλευρά PK 3=   

θα είναι OP 4= .  

 

Τώρα SP SQ 6= =  κι επειδή το τετράπλευρο KQSP  

έχει τις γωνίες στα P,Q  ορθές θα είναι εγγράψιμο και 

τα ορθογώνια τρίγωνα QST PKT όμοια. 

Από την ομοιότητα των πιο πάνω τριγώνων έχουμε: 

QS ST QT

PK KT PT
= =  

και αφού  

QS 6 2 3 2PK= =  =  

θα είναι  

ST 2KT QT 2PT=  = . 

Από τη δύναμη του T  στο μεγάλο κύκλο έχουμε  

2 2
TP TB TQ TP TB 2TP TP 2TB=   =   = . 

Έτσι αν θέσουμε TB x=  από το Π. Θ. στο τρίγωνο 

PKT  θα προκύψει:  

2 2 2 2 2
PT PK KT 4x 9 (x 3)+ =  + = +  

απ’ όπου  x 2= . 

Μετά απ’ αυτά το ορθογώνιο τρίγωνο PKT  θα έχει  

πλευρές: KT 5,TP 4, PK 3= = =  και άρα ίσο με το 

PKO . 

Θα είναι λοιπόν 
1

ˆ̂ =  =   και αφού ˆˆ 2 =   

(επίκεντρη με αντίστοιχη εγγεγραμμένη) θα είναι και 

ˆ ˆ2 =  . 

Και άμεσες συνέπειες:   

AQ / /PK , AB PK⊥ , AQ SP⊥  

και A, Q,S, O  ανήκουν στο ίδιο κύκλο. 

ΛΥΣΗ 3η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

και μια λύση με χρήση εμβαδών... 

2
OP 2 8 OP 4 SP SQ 6=   =  = =  

SQKP  εγγράψιμο P SQ
 

 =  . 

Άρα τα ισοσκελή τρίγωνα QSP, KPB  είναι όμοια, 

οπότε 

( )
( ) ( )

2
SPQ 6

SPQ 4E SQKP 5E
E 3

 
=  =  = 
 

 

( )
( )

OPA 2 2
OPA S

S 3 3
=  = , 

( )

( )
( )

SOA 2 S
SOA

OPA 4 3
=  =  και 

( )

( )
( )

SAK 3 S
SAK

SOA 2 2
=  =  

Άρα ( ) ( )
5

SKP S SQKP 5S
2

=  =  

 

Έτσι  
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5S 5E S E 9 y 9 y
 

=  =   =  =   

Τώρα,  

y 2 2
   

=   =   

ΛΥΣΗ 4η (Νίκος Φραγκάκης) 

Το τετράπλευρο SPKQ  έχει τις γωνίες του στα P , Q  

ορθές, άρα είναι εγγράψιμο σε κύκλο διαμέτρου SK . 

 

Επειδή KP KQ=  η SK διχοτομεί την γωνία PSQ . 

Προφανές ότι OP 4= . 

Έχουμε 
4

tan 2
3

 =  και από 

2

2 tan
tan 2

1 tan


 =

− 

1 3
tan tan

2 6
  = = =  . 

Αφού οι γωνίες είναι οξείες θα έχω:  

PSQ 2AQP
 

 =  =  

Εδώ:  Τριγωνομετρία - Γεωμετρία, σημειώσατε 1 . ! 

ΛΥΣΗ 5η (Γιώργος Μήτσιος) 

Μια ακόμη με τριγωνομετρία ..Γυμνασίου και χρήση 

του σχήματος 

Με το Π.Θ. στο ορθογώνιο τρίγωνο SPK  έχουμε 

SK 3 5=   

ενώ στον χαρταετό SPKQ  ισχύει  

( )SK PQ 2 SQKP 36 = =  PQ 12 / 5 = . 

Στο τρίγωνο SPQ , πλευρών ( )6,6,12 / 5 , ο νόμος  

συνημιτόνων δίνει  

 

cos 3 / 5 cos = =  , άρα 2 =  =  . 

ΑΣΚΗΣΗ    2. 

Στο μη κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ δίνεται  

ˆA 20 , A 40 ,BA 80
  

 =   =  =  

και AB =  .  

Βρείτε τη γωνία AB x = . 

Προτείνει: Μιχάλης Νάννος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=9268 

ΛΥΣΗ (Σωτήρης Λουρίδας)  

Ας μου επιτραπεί να δώσω μία υπόδειξη για καθαρά 

γεωμετρική λύση. 

Αν στην ημιευθεία   πάρουμε  =   και 

θεωρήσουμε το ισόπλευρο τρίγωνο  , με τα   

και   στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την  , έχουμε 

την ισότητα των τριγώνων   και  , άρα και το 

ότι τα σημεία , ,    είναι συνευθειακά. 

Αν τώρα θεωρήσουμε στην ημιευθεία   σημείο  , 

ώστε το τρίγωνο   να είναι ισόπλευρο και 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=9268
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=9268
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συγκρίνουμε τα τρίγωνα   και   θα δούμε ότι 

είναι ίσα (γιατί;) 

Άρα η ζητούμενη γωνία είναι x 30


= . 

ΛΥΣΗ 2η (Φωτεινή Καλδή) 

ας γράψουμε και μία τριγωνομετρική...  

o

A AB
A B (1)•

sin(x) sin(x 80 )


 → =

+
 

o o

A
A (2)

sin(20 )
•

sin(40 )

 
  → =  

o o

o
n

•
sin(x 80 ) sin(40 )

(1), (2)
si (x) sin(20 )

+
→ = =  

o o o
2 cos(20 ) 2 sin(70 ) 2 sin(110 ) =  =  =  

o o o

o

o o

sin(110 ) sin(80 30 )
x 30

sin(30 ) sin(30 )

+
= = =  

ΛΥΣΗ 3η (Φάνης Θεοφανίδης) 

Κατασκευάζω το ισόπλευρο τρίγωνο CDP  και 

ονομάζω N  το σημείο τομής, της από το P  

παράλληλης προς την AD  με την διχοτόμο της B A C


. 

Επίσης φέρνω τα τμήματα NB, NC . 

Προφανώς A,C, P  συνευθειακά. 

 

Οι κόκκινες γωνίες προκύπτουν εύκολα. 

Το τραπέζιο ADPN  είναι εγγράψιμο, οπότε ισοσκελές

AN DP = . 

Αλλά το τρίγωνο PNA  είναι ισοσκελές. 

Άρα NP NA= . 

Οι μπλε γωνίες προκύπτουν και αυτές εύκολα. 

Το NBAC  είναι εγγράψιμο 

0
A C B A N B A C B 70

  

 =  = . 

Από το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου BAC , 

έπεται ότι 
0

x 30= . 

ΑΣΚΗΣΗ    3. 

Δίνεται τρίγωνο ABC  με ˆABC 20


= . Επί της BC  

παίρνουμε σημείο D , έτσι ώστε DC AB=  και 

ˆDAB 10


= . Βρείτε τη γωνία ˆx ACB= . 

 
Προτείνει: Μιχάλης Νάννος 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=24411 

 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Μυρογιάννης)  

Σχηματίζουμε τη γωνία CDE 20


= με DE DB=  και 

φέρουμε τις , , C   Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την 

δημιουργία των ίσων (Π – Γ – Π) τριγώνων 

D E C B D A=  και του ισοσκελούς B D E  με γωνία 

βάσης 10

. 

 

Εύκολα παρατηρούμε και το ισοσκελές E B C (από τις 

γωνίες της βάσης). Επειδή ED / / BA  και BE AD=  το 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=24411
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=24411
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τετράπλευρο AEDB  καθίσταται ισοσκελές τραπέζιο 

με BD DE EA= = .  

Φέρουμε το ισόπλευρο CEF  και την AF , 

γνωρίζοντας ότι η γωνία o
C E A 50



=  αφαιρετικά από 

την πλήρη. Αυτό όμως σημαίνει ότι τα τρίγωνα  

BDE, AEF  είναι ίσα (Π – Γ – Π). Άρα η CA  είναι 

μεσοκάθετος του EF  ή αλλιώς… x 40


= . 

ΛΥΣΗ 2η (Φάνης Θεοφανίδης)  

Γράφω τον κύκλο (B, BA)  ο οποίος τέμνει τη C  στο 

P . Επίσης κατασκευάζω το ισόπλευρο τρίγωνο BAN  

και φέρνω τα τμήματα AP, PN . 

Έστω BD a, DP b= = . 

Οπότε  

BP a b BA a b DC a b PC a= +  = +  = +  = . 

Προφανώς  

0 0
N BP 40 N A P 20

 

=  = . 

Ακόμη 0
P N A 10



= . 

 

Άρα τα τρίγωνα , ADB  είναι ίσα. 

Επομένως AP BD AP a=  = . 

Αλλά 0
A P B 80



= . 

Συνεπώς 
0

x 40= . 

ΑΣΚΗΣΗ    4. 

 

Από τα άκρα ,   της διαμέτρου ενός ημικυκλίου, 

φέρουμε τα κάθετα τμήματα , S  , προς την ευθεία 

μιας χορδής CD . Δείξτε ότι PC DS=  

 
 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=54825 

ΛΥΣΗ (ealexiou) 

Αν  

AO OB OM PS=  ⊥ , 

τότε  

PM MS CM MD=  = , 

οπότε  

PC PM CM MS MD PC DS= − = −  =  

 

ΛΥΣΗ 2η (Ηλίας Φραγκάκος) 

Έστω E  το σημείο τομής της BS  με την  

ημιπεριφέρεια διαμέτρου AB . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=54825
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=54825
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Η o
A E B 90



= , επειδή βαίνει σε διάμετρο. Άρα, το 

CDEA  είναι ισοσκελές τραπέζιο. Δηλαδή, DE CA= . 

ˆSD E P C A C A E D E A
   

= = = =  . 

Άρα,  

SD E P C A=  και DS CP= . 

ΑΣΚΗΣΗ    5. 

Το παρακάτω θέμα το βρήκα τυπωμένο στο βιβλίο 

 '' ΠΑΝΕΝΩΣΙΑΚΕΣ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ   

ΟΛΥΜΠΙΑΔΕΣ  ΤΗΣ  Ε.Σ.Σ.Δ. 1961-1991 ''. Έπεσε 

στην Πανενωσιακή Ολυμπιάδα του   1988  που έγινε 

στο Ντόνιετσκ, συγκεκριμένα έπεσε την πρώτη μέρα.  

Δόθηκε στους διαγωνιζόμενους της 10ης τάξης. 

Πιθανόν να έχει ξανατεθεί .... 

Αν όχι, αξίζει ο χρόνος που θα δαπανηθεί για τη λύση 

του, αυτό διαπίστωσα.... 

Στο οξυγώνιο τρίγωνο ABC  φέρουμε τα ύψη BD  και 

CE . Από τις κορυφές B  και C φέρουμε καθέτους BF

και CK στην ευθεία DE . 

Αποδείξτε ότι  

EF DK= . 

 

Προτείνει: Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς 

Σύνδεσμος:https://www.mathematica.gr/forum/viewto

pic.php?f=112&t=44157 

ΛΥΣΗ (Νίκος Φραγκάκης) 

Το απόστημα   στη χορδή ED  είναι και διάμεσος  

του δισορθογωνίου τραπεζίου BFKS  και άρα  

 

MF MK
MF ME MK M

 
D

ME MD

= 
 − = − 

= 
 

FE DK= . 

ΛΥΣΗ 2η (thanasis.a) 

έστω BL KC⊥ .  

 

Προφανώς το BFKL  είναι ορθογώνιο  

παραλληλόγραμμο οπότε:  

BF KL (1)= . 

Ταυτόχρονα FK / /BL (2) . 

Επειδή  

BEC BDC BLC 90


= = =  

καταλαβαίνουμε ότι B, E, D, L,C  ομοκυκλικά σε 

κύκλο με διάμετρο BC .  

Έτσι με την βοήθεια του (2) καταλαβαίνουμε ότι  

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=44157
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=112&t=44157
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DL (3) = . 

Από (1),(3) και το ότι  

o
BFE D K L 90

 

= = , 

έχουμε:  

B F E D K L= . 

Κατά συνέπεια: FE DK= . 

ΑΣΚΗΣΗ    6. 

Στο παρακάτω σχήμα δείξτε ότι:  

ED 2EA= . 

 

Προτείνει: Φάνης Θεοφανίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55766 

ΛΥΣΗ (Taratoris) 

Προεκτείνουμε την CA κατά τμήμα AF EA= . Τότε  

A B F E B A
  

= =   και EB BF=  

Τα τρίγωνα CEB, EDB  είναι όμοια, άρα  

BD BE

BE BC
=  , οπότε 

BD BF

BF BC
= . 

Συνεπώς τα τρίγωνα FBC, DBF  είναι όμοια. 

Συνεπώς D F B
 

=  , άρα D F B D E B
 

= , συνεπώς 

EDBF  εγγράψιμο. 

Άρα  

E D F E B F 2
  

= =   και E F D E B D 2
  

=  =  , 

άρα EF ED=  συνεπώς ED 2EA=  

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Φέρνω την EH BC⊥  και έστω M  το κοινό σημείο 

των , DE .  

 

Από υπόθεση είναι 
0

3 90 +  =  και από το εγγράψιμο 

τετράπλευρο ABHE ,   

ˆ ˆMEH MHE= =  , 

οπότε M  είναι το μέσο του DE . Εύκολα τώρα βγαίνει 

ότι  

ˆ ˆEAM EMA 2 EM EA= =   =  

και το ζητούμενο έπεται 

ΛΥΣΗ 3η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

Έστω P  συμμετρικό του E  ως προς A  και BZ BE=  

0
E Z B Z E B A E B 90 x 2

  

= = = −  =   

Έτσι  

E Z D E D B 2 ZE ED
 

= =  +  = . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55766
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55766
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Αλλά προφανώς  

ZE EP 2AE ED 2AE= =  =  

ΛΥΣΗ 4η (Γιάννης Στάμου) 

Προεκτείνω την CA  κατά ίσο τμήμα AE AE = . Από 

τα όμοια τρίγωνα   

2
CEB,EBD EB BD BC =   . 

 

H σχέση αυτή δείχνει ότι ο κύκλος που διέρχεται από 

τα σημεία (E, D, B)  εφάπτεται της EB . 

Τα ορθογώνια τρίγωνα AEB, ABE '  είναι ίσα, άρα  

ˆEBA ABE ,= =   

Ακόμη   

ˆAE B CDE 90 = = −   

δηλαδή το τετράπλευρο EDBE ' είναι εγγράψιμο σε 

κύκλο και  

.

ˆE D E EE D 2


 = =    

ED EE ED 2EA=  =  

ΛΥΣΗ 5η (Νίκος Φραγκάκης) 

Από τα τρίγωνα C,D E B E B  έχουμε: 

1 2
ˆ ˆ ˆˆ 2 , C 2  =  +   = +     

και αφού ˆ ˆC =  , θα είναι 
1 2
 =  .  

 

Ας είναι T  το συμμετρικό του E  ως προς το A . 

Προφανώς, 
2

T̂ =  . 

Άμεση συνέπεια: 
1

T̂ =  και τα σημεία E,T, B, D  

ανήκουν στον ίδιο κύκλο. 

Αφού όμως σε ίσες εγγεγραμμένες γωνίες στον ίδιο 

κύκλο αντιστοιχούν ίσες χορδές,  

ET ED 2EA ED=  = . 
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ΑΣΚΗΣΗ    7. 

Από σημείο P  εκτός κύκλου κέντρου O , φέρνουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα ,   και από τυχαίο σημείο 

C  του τόξου   μία τρίτη εφαπτομένη που τέμνει τις 

,   στα σημεία D, E  αντίστοιχα. Αν M  είναι το 

μέσο της DE  και η PM  τέμνει την AB  στο N , να 

δείξετε ότι η ON είναι κάθετη στην DE . 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55627 

ΛΥΣΗ (Γιάννης Σημαντήρης)  

Προφανώς ο O  είναι ο P -παρεγγεγραμμένος κύκλος 

του PDE  και O  το αντίστοιχο παράκεντρο. Όπως 

στο σχήμα θεωρούμε τον έγκυκλο του PDE  που 

εφάπτεται των PD, PE  στα 
1 1

A ,B  αντίστοιχα. 

Ορίζουμε επίσης το N  ως την τομή των CO, AB  και 

θα δείξουμε ότι A, M, N συνευθειακά. 

 

Θεωρούμε την ομοιοθεσία κέντρου P  που στέλνει τον  

παρεγγεγραμμένο στον έγκυκλο. Έστω R  το 

αντιδιαμετρικό του σημείου επαφής του έγκυκλου με 

τη DE . Τότε η εφαπτομένη του έγκυκλου στο P  είναι 

παράλληλη στη DE  οπότε θα πηγαίνει στη DE , άρα 

η ομοιοθεσία που είπαμε στέλνει τελικά το C  στο R  

άρα P, R,C  συνευθειακά. 

Άρα η CO  πάει (μέσω της ομοιοθεσίας) στην RI και 

επειδή προφανώς η   πάει στην 
1 1

A B  το N  όπως 

το ορίσαμε θα πηγαίνει στην τομή της RI  με την 

1 1
A B , έστω S . Από γνωστό λήμμα όμως τα R,S, M  

είναι συνευθειακά οπότε λόγω και της ομοιοθεσίας τα 

P,S, M, N  ανήκουν στην ίδια ευθεία, το ζητούμενο.. 

ΛΥΣΗ 2η (Κώστας Βήττας) 

Αρκεί ως ισοδύναμο ζητούμενο να αποδειχθεί ότι η 

ευθεία  , όπου N AB OC   με C DE  και 

OC DE⊥  , περνάει από το μέσον του τμήματος DE . 

•  Στο αμέσως προηγούμενο σχήμα του Γιάννη, έστω 

F, Z , τα σημεία τομής των ευθειών PE, PD  

αντιστοίχως, από την δια του σημείου T , εφαπτομένη 

του κύκλου (O ) , όπου T  είναι το αντιδιαμετρικό 

σημείο του C . 

Στο περιγεγραμμένο τετράπλευρο DEFZ τώρα, 

σύμφωνα με το θεώρημα Newton  (α) έχουμε ότι οι 

διαγώνιές του DF, EZ  περνάνε από το σημείο 

N AB CT   . 

Έτσι, στο DEFZ  ως τραπέζιο, η ευθεία PN  που 

συνδέει το σημείο P  ( = τομής των μη παραλλήλων 

πλευρών του), με το σημείο N  ( = τομής των 

διαγωνίων του ), περνάει από τα μέσα M, M  των 

βάσεών του DE, FZ  αντιστοίχως και το ισοδύναμο 

ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 

ΑΣΚΗΣΗ    8. 

Θεωρούμε κύκλο με κέντρο το O  και μία διάμετρό 

του  .Με διάμετρο την   γράφουμε ένα δεύτερο 

κύκλο και φέρουμε από το A την εφαπτομένη προς 

αυτόν, η οποία τέμνει τον πρώτο κύκλο στο σημείο C . 

Αν CD AB⊥ , δείξτε ότι 
AO

DB 2
9

= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55627
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55627
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Προτείνει: Φάνης Θεοφανίδης 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55711 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) 

Έστω K  το κέντρο του μικρού κύκλου και M  το 

σημείο επαφής της εφαπτομένης.  

 

2
BC BD AB=    

2
BC

BD
2R

=  (1)  

AK MK
KM || BC

AB BC
 =   

(1)3 R 2R
BC

4 2BC 3
=  = 

2R
BD

9
=  

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

Στο σχήμα του Γιώργου αν BA C D C B
 

= =   είναι  

MK 1 DB
sin

AK 3 CB
 = = =   

2 2 2R
CB 9DB DB 2R DB

9
= =   = . 

ΑΣΚΗΣΗ    9. 

Στις πλευρές τριγώνου ABC  κατασκευάζουμε 3

ισοσκελή όμοια τρίγωνα APB ( AP PB= ) , ACQ  

( AQ QC= ) και BRC ( BR RC= ), όπως φαίνεται στο 

σχήμα. Να δείξετε ότι το APRQ  είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

Υ.Γ. Προτάθηκε από το Βέλγιο (Κάτω χώρες - από 

εκεί και ο τίτλος του θέματος στην 24η Δ.Μ.Ο). 

Προτείνει: Ορέστης Λιγνός 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55715 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Από τα αρχικά όμοια ισοσκελή τρίγωνα ισχύει ότι:  

PB RB

AB BC
=  και PBR ABC= . 

Άρα τα τρίγωνα PBR  και ABC  είναι όμοια, γιατί 

έχουν δυο πλευρές ανάλογες και την περιεχόμενη 

γωνία ίση. Με ανάλογο τρόπο προκύπτει ότι και το 

τρίγωνο QRC  είναι όμοιο με το ABC .  

Έστω PBR CRQ z= = ,  

PRB RCQ y= =  και  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55711
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55711
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55715
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55715
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BPA BRC AQC x= = = .  

Τότε προκύπτει ότι  

PRQ x y z= + + , APR AQR 180 x y z= = − − − , 

 άρα είναι το APRQ  παραλληλόγραμμο. 

Υ.Γ. Επειδή οι γωνίες δεν είναι ακριβώς ίδιες σε 

περίπτωση που το R είναι εντός τριγώνου, 

δουλεύουμε με "παρόμοιο" τρόπο με τις γωνίες. 

ΛΥΣΗ 2η (harrisp) 

Λίγο διαφορετικά από τον Διονύση. Ισχύει  

PB AQ

AB AC
= . 

Από τα όμοια PBR και ABC παίρνουμε  

PB PR

AB AC
=  

συνεπώς PR AQ=  και όμοια AP RQ=  και το 

ζητούμενο έπεται. 

ΑΣΚΗΣΗ    10. 

Σημείο S  κινείται σε ημικύκλιο διαμέτρου AB . Με  

βάση την AS και προς τα "πάνω",  σχεδιάζω το 

ισόπλευρο τρίγωνο PAS . Βρείτε το μέγιστο ύψος της 

κορυφής P . 

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55730 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) 

Ας πούμε πρώτα δυο λόγια για την κατασκευή που 

μεγιστοποιεί το ύψος h  

 

Έστω ,   το κέντρο και το μέσο του ημικυκλίου και 

N  το μέσο του  . Από το N  φέρνω παράλληλη 

στην   που τέμνει το ημικύκλιο στα σημεία ,S  

(το S  πιο κοντά στο B ). Η κατασκευή (προς τα πάνω) 

του ισοπλεύρου APS  ορίζει την θέση του P . 

Στην άσκησή μας τώρα.  

 

Θα δείξω ότι 
0

15 =  =  

Έστω R  η ακτίνα του ημικυκλίου και a  η πλευρά του 

ισοπλεύρου.  

a 2R cos ,h a cos=  =   h 2R cos cos=    

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55730
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55730
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Αρκεί λοιπόν να βρούμε τη μέγιστη τιμή του 

γινομένου cos cos  .  

Αλλά λόγω του ισοπλεύρου είναι φανερό ότι  

0
30 +  =  

0
cos cos cos cos(30 )  =  −  =  

23 1
cos sin cos

2 2
 +   =  

3 1
(1 cos 2 ) sin 2

4 4
+  +  =  

03 1 3 2
cos(30 2 )

4 2 4

+
+ −   ,   

για 
0

15 =  = . 

 Άρα:  

( )max

R
h 3 2

2
= +  

ΥΓ. Και στα δύο σχήματα υπάρχει ένα σημείο E . 

Αγνοήστε το. 

ΛΥΣΗ 2η (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Έστω ABC  ισόπλευρο τρίγωνο με την κορυφή C  

προς την πλευρά του ημικυκλίου και ας είναι M  το 

σημείο τομής των ευθειών PS,CB . Τότε εφόσον 

0
A P M A C M 60

 

= = , τα σημεία A, P,C, M  είναι 

ομοκυκλικά.  

 

Επίσης έχουμε για τις γωνίες ASM


 και A B M


να  

είναι είτε ίσες, είτε παραπληρωματικές( ανάλογα αν το 

Μ είναι εντός ή εκτός του τμήματος PS . Οπότε τα 

A,S, M,.B  ομοκυκλικά άρα το M  είναι σημείο του 

αρχικού ημικυκλίου και AM BC⊥ . Δηλαδή το M   

είναι το μέσο της BC  και είναι σταθερό. 

Από τα παραπάνω παρατηρούμε ότι τα A,C, M  

ορίζουν σταθερό κύκλο διαμέτρου AC  και επομένως 

το P  κινείται επί του ημικυκλίου AC  που δεν περιέχει 

το M . 

Επομένως το μέγιστο ύψος θα επιτευχθεί όταν το P  θα 

συμπέσει με το βόρειο πόλο του κύκλου. Στην 

περίπτωση αυτή το ύψος θα διέρχεται από το κέντρο 

του κύκλου, έστω N , και θα είναι ίσο με R  συν το 

ύψος ισόπλευρου τριγώνου πλευράς R . Δηλαδή 

3
R R

2
+ . 

ΑΣΚΗΣΗ    11. 

Η χορδή CD  είναι παράλληλη προς τη διάμετρο AB  

του ημικυκλίου και βρίσκεται σε ύψος όσο το μισό της 

ακτίνας. Σημείο S  κινείται επί της CD  και με βάση 

την CS  σχεδιάζω το ισόπλευρο PCS , του οποίου η 

πλευρά PS  τέμνει το τόξο στο σημείο T . Από το  P   

φέρω ευθεία παράλληλη στην AB , η οποία τέμνει την 

DT  στο N . Δείξτε ότι  NC NT=  

 
Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=55722 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Έστω M  το μέσο του τόξου CD . Φέρνουμε την CT . 

Έχουμε ότι CTD CMD= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55722
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=55722
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Έστω O  το μέσο του AB . Φέρνουμε την CO , την 

DO και την MO . Το CMDO είναι ρόμβος, καθώς οι 

διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα στο K  και 

διχοτομούνται, αφού MK KO=  και CK DK=  

(επειδή το OK  είναι απόστημα στην CD ). Άρα 

CM CO MO= = . Συνεπώς το τρίγωνο COM  είναι 

ισόπλευρο και OCM 60= .  

 

Άρα CTD CMD 120= = . Επομένως, η γωνία 

CTN 60= . Επειδή NP / /CD , ισχύει ότι 

NPC PCD 60= = . Άρα το NPTC  είναι εγγράψιμο, 

συνεπώς CNT CPT 60= = . Άρα το τρίγωνο CNT

είναι ισόπλευρο και το ζητούμενο προφανώς ισχύει 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

0OC
OE O C E 30

2



=  =   

 

0 0 0
O C P 30 60 90 PC



= + =   

εφαπτόμενη x y NPTC
 

 =   εγγράψιμο 

0
T N C C P T 60

 

 = =  

Ακόμη, 0
N T C Q P CS 60

  

= = = .Έτσι το τρίγωνο NTC  

ισόπλευρο NT NC = . 

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Φραγκάκης) 

Επειδή CTD 120 NTC 60
 

=  = . Από NP / /CD  

έχουμε: ˆ PSC 60


 = = .  

 

Οπότε αναγκαστικά και ˆ 60


 = , δηλαδή το 

τετράπλευρο C  είναι εγγράψιμο . 

Τώρα όμως θα είναι και x̂ 60


=  επομένως το τρίγωνο 

NCT  είναι ισόπλευρο . 

ΑΣΚΗΣΗ    12. 

Στο παρακάτω σχήμα, δείξτε ότι x 70


= . 

 
 

 

Προτείνει: Μιχάλης Νάννος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=110&t=51198 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=51198
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=110&t=51198
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ΛΥΣΗ (Sakis1963)  

Ο περίκυκλος του ABC  τέμνει την AD  στο E .  

 

H 
o

CED ABC 30= =  (εξωτερική, απέναντι εσωτερική 

στο εγγεγραμμένο ABCE . Αφού 
o

BDE 60=  και 

o
CED 30=  προκύπτει EC BD⊥  και συνεπώς 

o
BCE 90 10 80= − = . 

H 
o

ACE ABE 10= =  (εγγεγραμμένες στο ίδιο τόξο), 

οπότε : 

o
x BCA BCE ACE 80 10 70= = − = − = . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Η μεσοκάθετος της AB  τέμνει τις BD, BC  στα 

σημεία H, E  αντίστοιχα. Το AECD είναι εγγράψιμο 

(απέναντι γωνίες 60
  και 

0
120 ). Είναι ακόμα 

0ˆ ˆAEH 60 ADH= = , άρα τα σημεία , , ,C, D    είναι 

ομοκυκλικά και κατά συνέπεια το τρίγωνο AHC  είναι 

ισόπλευρο. 

 

Επειδή BH HA=  και  

BE EA=  0ˆ ˆHAE EBH 10 = = ,  

οπότε θα είναι και 0ˆHCE 10= . Άρα 

0 0 0
x 60 10 70= + = . 

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Φραγκάκης) 

Έστω K  το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του 

τριγώνου ABD . Προφανώς ˆ ˆAKB 2ADB 120


= =  και 

αφού θα είναι ˆˆABK BAK 30


= =  το K  είναι σημείο 

της BC . 

 

Το τετράπλευρο AKCD  είναι εγγράψιμο αφού η 

εξωτερική του γωνία στο K  είναι ίση με 

ˆADC 60 60 120
  

= + =  .  

Στο ισοσκελές τρίγωνο KAD  η γωνία της κορυφής 

του, είναι ως επίκεντρη, διπλάσια της αντίστοιχης 

εγγεγραμμένης ˆABD 20


= , δηλαδή ˆAKD 40


= . 

Άμεση συνέπεια, οι γωνίες της βάσης του θα είναι από 

70

, οπότε ˆ ˆx̂ KCA KDA 70


= = = . 

ΛΥΣΗ 4η ( Μιχάλης Τσουρακάκης) 

Με CZ BA⊥  και CZ AD E =  

είναι  

0
C E D 10



=   

EDCB  εγγράψιμο   

0
BE C E C B 60 E BC

 

= =   ισόπλευρο. 
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Έτσι BA  μεσοκάθετος της 

 0 0 0 0
EC A C E 10 A C B 60 10 70

 

 =  = + =  

ΛΥΣΗ 5η (Σεραφείμ Τσιπέλης) 

και μια τριγωνομετρική 

 

Με εφαρμογή θεωρήματος ημιτόνου στα τρίγωνα  

ABC, ABD, ACD  έχουμε   

( )

sin x a sin 20 d sin120 n
, ,

sin 30 n sin 60 a sin 110 x d
= = =

−
 . 

Τότε  

( )

sin x sin 20 sin120
1

sin 30 sin 60 sin 110 x

 
= 

  −
 

( )

sin x 1 cos 20

sin 110 x 2sin 20 2sin 20 cos 20
= = =

− 

( )

sin 70 sin 70

sin 40 sin 110 70
=

−
 

και λόγω μονοτονίας, προκύπτει μοναδική λύση, η 

x 70=   

ΛΥΣΗ 6η (thanasis.a) 

Έστω H BD : HCA 60


 = . Κατά συνέπεια έχουμε την 

εγγραψιμότητα του  τετράπλευρου AHCD  αφού 

HCA HDA 60


= =  οπότε  

AHC 60 (1), HA HC (2)


=  = . 

 

Έτσι ο κύκλος (H, HC  περνά υποχρεωτικά από το B  

αφού  

AHC
ABC 30

2


= =  

οπότε έχουμε:  

HB HC HBC : HCB HBC 10


=  = =   

ACB ACH HCB= + ACB 70


 = . 

ΛΥΣΗ 7η (Φάνης Θεοφανίδης) 

Έστω ότι η από το A  κάθετη προς τη BD  τέμνει τη 

DC  στο P . 

Φέρνω το τμήμα BP . 

 

Οι κόκκινες γωνίες προκύπτουν εύκολα. 

Παρατηρώ ότι το BACP  είναι εγγράψιμο, αφού  
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0
C P A C BA 30

 

= = . 

Συνεπώς  

0
x A P B x 70



=  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    13. 

Έστω A  ο μικρότερος και B  ο μεγαλύτερος εκ των 

οκταψήφιων αριθμών, στην γραφή των οποίων 

εμφανίζεται κάθε ψηφίο εκ των 1, 2, ,8  και 

διαιρούνται με το 137 . Να αποδείξετε, ότι ο A B+  

διαιρείται με το 73 . 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=72509 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης)  

Ας παρατηρήσουμε ότι 73 137 10001 = , άρα το 

99999999  είναι πολλαπλάσιο των 73  και 137 .  

Άρα ο 137  διαιρεί τον 
1 2 8

a a a  αν και μόνο αν 

διαιρεί και τον  

1 2 8 1 8
99999999 a a a (9 a ) (9 a )− = − − . 

Αν λοιπόν  

1 2 8
A a a a=  

τότε  

1 8
B (9 a ) (9 a )= − − . 

Τότε όμως  

A B 99999999+ =  

το οποίο είναι πολλαπλάσιο του 73 . 

ΑΣΚΗΣΗ    14. 

Σε ένα τουρνουά σκακιού συμμετείχαν n 5  

σκακιστές. Κάθε σκακιστής έπαιξε με κάθε άλλον 

ακριβώς μια φορά. Πέντε από τους σκακιστές έχασαν 

ο καθένας ακριβώς 2 παιχνίδια. Όλοι οι υπόλοιποι 

σκακιστές κέρδισαν ακριβώς 3 παιχνίδια ο καθένας. 

Αν στο τουρνουά δεν υπήρξαν ισοπαλίες, να 

προσδιορίσετε όλες τις δυνατές τιμές του n . 

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=72356 

ΛΥΣΗ (abfx)  

Υποθέτουμε ότι ο κάθε σκακιστής παίρνει 1  βαθμό για 

κάθε νίκη που σημειώνει, ενώ δεν παίρνει κανέναν 

όταν χάνει. 

Επειδή έχουμε πάντα νίκες (και όχι ισοπαλίες), το 

άθροισμα όλων των βαθμών που συγκέντρωσαν όλοι 

οι σκακιστές μαζί θα είναι όσο και το πλήθος των 

παιχνιδιών που έλαβαν χώρα, το οποίο είναι:  

n(n 1)
S (n 1) (n 2) 2 1

2

−
= − + − ++ + =  . 

Όμως έχουμε και  

S 5 (n 3) (n 5) 3=  − + −  , 

αφού υπήρχαν 5  σκακιστές που συγκέντρωσαν n 3−  

βαθμούς  

( (n 1) 2− −  νίκες), 

και οι υπόλοιποι ( n 5− ) συγκέντρωσαν 3  βαθμούς 

από ίσες νίκες. Εξισώνοντας: 

2
S S n 17n 60 0=  − + = , 

που δίνει τιμές n 5, n 12= = , με δεκτή μόνο την 

τελευταία. 

Για να ολοκληρώσουμε τη λύση μας, ελέγχουμε ότι 

υπάρχει τέτοιο τουρνουά με 12  σκακιστές. 

Πράγματι, χωρίζουμε τους σκακιστές στους 5  

"καλούς' και 7  "κακούς". 

Στο γκρουπ των "καλών" ο καθένας νικάει ακριβώς 2  

και χάνει ακριβώς 2  παιχνίδια, ενώ 

στο γκρουπ των "κακών" ο καθένας νικάει ακριβώς 3  

και χάνει ακριβώς 3  παιχνίδια. 

Τέλος κάθε "καλός" νικάει κάθε "κακό" και έτσι η 

κατασκευή μας ολοκληρώθηκε. 

https://artofproblemsolving.com/community/c6h24817

26p20841763 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=72509
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=72509
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=72356
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=72356
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2481726p20841763
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2481726p20841763
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ΑΣΚΗΣΗ    15. 

 

Για τους πραγματικούς αριθμούς a, b,c , είναι γνωστό 

ότι:  

2 2 2
a b c 3+ + =  και: a b c 2+ + = . 

Ποια είναι η μέγιστη δυνατή τιμή, του μεγαλύτερου 

από τους τρεις; 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=71638 

ΛΥΣΗ (abfx)  

Ας υποθέσουμε ότι a b c  . 

Από τη γνωστή ταυτότητα  

2 2 2 2
(a b c) a b c 2(ab bc ca)+ + = + + + + + , 

λαμβάνουμε τελικά 
1

ab bc ca
2

+ + = . 

Με εφαρμογή τύπων Vieta έχουμε ότι τα a, b,c  (και 

μόνον αυτά) είναι οι ρίζες του πολυωνύμου  

3 2 1
p(x) x 2x x r

2
= − + − , όπου r abc= . 

Με δεδομένο ότι  

3 2 1
p(a) 0 a 2a a r

2
=  − + = , 

γράφουμε: 

2 2 1
p(x) (x a)(x (a 2)x a 2a )

2
= − + − + − + . 

Όμως το πολυώνυμο  

2 2 1
x (a 2)x a 2a

2
+ − + − +  

έχει πραγματικές ρίζες επομένως: 

2 2 1
0 (a 2) 4(a 2a ) 0

2
   − − − +  

2
3a 4a 2 0− + +    

2 10 2 10
(a )(a ) 0

3 3

+ −
− −  . 

Επομένως 
2 10

a
3

+
 . 

Παρατηρούμε ότι το = πιάνεται για  

2 10 4 10 4 10
(a, b, c) ( , , )

3 6 6

+ − −
=  

οπότε η ζητούμενη μέγιστη τιμή είναι το 
2 10

3

+
. 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Χωρίς βλάβη a b c  .  

Οι εξισώσεις γίνονται  

2 2 2
a b 3 c+ = −  και a b 2 c+ = − . 

Λύνοντας το σύστημα θε βρούμε (άμεσο)  

2c
a 1 3c 4c 2,

2
= − − − + +  

2c
b 1 3c 4c 2

2
= − + − + + . 

Σίγουρα το c  δεν μπορεί να πάρει τιμή μεγαλύτερη 

από αυτήν που επιτρέπει την παραπάνω τετραγωνική 

ρίζα να είναι θετικός.  

Δηλαδή το c  είναι εντός των ριζών  

1
(2 10)

3
  του  

2
3c 4c 2− + + . 

Άρα  

1
c (2 10)

3
  . 

H ακραία τιμή, δηλαδή η 
1

c (2 10)
3

= +   

δίνει  

1
a b (4 10)

6
= = − . 

Επειδή ικανοποιούνται οι αρχικές και οι περιορισμοί,  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=71638
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=71638
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οι τιμές αυτές είναι δεκτές. 

ΛΥΣΗ 3η (Γιώργος Ρίζος) 

Κάτι παρόμοιο με τις προηγούμενες λύσεις: 

Από τη 2η είναι ( )c 2 a b= − + . 

Αντικαθιστούμε στην 1η:  

( )
22 2

a b 2 a b 3+ +  − +  =  , 

που γίνεται  

( )2 2
2b 2 a 2 b 2a 4a 1 0+ − + − + =  

Για να έχει πραγματικές ρίζες πρέπει και αρκεί  

( ) ( )
2 2

0 4 a 2 8 2a 4a 1 0   − − − +    

2
3a 4a 2 0− −   

Η ανισότητα αυτή οδηγεί στην συνθήκη  

2 10
a

3

+
  

Για τη μέγιστη τιμή του a  είναι  

2 a 4 10
b

2 6

− −
= =  

μικρότερο του μεγίστου του a  και επίσης   

( )
4 10

c 2 a b
6

−
= − + = , 

μικρότερο του μεγίστου του a . 

Τα a, b,c  εναλλάσσονται κυκλικά, οπότε η τιμή 

2 10

3

+
 είναι η μέγιστη δυνατή που μπορεί να λάβει 

κάποιος από τους τρεις αριθμούς. 

ΛΥΣΗ 4η (Θανάσης Καραντάνας) 

Μία  ακόμη   

Είναι:  

a b 2 c+ = −   και:  2 2 2
a b 3 c+ = − . 

Αλλά:  

2

2 2 (a b)
a b

2

+
+  , 

με την ισότητα να ισχύει για a b= , οπότε: 

2

2 (2 c)
3 c

2

−
−  , 

ισοδύναμα:  

2
3c 4c 2 0− −  , 

η οποία δίνει τις παραπάνω λύσεις. 

ΑΣΚΗΣΗ    16. 

Να αποδείξετε ότι αν a, b, c 0  με abc 1,=  τότε 

ισχύει:   

( ) ( )2 2 2
a b b c c a a b c ab bc ca .+ +  + + + +  

Προτείνει: Βαγγέλης Μουρούκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=55449 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Ισχύουν τα εξής: 

Αν x, y,z  θετικοί πραγματικοί με xyz 1=  τότε: 

α) 
2

2 2 2 (x y z)
x y z

3

+ +
+ +         (1) 

β) 2 2 2 2 2 23x y z 3 x y z 3+ +  =     (2) 

Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις (1) και (2) κατά μέλη, 

προκύπτει ότι 

2 2 2
x y z x y z+ +  + +      (3) 

 γ) Έχουμε 

2 2 23xy yz zx 3 x y z 3+ +  =   

2(xy yz zx) 3 xy yz zx+ +  + + +          (4) 

Προσθέτοντας τις σχέσεις (3) και (4) κατά μέλη, 

προκύπτει ότι  

2
(x y z) x y z 3 xy yz zx+ +  + + + + + + . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=55449
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=55449
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Έστω  

b c
x , y

a b
= =  και 

a
z

c
= . 

Τότε για οποιοδήποτε θετικούς πραγματικούς 

αριθμούς a , b  και c  θα ισχύει ότι: 

2b c a b c a a b c
( ) 3
a b c a b c b c a
+ +  + + + + + + =  

1 1 1
(a b c)( )

a b c
= + + + +   

b c b 1 1 1
(a b c)( )

a b c a b c
+ +  + + + +  

Αν όμως γνωρίζουμε επιπλέον ότι abc 1= , τότε  

1 1
bc, ca

a b
= =  και 

1
ab

c
=  

Συνεπώς ισχύει ότι  

2 2 2
b c c a a b (a b c)(bc ca ba)+ +  + + + + , 

που είναι η ζητούμενη ανισότητα. 

ΛΥΣΗ 2η (Βαγγέλης Μουρούκος) 

Η αποδεικτέα ανισότητα γράφεται ισοδύναμα: 

( )( )2 2 2
a b b c c a a b c ab bc ca+ +  + + + +   

2 2 2
a b b c c a ab bc ca

a b c
abc abc

+ + + +
 + +   

a b c 1 1 1
a b c

c a b c a b
+ +  + + + +   

( )
2

a b c 1 1 1
a b c

c a b c a b

   
+ +  + + + +    

   
 

2 2 2

2 2 2

a b c b c a
2

c a b c a b

 
+ + + + +  

 
 

b c a a b c
3

c a b c a b

   
 + + + + + +    

   
 

2 2 2

2 2 2

a b c b c a a b c
3

c a b c a b c a b
+ + + + +  + + + .     ( )1  

Παρατηρούμε τώρα ότι για κάθε x 0  ισχύει η 

ανισότητα  

2 1
x 1 x.

x
+  +  ( )2  

Πράγματι, η ( )2  γράφεται ισοδύναμα 

( ) ( )23 2 x 1 x 1x x x 1
0 0

x x

− −− − +
     

( ) ( )
2

x 1 x 1
0

x

− +
 , 

που ισχύει. 

Θέτοντας στη ( )2  διαδοχικά  

a
x ,

c
=  

b
x ,

a
=

c
x

b
=  

και προσθέτοντας κατά μέλη τις ανισότητες που 

προκύπτουν παίρνουμε την ( )1 . Η ισότητα ισχύει αν 

και μόνο αν a b c 1= = = . 

ΛΥΣΗ 3η (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Μια άλλη γρήγορη λύση είναι η εξής: 

(Από αυτό το σημείο και μετά) 

b c a 1 1 1
(a b c)( )

a b c a b c
+ +  + + + +   

2b 2c 2a 1 1 1
2 (a b c)( )

a b c a b c
+ +  + + + +  

Όμως ισχύουν τα εξής:  

α) Έχουμε 

3
b c b abc

3 3
a b c abc
+ +  =   

2b 2c 2b b c b
3

a b c a b c
+ +  + + +  

β) Έχουμε 

1 1 1 1 1 1
a b c 2 (a b c)( )

a b c a b c
+ + + + +  + + + +  
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Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι:  

b c a 1 1 1
3 a b c

a b c a b c
+ + +  + + + + +  

Αν όμως αντικαταστήσουμε τα a , b  και c  

με 
x y

,
y z

 και 
z

x
 αντίστοιχα, τότε μετά από πράξεις η 

ανισότητα γίνεται  

3 3 3
3xyz x y z+ + +   

xy(x y) yz(y z) zx(z x) + + + + +  

που ισχύει (ανισότητα Schur). Ισότητα όταν x y z= = , 

δηλαδή όταν a b c 1= = = . 

ΛΥΣΗ 4η (Ιάσωνας Προδρομίδης) 

Έχουμε ότι  

2a b c 1 1 1
(1) ( ) (a b c)( )

c a b a b c
 + +  + + + + . 

Από AM-GM έχουμε ότι  

a c
2 3a(2)

c b
+  . 

 Αν εφαρμόσουμε την (2) κυκλικά και προσθέσουμε 

κατά μέλη έχουμε ότι  

a b c
a b c(3)

c a b
+ +  + + . 

Με όμοιο τρόπο μπορούμε να πάρουμε ότι  

a b c 1 1 1
(4)

c a b a b c
+ +  + + . 

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις (3),(4) και έχουμε 

το ζητούμενο. 

ΛΥΣΗ 5η (Γιώργος Μπασδέκης) 

Ισχύει σύμφωνα με την Ανισότητα Cauchy-Schwarz 

2 2 2 2
(a b b c c a)(b c a) (ab bc ca)+ + + +  + +  και 

2 2 2 21 1 1
(a b b c c a) (a b c)

b c a

 
+ + + +  + +  

 
 

2 2 2 2
(a b b c c a)(ab bc ca) (a b c)+ + + +  + +  

Με πολλαπλασιασμό αυτών των δύο έχουμε τη 

ζητούμενη. 

ΛΥΣΗ 6η (Pantelis.N)  

Υψώνοντας στο τετράγωνο παίρνουμε 

4 2 4 2 4 2 2 3 2 3 2 3
a b b c c a 2(a b c b c a c a b)+ + + + +   

ab(a b) bc(b c) ca(c a) 3abc + + + + + +   

4 2 4 2 4 2 2 2 2
a b b c c a 2(ab bc ca )+ + + + +   

2 2 2 2 2 2
a b b c c a 3 ab bc ca + + + + + +   

4 2 4 2 4 2 2 2 2
a b b c c a ab bc ca+ + + + +   

2 2 2
a b b c c a 3 + + +   

4 2 4 2 4 2 2 2 2
(a b 1) (b c 1) (c a 1) ab bc ca+ + + + + + + +   

2 2 2
a b b c c a 6 + + +  

Είναι  

4 2 2
a b 1 2a b+   

4 2 2
b c 1 2b c+   

4 2 2
c b 1 2c b+   

Άρα αρκεί  

2 2 2 2 2 2
a b ab b c bc c a ca 6+ + + + +   

Που ισχύει από AM-GM για 6  όρους εφόσον abc 1=  

 

ΑΣΚΗΣΗ    17. 

Να λύσετε το σύστημα 

1
x 10

y

1 5
y

x 12


+ =



 + =


 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 



www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 25, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

22 
 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=68695 

ΛΥΣΗ (Αποστόλης Κουρδουκλάς) 

Έχομεν και λέμε: 

1
x 10

y

1 5
y

x 12

 


+ =





 + =


1
x 10

y

5 1
y

12 x


+ =





 = −


 

2
1 5x

x 10 10
5 1 5x 12

12 x

+ =  = 
−

−

 

( )2 2
5x 10 5x 12 5x 50x 120= −  = −   

2
x 4

5x 50x 120 0
x 6

=
− + =  

=
 

Για x 4=  έχουμε 
1

y
6

=   

ενώ για x 6=  έχουμε 
1

y
4

= . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Το σύστημα γράφεται  

xy 1 10y

5x
xy 1

12

+ =



+ =



 x 24y= , 

απ' όπου  

2 1
24y 10y 1 0 y

4
− + =  =  ή 

1
y

6
=  

Έχουμε λοιπόν τις λύσεις  

1
x 4, y

6
= =  ή 

1
x 6, y

4
= =  

ΛΥΣΗ 3η (Γιώργος Ρίζος) 

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη:  

1 13
xy

xy 6
+ =  

Οι λύσεις της εξίσωσης είναι:  

3 2
xy xy

2 3
=  =  

3 3
xy y

2 2x
=  =  

οπότε η 1η εξίσωση του συστήματος γίνεται  

2x 1
x 10 x 6 y

3 4
+ =  =  =  

2 2
xy y

3 3x
=  =  

οπότε η 1η εξίσωση του συστήματος γίνεται  

3x 1
x 10 x 4 y

2 6
+ =  =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    18. 

Σε τετραγωνισμένο φύλλο χαρτί είναι σχεδιασμένο ένα 

ορθογώνιο διαστάσεων 5 9 . Στην αριστερή κάτω 

γωνία είναι τοποθετημένο ένα πιόνι. Ο Κώστας και ο 

Νίκος με την σειρά το μετακινούν κατά οποιοδήποτε 

αριθμό κελιών είτε δεξιά, είτε πάνω. Την πρώτη 

κίνηση κάνει ο Κώστας. Κερδίζει αυτός που θα 

τοποθετήσει το πιόνι στην πάνω δεξιά γωνία. Ποιος 

κερδίζει σε σωστό παιχνίδι; 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=65252 

ΛΥΣΗ (Silver) 

Κερδίζει ο Κώστας. Θα μετακινήσει το πιόνι στην 

θέση 5 5  έτσι ώστε ο πίνακας που δημιουργείται από 

το πιόνι ως την πάνω δεξιά γωνία να είναι 

τετραγωνικός. Στην συνέχεια σκοπός του είναι από το 

πιόνι ως την πάνω δεξιά γωνία, ο πίνακας που 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68695
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68695
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=65252
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=65252
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δημιουργείται, να είναι πάντα τετραγωνικός. Άρα όσα 

κελιά πάνω (ή δεξιά) μετακινήσει το πιόνι ο Νίκος, 

τόσα δεξιά (ή πάνω) θα μετακινήσει και ο Κώστας. 

ΑΣΚΗΣΗ    19. 

Να βρεθεί ο μικρότερος μη μηδενικός φυσικός 

αριθμός N  έτσι ώστε ο 2  να είναι τέλειο 

τετράγωνο, ο 3  τέλειος κύβος και ο 5  τέλεια 

πέμπτη δύναμη. 

Προτείνει: Μιχάλης Λάμπρου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=68063 

ΛΥΣΗ (Filippos Athos) 

Από τα δεδομένα του προβλήματος και το γεγονός ότι 

θέλουμε τον μικρότερο αριθμό, ο N  θα είναι της 

μορφής  

a b c
N 2 3 5=   , όπου a, b, c 0  

Εύκολα προκύπτει 

min
a 1mod2,a 0mod3,a 0mod5 a 15    =                       

min
b 0mod2,b 2mod3,b 0mod5 b 20    =   

min
c 0mod2,c 0mod3,c 4mod5 c 24    = . 

Άρα ο ζητούμενος αριθμός είναι ο  

15 20 24
N 2 3 5=    

ΑΣΚΗΣΗ    20. 

Στον πίνακα είναι γραμμένοι 10 αριθμοί, οι: 

1, 2,3, 4, 4,5,5,11,12,13 . 

Με αυτούς μπορούμε να κάνουμε πράξεις δυο ειδών: 

είτε από οποιουσδήποτε εννιά από αυτούς να 

αφαιρέσουμε το 1  και στον εναπομείναντα να 

προσθέσουμε το 9 , είτε το αντίθετο, από έναν από 

αυτούς να αφαιρέσουμε το 9  και στους υπόλοιπους να 

προσθέσουμε το 1 . Επιπλέον δεν επιτρέπεται να 

προκύψουν αρνητικοί αριθμοί. Μπορεί άραγε, 

εφαρμόζοντας κάμποσες τέτοιες πράξεις, να κάνουμε 

όλους τους δέκα αριθμούς διαφορετικούς μεταξύ τους; 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=62812 

ΛΥΣΗ (ΦΩΤΙΑΔΗΣ ΠΡΟΔΡΟΜΟΣ) 

Θεωρούμε πως υπάρχει η διαδικασία με την οποία θα 

προκύψουν δέκα διαφορετικοί αριθμοί . 

Παρατηρούμε ότι το άθροισμα και των δέκα δεν 

μεταβάλλεται μετά από τις αλλαγές αφού προστίθεται 

και αφαιρείται το 9 . 

Έτσι το άθροισμά τους είναι σταθερό και ίσο με  

1 2 3 4 4 5 5 11 12 13 60+ + + + + + + + + = . 

Όταν θα προκύψουν οι δέκα διαφορετικοί όλοι θα 

είναι μικρότεροι του 24  αφού οι 9  ελάχιστοι είναι οι  

0,1, 2,3, 4,5,6,7,8  

και έτσι ο μέγιστος  

60 (0 1 2 3 4 5 6 7 8) 24− + + + + + + + + =  

Έστω a , b  για τους οποίους  

a b( mod10)  

τότε εύκολα  

a 9 b 1( mod10)−  +  

Έτσι θα είναι πάντα (μετά τις πράξεις)  

1 11( mod10), 2 12( mod10),   

3 13( mod10), 4 4( mod10)  και 

5 5( mod10)  

Έτσι αν γίνουν όλοι διαφορετικοί θα ισχύει ότι: 

Αν υπάρχει ο a, a 5  θα υπάρχει και ο a 10+ ή ο 

a 20+ . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68063
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68063
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=62812
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=62812
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Αν υπάρχει ο a,10 a 4   θα υπάρχει και ο a 10+  

αφού a 20 24+  . ( a  φυσικός). 

Άρα το ελάχιστο άθροισμα των δέκα διαφορετικών θα 

είναι  

0 1 2 3 4 10 11 12 13 14 60+ + + + + + + + +   

Άρα είναι αδύνατον. 

ΑΣΚΗΣΗ    21. 

Έστω οι θετικοί x, y,z . Αν ισχύει 

 
1 1 1

1
x 1 y 1 z 1

+ + =
+ + +

, 

να αποδειχθεί ότι  

xyz 8 . 

Προτείνει: Ορέστης Λιγνός 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=54153 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Μπασδέκης) 

Η υπόθεση ισοδύναμα γράφεται 

1 1 1 x
1 .

y 1 z 1 x 1 x 1
+ = − =

+ + + +
 

Αλλά από την Ανισότητα AM-GM έχουμε 

x 1 1 1
2 .

x 1 y 1 z 1 (y 1)(z 1)
= + 

+ + + + +
 

Ομοίως παίρνουμε 

y 1
2

y 1 (z 1)(x 1)


+ + +
 

και 

z 1
2 .

z 1 x 1)(y 1)


+ + +
 

Με πολλαπλασιασμό κατά μέλη έχουμε τη ζητούμενη.  

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

ας δούμε και άλλη λύση:  

Η αρχική, αφού διώξουμε τους παρονομαστές, 

γράφεται  

xyz x y z 2= + + + . 

Από ΑΜ-ΓΜ έχουμε   

4xyz x y z 2 4 2xyz= + + +  . 

Υψώνοντας στην τετάρτη,  

4 9
(xyz) 2 xyz  

από όπου το ζητούμενο. 

ΛΥΣΗ 3η (Θάνος Μάγκος) 

Ή και ελαφρώς διαφορετικά.  

Λόγω της συνθήκης, υπάρχουν a, b,c 0,  ώστε  

b c c a a b
x , y , z ,

a b c

+ + +
= = =  (γιατί;) 

οπότε η αποδεικτέα γράφεται 

(a b)(b c)(c a) 8abc.+ + +   

Αυτή είναι συνέπεια της  

m n 2 mn.+   

ΑΣΚΗΣΗ    22. 

Οι θετικοί ακέραιοι a, b,c  έχουν τις ακόλουθες 

ιδιότητες: 

•  Είναι διαδοχικοί περιττοί 

•  ο αριθμός 
2 2 2

a b c+ +  είναι τετραψήφιος με τα 

ψηφία του ίσα. 

Βρείτε τους a, b, c.  

  

Προτείνει: Θάνος Μάγκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=54031 

ΛΥΣΗ (Nick Math) 

Υποθέτουμε (χωρίς βλάβη της γενικότητας) ότι 

c b a   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54153
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54153
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54031
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54031
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Αφού οι a, b,c  είναι διαδοχικοί περιττοί έπεται ότι: 

b a 2= +  & c a 4= + . 

Και αντικαθιστώντας στο  

2 2 2
a b c+ + , 

έχουμε  

2
3a 12a 20+ + . 

Αφού δίνεται από την εκφώνηση ότι το  

2 2 2
a b c+ +  

ισούται με έναν αριθμό της μορφής zzzz , πρέπει το 

άθροισμα 2
3a 12a 20+ +  να είναι ίσο με έναν αριθμό 

από το σύνολο 

1111, 2222,3333, 4444,5555,6666,7777,8888, 9999 . 

 Εκτελούμε διαδοχικά τις εξισώσεις 2ου βαθμού που 

προκύπτουν, μέχρι να βρούμε θετική περιττή ακέραια 

λύση ( a ), που όντως προκύπτει για τον αριθμό 5555 , 

προκύπτει a 41, 45= − , όμως μόνο η πρώτη γίνεται 

δεκτή (θετική).  

Συνεπώς,  

b 43= & c 45= . 

Επομένως, η ζητούμενη τριάδα a, b,c  είναι η 

(41,43,45)  με όποια σειρά. 

ΑΣΚΗΣΗ    23. 

Από τη φετινή ολυμπιάδα της Ρουμανίας, ας δούμε το 

επόμενο θέμα (Τάξη VI). 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Να βρεθούν οι φυσικοί αριθμοί a , b αν γνωρίζουμε ότι 

οι αριθμοί  

a 1 b 2
,

b a

+ +
 

είναι συγχρόνως φυσικοί . 

Προτείνει: Μπάμπης Στεργίου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=54051 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου) 

Για μικρές τιμές των a , b  ελέγχουμε με το χέρι. Θα 

βρούμε λύσεις  

a b 1= =  , a 1, b 2= =  και a 3,b 1= = , 

και από δω και πέρα μπορούμε να υποθέσουμε 

a 3,b 3  . 

Από την υπόθεση έπεται  

a 1 b 2

b a

+ +
   . 

Αλλά  

a 1 b 2 a 1 b 2

b a a b

+ + + +
 =  =  

1 2 1 2 2
1 1 1 1 2

a b 3 3 9

       
= + +  + + =       
       

 

Άρα  

a 1 b 2
1

b a

+ +
 =  ή 2 , 

που σημαίνει ότι οι δύο παράγοντες είναι, αντίστοιχα, 

τα ζεύγη 1 1  ή 1 2  ή 2 1 .  

Λύνοντας τα απλά συστήματα που προκύπτουν 

βρίσκουμε τις λύσεις a 3,b 4= =  και a 5,b 3= = . 

ΛΥΣΗ 2η (Nick Math) 

Παραθέτω την λύση μου.  

Καταρχάς γίνεται αντιληπτό από την εκφώνηση ότι 

a, b 0 . 

Για a b=  λαμβάνουμε το ζεύγος (a,b) (1,1)= . 

Για a b  

Πρώτο σκέλος. 

Για b a 1= +  η πρώτη παράσταση είναι πάντα φυσικός 

ίσος με 1  . Πάμε τώρα στην δεύτερη παράσταση 

a 3

a

+
 ή 

3
1

a
+ . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54051
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54051
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Έπεται λοιπόν ότι ο  

a / 3 a 1,3= . 

Παίρνουμε τα ζεύγη  

(a,b) (1,2),(3,4)= . 

Για b a k= + , όπου k 2  φυσικός, η πρώτη 

παράσταση  δεν αποτελεί φυσικό σε καμία περίπτωση. 

Συνεπώς δεν έχουμε καμία άλλη λύση. 

Δεύτερο σκέλος 

Για a b 1= + , η δεύτερη παράσταση δεν αποτελεί 

φυσικό για καμία τιμή του b , δεν έχουμε λύσεις.  

Για a b 2= + , η δεύτερη παράσταση είναι πάντα 

φυσικός ίσος με 1 .  

Η πρώτη παράσταση γίνεται 
3

1
b

+ ή b 1,3= . 

Παίρνουμε τα ζεύγη  

(a,b) (3,1),(5,3)= . 

Για a b i= + , όπου i 3  φυσικός, η δεύτερη  

παράσταση δεν αποτελεί φυσικό για καμία τιμή του b . 

Συνεπώς, δεν έχουμε λύσεις. 

Συνοψίζοντας, τα δυνατά ζεύγη είναι  

(a,b) (1,1),(1,2),(3,4),(3,1),(5,3)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    24. 

Έστω ότι  

a b c 0    και a b c 1+ +  . 

Να αποδειχθεί ότι  

2 2 2
a 3b 5c 1+ +  . 

Αργότερα θα δώσω και την πηγή. 

Προτείνει: Νίκος Μαυρογιάννης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=54005 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Συγκελάκης) 

Θέτω  

b c x, a b y c x y= + = + = + + , 

όπου x, y 0 . Τότε η συνθήκη  

a b c 1+ +   

γράφεται  

3c 2x y 1 (1)+ +   

και η προς απόδειξη ανισότητα γράφεται 

2 2 2
(c x y) 3(c x) 5c 1+ + + + +   

Άρα λόγω της (1)  αρκεί να αποδείξουμε ότι  

2 2 2 2
(c x y) 3(c x) 5c (3c 2x y)+ + + + +  + +  

δηλαδή ισοδύναμα 

4cx 2xy 4cy 0+ +  , 

που ισχύει. 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Αλλιώς:  

2 2 2 2 2 2
a 3b 5c (a b c 2ab 2ac 2bc)+ + = + + + + + +  

2b(b a) 2c(c a) 2c(c b)+ − + − + − =  

2
(a b c) 2b(b a) 2c(c a) 2c(c b)+ + + − + − + −  

Αλλά  

b a 0,c a 0,c b 0−  −  −  , 

οπότε το δεξί μέλος της προηγούμενης είναι  

2
1 0 0 0 1 + + + = , 

όπως θέλαμε.  

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Μαυρογιάννης) 

Βρήκα την άσκηση στο Mathematics Magazine (2007, 

5, σ. 344). Ήταν θέμα 2ου κύκλου στην Ολυμπιάδα 

του Λένινγκραντ (7η βαθμίδα). Μου άρεσε γιατί 

επιδέχεται και μία λύση χωρίς λόγια: 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54005
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=54005
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(Μιχάλης Λάμπρου) 

Και φυσικά γενικεύεται σε  

- Έστω ότι  

a b c d 0     και a b c d 1+ + +  . 

Να αποδειχθεί ότι  

2 2 2 2
a 3b 5c 7d 1+ + +  . 

- Έστω ότι  

a b c d e 0      και a b c d e 1+ + + +  . 

Να αποδειχθεί ότι  

2 2 2 2 2
a 3b 5c 7d 9e 1+ + + +  . 

και λοιπά. Η χωρίς λόγια απόδειξη το δίνει αυτό. 

ΑΣΚΗΣΗ    25. 

Να λυθεί στο σύνολο των θετικών ακεραίων η 

παρακάτω εξίσωση:  

2 2
9(x y 1) 2(3xy 2) 2005+ + + + =  

                                                   (Πηγή: JBMO 2005) 

Προτείνει: kostas232 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=109&t=52899 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)  

Η εξίσωση γράφεται  

2 2
3(x y ) 2xy 664+ + = .  (1) 

Λόγω συμμετρίας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει 

x y . 

Τότε 

2 2 2 2 2 2
664 3(x y ) 2xy 3(y y ) 2y 8y= + +  + + =  

2
y 83 y 1,2,3,4,5,6,7,8,9   = . 

Μάλιστα αποκλείουμε αμέσως τις τιμές 3,6,9 , γιατί 

το αριστερό μέλος της (1 ) θα ήταν πολλαπλάσιο του 

3 , ενώ το δεξί όχι. 

Απομένει να ελέγξουμε τις τιμές  

y 1,2,4,5,7,8= . 

Τελικά βρίσκουμε ότι η μόνη δεκτή τιμή είναι η y 7=

, για την οποία είναι x 11= . 

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι  

(11,7),(7,11) . 

ΑΣΚΗΣΗ    26. 

Βρείτε τους πρώτους a, b,c  ώστε 

2a b 7c 1826− + =  και 3a 5b 7c 2007.+ + =  

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=56350 

ΛΥΣΗ (big-pitsirikos) 

Έστω  

2a b 7c 1826 (1)− + =  

3a 5b 7c 2007 (2)+ + = . 

Πολλαπλασιάζοντας την (1)  επί 5  παίρνουμε  

10a 5b 35c 9130− + =  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=52899
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=109&t=52899
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=56350
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=56350
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και προσθέτοντας αυτή με την (2)  έχουμε  

13a 42c 11137 7 1591+ = =    

13a 7(1591 6c) a 7,c 263= −  = =  

 και εύκολα πλέον b 29= . 

Μοναδική λύση λοιπόν  

(a, b, c) (7, 263, 29)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    27. 

Αν ο τριψήφιος αριθμός ABC  διαιρείται με το  27 , 

να δείξετε ότι και οι αριθμοί BCA  και CAB  

διαιρούνται με το 27 . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=56051 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

α) Για να διαιρείται το BCA  με το 27 , πρέπει  

27 | ABC BCA−   

27 |100A 10B C 100B 10C A+ + − − −   

27 | 99A 90B 9C 27 | 9(11A 10B C)− −  − −   

3 |11A 10B C− −  

που ισχύει γιατί 3 / 111  και  

3 | ABC 3 |111A 100A 10B C − − −   

3 |11A 10B C− −  

 β) Ξέρουμε πως BCA  διαιρείται με το 27 . Αν στη 

θέση του B  βάλουμε A , στο C  βάλουμε B  και στη 

θέση του A  βάλουμε  C , τότε το β) γίνεται ως εξής: 

Ξέρουμε πώς ABC  διαιρείται με το 27  και θέλουμε 

να αποδείξουμε πως BCA  διαιρείται με το 27, που το 

αποδείξαμε στο α) ερώτημα, άρα 27 | CAB . 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Είναι πιο απλό να εξετάσουμε το  

27 |10ABC BCA−  

στην θέση του 

27 | ABC BCA−  

Για χάρη των μαθητών γράφω μια τέτοια λύση που, 

συγχρόνως, αποφεύγει ορισμένους πλεονασμούς στην 

γραφή (όχι στα Μαθηματικά αυτά καθ' εαυτά) της 

ωραίας λύσης του Διονύση.  

Έχουμε 

BCA 100B 10C A= + + =  

10(100A 10B C) 999A+ + − =  

10ABC 27 37A−   

που είναι πολλαπλάσιο του 27 . 

ΑΣΚΗΣΗ    28. 

Να βρεθούν όλα τα ζεύγη τω ακέραιων αριθμών (a , b)  

που ικανοποιούν τη σχέση  

2 2
a b 3b 9= + + . 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=61758 

ΛΥΣΗ (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) 

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

(2a 2b 3)(2a 2b 3) 27− − + + =  

Συνεπώς,  

2a 2b 3 A− − =  και 2a 2b 3 B+ + = , 

όπου  

(A,B) ( 1, 27)=    ή ( 27, 1)   

ή  

( 3, 9)   ή ( 9, 3).   

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=56051
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=56051
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=61758
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=61758


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 25, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

29 
 

Λύνοντας το παραπάνω σύστημα ως προς a  

βρίσκουμε 
A B

a .
4

+
=   

Έτσι 

27 1
a 7

4

+
=  =   ή 

3 9
a 3,

4

+
=  =   

οπότε 2
a 49=  ή 9 , και μπορούμε να βρούμε το b  

λύνοντας τις εξισώσεις  

2
b 3b 40 (b 8)(b 5) 0+ − = + − =  

και  

2
b 3b b(b 3) 0+ = + = , 

αντίστοιχα. Συνεπώς, οι ακέραιες λύσεις είναι 

(a , b) ( 7, 8)=  −  ή ( 7,5)  ή ( 3, 0)  ή ( 3, 3) − . 

Εναλλακτικά, είναι  

B A 6
b

4

− −
=  

και βλέπουμε πως οι μόνες ακέραιες τιμές για το b  

είναι 

27 1 6
b 5

4

− −
= =  ή 

27 1 6
8

4

− + −
= −  

και   

9 3 6
b 0

4

− −
= =  ή 

9 3 6
b 3.

4

− + −
= = −  

ΛΥΣΗ 2η (Ανδρέας Πούλος) 

Ας χρησιμοποιήσουμε την γνωστή και δοκιμασμένη 

τεχνική με το τριώνυμο. 

Η αρχική εξίσωση γράφεται και ως  

2 2
b 3b 9 a 0+ + − + . 

Αυτή θα τη θεωρήσουμε ως πολυωνυμική εξίσωση 

2ου βαθμού ως προς b . Η διακρίνουσά της είναι 
2

4a 27−  και πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο, αφού 

η εξίσωση πρέπει να έχει ακέραιες ρίζες. 

Έστω λοιπόν 
2 2

4a 27 c− =  ισοδύναμα  

(2a c)(2a c) 27− + = ,  (1) 

Εξετάζουμε λοιπόν πότε το διατεταγμένο ζεύγος 

(2a c, 2a c)− +  ικανοποιεί τη σχέση (1). 

Αυτό σημαίνει ότι το διατεταγμένο ζεύγος πρέπει να 

είναι ένα στοιχείο του συνόλου των ζευγών,  

{(1, 27), (3, 9), (9, 3), (27, 1), (-1, -27), (-3, -9), 

(-9, -3), (-27, -1)}. 

Η επίλυση των συστημάτων γραμμικών εξισώσεων 

μας δίνει τις τιμές του a  (το c  είναι βοηθητική 

μεταβλητή) και τις τιμές του b  από τον τύπο  

2
3 4a 27

b
2

−  −
= . 

Οι λύσεις είναι αυτές που αναφέρονται από τον 

Αχιλλέα. 

ΑΣΚΗΣΗ    29. 

Για τους πραγματικούς x, y,z  ισχύουν οι σχέσεις  

x y z 5+ + =  και xy yz zx 3+ + = . 

Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή που μπορούν 

να πάρουν οι x, y,z . 

Προτείνει: Λάμπρος Κατσάπας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=64593 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης ) 

x y z 5 z 5 x y (*)+ + =  = − −  

(*)

xy z(x y) 3+ + =   

2 2
x 5x y 5y xy 3 0− + − + + =  

Θεωρώ την παραπάνω ως εξίσωση με άγνωστο x , 

πρέπει  

2
0 3y 10y 13 0   − + +   

Βρίσκουμε τις ρίζες 
1 2 1 2

y , y (y y )  του τριωνύμου  

και πρέπει  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=64593
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=64593
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 1 2

13
y y , y 1 y

3
  −    

Οπότε οι x, y,z  έχουν μέγιστο το 13 / 3  και ελάχιστο 

το 1− , λόγω συμμετρίας. 

ΑΣΚΗΣΗ    30. 

Ορίζουμε για κάθε θετικό ακέραιο διψήφιο αριθμό x : 

x = ψηφίο δεκάδων του x  μείον ψηφίο μονάδων 

του x  

Για παράδειγμα 35 3 5 2. = − = −  

Tο άθροισμα  

10 11 12 ... 99  +   +   + +    

είναι ίσο με.... 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=68684 

ΛΥΣΗ (Joaakim) 

Έχουμε: 

10 11 12 ... 99  +   +   +  =  

[(1 0) (1 1) (1 2) ...(1 9)] ...= − + − + − + − +  

[(9 0) (9 1) (9 2) ...(9 9)]+ − + − + − + − =  

[(1 10) (1 2 ... 9)] ...=  − + + + + +  

[(9 10) (1 2 ... 9)]+  − + + + =  

(1 2 ... 9) 10 9(1 2 ... 9)= + + +  − + + + =  

(10 9)(1 2 ... 9)− + + + =  

1 2 ... 9 (9 10) / 2 9 5 45= + + + =  =  = . 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι (με κάποιες εξαιρέσεις 

που θα τις δούμε) οι περισσότεροι διψήφιοι στο 

άθροισμα, ας πούμε ο ab  ,  έχουν και τον 

συμμετρικό του ba   στο ίδιο άθροισμα. Αυτοί οι 

δύο σαν ζευγάρι έχουν συνεισφορά  

ab ba a b b a 0  +  = − + − = . 

Αυτό συμβαίνει με τους περισσότερους. Εξαιρούνται  

α) οι αριθμοί της μορφής aa   που είναι  

συμμετρικοί με τον εαυτό τους, αλλά αυτοί έτσι και  

αλλιώς έχουν  

aa a a 0 = − = , 

και  

β) οι αριθμοί  

10 , 20 ,..., 90       

των οποίων οι συμμετρικοί είναι απόντες αφού 

αρχίζουν με 0 . Αυτών η συνεισφορά είναι 

απλούστατα  

(1 0) (2 0) ... (9 0) 45− + − + + − =  

Άρα το άθροισμα είναι  45 (όλοι οι άλλοι προσθετέοι 

είναι 0). 

ΑΣΚΗΣΗ    31. 

Από 21 μαθητές που επέλεξαν Μαθηματικά, Φυσική, 

Χημεία, δεν υπάρχει μαθητής που επέλεξε μόνο ένα 

μάθημα. Αν ο αριθμός των μαθητών που επέλεξαν 

μόνο Μαθηματικά και Χημεία είναι τετραπλάσιος από 

τον αριθμό αυτών που επέλεξαν μόνο Μαθηματικά και 

Φυσική και ο αριθμός των μαθητών που επέλεξαν 

μόνο Φυσική και Χημεία είναι τριπλάσιος από τον 

αριθμό αυτών που επέλεξαν και τα 3 μαθήματα, τότε ο 

αριθμός των μαθητών που επέλεξαν και τα 3 

μαθήματα είναι... 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογιώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=172&t=68664 

ΛΥΣΗ (Joaakim) 

Έστω x  οι μαθητές που επέλεξαν μόνο Μαθηματικά 

και Φυσική, τότε αυτοί που επέλεξαν μόνο 

Μαθηματικά και Χημεία είναι 4x . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68684
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68684
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68664
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=172&t=68664
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Έστω επίσης y  οι μαθητές που επέλεξαν και τα τρία 

μαθήματα, τότε αυτοί που επέλεξαν μόνο Φυσική και 

Χημεία είναι 3y . 

Το άθροισμα όλων αυτών των μαθητών είναι 21 , 

οπότε θα έχουμε την εξίσωση  

x 4x y 3y 21+ + + = , 

που δίνει  

5x 4y 21+ = . 

Τότε, αφού 4y 0 , θα είναι 21 5x 0−  ,  

που δίνει  

5x 21 25  , 

που δίνει τελικά 0 x 5  . 

- Αν x 1= , τότε 4y 16=  που δίνει y 4= .  

- Αν x 2= , τότε 4y 11= , άτοπο. 

- Αν x 3= , τότε 4y 6= , άτοπο. 

- Αν x 4= , τότε 4y 1= , άτοπο. 

Τελικά οι μαθητές που επέλεξαν και τα τρία 

μαθήματα, επομένως, είναι 4 . 

ΑΣΚΗΣΗ    32. 

Να λυθεί η εξίσωση 

( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 2
x 3x 2 4x 4x 1 3x 7x 1+ + − − + = − + + . 

Προτείνει: Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?p=357666#p357666 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) 

Θέτω  

2 2
4x 4x 1 a, 3x 7x 1 b,− + = − + + =  

οπότε  

2
a b x 3x 2.+ = + +  

Θα χρησιμοποιήσω την ταυτότητα  

3 3 3
a b (a b) 3ab(a b).+ = + − +  

Άρα η  εξίσωση γράφεται,  

3 3
(a b) (a b) 3ab(a b) 3ab(a b) 0+ = + − +  + =  

Έχουμε λοιπόν  

2
4x 4x 1 0,− + =  ή  2

3x 7x 1 0,− + + =  

ή  2
x 3x 2 0.+ + =  

Συνολικά οι ρίζες είναι  

1
x

2
=  (διπλή ρίζα), 

7 61
x ,

6


= x 1, x 2= − = − . 

ΛΥΣΗ 2η  

Αλλιώς, πιο απλά.  

Αν  

2 2 2
A x 3x 2,B 4x 4x 1,C 3x 7x 1,= + + = − + − = − −  

εύκολα διαπιστώνουμε ότι  

A B C 0,+ + =  

οπότε: 

3 3 3
A B C 0 3ABC 0,+ + =  =  κλπ. 

ΑΣΚΗΣΗ    33. 

Αν  

1 1 1
a 1 ...

3 5 2023
= + + + +  

και  

1 1 1 1
b ...

2 4 6 2024
= + + + +  

να αποδείξετε ότι:  

1 1 1
a b ...

1013 1014 2024
− = + + +  

(Πηγή: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΜΑΔΑ του Μπάμπη 

Στεργίου, με μια μικρή τροποποίηση στους αριθμούς) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=357666#p357666
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=357666#p357666
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Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=73516 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Γότσης) 

Παρατηρούμε ότι  

1 1
2b 1

2 1012
= + + + . 

Έτσι  

( )a b 2b a b− + = + =  

1 1 1 1 1
1

2 1012 1013 1014 2024
= + + + + + + + =  

1 1 1
2b

1013 1014 2024
= + + + + . 

Τότε  

( )
1 1 1

a b 2b 2b
1013 1014 2024

− + = + + + +   

1 1 1
a b

1013 1014 2024
− = + + + . 

ΑΣΚΗΣΗ    34. 

Έχουμε δύο κλωσσομηχανές A  και B   που η κάθε 

μία χωράει το πολύ 400  αυγά πάπιας. 

Βάλαμε μερικά αυγά στις δύο μηχανές και μετά από 

ένα μήνα περίπου, βγήκαν αρκετά παπάκια. 

Παρατηρήσαμε ότι ο συνολικός αριθμός των παπιών 

έχει όλα τα ψηφία του ίδια. 

Παρατηρήσαμε επίσης ότι αν πάρουμε τα μισά 

παπάκια από την μηχανή A  και 4  από την B , θα 

είναι τόσα, όσα αν πάρουμε το 
1

3
 από την B  και 8  

από την A . 

Πόσα το πολύ παπάκια βγήκαν από την A  και πόσα 

από την B ; 

Προτείνει:  ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=74060 

ΛΥΣΗ (Henri van Aubel) 

Από το τελευταίο δεδομένο προκύπτει  

A B
4 8 3A 2B 24

2 3
+ = +  − = . 

Έστω  

k

3A 24 5A 24
S A B A .

2 2

− −
= + = + =  

Θα πρέπει το 
k

S  να λήγει σε 3  εξετάζουμε για 

k
S 333=  έχουμε A 138=  και B 195=  

Αυτές θα είναι και οι μέγιστες ζητούμενες τιμές. 

ΛΥΣΗ 2η (ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ) 

Γράφω και μια αναλυτική λύση: 

Ας υποθέσουμε ότι από την μηχανή A  βγήκαν x  

παπάκια και από την B  βγήκαν y . 

Με βάση το πρόβλημα, έχουμε  

x 400, y 400   

και άρα  

x y 800+   

Επίσης με βάση το πρόβλημα έχουμε: 

x y 2y
4 8 x 8

2 3 3
+ = +  = + . 

Αφού όμως οι αριθμοί x, y  είναι θετικοί ακέραιοι, θα 

πρέπει y 3k= , με k  θετικό ακέραιο. 

Άρα θα έχουμε  

y 3k, x 2k 8= = +  

οπότε  

x y 5k 8+ = +  

Αφού x y 800+  , συμπεραίνουμε ότι θα είναι το 

πολύ τριψήφιος και αφού θέλουμε να βρούμε την 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=73516
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=73516
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=74060
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=74060
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μέγιστη τιμή του x y+ , θα εξετάσουμε αν μπορεί να 

είναι τριψήφιος. Με δεδομένο ότι θέλουμε να έχει όλα 

του τα ψηφία ίδια, θα πρέπει να έχει την μορφή AAA , 

δηλαδή  

x y 100A 10A A+ = + + , 

όπου  

A {1,2,3,4,5,6,7}  

και άρα: 

5k 8 100A 10A A+ = + +   

A 8
k 20A 2A

5

−
= + + . 

Επειδή ο k  είναι θετικός ακέραιος, θα πρέπει ο 

αριθμός 
A 8

5

−
 να είναι ακέραιος. Και αφού  

A {1,2,3,4,5,6,7} ,  

θα πρέπει A 3= . 

Άρα  

x y 333+ =  και 

3 8
k 20.3 2.3 65

5

−
= + + =  

Άρα ο μέγιστος αριθμός παπιών που μπορούσαν να 

επωαστούν από τις δύο μηχανές είναι 333  

Και αφού  

x 2k 8, y 3k= + =  

θα έχουμε  

x 138, y 195= = , 

που είναι και ο μέγιστος αριθμός παπιών που μπορούν 

να βγουν από τις μηχανές A  και B  αντιστοίχως. 

ΑΣΚΗΣΗ    35. 

Αν x, y  είναι θετικοί ακέραιοι, να λυθεί το σύστημα: 

2 2

5x 3y 245

x y 7

+ = 


+ =  
 

Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=73106 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Παρατηρούμε ότι το 3y  θα πρέπει να είναι 

πολλαπλάσιο του 5 , άρα θα είναι πολλαπλάσιο του 5  

και το y . Έστω ότι είναι της μορφής y 5k= , όπου k  

κάποιoς θετικός ακέραιος. Τότε η πρώτη εξίσωση του 

συστήματος γράφεται διαδοχικά 

5x 3 5k 245+  =  

x 3k 49+ =  

x 49 3k= −  

Αφού x 0 , θα είναι 49 3k 0−  , δηλαδή 
49

k
3
 . 

Άρα για το k πρέπει να ισχύει 0 k 17  . 

Από την δεύτερη εξίσωση, αντικαθιστώντας σε αυτήν 

την μορφή του x  που βρήκαμε στην πρώτη, έχουμε 

2 2
(49 3k) (5k) o .7− + =    

2 2 2
49 2 49 3k 9k 25k o .7−   + + =    

2 2 2
49 2 49 3k 35k k o .7−   + − =    

2 2
7 (7 49 2 3 7k 5k ) k o .7  −   + − =    

2
o .7 k o .7  − =    

Από την τελευταία μορφή της εξίσωσης 

συμπεράνουμε ότι το 
2

k  θα πρέπει να είναι 

πολλαπλάσιο του 7  και άρα και το k . Οπότε οι 

δυνατές τιμές για το k  είναι 7  και 14 . 

Για k 7=  έχουμε  

x 49 3 7 28= −  = , y 5 7 35=  =  

Για k 14=  έχουμε  

x 49 3 14 7= −  = , y 5 14 70=  = . 

Και τα δύο παραπάνω ζεύγη επαληθεύουν το σύστημα. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=73106
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=73106
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Εναλλακτικά θα μπορούσε κάποιος να δείξει ότι, αν το 

άθροισμα των τετραγώνων δυο αριθμών είναι 

πολλαπλάσιο του 7 , τότε ο καθένας εκ των αριθμών 

θα είναι πολλαπλάσιο του 7  (αφήνεται ως άσκηση). 

Χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα η πρώτη 

εξίσωση μπορεί να γραφεί στην μορφή 

35m 3 35n 245+  =  ή 

m 3n 7+ =  

για κάποιους θετικούς ακέραιους $m,n$. Από όπου 

βρίσκουμε ότι,  

m 1, n 2= =  ή m 4, n 1= =  

ΛΥΣΗ 2η (ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ) 

Ας δούμε και μια εξήγηση, το γιατί αν το άθροισμα 

τετραγώνων δύο ακεραίων είναι πολλαπλάσιο του 7 , 

τότε ο καθένας θα είναι επίσης πολλαπλάσιο του 7  

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι ο x  δεν είναι 

πολλαπλάσιο του 7 , τότε: 

2
x 1,2,3,4,5,6mod7 x 1,2,4mod7=  =  

Επίσης  

2
y 0,1,2,3,4,5,6mod7 y 0,1,2,4mod7=  =  

Άρα  

2 2
x y 1,2,3,4,5,6mod7 0mod7+ =   

Συνεπώς αν ένας τουλάχιστον από τους x, y  δεν είναι  

πολλαπλάσιο του 7 , τότε ο 
2 2

x y+   δεν θα ήταν 

πολλαπλάσιο του 7 , που αντίκειται στην υπόθεση. 

Άρα πρέπει οι x, y  να είναι πολλαπλάσια του 7 . 

ΑΣΚΗΣΗ    36. 

Να δειχθεί ότι για θετικούς αριθμούς a, b,c  ισχύει: 

( )
a b c ab bc ca

ab bc ca 3
abc c a b

+ +  
+ +  + + 

 
. 

Προτείνει: Αποστόλης Κουρδουκλάς 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=73277 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός) 

Θέτουμε  

a b c p,ab bc ca q+ + = + + =  και abc r= , 

οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι 

2q p (q 2pr) 3
,

rr

−
  

δηλαδή ότι  

2
q pr (q 2pr) 3 − . 

Είναι, 

2 2
q (ab bc ca) 3abc(a b c) 3pr,= + +  + + =  

συνεπώς έχουμε ότι 

2
q 3 q pr q(q 3 pr ) 3pr 2 pr 2 3pr,− = −   =  

δηλαδή ότι  

2
(q 2pr) 3 q pr−  , 

που είναι το ζητούμενο. 

ΛΥΣΗ 2η (Henri van Aubel) 

Λίγο διαφορετικά. Θέτουμε b am=  και c ak=  για 

κάποιους m,k .


   

Η αποδεικτέα γίνεται: 

( )
( )2 2 2

3

a k m 1
a m a mk a k

a mk

+ +
+ +    

2 2 2
a m a mk a k

3
ak a am

 
 + + 

 
 

( )2 k m 1
a m k mk

a mk

+ +
+ +    

m k
a 3 mk

k m

 
 + +  

 
 

( )m k mk k m 1 mk

mk

+ + + +
  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=73277
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2 2 2 2
m k m k

3
mk

+ +
    

( ) ( )
2

m k mk m k 1 mk+ + + +   

( ) ( )
2

2 2 2 2
3 m k m k + + . 

Θέτουμε m k x+ =  και mk y= , οπότε γίνεται  

( ) ( ) ( )
2

2 2
x y x 1 y 3 x 2y y+ +  − +  

για θετικούς πραγματικούς η οποία γίνεται τετριμμένη. 

 

ΛΥΣΗ 3η (∫ot.T) 

Η ζητούμενη ανισότητα γράφεται 

2 2 2 2 2 2
(ab bc ac) 3abc(a b c) 3(a b b c a c )+ + + +  + +  

Εφαρμόζοντας B-C-S στο δεξί μέλος, αρκεί να δεχθεί 

ότι 

3abc(a b c) ab bc ac+ +  + +  

Υψώνοντας στο τετράγωνο λαμβάνουμε γνωστή 

ανισότητα, οπότε το ζητούμενο αποδείχθηκε. 

ΛΥΣΗ 4η (ksofsa) 

Από ανισότητα Chebychev, έχω: 

ab bc ca 3 1 1 1
3( ) (ab bc ca)( )

c a b 3 a b c
+ +  + + + +  

και άρα αρκεί 

3 1 1 1 a b c
( )

3 a b c abc

+ +
+ +    

2

2 2 2

(ab bc ca) a b c

3a b c abc

+ + + +
   

2
(ab bc ca) 3abc(a b c)+ +  + +   

2 2 2
(ab bc) (bc ca) (ca ab) 0− + − + −  , 

που  ισχύει. 

 

ΑΣΚΗΣΗ    37. 

Πόσοι 14 − ψηφιοι αριθμοί διαιρούνται με το 18 , 

αποτελούνται μόνο από τα ψηφία 1  και 2 , και δεν 

έχουν συνεχόμενα 2 ;  

https://artofproblemsolving.com/community/c4h26821

99p23262457 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=72344 

ΛΥΣΗ (vgreco) 

Αφού οι αριθμοί αυτοί διαιρούνται με τον 18 , θα  

διαιρούνται και με τον 2  και με τον 9 . Άρα: 

[*] θα τελειώνουν σε 12 . 

[*] το άθροισμα των ψηφίων τους θα διαιρείται με το 

9 , δηλαδή 9 1 2 2x (12 x) 9 x 6+ + + −  + , όπου x  

το πλήθος των 2 αριών.  

Επειδή x 7 , υποχρεωτικά x 3= . 

Έτσι, κάθε αριθμός με την παραπάνω ιδιότητα περιέχει 

4 φορές το ψηφίο 2  και λήγει σε 12 . 

Μπορούμε να φτιάξουμε 
12!

220 12
9! 3!

=


ψήφιους που 

περιέχουν 3  φορές το ψηφίο 2 . 

Αρκεί τώρα να βρούμε πόσοι έχουν συνεχόμενα 2 . 

[*]  Για την περίπτωση 22111...  έχουμε 10  πιθανούς 

τρόπους να τοποθετήσουμε το τρίτο 2 . 

[*]  Για την περίπτωση 12211...  έχουμε 10 1 9− =  

πιθανούς τρόπους. 

[*]... 

[*]  Για την περίπτωση ...11122  έχουμε 10 1 9− =  

πιθανούς τρόπους. 

Συνολικά, δηλαδή, 10 9 10 100+  =  τέτοιοι αριθμοί 

έχουν συνεχόμενα 2 . 

Επομένως, υπάρχουν 220 100 120− =  αριθμοί με την 

ιδιότητα της εκφώνησης. 

https://artofproblemsolving.com/community/c4h2682199p23262457
https://artofproblemsolving.com/community/c4h2682199p23262457
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ΑΣΚΗΣΗ    38. 

Βρείτε τον μικρότερο θετικό ακέραιο που λήγει σε 56 , 

είναι πολλαπλάσιο του 56  και έχει άθροισμα ψηφίων 

ίσο με 56 . 

https://artofproblemsolving.com/community/c1068820

h2927671p26187357 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=72323 

ΛΥΣΗ (vgreco) 

Ο μικρότερος αριθμός που τελειώνει σε 56  και έχει  

άθροισμα ψηφίων 56  είναι ο 9999956 . Όμως δε 

διαιρείται με το 56 . Θα δοκιμάσω να ψάξω λοιπόν 

έναν 8 ψήφιο αριθμό.  

Έστω abcdef 56  ο αριθμός αυτός. 

Για να διαιρείται με το 56 , πρέπει να διαιρείται και με 

το 8  και με το 7 . 

8 abcdef 56 8 f 56 8 100f 2 f    

7 abcdef 56 7 abcdef   

7 100a 10b c 100d 10e f+ + − − −   

7 2a 3b c 2d 3e f (1)+ + − − −  

όπου  

a b c d e f 45+ + + + + = . 

Τώρα: 

αν a 1= , υποχρεωτικά f 8=  και b c d e 9= = = = , 

όμως τότε δεν ικανοποιείται η (1) , άτοπο. 

αν a 2= , υποχρεωτικά f 8=  και ένας εκ των b , c , d , 

e  ισούται 8 , οι δε υπόλοιποι με 9 . Τότε: 

(1) 7 3(b e) c 2d 4 − + − −  

και με δοκιμές καταλήγω στη λύση 

(a,b,c,d,e) (2,9,8,9,9,8)= . 

Έτσι, ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 29899856 . 

ΑΣΚΗΣΗ    39. 

Αν οι μονοψήφιοι αριθμοί a, b,c είναι τέτοιοι ώστε  

abc 0(mod9) , 

να λύσετε την εξίσωση: 

cba 1,75 abc=  . 

Προτείνει: cool geometry 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=72063 

 

ΛΥΣΗ (Maria-Eleni Nikolaou) 

Είναι:  

7
cba abc

4
=   

400c 40b 4a 700a 70b 7c+ + = + +   

131c 10b 232a= +  

Αφού το δεξί μέλος είναι άρτιος, το c  είναι άρτιος. 

Επίσης, από την υπόθεση είναι a c  και  

abc 0(mod36)  

•  Για c 2=  είναι a 1=  οπότε παίρνουμε 

abc 132 0(mod9)=   

•  Για c 4=  έχουμε τη Διοϕαντική:  

10b 232a 524 5b 116a 262+ =  + =  

Επαληθεύεται για 
0 0

(a ,b ) (2,6)=  οπότε:  

0
b b 116t b 6 116t= +  = +  και 

0
a a 5t a 2 5t= −  = −  

για κάποιο t  

Πρέπει a, b 0  οπότε: 

2 5t 0 6 116t 0 t 0−   +   =  

https://artofproblemsolving.com/community/c1068820h2927671p26187357
https://artofproblemsolving.com/community/c1068820h2927671p26187357
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=72323
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=72323
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που δίνει μοναδική λύση την αρχική.  

Έτσι:  

abc 264 0(mod9)=   

•  Για c 6=  έχουμε ομοίως Διοϕαντική:  

5b 116a 393+ =   

που δίνει μοναδική λύση  

abc 396 0(mod36)=  , δεκτή. 

•  Για c 8=  δεν παίρνουμε δεκτές λύσεις. 

Επομένως  

(a,b,c) (3,9,6)= . 

ΑΣΚΗΣΗ    40. 

Να λυθεί στους φυσικούς αριθμούς η εξίσωση  

ab bc ac abc 3+ + − = . 

Προτείνει: cool geometry 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=72086 

ΛΥΣΗ (Joaakim) 

a b c  . Έστω c 3 . 

Τότε  

1 1 1 3
ab bc ca abc 1 1

a b c c
+ +    + +   , 

άτοπο. 

Αν c 2= , τότε  

2a 2b ab 3 (a 2)(b 2) 1 a b 3+ − =  − − =  = = , 

αφού a, b 1 .  

Αν πάλι c 1= , τότε  

a b 3 a 2, b 1+ =  = = , ή, a 1, b 2= = . 

Τελικά  

(a,b,c) (3,3,2)=  και (a,b,c) (2,1,1)=  

και οι αναδιατάξεις. 

ΑΣΚΗΣΗ    41. 

Να λύσετε στους φυσικούς αριθμούς την εξίσωση  

y 2
6x y 200− = . 

Προτείνει: cool geometry 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=72090 

ΛΥΣΗ (abfx)  

Ελέγχουμε χωριστά τις περιπτώσεις x 0, x 1= =  που  

μας δίνουν άτοπο. Θεωρούμε x 2 . 

Ισχυρισμός: 

y 6,x (x 2)     ισχύει 
y 2

6x y 200−  . 

Απόδειξη 

Το πάμε επαγωγικά στο y . Για y 6=  έχουμε: 

6 6
6x 36 6 2 36 348 200−   − =   

Ας είναι k 6,  τέτοιο ώστε  

k 2
6x k 200−  . 

Τότε: 

k 1 2
6x (k 1)

+
− + =  

k k 2
(x 1) 6x 2k 1 6x k−  − − + −   

k k 2
6x 2k 1 6x k − − + −   

2 2
200 k 2k 1 200 398 (k 1) 200 + − − + = + −  , 

που ολοκληρώνει το επαγωγικό μας βήμα. 

Μένει τώρα να ελέγξουμε τις περιπτώσεις y 5 . 

Ο 
2 y

y 6x 200= −  είναι άρτιος οπότε και ο y  . 

Επομένως, ελέγχουμε y 0, y 2, y 4= = =  που δίνουν 

όλες άτοπο, άρα η εξίσωση είναι αδύνατη στους 

φυσικούς. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=72086
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=72086
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ΛΥΣΗ 2η (Σταύρος Παπαδόπουλος) 

Βγαίνει πολύ εύκολα με διαιρετότητα σε τρεις 

γραμμές. 

Άμεσα το y  είναι άρτιος. 

Άρα για y 2k=  γίνεται  

2k 2
6x 200 4k= +  

Άμεσα το x  είναι άρτιος 

Για x 2n=  γίνεται  

2k 2k 2
62 n 200 4k= +  

δηλαδή 

2(k 1) 2k 2
62 n 50 k

−
= +  

Η τελευταία δίνει ότι το k  είναι άρτιος οπότε το 4 

πρέπει να διαιρεί το 50 , ΑΤΟΠΟ. 

ΑΣΚΗΣΗ    42. 

Να βρεθεί συναρτήσει του n  το άθροισμα 

n o o

6 66 666 ... 666...6

 

+ + + + . 

Προτείνει: Μιχάλης Λάμπρου 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=71747 

ΛΥΣΗ (Παναγιώτης Μουρούκος)  

Το άθροισμα γράφεται ως εξής: 

n

6 1 11 111 111 11

 
 + + + + =
  
 

 

n

6
9 99 999 999 99

9

 
 = + + + + =
 
 
 

 

( )2 3 n2
10 1 10 1 10 1 10 1

3
= − + − + − + + − =  

( )2 3 n2
10 10 10 10 n

3
= + + + + − =  

( )
n

n2 10 1 20 2n
10 n 10 1

3 10 1 27 3

 −
= − = − − 

− 
. 

ΑΣΚΗΣΗ    43. 

Αν   

2
3x 2(2xy yz xz) 8− − + = − , 

να αποδείξετε ότι  

2 2 2
x y z 4+ +  . 

Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=71277 

ΛΥΣΗ (gb1234)  

Υποθέτω ότι  

2 2 2
x y z 4+ + =  

Άρα θα είναι,  

2
3x 2(2xy yz xz) 8 2(4)− − + = − = − =  

2 2 2
2(x y z )= − + +   

2 2 2 2
3x 4xy 2yz 2xz 2x 2y 2z − + − = − − −  

2 2 2
5x 2y 2z 4xy 2yz 2xz 0+ + − + − =   

2 2 2
(2x y) (y z) (x z) 0− + + + − =   

y
x y z x z

2
=  = −  =  

Από τις τελευταίες λαμβάνω εύκολα ότι:  

2 2 2
x y z 0 x y z 0= = =  = = =   

2 2 2
x y z 0+ + = , 

άτοπο αφού αρχικά υποθέσαμε ότι  

2 2 2
x y z 4+ + = . 

Συνεπώς,  

2 2 2
x y z 4+ +  . 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=71747
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=71747
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=71277
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=71277
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ΑΣΚΗΣΗ    44. 

Αν a , b  είναι οι ρίζες της εξίσωσης  

2
3x 5x 4 0,+ − =  

να βρείτε την τιμή της παράστασης: 

2
a(a 1) 3(b 1)

A
2 a 1 5b

+ −
= +

− −
. 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=66626 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου) 

Από την υπόθεση είναι  

2
3a 5a 4 0+ − = , 

οπότε  

2
3a 5a 4= − + , 

και όμοια για το b .  

Άρα  

2 2 2 2
a a 3b 3 3a 3a 3b 3

2 a 1 5b 6 3a 1 5b

+ − + −
+ = + =

− − − −
 

( 5a 4) 3a ( 5b 4) 3

6 3a 1 5b

− + + − + −
+ =

− −
 

2a 4 5b 1 2 3a 6 5b 1

6 3a 1 5b 3 6 3a 1 5b

− + − + − + − +
+ =  + =

− − − −
 

2 5
1

3 3
+ = . 

ΛΥΣΗ 2η (Χρήστος Ντάβας) 

2 a(a 1) 2
3a 5a 4 0

2 a 3

+
+ − =  =

−
 

και  

2

2 3(b 1)
3b 5b 4 0 1

1 5b

−
+ − =  =

−
 

Με πρόσθεση κατά μέλη  

2
a(a 1) 3(b 1) 5

A
2 a 1 5b 3

+ −
= + =

− −
. 

ΑΣΚΗΣΗ    45. 

Για ποιους φυσικούς αριθμούς n  ο    

n 11 2
2 2 16+ +  

είναι τέλειο τετράγωνο;  

Προτείνει: Μιχάλης Λάμπρου  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=65790 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός) 

Με το χέρι βλέπουμε ότι αν n 8  δεν έχουμε κάποια 

λύση. 

Αν n 9  τώρα, έστω n m 8= +  με m 1 , οπότε ο 

n 11 2 8 m 3
2 2 16 2 (2 2 1)+ + = + + , 

είναι τέλειο τετράγωνο. 

Αφού όμως ο 
8 4 2

2 (2 )=  είναι τέλειο τετράγωνο, 

πρέπει και ο  

m 3 m
2 2 1 2 9+ + = +  

να είναι τέλειο τετράγωνο. 

Έστω,  

m 2 m
2 9 k 2 (k 3)(k 3)+ =  = − + , 

άρα  

A B
k 3 2 ,k 3 2− = + =  

με A, B  φυσικούς. 

Αν A, B 2 , τότε αφαιρώντας τις 2 προηγούμενες 

κατά μέλη έχω,  

B A
2 2 6− = , 

 και τότε το δεξί μέλος διαιρείται από το 4  ενώ το 

αριστερό όχι, άτοπο. 

Επίσης,  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=66626
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=66626
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=65790
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=65790
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B A
2 2 6 7 B 2= +    , 

άρα θα πρέπει  

A 0=  ή A 1= . 

Εύκολα έχουμε ότι δεκτή είναι μόνο η περίπτωση 

A 1, k 5= =  που δίνει  

m 4=  και n 12= . 

ΛΥΣΗ 2η (ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ) 

Έχουμε: 

n 11 2 2 n 8 2
2 2 16 m 2 2 9 m+ + =  + =   

2 4 2 n 4 4 n
m (2 3) 2 (m 2 3)(m 2 3) 2− =  − + =   

n
(m 48)(m 48) 2− + =  

Άρα υπάρχουν k, l , έστω k l , ώστε  

l
m 48 2− = , k

m 48 2+ =  και  

k l n+ = . 

Με αφαίρεση των σχέσεων κατά μέλη προκύπτει ότι: 

k l l k l
96 m 48 (m 48) 2 2 2 (2 1)

−
= + − − = − = −  

όπου προφανώς ο 
k l

2 1
−
−  περιττός. Οπότε έχουμε: 

k l
2 1 3 k l 2

−
− =  = +  

l
2 32 l 5=  =  και k 5 2 7= + = . 

Επομένως  

n k l 7 5 12= + = + = . 

ΑΣΚΗΣΗ    46. 

Βρείτε το ελάχιστο της παράστασης:  

2 2
5x 10y 12xy 6x 4y 23+ + + − + . 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=64394 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

2 2
5x 10y 12xy 6x 4y 23+ + + − + =  

( )2 2 2
4x 12xy 9y (x 6x 9)= + + + + + +  

( )2
y 4y 4 10 ...+ − + + = =  

( ) ( )
2 2 2

2x 3y x 3 (y 2) 10+ + + + − +  

Και βλέπουμε πως για  

x 3, y 2= − =  είναι 2x 3y 0+ = . 

Άρα ελάχιστη τιμή το 10 , εξού και η βάση. 

ΛΥΣΗ 2η (Σταύρος Παπαδόπουλος) 

Θα περιγράψω μια λύση χωρίς να κάνω τις πράξεις. 

Θεωρώντας την παράσταση σαν τριώνυμο του x  για 

y  σταθερό. 

Έτσι βρίσκουμε την ελάχιστη τιμή της. 

Η ελάχιστη τιμή είναι ένα τριώνυμο ως προς y . 

Βρίσκοντας την ελάχιστη τιμή αυτού του τριώνυμου 

παίρνουμε το ζητούμενο. 

ΑΣΚΗΣΗ    47. 

Έστω θετικοί πραγματικοί αριθμοί x, y και έστω  

x
a 1

y
= +  και 

y
b 1

x
= + . 

Αν  

2 2
a b 15+ =  

να υπολογιστεί το  

3 3
a b+ . 

Προτείνει: Δημήτρης Χριστοφίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=63916 

ΛΥΣΗ (Prødigy) 

Έχουμε ότι  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=64394
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=64394
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=63916
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=63916
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2
x y x y (x y)

a b
y x xy

+ + +
+ = + =  

και  

2
(x y)

ab
xy

+
=  

Συνεπώς  

2 2 2 2
a b (a b) 2ab (ab) 2ab ab(ab 2)+ = + − = − = −  

Άρα  

ab(ab 2) 3 5− =   

Η ab 3=  απορρίπτεται, άρα ab 5=  

Οπότε  

3 3 3
a b (a b) 3ab(a b)+ = + − + =  

3 2 2
(ab) 3(ab) (ab) (ab 3) 25 2 50− = − =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    48. 

Να λυθεί στους πραγματικούς η ανίσωση 

4 3

2

2

x | x | | x | 11 1
x | x |

x | x | x

+ + −
− + +  . 

Προτείνει: Λάμπρος Κατσάπας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=63550 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός)  

Προφανώς, x 0 . 

Αν x 0 , τότε (περιορισμοί) πρέπει  

2 4

2

1
x 0 x 1 x 1

x
−     − , 

αφού x 0  . Το δεύτερο υπόρριζο είναι προφανώς 

πάντα θετικό, ενώ για το τρίτο, παρατηρούμε ότι  

4 3 4 3
x | x | | x | 1 x x x 1+ + − = − − − =  

( )2 1 5 1 5
x 1 x x

2 2

  + −
= + − −    

  

, 

που είναι 0  για x 1 −  .  

Μοναδικός περιορισμός λοιπόν ο x 1 − . 

Είναι  

4 3

2

2

x | x | | x | 11 1
x | x | 0

x | x | x

+ + −
− + +   , 

οπότε η δοσμένη ανισότητα ισχύει για κάθε x 1 − . 

Έστω τώρα x 0 , οπότε | x | x=  και η δοσμένη 

γίνεται  

4 3

2

2

1 1 x x x 1
x x

x x x

+ + −
− + +   (1). 

                      Πρέπει (λόγω περιορισμών) 

2

2

1
x 0 x 1

x
−    . 

Τότε, ισχύουν επίσης  

1
x 0

x
+   

και  

4 3
x x x 1 2

0
x x

+ + −
  . 

Παρατηρούμε ότι  

4 3
x x x 1 1 1

(x )(x 1)
x x x

+ + −
= + − + , 

οπότε η (1) γίνεται  

1 1 1 1 1
(x )(x ) x (x )(x 1)

x x x x x
− + + +  + − +  

οπότε απλοποιώντας με 
1

x 0
x

+   έχουμε να λύσουμε 

την  

1 1
x 1 x 1

x x
− +  − + , με x 1 . 

Έστω  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=63550
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=63550
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21
x k

x
− = , με k 0  

και έχουμε να λύσουμε την  

2 2 2
k 1 k 1 (k 1) k 1 k 0+  +  +  +   , 

που ισχύει για κάθε x 1 , αλλά όχι για x 1=  (αφού 

έχουμε  

21
k 0 x 0 x 1 x 1

x
=  − =  =  = ) 

Τελικά, οι λύσεις τις δοσμένης ανίσωσης, είναι  

x ( , 1) (1, ) − −  +  

ΛΥΣΗ 2η (Σταύρος Παπαδόπουλος) 

Η ανισότητα  

4 3

2

2

1 1 x x x 1
x x

x x x

+ + −
− + +   (1). 

μπορεί να δειχθεί και ως εξής: 

το δεξιό μέλος είναι  

2

2

1 1
x x

x x
− + +  

Επειδή για a, b 0  είναι  

a b a b+  +  

προκύπτει άμεσα. 

ΑΣΚΗΣΗ    49. 

α) Βρείτε την ελάχιστη τιμή της παράστασης:  

f (x) | x 1| | x 1| | x 5 |= + + − + −  

β) Αν a b c  , βρείτε την ελάχιστη τιμή της 

παράστασης:  

| x a | | x b | | x c |− + − + −  

Υπενθυμίζεται ότι σε θέματα εύρεσης ακροτάτων, 

εκτός από το ακρότατη τιμή, απαιτείται και η εύρεση 

της τιμής της μεταβλητής (ή μεταβλητών) για την 

οποία επιτυγχάνεται το ακρότατο. 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=170&t=56104 

ΛΥΣΗ (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) 

a) Ισχύει 

f (x) | x 1| |1 x | | 5 x |= − + + + −   

| x 1| | (1 x) (5 x) | | x 1| 6 6 − + + + − = − +   

για κάθε x , με το "=" αν και μόνο αν x 1 0− = , 

δηλ. x 1= . 

β)  Ισχύει 

| x a | | x b | | x c |− + − + − =  

| x b | | x a | | c x |= − + − + −   

| x b | | (x a) (c x) | − + − + − =  

| x b | c a c a= − + −  −  

για κάθε x , με το "=" αν και μόνο αν  

x b 0− = , δηλ. x b= . 

ΑΣΚΗΣΗ    50. 

Δίνεται τρίγωνο ˆABC(B 60 ),


=  ένα σημείο D  της 

πλευράς BC  και E  η προβολή του στην AB . Αν  

AC 2AE 2CD= = , 

να υπολογίσετε το λόγο  

AE

EB
 καθώς και το cos A . 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=74317 

ΛΥΣΗ (Στάθης Κούτρας) 

Έστω  

AE DC x= = , τότε AC 2x=  και αν BE y=  από το 

ορθογώνιο τρίγωνο  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=56104
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=170&t=56104
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=74317
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=74317
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0
B 60

D E B BD 2y



=

 =  

και έστω T ED AC    

 

Από το θεώρημα του Μενελάου στο τρίγωνο A BC  με 

διατέμνουσα την  

EA DB TC
EDT 1

EB DC TA
   =   

x 2y TC TC 1
1 TA 4x

y x TA TA 2
  =  =  =  

και από το ορθογώνιο τρίγωνο 

 
AE x 1

A E T cos A
AT 4x 4

 = = =  

Από τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο A BC  

θα έχουμε:  

2 2 2
BC AB AC 2AB AC cosA= + −     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 1

x 2y x y 2x 2 2x x y
4

+ = + + −   +    

2 2
;y

2 2 x x
x xy y 0 1 0

y y

   
 − − =  − − =   

   
 

x
t 0

y x AE 1 5
t

y EB 2

= 

+
 = = =  

 και όλα τα ζητούμενα έχουν υπολογιστεί.  

ΛΥΣΗ 2η (Νίκος Φραγκάκης) 

Αφού πρόκειται για λόγο και τριγωνομετρικό αριθμό 

ας είναι  

BE 1 BD 2 , DE 3=  = =  και έστω : 

AE DC x AC 2x 0= =  =  , ενώ AD u=  

 

Από Π. Θ. στο E D A  είναι:  

( )2 2
u x 3 1= + . 

Από Θ. Stewart στο A BC  έχω:  

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

x 2 u 2 4x x x 1 x 2 2x 2+ =  + + − +  

και λόγω της ( )1  προκύπτει: 

30 1 5
6x 18 0 x

x 2 2

+
+ − =  = = 

+
 

ή 
1 5

x
2

−
= , απορρίπτεται. 

Άρα 
AE

EB
=   

Τώρα έχω ένα A BC  με  

a 2, b 2 1,c= + =  = + , 

 που από το Θ. συνημίτονου δίδει:  

1
cos A

4
= . 

ΛΥΣΗ 3η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

a) Στο ακόλουθο σχήμα, η AZ  είναι κάθετη στην AB   
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άρα  

BZ 2x 2y CZ y= +  =  

Είναι,   

ED x 3=  και AZ (x y) 3= +  

άρα  

2 2 2
AD y 3x= +  και 

2 2 2 2
AZ 3(x y) 3x 3y 6xy= + = + +  

Με θ. διαμέσου στο τρίγωνο ADZ  παίρνουμε εύκολα  

2 2 2y y
y xy x 0 ( ) 1 0

x x
− − =  − − =   

y AE 1 5

x EB 2

+
= =  

b) Με  

y
CH AB CH / /ED HE HA

2
⊥   = =  

y

AH 12cosA
AC 2y 4

= = = . 

ΑΣΚΗΣΗ    51. 

Οι περισσότεροι φυσικοί αριθμοί, μπορούν να 

γραφτούν είτε ως άθροισμα τετραγώνων είτε ως 

διαφορά τετραγώνων είτε και ως άθροισμα και ως 

διαφορά τετραγώνων δύο φυσικών αριθμών. 

Υπάρχουν όμως και φυσικοί αριθμοί οι οποίοι δεν 

μπορούν να γραφτούν ούτε ως άθροισμα ούτε και ως 

διαφορά τετραγώνων δύο φυσικών αριθμών. 

Να βρείτε ποια μορφή έχουν οι αριθμοί αυτοί. 

Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=73183 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Θεωρώ ότι οι φυσικοί δεν περιλαμβάνουν το 0 . 

Αλλιώς η απάντηση αλλάζει λίγο. 

• Αν n 2m 1= +  με m 1 , τότε γράφεται ως 
2 2

(m 1) m+ − . 

• Αν n 4m=  με m 2 , τότε γράφεται ως 
2 2

(m 1) (m 1)+ − − . 

Μένουν οι αριθμοί 1, 4  καθώς και όλοι της μορφής 

2 mod 4 . Οι 1, 4  δεν μπορούν να γραφτούν εκτός και 

αν χρησιμοποιήσουμε το 0 . Αυτοί της μορφής 

2 mod 4  δεν μπορούν να γραφτούν ως διαφορά 

τετραγώνων αφού κάθε τέλειο τετράγωνο είναι ισότιμο 

με 0,1mod 4 .  

Κάποιοι όμως εξ αυτών γράφονται ως άθροισμα δύο 

τέλειων τετραγώνων (όπως οι 2,10,18, 26,34, ) και 

κάποιοι άλλοι όχι (όπως οι 6,14, 22,30,38, 42, ). 

Επίτηδες πήγα μέχρι το 42 για να φανεί ότι το 

προφανές ίσως μοτίβο είναι λανθασμένο. 

Είναι πιο δύσκολο να δείξουμε ποιοι από αυτούς 

γράφονται και ποιοι όχι. Η απάντηση δίνεται από 

το Θεώρημα αθροίσματος δύο τετραγώνων το οποίο 

στην περίπτωσή μας λέει: 

Ένας αριθμός 2m  με m  περιττό γράφεται ως 

άθροισμα δύο τέλειων τετραγώνων αν η μεγαλύτερη 

δύναμη κάθε διαιρέτη του m  της μορφής 3mod 4  

είναι άρτια.  

Συνοψίζοντας: Ένας αριθμός δεν γράφεται ούτε ως 

άθροισμα ούτε ως διαφορά δύο τέλειων τετραγώνων 

αν και μόνο είναι ίσος με 1, 4  ή της μορφής 2m  με m  

περιττό όπου ο m  έχει κάποιο πρώτο διαιρέτη q  με 

q 3 mod 4  και επιπλέον η μεγαλύτερη δύναμη του q  

που διαιρεί τον m  είναι περιττή. 

 

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=73183
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=73183
https://en.wikipedia.org/wiki/Sum_of_two_squares_theorem
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ΑΣΚΗΣΗ    52. 

Το P(x)  είναι πολυώνυμο τετάρτου βαθμού με 

ακέραιους συντελεστές, εκ των οποίων ο 

μεγιστοβάθμιος είναι θετικός. Εξάλλου 

( ) ( )P 3 P 5= . Να βρείτε τα x , για τα οποία το 

P(x)  λαμβάνει την ελάχιστη τιμή του. 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=74221 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου)  

Αν  

4 3 2
P(x) ax bx cx dx e= + + + + , 

η συνθήκη ( ) ( )P 3 P 5=  δίνει  

9a 3c e (3b d) 3 25a 5c e (5b d) 5+ + + + = + + + + . 

Άρα  

(16a 2c) (5b d) 5 (3b d) 3 0+ + + − + = . 

Από αρρητότητα είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι οι  

παραστάσεις στις παρενθέσεις είναι όλες 0 .  

Πράγματι αν  

A B 5 C 3 0+ + =  

με A, B,C  ακεραίους τότε  

2 2 2 2
A ( B 5 C 3) B 2BC 15 C= − − = + + . 

Άρα 2BC 0=  (αρρητότητα του 15 ).  

'Έπεται ότι  B 0=  ή C 0= .  

Αν B 0= , τότε η   

A B 5 C 3 0+ + =  

γίνεται A C 3 0+ = .  

Άρα C 0=  και A 0=  (αρρητότητα της 3 ).  

Όμοια η περίπτωση C 0= . 

Έχουμε λοιπόν  

16a 2c 0,5b d 0,3b d 0+ = + = + = . 

Άρα c 8a= −  και b d 0= = .  

To πολυώνυμο τώρα γίνεται  

4 3 2
P(x) ax bx cx dx e= + + + + =  

4 2 2 2
ax 8ax e a(x 4) 16a e− + = − − + . 

Προφανώς παίρνει την ελάχιστή του τιμή όταν x 2= 

. 

ΛΥΣΗ 2η (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Έστω  

P( 3) P( 5) k= = . 

Πρέπει  

k a b 3 c d 5= + = +  

για κάποια a, b, c,d .  

Εύκολα (δείτε την ανάρτηση του Μιχάλη) 

καταλήγουμε στο ότι k . 

Τότε το P(x) k−  είναι ακέραιο πολυώνυμο με ρίζες  

τις 3, 5  και άρα και τις 3, 5− − .  

Συνεπώς  

2 2
P(x) C(x 3)(x 5)= − −  

για κάποιο C 0 . Άρα 

2 2
P(x) C[(x 4) 1] C= − − −  

με ισότητα αν και μόνο αν x 2=  . 

ΑΣΚΗΣΗ    53. 

Να λυθεί η εξίσωση στο σύνολο των πραγματικών 

αριθμών, 

 min 1 5x, x 5 1− + = . 

Προτείνει: Τηλέμαχος Μπαλτσαβιάς 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=74221
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=74221
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72637 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης)  

Αν  

2
1 5x x 5 x ,

3
−  +   −  

 τότε  

1 5x 1− =  x 0= , 

που επαληθεύει. 

Αν   

2
1 5x x 5 x ,

3
−  +   −  

τότε  

x 5 1+ =  x 4= −  

που επίσης επαληθεύει. 

Αν 
2

x ,
3

= −  τότε  

13
1 5x x 5

3
− = + =  

και δεν υπάρχει άλλη λύση. 

ΑΣΚΗΣΗ    54. 

Να λύσετε το σύστημα  

1
z 1

x y

1
x 1

y z

1
y 1

z x


+ = +




+ = 
+ 


+ = 

+ 

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72231 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος)  

Πρέπει  

x y 0, y z 0, z x 0+  +  +   

Με απαλοιφή παρονομαστών, έχουμε:   

( )

( )

( )

xz yz 1 x y 1

xy xz 1 y z 2

yz xy 1 x z 3

 + + = +


+ + = +
 + + = +

 

Αφαιρώντας (1) – (2) έχουμε  

( )y z x x z− = − . 

Αν x z , τότε y 1= − , οπότε από την (3) 
1

x z
2

+ =

και από τη (2)  
3

xz
2

= −  οπότε έχουμε τη λύση  

x 1, z 3 / 2= − =  ή x 3 / 2, z 1= = − . 

Αν x z= , τότε, από την (1), 
1

y 1
2x

= − , οπότε από τη 

(2)  

2

1 2x
x 1 x 1

1 2x 1 2x
1 x

2x

+ =  + = 
− +

− +

 

3 1 i
2x x 1 0 x 1 x

2


− + =  = −  =  και 

1
z x, y 1

2x
= = − ,  

για τις παραπάνω τιμές του x . 

Αφαιρώντας (1) - (3) ή  (2) - (3) προκύπτουν οι 

κυκλικά συμμετρικές τιμές των x, y,z . 

ΑΣΚΗΣΗ    55. 

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f : → για τις 

οποίες ισχύει  

f (x y) xf (x) yf (y)+  +  για κάθε x, y  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72325 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός)  

Έστω P(x, y)  η δοσμένη συναρτησιακή σχέση. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72637
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72637
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72231
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72231
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72325
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72325
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Ισχυρισμός 1 

 Είναι f (x) 0  για κάθε x 1  και f (x) 0  για κάθε 

x 1 . 

Απόδειξη 

Η P(x,0)  δίνει ότι f (x)(x 1) 0−  , οπότε f (x) 0  για 

x 1  και f (x) 0  για x 1 . Οπότε, η P(1,1)  δίνει ότι 

f (2) 2f (1) , και άρα 2f (1) f (2) 0  , οπότε 

προκύπτει και ότι f (1) 0 .  

Ισχυρισμός 2 

Είναι f (x) 0=  για κάθε x (0,1) . 

Απόδειξη  

Δείχνουμε επαγωγικά, ότι για κάθε 
*

n  , είναι 

f (x) 0=  για κάθε 
n

1
x [ ,1)

2
 . 

Για n 1= , θεωρούμε την P(x, x ) , οπότε 

f (2x) 2xf (x) .  

Θεωρούμε ένα οποιοδήποτε 
1

x [ ,1)
2

 , συνεπώς 

2x 1 , και άρα 

0 f (2x) 2xf (x),   

που δίνει ότι f (x) 0 , και αφού x 1  είναι και  

f (x) 0 , άρα τελικά  

f (x) 0= , για κάθε 
1

x [ ,1)
2

 . 

Για το επαγωγικό βήμα τώρα, αν f (x) 0=  για κάθε 

n

1
x [ ,1)

2
 , τότε θεωρώντας ένα οποιοδήποτε 

n 1

1
x [ ,1)

2
+

 , είναι 
n

1
2x 2

2
   και άρα f (2x) 0  σε 

κάθε περίπτωση (αν 2x 1  προκύπτει από την 

επαγωγική υπόθεση, αν 2x 1  προκύπτει από τον 

Ισχυρισμό 1). Συνεπώς, όπως πριν 

0 f (2x) 2xf (x),   

που δίνει ότι f (x) 0 , και αφού x 1  όπως πριν είναι 

f (x) 0= , για κάθε 
n 1

1
x [ ,1)

2
+

 . 

Τώρα, αφού είναι 
n

n

1
lim 0

2→+
= , έχουμε ότι f (x) 0=  για 

κάθε x (0,1)   

Ισχυρισμός 3 

Είναι f (x) 0=  για κάθε x (0, ) + . 

Απόδειξη 

Δείχνουμε επαγωγικά, ότι για κάθε 
*

n   είναι 

f (x) 0=  για κάθε 
n

x (0, 2 ) . 

Για n 1= , θεωρούμε ένα οποιοδήποτε x (0, 2) , 

οπότε υπάρχουν a, b (0,1) , τέτοια ώστε x a b= + . 

Συνεπώς, 

f (x) f (a b) af (a) bf (b) 0 f (x),= +  + =   

λόγω των Ισχυρισμών 1 και 2.  

Συνεπώς, f (x) 0=  για κάθε x [1,2) .  

Για το επαγωγικό βήμα τώρα, αν f (x) 0=  για κάθε 

n
x (0, 2 ) , τότε θεωρώντας ένα οποιοδήποτε 

n 1
x (0, 2 )

+
 , υπάρχουν 

n
a,b (0,2 )  τέτοια ώστε 

x a b= + , και άρα όπως πριν  

f (x) f (a b) af (a) bf (b) 0 f (x),= +  + =   

συνεπώς f (x) 0= . 

Τώρα, αφού n

n
lim 2
→+

= + , έχουμε ότι f (x) 0=  για 

κάθε x (0, ) +   

Έχουμε μέχρι στιγμής αποδείξει ότι f (x) 0=  για κάθε 

x 0  και f (x) 0  για κάθε x 0 . Θα δείξουμε ότι 

όλες αυτές οι συναρτήσεις ικανοποιούν την δοσμένη 

συναρτησιακή σχέση. 

•  Αν x, y 0 , τότε f (x y) 0 xf (x) yf (y)+ = = + . 

•  Αν x, y 0 , τότε f (x y) 0xf (x) yf (y)+  + , καθώς 

f (x), f (y) 0 . 
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•  Αν x 0=  (όμοια αν y 0= ), τότε αν y 0 , 

f (y) 0 yf (y)= =  ενώ αν y 0 , τότε  

f (x y) xf (x) yf (y) (1 y)f (y) 0+ − − = −  . 

•  Αν τέλος x 0 y   (όμοια αν y 0 x  ), τότε 

f (x y) 0 yf (y) xf (x) yf (y)+   = +  

Συνεπώς, όλες οι συναρτήσεις τέτοιες ώστε f (x) 0=  

για x 0  και f (x) 0  για x 0  ικανοποιούν. 

ΑΣΚΗΣΗ    56. 

Αν οι αριθμοί a, b,c  είναι ρητοί και διάφοροι του 

μηδενός, να αποδείξετε ότι ο αριθμός 3 3 , δεν είναι 

ρίζα της εξίσωσης:  

2
ax bx c 0+ + = . 

Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72434 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Μπαλόγλου) 

Κλειδί η ταυτότητα  

3
( A ) A A ,=  

η οποία μας επιτρέπει, μέσω της  

3
2

b b 4ac
3

2a

 −  −
= 

 
 

, 

 να συμπεράνουμε ότι είναι ρητός ο  

2
b 4ac ,−  άρα και ο  

2

3b b 4ac
3

2a

−  −
= , άτοπο. 

ΛΥΣΗ 2η (Θάνος Μάγκος) 

Ας το δούμε και αλλιώς. 

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι a, b,c  είναι ακέραιοι. 

Αν 3x 3=  είναι ρίζα, έχουμε τις ισότητες 

2

2

2

ax bx c 0

3a bx cx 0

3ax 3b cx 0

+ + =


+ + = 
+ + = 

. 

Αυτό το σύστημα είναι ομογενές με μη μηδενικές 

λύσεις, οπότε ισχύει 

a b c

b c 3a 0

c 3a 3b

= . 

Δηλαδή  

3 2 3
9a 3b c 9abc.+ + =  

Η άπειρη κάθοδος μας οδηγεί στο a b c 0= = = .  

ΛΥΣΗ 3η (ksofsa) 

Άλλη μια οπτική: 

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι a, b,c  είναι ακέραιοι. 

Έστω η 3x 3=  ρίζα. 

Θα ισχύουν οι ισότητες: 

2 3 2
a x abx acx 0 (1)+ + =  

2 2
abx b x bc 0 (2)+ + =  

Αφαιρώ τις δύο σχέσεις κατά μέλη και παίρνω: 

2 3 2
a x acx b x bc 0+ − − =   

2 2
3a bc (ac b )x 0 (3)− + − = . 

Αν 
2

ac b= , τότε και 
2

bc 3a= , άρα 
3 3

9a c= , αδύνατη 

στο Z . 

Τελικά 
2

ac b  και 
2

2

bc 3a
x Q

ac b

−
=

−
, άτοπο. 

ΛΥΣΗ 4η (Κωνσταντίνος Σμπώκος) 

Εκτός φακέλου. 

Ακόμα και 0  να είναι κάποιος από τα a, b,c  πάλι δεν 

μπορεί να είναι ρίζα ο 

1

33 .  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72434
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72434
https://mathematica.gr/forum/memberlist.php?mode=viewprofile&u=2343
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Αρκεί να μην είναι όλοι 0 . Ο βαθμός επέκτασης του 

1

3(3 ) /  είναι 3 ,  

οπότε δεν γίνεται να είναι ρίζα πολυωνύμου με βαθμό 

2  το οποίο να έχει ρητούς συντελεστές. 

ΑΣΚΗΣΗ    57. 

Να αποδείξετε ότι για κάθε ρητό 
3

m [ ,0]
2

 − , υπάρχει 

ρητός k , έτσι ώστε ο αριθμός: 

27 8
A m 6

k 2

+
= +

+
 

να είναι ρητός 

Προτείνει: ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72975 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Δοκιμάζουμε 
2

k 2r=  με r 0  ρητό.  

Τότε 

3 3 2 2 2mr 3 2m 3
A

(1 r) 2

+ + +
= =

+
 

(3 2m 2mr) 3 2 2

(1 r) 2

+ + +

+
 

Για m 0  επιλέγουμε  

3 2m
r

2m

+
= − . 

Τότε r 0  ρητός και έχουμε  

3 2m 2mr 0+ + =  

οπότε  

2
A

1 r
=

+
, ρητός. 

Για m 0=  παίρνουμε k 27 / 4= .  

Τότε 

3 3 2 2
A 2

3
3 2

2

+
= =

+

. 

ΛΥΣΗ 2η (ΔΗΜΗΤΡΗΣ ΙΩΑΝΝΟΥ) 

Λίγο διαφορετικά: 

Με ρητοποίηση του παρονομαστή και κάνοντας τις 

απλές πράξεις, έχουμε: 

2 2k 4 3 3k 3 6 km 6 2m 6
A

k 2

− + − + −
=

−
, (1)  , 

(όπου k 2 ) 

Πιθανές περιπτώσεις για να είναι ο A  ρητός, είναι να 

υπάρχει ρητός αριθμός x , ώστε 
2

k 2x=  ή 
2

k 3x=  

1η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: Έστω 
2

k 2x= , με x  ρητό 

Τότε αντικαθιστώντας και κάνοντας τις απλές πράξεις 

η σχέση (1) γράφεται: 

2

2

[2mx 3 | x | (2m 3)] 6 4 | x | 4
A

2x 2

+ − + + −
=

−
 , (2) 

Για να είναι ο A  ρητός, θα πρέπει:  

2
2mx 3 | x | (2m 3) 0+ − + =  ,  (3) 

1(α) ΥΠΟΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 0= . 

Τότε  από  

(2)
2

(3 | x | 3) 6 4 | x | 4
A

2 | x | 2)

− + −
 = =

−
 

3 4
6

2(| x | 1) 2(| x | 1)
 +

+ +
, 

ο οποίος είναι άρρητος.  

1(β) ΥΠΟΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: m 0 . 

Τότε η διακρίνουσα του τριωνύμου (3) είναι  

2
D (4m 3)= +   

και άρα  

2m 3
| x |

2m

+
= − . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72975
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72975
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Πρέπει να είναι: 

2m 3 3
0 m [ ,0)

2m 2

+
   − . 

Τότε έχουμε  

2

2 2

2

(2m 3)
k 2x 2 | x |

2m

+
= = = , 

που 

φυσικά είναι ρητός και επειδή (λόγω της (2)) είναι:  

4(| x | 1) 4
A

2(| x | 1)(| x | 1) | x | 1

−
= =

− + +
, 

που είναι ρητός. 

Δείξαμε ότι για κάθε 
3

m [ ,0)
2

 − , υπάρχει ρητός 

2

2

(2m 3)
k

2m

+
= , ώστε ο A  να είναι ρητός. 

Μένει τώρα σε εκκρεμότητα να δείξουμε ότι και για 

m 0= , υπάρχει πάλι ρητός k  ώστε ο A  να είναι 

επίσης ρητός. 

Θα αξιοποιήσουμε την 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: 

Έστω ότι 
2

k 3x= .  

Επειδή έχουμε m 0= , ο αριθμός A , (με δεδομένο ότι 

πήραμε 
2

k 3x= ) γράφεται: 

2

(2 | x | 3) 6 9 | x | 4
A

3x 2

− + −
=

−
. 

Για να είναι ρητός πρέπει  

3
2 | x | 3 0 | x |

2
− =  =  

και άρα 
27

k
4

= και A 2= .  

Δηλαδή δείξαμε ότι και για m 0=  υπάρχει ρητός 

27
k

4
= , ώστε ο A  να είναι ρητός, και το ζητούμενο 

έχει δειχθεί. 

 

ΑΣΚΗΣΗ    58. 

Έστω συνάρτηση f : →  τέτοια ώστε για 

οποιουσδήποτε ακέραιους αριθμούς a, b 4  να ισχύει  

f (ab) f (a b)= + . 

Αν f (2021) 2022= , να βρεθεί η τιμή f (2022) . 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=71256 

 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου) 

Θα δούμε ότι  

f (2022) f (2021) 2022= = . 

Για τα παρακάτω σίγουρα υπάρχει συντομότερος 

δρόμος αλλά εδώ δεν έχει ιδιαίτερη σημασία. 

f (2022) f (6 337) f (6 337)=  = + =  

f (343) f (49 7) f (49 7) f (56)= =  = + = =  

f (14 4) f (14 4) f (18)=  = + =  

Και επίσης  

f (2021) f (43 47) f (43 47) f (90)=  = + = =  

f (15 6) f (15 6) f (21) f (16 5)=  = + = = + =  

f (16 5) f (80) f (8 10) f (8 10) f (18)=  = =  = + = , 

ίσο το ίδιο με πριν. 

ΑΣΚΗΣΗ    59. 

Να βρεθούν όλοι οι θετικοί ακέραιοι a, b,c  για τους 

οποίους ισχύει  

2 2 2 2
a b 3 (b c )+ + = − . 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=71247 

ΛΥΣΗ (Ορέστης Λιγνός) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71256
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71256
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71247
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71247
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Αν b c= , τότε  

2 2 2 2
a b 3 (b c ) 0,+ + = − =  

άτοπο. 

Διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1: 

b c . Τότε, έστω 2 2
b c k− = , οπότε και 

2 2
a b 3 k ,+ + =  

με 
*

k  . 

Είναι k (b c)(b c)= − + , άρα είναι 
1

b c d− =  και 

2
b c d+ =  με 

1 2
d d k=  και 

1 2
d d .  

Επίσης,  

( )2 2
d b c (b c) 2c b c d mod 2 +  − +  −  . 

Τώρα, είναι 

1 2
d d(b c) (b c)

b
2 2

++ + −
= = . 

Έχουμε ότι, 

2 2 2 21 2

1 2 1 2

d d
a k b 3 (d d ) 3 (d d ) ,

2

+
= − − = − −   

συνεπώς 
1 2

a d d , και άρα 
1 2

a d d 1 − , που δίνει ότι 

2 21 2

1 2

d d
(d d ) 3 a

2

+
− − =   

2 2

1 2 1 2 1 2
(d d 1) (d d ) 2d d 1 − = − + , 

άρα  

1 2 1 2
4d d d d 8, + +  

που γράφεται ως 

1 2
(4d 1)(4d 1) 33− −   

Είναι, 
2 1

d d , άρα 

2

1 2 1
33 (4d 1)(4d 1) (4d 1) , − −  −  

που δίνει ότι 
1

d 1= , και άρα 
2

d 3 , συνεπώς αφού  

( )2 1
d d 1 mod 2  , πρέπει 

2
d 3= .  

Τελικά, b 2,c 1= =  και a 2= . 

Περίπτωση 2:  

b c . Τότε, έστω 2 2
c b k− = , οπότε και 

2 2
a b 3 k ,+ + =  

με 
*

k  . 

Είναι, k (c b)(c b)= − + , άρα 
1

c b d− =  και 
2

c b d+ =  

με 
1 2

d d k=  και, όπως πριν, 
2 1

d d  και 

( )1 2
d d mod 2 .  

Επίσης,  

2 1
d d(c b) (c b)

b
2 2

−+ − −
= =  

Τώρα, είναι 

2 2 2 22 1

1 2 1 2

d d
a k b 3 (d d ) 3 (d d ) ,

2

−
= − − = − −   

άρα 
1 2

a d d , που δίνει ότι 
1 2

a d d 1 − , συνεπώς 

2 2 2 1

1 2

d d
a (d d ) 3

2

−
= − −   

2 2

1 2 1 2 1 2
(d d 1) (d d ) 2d d 1 − = − + , 

άρα 
1 2 2 1

4d d 8 d d , + −  

οπότε και  

1 2 2 1 2 1
4d d 8 d d 8 d d , + −  + +  

δηλαδή επιστρέφουμε στην προηγούμενη περίπτωση, 

άρα 
1

d 1=  και 
2

d 3= , όμως τότε είναι, 

2 1 1 2
10 8 d d 4d d 12,= + −  =  

άτοπο. 

Τελικά, μόνη λύση η (a, b, c) (2, 2,1)= . 

ΛΥΣΗ 2η (Θανάσης Κοντογεώργης) 

Αλλιώς: 
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Για b c  είναι  

2 2 2 2 2 2
b 3 (b c a)(b c a) b c a+ = − + − −  − + =  

(b c)(b c) a a b c= + − +  + +  

οπότε a c 3+   

(προφανώς 
2 2

b c a 1− −  ) 

Για c b  είναι  

2 2 2 2
b 3 (c b a)(c b a)+ = − + − −   

2 2
c b a (b c)(c b) a a b c − + = + − +  + +  

 οπότε a c 3+   

(προφανώς 
2 2

c b a 1− −  ) 

Σε κάθε περίπτωση a c 3+  , οπότε  

(a, c) {(1,1), (1, 2), (2,1)}  

και εύκολα βρίσκουμε και το b  σε κάθε περίπτωση... 

ΑΣΚΗΣΗ    60. 

Αν ο αριθμός n  είναι μονοψήφιος θετικός ακέραιος, 

να λυθεί η ανίσωση:  

1 x
x n

1 x

+
 −

−
 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=71111 

ΛΥΣΗ (Maria-Eleni Nikolaou) 

Περιορισμοί: x 0 x 1    

Έχουμε:  

1 x x x 1
n x n

x 1 x 1

+ +
 +  

− −
 

Αφού η μέγιστη δυνατή τιμή είναι n 9= , αρκεί να 

λύσουμε την:  

x x 1
9

x 1

+


−
 

Οπότε είναι:  

x x 1 9 x 9
0

x 1

+ − +
 

−
 

2
x x x x 9x 10

0
x 1

+ + − +


−
 

Θέτουμε: x 0=    οπότε έχουμε: 

4 3 2 2
( 9 10)( 1) 0 +  −  +  +  −    

2 2
( 2)( 1)( 2 5)( 1) 0− +  +  −  −   

Μηδενίζεται στα:  

2 6 1 1 =   = −   =  

Δηλαδή στα:  

x 4 x 7 2 6 x 1=  = −  =  

Επομένως:  

x (1,7 2 6 ] [4, ) −  +  

Ας σημειωθεί ότι για τους μονοψήφιους n
+

  με 

n 9  αρκεί: x 1 . 

ΑΣΚΗΣΗ    61. 

Για τους πραγματικούς αριθμούς a, b,c  ισχύει: 

2 2 2
a b c ab bc ca 1+ + + + +  . 

Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του 

αθροίσματος  

a b c+ + . 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=72191 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Θέτω  

x a b, y b c,z c a= + = + = +  

και παρατηρώ ότι  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71111
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=71111
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72191
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=72191
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2 2 2
x y z 2+ + . 

Συνεπώς 

2 2 2 2 2
4(a b c) (x y z) 3(x y z ) 6+ + + = + + +   

Άρα  

6 6
a b c

2 2
−  + +   

με τις ισότητες να λαμβάνονται αν (και μόνο αν)   

6
a b c

6
= = =  . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Ρίζος) 

Ουσιαστικά το ίδιο κάνω με τον Δημήτρη, δίχως να 

χρησιμοποιήσω την αντικατάσταση. 

2 2 2
a b c ab bc ca 1+ + + + +    

2 2 2
2a 2b 2c 2ab 2bc 2ca 2+ + + + +    

( ) ( )
2 2 2 2

a b c 2 a b c+ +  − + +   

( ) ( )
2 2 2 2

3 a b c 6 3 a b c+ +  − + +  

Ισχύει   

(*) ( ) ( )
22 2 2

3 a b c a b c+ +  + +   

( ) ( )
22 2 2

6 3 a b c 6 a b c− + +  − + +  

Οπότε  

( ) ( )
2 2

3 a b c 6 a b c+ +  − + +   

( )
2 6 6 6

a b c a b c
4 2 2

+ +   −  + +   

με το ίσο όταν a b c= = . 

(*) Απόδειξη:  

( ) ( )
22 2 2

3 a b c a b c + +  + +  

2 2 2 2 2 2
3a 3b 3c a b c 2ab 2ac 2bc+ +  + + + + +   

2 2 2
2a 2b 2c 2ab 2ac 2bc 0+ + − − −    

( ) ( ) ( )
2 2 2

a b a c b c 0− + − + −  , 

που ισχύει, με το ίσο όταν a b c= = . 

ΑΣΚΗΣΗ    62. 

Το τρίγωνο ABC  του παρακάτω σχήματος είναι 

ορθογώνιο και ισοσκελές. Να βρείτε την υποτείνουσά 

του. 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=74187 

ΛΥΣΗ (Henri van Aubel) 

Έστω x  η κάθετη πλευρά του ορθογώνιου 

ισοσκελούς, τότε:  

2
x 1

cos M A B
2x

 − 
= 

 
 

2
x 3

cos M A C
2x

 − 
= 

 
 

Οπότε  

( ) ( )
2 2

2 2

2

x 1 x 3
1

4x

− + −
=   

4 2 2
2x 8x 10 4x− + =  

Άρα έχουμε την διτετράγωνη εξίσωση  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=74187
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=74187
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4 2
x 6x 5 0− + =  

Συνεπώς,  

4 2 2
x x 5x 5 0− − + =   

( ) ( )2 2 2
x x 1 5 x 1 0− − − =   

( )( )2 2
x 5 x 1 0− − =  

2
1 1

•x 1 cos M A B 0
2 1

 − 
=  = = 

 
, άτοπο. 

5 1 2
•x 5 cos M A B

2 5 5

 − 
=  = = 

 
, μια χαρά. 

Οπότε x 5=  κι έτσι BC 10= . 

ΛΥΣΗ 2η (Θανάσης Καραντάνας) 

 

AB 5= . 

ΛΥΣΗ 3η (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) 

Στρέφουμε το σχήμα γύρω από το A  αριστερόστροφα 

κατά 90

 και έστω ΄  η εικόνα του M . 

Τότε CM 2 = , AM 1 = , και το τρίγωνο ΄   

είναι ορθογώνιο ισοσκελές με υποτείνουσα  

2 2
M M M A MA 2 MB CM  = + = = =  

και ˆM MA 45
 = .  

Από το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος, το 

τρίγωνο ΄C είναι ορθογώνιο και ισοσκελές με 

M C M M 2 = = , αφού  

2 2
2 2 2

M C M M 2 2 4 CM + = + = = . 

Άρα ˆCMM 45
 = , και 

ˆ ˆ ˆCMMC CMM M MA 90
 = + = .  

Από το Πυθαγόρειο στα ορθογώνια τρίγωνα C  

και C  παίρνουμε 

 
2

2 2 2 2
AC AM MC 1 2 5= + = + =  και 

2 2
BC 2AC 10= = . 

Συνεπώς, BC 10= . 

ΛΥΣΗ 4η (ksofsa) 

Αλλιώς, χωρίς να πειράξουμε το σχήμα του κυρίου 

Γιώργου Βισβίκη, έχουμε: 

Τα τρίγωνα , C  είναι όμοια, γιατί:  

MA MB AB 2

MB MC BC 2
= = = . 

Άρα,  

A M B BM C 180 A C 135
  

 
= = −  =   

A M C 90



= . 

Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο C , 

βρίσκουμε CA 5= . 

Πάλι από πυθαγόρειο θεώρημα, βρίσκουμε BC 10= . 

ΑΣΚΗΣΗ    63. 

Να βρείτε όλες τις ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 

3 2 3 2
x 4 x 2 y 6 y 4 y 2 x 1

45 162

8 5

− + + − + −

   
=   

   
. 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης  

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=59604 

ΛΥΣΗ (nikkru) 

Ας ονομάσουμε  

3 2
A x 4x 2y 6= − + +  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=59604
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=59604
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και  

3 2
B y 4y 2x 1= − + − . 

Οι x, y  ακέραιοι, άρα και A, B  ακέραιοι. 

Αφού  

2 3 4
45 3 5,8 2 ,162 2 3=  = =   

η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την:    

3A B 4 B 2 A A B
2 3 5 1

+ − − −
  =  

ή ισοδύναμα:  

3A B 0

4B 2A 0

A B 0

+ =


− =
 − − =

 

που έχει μοναδική λύση την  

A B 0= = . 

Επομένως έχουμε να λύσουμε στους ακέραιους το 

σύστημα:  

3 2

3 2

x 4x 2y 6 0
(1)

y 4y 2x 1 0

 − + + =


− + − =

. 

Αφαιρούμε από την δεύτερη εξίσωση την πρώτη και 

καταλήγουμε στην εξίσωση  

2 2
(y x)(y xy x 4x 4y 2) 7− + + − − − = . 

Έτσι: 

2 2
y x 1 y xy x 4x 4y 2 7 (2)− =  + + − − − =  ή 

2 2
y x 1 y xy x 4x 4y 2 7 (3)− = −  + + − − − = −  

ή 
2 2

y x 7 y xy x 4x 4y 2 1(4)− =  + + − − − =  ή 

2 2
y x 7 y xy x 4x 4y 2 1 (5)− = −  + + − − − = − . 

Από τις (ακέραιες) λύσεις που προκύπτουν, μόνο η 

x 2 y 1=  =  να ικανοποιούν το (1) . 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ    64. 

Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς που μπορούν 

να γραφούν τόσο ως άθροισμα όσο και ως διαφορά 

δύο πρώτων. 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=62518 

ΛΥΣΗ (Xriiiiistos) 

Έστω p  ο ζητούμενος αριθμός τότε p r s= +  με r,s  

πρώτοι  

αν ο p 2=  έχουμε προφανές άτοπο οπότε ο p  είναι 

περιττός, οπότε θα είναι άθροισμα ενός ζυγού και ενός 

περιττού για αυτόν τον λόγο r 2=  σαν ο μόνος ζυγός 

πρώτος, οπότε p,s  είναι οι λεγόμενοι δίδυμοι πρώτοι.  

Όπως και με την πρόσθεση έτσι θα ισχύει και στην 

αφαίρεση άρα p t 2= −  όπου t  πρώτος.  

Τώρα από τις ισότητες έχουμε ότι p 2, p, p 2− +  είναι 

πρώτοι.  

Μια λύση είναι p 5=  γιατί : 

για p 5  τότε p 2 3−   και αφού είναι πρώτοι το 3  

δεν διαιρεί το p 2, p− , άρα αναγκαστικά διαιρεί τον 

p 1− , οπότε διαιρεί και το p 2 p 1 3+ = − +  και γι΄αυτό 

δεν είναι πρώτος. Έχει μοναδική λύση p 5= . 

ΑΣΚΗΣΗ    65. 

Ποια είναι η μέγιστη δύναμη του 3  που διαιρεί τον 

αριθμό  

18 18
5 2− ; 

Προτείνει: Θάνος Μάγκος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=60588 

ΛΥΣΗ (Διονύσιος Αδαμόπουλος) 

Μια λύση εκτός φακέλου: 

Αφού 
2

3 / 18  και 1
3 / 5 2− , έχουμε από το LTE πως  

2 1 18 18 3 18 18
3 5 2/ /3 5 2

+
−  − . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=62518
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=62518
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=60588
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=60588
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Η μέγιστη δύναμη λοιπόν είναι το 
3

3 . 

ΛΥΣΗ 2η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Ας αρχίσουμε γενικότερα:  

18 18 9 9 9 9
x y (x y )(x y )− = − +  

και το 

9 9 3 3 6 3 3 6
x y (x y )(x x y y )− = − + + =  

2 2 6 3 3 6
(x y)(x xy y )(x x y y )− + + + +  

και όμοια το 9 9
x y+ .  

Τελικά  

18 18 2 2
x y (x y)(x y)(x xy y )− = − + − +   

2 2 6 3 3 6 6 3 3 6
(x xy y )(x x y y )(x x y y )+ + − + + +  

Με x 5, y 2= =  και χρήση των  

6 6
x 15625,2 64= =  

βρίσκουμε  

18 18
5 2 (3)(7)(19)(39)(14689)(16689)− =  

Υπάρχει ένα 3  στο 39  και από κριτήρια  

διαιρετότητας του 3  και 9  βρίσκουμε ότι ο 166689   

είναι πολλαπλάσιο του 3  αλλά όχι του 9 .  

Τελικά το 3  εμφανίζεται ως 
3

3 , που απαντά στο 

ερώτημα. 

Με κομπιουτεράκι επιβεβαίωσα την ανάλυση σε 

πρώτους  

18 18 3
5 2 (3 )(7)(13)(19)(37)(397)(5563)− = . 

Αργότερα θα βάλω άλλη λύση, με ανάπτυγμα 

διωνύμου. 

ΛΥΣΗ 3η (Αχιλλέας Συνεφακόπουλος) 

Είναι  

18 18 9 9 9 9
5 2 (5 2 )(5 2 )− = − + =  

3 3 6 3 3 6 9 9
(5 2 )(5 5 2 2 )(5 2 )− + + +  

Αφού ( )5 2 1 mod 3  −  είναι 

( )9 9 9 9
5 2 ( 1) ( 1) 1 mod 3+  − + −  , 

κι άρα o 9 9
5 2+  δεν διαιρείται από το 3. 

Επίσης, αφού ( )3 3
5 2 1 mod 9  −  είναι 

( )6 3 3 6 2 2
5 5 2 2 ( 1) ( 1)( 1) ( 1) 3 mod 9+ +  − + − − + −  , 

που σημαίνει ότι o  

6 3 3 6
5 5 2 2+ +  

διαιρείται από το 3, αλλά όχι από το 9. 

Τέλος, είναι  

3 3 2
5 2 3 13− =  . 

Συνεπώς, η μέγιστη δύναμη του 3 που διαιρεί τον 

αριθμό  

18 18
5 2−  είναι 

3
3 . 

ΛΥΣΗ 4η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Από το ανάπτυγμα του διωνύμου 
18

(a b)+  κρατάμε 

τους 4  τελευταίους όρους, όσους δηλαδή έχουν 

εκθέτη του a  μικρότερο ή ίσο του 3 .  

Θα δώσει για κάποιον ακέραιο A ότι  

18 4 3 1518 17 16
(a b) Aa a b

6

 
+ = + +  

2 16 17 1818 17
a b 18ab b

2


+ + + =  

4 3 15 2 16 17 18
Aa 3 17 16a b 9 17a b 18ab b+   +  + +  

Που για a 3, b 2= =  γίνεται, για κάποιον ακέραιο B , 

της μορφής  

18 18 4 3 17 18
5 (3 2) 3 B 2 3 2 2= + = + +   + =  

4 3 18 18
3 B 3 2 2+  +  

Εύκολα τώρα βλέπουμε ότι η μεγαλύτερη δύναμη του 

3  στο  



www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 25, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

57 
 

18 18 4 3 18
5 2 3 B 3 2− = +   

είναι η 
3

3 . 

ΑΣΚΗΣΗ    66. 

Να βρεθούν όλα τα ζεύγη (x, y)  με x, y Z  που 

ικανοποιούν τις σχέσεις  

2 2
| x 2y | 1−   και | 3x 4y | 1−  . 

Προτείνει: Λάμπρος Κατσάπας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=65011 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

 
2 2

x 2 y
2 2 2 2

x 2y 1 x 2y 1,0,1
− 

−   − = −  

 
3x 4y

| 3x 4y | 1 3x 4y 1,0,1
− 

−   − = −  

Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

2 2 2 2
x 2y 1 x 2y 1− = −  = −  

επίσης βλέπουμε ότι x  περιττός. 

i)  

4y 1
3x 4y 1 x

3

−
− = −  =  

Αντικαθιστούμε  

2

2 216y 8y 1
2y 1 2y 8y 10 0

9

− +
= −  + − =   

1 2
y 5, y 1= − =  

και έχουμε τις λύσεις  

( ) ( )x, y 7, 5 , (1,1)= − −  

ii)  

3x 4y 0 2 / x− =   

άτοπο (η περίπτωση x, y 0=  οδηγεί σε άτοπο). 

iii) Αν 

4y 1
3x 4y 1 x

3

+
− =  =  

Αντικαθιστούμε και οδηγούμαστε στην  

2

1 2
2y 8y 10 y 1, y 5− +  = − =  

και έχουμε τις λύσεις  

( ) ( ) ( )x, y 1, 1 , 7,5= − −  

( )2 2
x 2y 0 x, y (0,0)− =  =  

η οποία ικανοποιεί και την δεύτερη συνθήκη. 

2 2 2 2
x 2y 1 x 2y 1− =  = + , 

πάλι πρέπει x  περιττός . 

Ακολουθούμε την ίδια μέθοδο και παίρνουμε τις 

λύσεις  

( ) ( ) ( )x, y 3, 2 , 3, 2= − − . 

ΑΣΚΗΣΗ    67. 

Το ύψος AD h= , του τριγώνου ABC , είναι σταθερό 

και το ορθόκεντρο του τριγώνου είναι το  μέσο του 

AD , ονομαζόμενο M . Η κορυφή B  μετακινείται και 

έστω BD x= .   

α) Υπολογίστε το εμβαδόν του τριγώνου MDC  

συναρτήσει του x . 

 

β) Υπολογίστε το λόγο:  

(AEM )

(MDC)
 

συναρτήσει του x .  

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=65011
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=65011
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Εφαρμογή: 
h

x
3

= . 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=63978 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) 

Το ύψος τέμνει τον περίκυκλο του τριγώνου στο S  

(αφού δεν το χρησιμοποίησε ο θεματοδότης το έβαλα 

εγώ) 

 

α) Ως γνωστόν είναι,  

h
DS DM

2
= =  και 

2
h

BD DC AD DS x(a x)
2

 =   − =   

2 2
h 2x

a
2x

+
=  

1 h
(MDC) (a x)

2 2
= −   

3
h

(MDC)
8x

=  

β)  

2 2
h h

AE AB AE
2 2AB

 =  =   

2

2 2

h
AE

2 h x
=

+
 

2

2

(AEM) AE
...

(MDC) (a x)
= 

−
 

2

2 2

(AEM) x

(MDC) h x
=

+
 

και για  

h
x ,

3
=  

(AEM ) 1

(MDC) 10
= . 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Ρίζος) 

 

Θέτω  

(BD) a, a 0=   αντί για (BD) x= . 

Έστω   

h
D(0,0), A(0, h), M(0, ), h 0

2
  

και B( a,0),a 0−  . 

Τότε  

h a h
AB : y x h, EC : y x

a h 2
= + = − +  , 

άρα 
2

h
C , 0

2a

 
 
 

 . 

Οπότε  

( )
2 3

1 1 h h h
MDC MD DC

2 2 2 2a 8a
=  =   =   . 

Είναι  

( )
( )2 2 2 222

2

2

h h ah h
MC

2a 2 4a

+   
= + =   

  
 , 

οπότε, λόγω της ομοιότητας είναι 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63978
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63978
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( )

2

2 2

2 22 2 2

2

h

(AEM) AM a4

(MDC) MC h ah h a

4a

 
= = = 

++ 
. 

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Φραγκάκης) 

 

Προφανώς  

D C M D A B D C M E A M   . 

Θέτω DC y=   κι έχω:  

2

2

2

h
DC DM

y 2
AD DB

h x
AM

AM
MC

MC


 =  = 
  

 = 
=  



 

2

2

2

2

2

h
y

2x

h

4

h
y

4


= 




 =


+ 


. 

Έτσι: 

α)        

3
1 1 h h

(MDC) DC DM y
2 2 2 8x

=  = = , 

ενώ  

β)    
2

2

2 2

(AEM) x

(MDC) x h
=  =

+
. 

ΛΥΣΗ 4η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

 

Είναι  

( ) ( )
ah xh

ABC 2S ABD 2S
2 2

= +  = +   

( )h a x
S

4

−
=  

Αλλά  

2

h

DC MD a x h2tan a x
AD BD h x 2x

−
 = =  =  − = . 

Άρα  

( )
3

h
S MDC

8x
= =  

Είναι  

( )
2 2 4

22

2

h h h
MC a x

4 4 4x
= + − = +  

και  

( )

( )

2

2

2 42

2

h

AEM AM 4

h hMDC MC

4 4x

= = 

+

 

( )

( )

2

2 2

AEM x

MDC x h
=

+
. 
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ΑΣΚΗΣΗ    68. 

Πόσα υποσύνολα του συνόλου  

{1,2,3,...,11,12,13}  

έχουν ακριβώς τρία στοιχεία και το άθροισμα των 

στοιχείων τους διαιρείται με το 3; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=65133 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

Θεωρούμε τα σύνολα  

 

 

 

A 1, 4,7,10,13

B 2,5,8,11

C 3,6,9,12

= 


= 
= 

 

(σε κάθε σύνολο τα στοιχεία είναι ( mod 3) . 

Αν επιλέξουμε τρεις από το C  παίρνουμε 
4

4
3


 
 

=


 

υποσύνολα. 

Αν επιλέξουμε 1  από το C  τότε θα πρέπει  να 

επιλέξουμε ένα στοιχείο από τα ,  . Άρα άλλα 

4 4 5 80  =  υποσύνολα. 

Αν επιλέξουμε 2  από το C  τότε δεν μπορούμε να 

πετύχουμε σύνολο με άθροισμα πολλαπλάσιο του 3 . 

Αν δεν επιλέξουμε στοιχείο από το C  τότε : 

Αν δεν επιλέξουμε και από το A  έχουμε 
4

4
3


 
 

=


 

σύνολα (επειδή 2 2 2 0( mod3)+ +  ) 

Αν επιλέξουμε ένα (από το A  θα εννοείτε πιο κάτω) 

δεν γίνεται (1 2 2 1( mod 3)+ +  − ) 

Αν επιλέξουμε 2  δεν γίνεται ( 2 2 1( mod3)+  ) 

Αν επιλέξουμε 3  έχουμε 
5

10
3


 
 

=


 υποσύνολα. 

Συνολικά 98 . 

ΑΣΚΗΣΗ    69. 

Για τους  θετικούς αριθμούς x, y  και z  ισχύει ότι  

2 2 2
16 x 25 y 36 z 12− + − + − =  

Αν το άθροισμα των x, y  και z  είναι 9 , να βρείτε το 

γινόμενό τους. 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=61439 

ΛΥΣΗ (Παύλος Μαραγκουδάκης) 

Είναι  

0 x 4   , 0 y 5  , 0 z 6  . 

Υπάρχουν οξείες γωνίες a, b,c  ώστε  

x 4sin a, y 5sin b,z 6sin c= = = . 

Τότε  

4cosa 5cos b 6cosc 12+ + =  

και  

4sin a 5sin b 6sin c 9+ + = . 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς  

1 2 3
z cosa isin a,z cos b isin b,z cosc isin c= + = + = + . 

Τότε 

1 2 3
4z 5z 6z 12 9i+ + = +  

οπότε  

1 2 3 1 2 3
| 4z 5z 6z | 15 4 | z | 5 | z | 6 | z |+ + = = + +  

αφού 
1 2 3

| z | | z | | z | 1= = = . 

 Άρα 
1 2 3

z z z= = , οπότε  

12 18
x , y 3, z

5 5
= = =  και 

648
xyz

25
= . 

ΛΥΣΗ 2η (Ανδρέας Πούλος) 

Μια γεωμετρική λύση. 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=65133
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=65133
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=61439
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=61439


www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 25, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

61 
 

Κατασκευάζουμε ορθογώνιο τρίγωνο ABC  με  

AB 12= , BC 9= , AC 15= . 

Αυτή κατασκευή υπαγορεύεται από τα δεδομένα του 

προβλήματος και γίνεται κατανοητή στη συνέχεια. 

Να παρατηρήσετε το συνημμένο σχήμα. 

 

Ορίζω BC x=  και ED 4= , προκύπτει ότι 

2
BE 16 x= − . 

Ορίζω DE y=  και EF 5= , προκύπτει ότι 

2
FD 25 y= − . 

Ορίζω ZC z=  και EF 6= , προκύπτει ότι 

2
IE 36 z= − . 

Στο συνημμένο σχήμα έχουμε παραλληλόγραμμα και 

όμοια τρίγωνα. 

AB = 12 είναι το άθροισμα των τριών ριζών 

BC = x + y + z = 9 

AC = 4 + 5 + 6 = 15 

Από τα όμοια τρίγωνα EBD , ABC  προκύπτει η 

αναλογία 

2
EB BD D 16 x x 4

AB BC AC 12 9 15

−
= =  = =   

12
x

5
=  

Με όμοιο τρόπο, πάλι από τα όμοια τρίγωνα 

προκύπτει ότι y 3=  και z 18 / 5= . 

ΛΥΣΗ 3η (Σωτήρης Λουρίδας) 

Ας δούμε και την εκδοχή που ακολουθεί και που είναι 

απλή εφαρμογή της ταυτότητας Lagrange: 

Για την λύση της άσκησης θεωρούμε 

x 4a, y 5b, z 6c= = =  

οπότε παίρνουμε  

4a 5b 6c 9+ + =  και 

2 2 2
4 1 a 5 1 b 6 1 c 12− + − + − = . 

Αν υψώσουμε στο τετράγωνο τις σχέσεις αυτές 

έχουμε:  

2

4 times 5 times 6 times

a ... a b ... b c ... c 81

− − −

 
+ + + + + + + + = 

 

 και 

2
2 2 2 2

4 times 5 times

2 2

6 times

1 a ... 1 a 1 b ... 1 b

144

1 c ... 1 c

− −

−

 − + + − + − + + − +
 
  =
 + − + + −
 
 

 

Αν τώρα θεωρήσουμε την ανάπτυξη των πρώτων 

μελών κατά τη ταυτότητα Lagrange  

2

2 2 2

1 2 15

15 times
15 times

x x ... 1 1 ... 1

−
−

   
 + + + = + + +  
    

 

2 2 2

1 2 15

15 times

x x ... x K

−

 
  + + + −
 
 

 

με το K  να είναι άθροισμα τετραγώνων και 

προσθέσουμε κατά μέλη, θα πάρουμε a b c= =  αφού 

θεωρούμε ως συντελεστές την μονάδα που 

εμφανίζεται 15  φορές επί το 15  μέσα λόγω των 

απλοποιήσεων κατά τη πρόσθεση που δίνει το 

15 15 225 =  και που επίσης το 225  προκύπτει από 

την πρόσθεση αυτή και στο δεύτερο μέλος. Έτσι για το 

άθροισμα των τετραγώνων  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
K a b b c c a ... 1 b 1 a= − + − + − + + − − −  
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που προκύπτει έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
a b b c c a ... 1 b 1 a 0− + − + − + + − − − =  

Εύκολα πλέον παίρνουμε  

3
a b c

5
= = =  

άρα και τις τιμές  

12 18
x , y 3, z

5 5
= = = . 

Οι τιμές αυτές επαληθεύουν τις εξισώσεις. Τελικά 

παίρνουμε  

648
xyz .

25
=  

 

 (*)  Υπενθυμίζουμε ότι η γενική μορφή της 

ταυτότητας του Lagrange είναι:  

n n

2 2

i i

i 1 i 1

a b

= =

   
−   

   
   
   ( )

2
n

2

i i 1 2 2 1

i 1

a b a b a b

=

 
= − + 

 
 
  

( )
2

1 3 3 1
a b a b ...− + +  ( )

2

1 n n 1
a b a b− +  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 3 2 2 n n 2 n 1 n n n 1
a b a b ... a b a b ... a b a b

− −
− + + − + + −  

 

(**) Θεωρώ ότι θα επιλύεται και με θεώρηση 

κατάλληλων διανυσμάτων που τελικά βγαίνουν 

γραμμικώς εξαρτημένα έως ίσα, καθότι ήδη είδαμε την 

πανέμορφη λύση με μιγαδικούς του Παύλου. 

Πράγματι έχουμε και τη διαπραγμάτευση που 

ακολουθεί: 

( ) ( ) ( )2 2 2
a 16 x , x , b 25 y , y , c 36 z , z= − = − = −   

2 2
a b c 12 9 a b c 15 a b c+ + = +  + + = = + + , 

που σημαίνει ότι θα υπάρχουν θετικοί v, t  τέτοιοι που  

b va=  και c ta= . 

Άρα παίρνουμε   

y vx=  και 2 2 2
25 v x v 16 x− = − , 

οπότε 
5

v
4

= . 

Όμοια έχουμε  

z tx=  και 2 2 2
36 t x t 16 x− = − , 

οπότε 
6

t
4

= . 

 Έτσι οδηγούμαστε στις  

5x 6x
y z

4 4
=  =  

άρα  

5x 6x 12
x 9 x

4 4 5
+ + =  = , 

από όπου προκύπτουν οι  

y 3=  και 
18

z
5

= , 

τιμές που επαληθεύουν. 

ΑΣΚΗΣΗ    70. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ABC, (AB AC)= , το σημείο S  

είναι η τομή του ύψους AD  με τη διχοτόμο BE . Αν 

το τρίγωνο  SAE  είναι επίσης ισοσκελές, (SA SE)= , 

τότε: 

α) Βρείτε το μέτρο της γωνίας Ĉ  

β) Υπολογίστε το λόγο: 
AD

BE
. 

 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 
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Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=63477 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) 

Ξεκινάμε με κυνήγι γωνιών, τα ίχνη του οποίου 

φαίνονται στο σχήμα. 

 

Είναι  

ˆBEC B BAD= +  

 άρα  

90 180 2 90
  
+  −  = −  −  =      (1) 

Επίσης, στο DAC  είναι  

2 90


 +  =    (2) 

Από (1) και (2) έχουμε  

54 , 18
 

 =  = , άρα Ĉ 36


=  

Είναι AD 36 b


=    . 

Από Ν. Ημιτόνων στο BEC  είναι  

BE a 36
BE a

36 54 54



  


=  = 

  
. 

Επίσης  στο ABC  είναι  

b a b 36

36 108 a 2 54 54



   


=  =

    
 . 

Οπότε  

AD b 54 36 1
54

BE a 2 54 54 2

 



 

  
=   = =

  
. 

Με άλλα λόγια σε ένα κανονικό πεντάγωνο το ύψος 

AM  είναι το μισό της διχοτόμου BK . 

 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

α)              3 2 90 18
 

 +  =   =  Ĉ 36


=  

 

β)              
AS 2b AS 2b

SD a AD a 2b
=  = 

+
  

(a 2b)AS
AD

2b

+
=   (1)  

BS a b BE a 2b

SE b SE b

+ +
=  =   

(1)AS SE(a 2b)SE (a 2b)AS
BE   

b b

=+ +
= =   

AD 1

BE 2
=  

Ένα άλλο ενδιαφέρον στοιχείο είναι ότι ο έγκυκλος 

του τριγώνου διέρχεται από το μέσο της διχοτόμου. 

Αλλιώς για το β)  

 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63477
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63477
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Αν M  είναι το μέσο της διχοτόμου τότε το AMDE  

είναι ισοσκελές τραπέζιο. Άρα, 
BE

AD ME
2

= = . 

ΛΥΣΗ 3η (Νίκος Φραγκάκης) 

 

α) Προφανώς:  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆC 2 C 9 C, 0 


=   = +  = − 

ˆ ˆ ˆ18 C 3 ,6 54
  

 =  =  =  

β) Έστω M  το μέσο του BE . Τότε  

AC
MD / /

2
= , 

συνεπώς: το τρίγωνο SMD  είναι και αυτό ισοσκελές.  

Θέτω:  

SA SE x= =  και SD SM y= = . 

Επειδή  

1 AD 1
AD x y ME BE

2 BE 2
= + = =  =  

ΛΥΣΗ 4η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

 

0 0A 3C
5C 180 C 36

2 2
 = =  =  =  

Έστω CL BE⊥  και AH CL⊥ . 

Τότε, AC  διχοτόμος της  

ZC B AD AH


 =  και 
BC

HC CD
2

= =  

Ισχύει   

AH HC BC
AH / /EL (1)

EL CL 2LC
 = =  

και  

EL LC
(2)

BE BC
=  

AH 1 AD 1
(1) (2)

BE 2 BE 2
  =  = . 

ΛΥΣΗ 5η (Γιάννης Στάμου) 

 

α)  Για τις γωνίες  

ˆABE EBC , BAD DAC ,C 2= =  = =  =   

στα τρίγωνα ABE, ABC  

0 0
3 180 ,4 2 180 ,+  =  +  =  

0 0 0ˆ18 , 54 ,C 36 =  = =  

β)       0
ALD 3 54 , AD DL,=  = =  =  =  

DL LC DL EC
JL / /BE, BE (1)

BE EC LC


=  =  

Θεώρημα διχοτόμου στο τρίγωνο ABC,  

ab
EC (2)

a b
=

+
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Από Θ. Μενελάου στο τρίγωνο ABC  με τέμνουσα  

AL a 2b ab
JDL, LC ,

LC a 2(a b)

+
=  =

+
 

AD 1
(3), (1), (2), (3) BE 2 2AD

BE 2
 =  =  = . 

ΑΣΚΗΣΗ    71. 

Ο εγγεγραμμένος κύκλος τριγώνου ABC  με 

AB 8, AC 10= =  εφάπτεται της BC  στο D  και η AD  

τον επανατέμνει στο E . 

 Η εφαπτομένη του κύκλου στο E  τέμνει τις Ab, AC  

στα M, N  αντίστοιχα. Αν AM m, AN n= =  και 

9n 10
BC

7

+
= , να υπολογίσετε το λόγο 

m

n
. 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=63669 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Σίγουρα θα υπάρχει κάτι πιο απλό και όμορφο... 

 

Έστω S   το σημείο τομής της ευθείας   με την 

ευθεία BC .  

Από το θεώρημα Μενελάου στο τρίγωνο CSN  με 

διατέμνουσα την ευθεία DE , έχουμε 

NE SD CA NE CA
1 1

ES DC NA DC NA
  =   =   

AZ AN CA p BC AN CA
1 1

DC NA p AB NA

− − −
 =   = 

−
 

116 23n 10
1 n 4

9n 24 n

−
 =  =

+
 

Όπου  

AB AC BC 136 9n
p

2 14

+ + +
= =  

η ημιπερίμετρος του τριγώνου ABC . 

Από το θεώρημα Brianchon στο εκφυλισμένο 

εξάγωνο BMENCD , οι διαγώνιοί του BN,CM, DE  

θα τέμνονται στο ίδιο σημείο, έστω το P . Τότε από το 

θεώρημα Ceva στο τρίγωνο ABC θα έχουμε 

BM AN CD BM AN p AB
1 1

MA NC DB MA NC p AC

−
  =    = 

−
 

8 m n 9n 24
1

m 10 n 9n 4

− +
  = 

− −
 

8 (10 n)(9n 4)
1

m n(9n 24)

− −
− = 

+
 

8 (10 n)(9n 4) n(9n 24)

m n(9n 24)

− − + +
= 

+
 

m 8(9n 24)

n (10 n)(9n 4) n(9n 24)

+
= 

− − + +
 

m 10

n 9
=  

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Να δώσω μια διαφορετική προσέγγιση.  

Φέρνω  

MP / /BC, NQ / /BC  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63669
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=63669
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και έστω s  η ημιπερίμετρος του ABC . 

 

Είναι,  

9n 10 136 9n
s 9

14 14

+ +
= + =   

116 9n
s a

14

−
− =  

n QN n QN AZ s a 116 9n

10 DC 10 s 8 s 2 s 2 164 9n

+ − −
= = = = = 

+ − + + +
 

n 4=  

Ομοίως, 

n 4m s a 116 9n 40
m

8 s 2 108 9n 9

=− −
= =  =

− +
 

 και  

m 10

n 9
= . 

ΑΣΚΗΣΗ    72. 

Θεωρούμε αριθμούς a, b, c,d  τέτοιους ώστε  

3 2

3 2

3 2

3 2

a 3ab 16

b 3a b 42

c 3cd 24

d 3c d 38

− =


− = 


− = 
− = 

. 

Να βρεθεί ο λόγος 

3
2 2

2 2

a b
.

c d

 +
 

+ 

 

Για την απλοποίηση του προβλήματος, άλλαξα το 

αρχικό ζητούμενο από τον λόγο 
2 2

2 2

a b

c d

+

+
, ο οποίος 

μπορεί να είναι μιγαδικός αριθμός, στον κύβο του 

λόγου αυτού. 

Προτείνει: Αχιλλέας Συνεφακόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=66193 

ΛΥΣΗ (Θάνος Μάγκος)   

Υποθέτω ότι οι a, b, c,d  είναι πραγματικοί. 

Είναι 

3 3 2 2 3
(a bi) a 3a bi 3ab b i 16 42i+ = + − − = −   

2 2 3 2 2
(a b ) 16 42 2020+ = + = . 

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε ότι  

2 2 3 2 2
(c d ) 24 38 2020+ = + = . 

Άρα ο ζητούμενος λόγος ισούται με 1 . 

ΛΥΣΗ 2η (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

Χωρίς χρήση μιγαδικών: 

( )
3

2 2 6 6 4 2 4 2
a b a b 3a b 3b a+ = + + + =  

6 6 4 2 4 2 4 2 4 2
a b 9a b 9b a 6a b 6b a+ + + − − =  

( )6 4 2 2 4 6 2 4 4 2
a 6a b 9a b .. (b 6a b 9a b )− + + + − + =  

( ) ( )
2 2

3 2 3 2 2 2
a 3ab b 3a b 16 42− + − = + =  

2 2
2020 24 38 ...= = + = =  

3 2 2 3 2 2 2 3
(c 3cb ) (b 3bc ) (c b )− + − = +   

3
2 2

2 2

a b
1

c d

 +
= 

+ 

. 
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ΑΣΚΗΣΗ    73. 

Αν x, y , να δείξετε ότι   

2 2 3 2 2 2
4(x xy y ) 27x y (x y)+ +  + . 

Πότε ισχύει το ίσον;  

                                                   Ευκλείδης Α Λυκείου 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=177&t=65079 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

Η ανισότητα γράφεται  

( )
3

2 2 2
4 (x y) xy 27(xy) (x y)+ −  +  

Θέτω x y a, xy b+ = =  και ισχύει  

2

2 a
a 4b b , (1)

4
    

Εκτελούμε τις πράξεις και αρκεί  

6 4 2 2 3
4a 12a b 15a b 4b 0− − −   

Είναι  

6 4 2 2 3
4a 12a b 15a b 4b− − − =  

6 4 2 2 4 2 2 3
4a 4a b a b 16a b 16a b 4b+ + − − − =  

2 2 2 2 4 2 2
a (4a 4a b b ) ... 4b(4a 4a b b )+ + − − + + =  

2 2 2
(a 4b)(2a b) 0− +   

Η ισότητα όταν 2
a 4b=  , x y=  ή όταν  

2 2 2
2a b 0 2x 5xy 2y 0+ =  + + =   

y
x 2y, x

2

−
= − =  

ΛΥΣΗ 2η (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Το ίδιο πρώτο βήμα με του Πρόδρομου αλλά θα 

χρησιμοποιήσω s x y= +  και p xy= . Θα 

χρησιμοποιήσω επίσης τη γνωστή ανισότητα 
2

s 4p   

με ισότητα αν και μόνο αν x y= . 

Θέλουμε να δείξουμε ότι:  

2 3 2 2
4(s p) 27p s−  

Έχουμε: 

3
2 6

2 3 2 2 2s 27s
4(s p) 4 s 27s p

4 16

 
− − =   

 

 

όπως θέλαμε να δείξουμε.  

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 2
s 4p=  το οποίο 

είναι ισοδύναμο με x y= . 

Ίσως λίγο δύσκολη για Ευκλείδη Α' Λυκείου. 

ΛΥΣΗ 3η (Σταύρος Παπαδόπουλος) 

Αν τα x, y  είναι ομόσημα τότε οι λύσεις του Δημήτρη 

και του Πρόδρομου είναι μια χαρά. 

Αν είναι ετερόσημα γράφεται   

2 2 3 2 2 2
4(x xy y ) 27x y (x y) .− +  −  

με x,y ομόσημα. 

Λόγω ομογένειας μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

x y 1− =  

Θέτοντας a xy=  

η προς απόδειξη γράφεται  

3 2
4(1 a) 27a+   

με  a  μη αρνητικό. 

Αλλά  

3 2 2 1
4(1 a) 27a 4(a 2) (a ) 0

4
+ − = − +   

για a 0 . 

ισότητα έχουμε σε αυτή την περίπτωση για x 2y=  

Δηλαδή στην αρχική έχουμε ισότητα αν  

x y=  η x 2y= −  η y 2x= − . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=177&t=65079
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ΛΥΣΗ 4η (Ορέστης Λιγνός) 

Μία άλλη λύση.  

Θέτω, x yk=  και αρκεί να δείξω ότι (μετά από κάποιες 

πράξεις), 

6 2 3 6 2 2
4y (k k 1) 27y k (k 1)+ + + . 

Αν 6
y 0=  τότε προφανώς η δοσμένη ισχύει ως 

ισότητα. 

Αν 6
y 0 , απλοποιώ και αρκεί  

2 3 2 2
4(k k 1) 27(k k)+ + + . 

Έστω, 
2

k k M+ =  και αρκεί  μετά τις πράξεις  

2
(M 2) (4M 1) 0− +   

που ισχύει διότι 
2

(M 2) 0−   και  

2 2
4M 1 4(k k) 1 (2k 1) 0+ = + = + + , 

οπότε η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Η ισότητα, όταν  

M 2=  ή M 1 / 4= − . 

Αν  

2
M 2 k k 2 k {1, 2}=  + =   −  

άρα x y=  ή x 2y= − . 

Αν  

y
M 1 / 4 k 1 / 2 x

2

−
= −  = −  = . 

ΛΥΣΗ 5η ( Σταύρος Παπαδόπουλος) 

Να το δούμε και λίγο διαφορετικά. 

Αν y 0=  προφανώς ισχύει. 

Διαιρώντας με το y  και θέτοντας 
x

a
y

=  

γράφεται  

2 3 2 2
4(a a 1) 27a (a 1)+ +  +  

Θέτοντας r a(a 1)= +  γίνεται 

3 2
4(r 1) 27r+   

που ισχύει λόγω του ότι  

3 2 2 1
4(r 1) 27r 4(r 2) (r )

4
+ − = − +  

και 

1
a(a 1)

4
+   

ΛΥΣΗ 6η (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

Διαφορετικά από εδώ.  

Γνωρίζουμε ότι η διακρίνουσα του πολυωνύμου  

3
f (x) x px q= + +  

είναι  

3 2
4p 27q = − − . 

Επιλέγοντας  

2
p (k k 1)= − + +  και 

2
q k k= +  

αρκεί να δείξω ότι 0  .  

Αυτό είναι ισοδύναμο με το πολυώνυμο να έχει τρεις 

πραγματικές ρίζες με την ισότητα να λαμβάνεται όταν 

τουλάχιστον δύο από τις ρίζες είναι ίσες.  

Έχουμε  

3 2 2
f (x) x (k k 1)x k k= − + + + + . 

Παρατηρούμε ότι η x 1=  είναι ρίζα οπότε 

παραγοντοποιούμε ως 

2 2
f (x) (x 1)(x x (k k))= − + − + =  

(x 1)(x k)(x k 1)− − + + . 

Άρα όντως όλες οι ρίζες είναι πραγματικές με ισότητα 

αν και μόνο αν  

k 1=  ή k 1 1− − =  ή k k 1= − −  



www.mathematica.gr Εικοσιδωδεκάεδρον Τεύχος 25, ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

69 
 

που δίνουν 1

2
k 1, 2,= − −  αντίστοιχα. 

ΛΥΣΗ 7η (ksofsa) 

Μια ακόμα λύση: 

Διακρίνουμε 2 περιπτώσεις: 

1) Οι x, y  είναι ομόσημοι. 

Τότε, δεδομένης της μορφής της ανισότητας, μπορώ 

να υποθέσω ότι x, y θετικοί , χωρίς βλάβη της 

γενικότητας. Από την ανισότητα Αριθμητικού – 

Γεωμετρικού μέσου έχω  

2 2 227 x(x y) y(x y)
x y (x y) 27xy

4 2 2

+ +
+ =     

2 2

3x y 4xy
( )

2

+ +
  

Επομένως αρκεί ν.δ.ό. 

2 2 3

2 2 3

3

(x 4xy y )
(x xy y )

2

+ +
+ +    

2 2 2 2
2x 2xy 2y x 4xy y+ +  + +   

2
(x y) 0−   

που ισχύει. 

2) Οι x, y  ετερόσημοι. 

Έστω x 0, y 0  . 

Θέτω a y 0= −  . 

Οπότε, η ανισότητα γράφεται: 

2 2 3 2 2 2
4(x ax a ) 27a x (x a)− +  −  

Θέτω b x a= −  και υποθέτω χωρίς βλάβη της 

γενικότητας ότι b 0  

Τότε η ανισότητα γράφεται 

2 2 3 2 2 2
4(a ab b ) 27a b (a b)+ +  + , 

που ισχύει λόγω της πρώτης περίπτωσης. 

ΛΥΣΗ 8η (Γιώργος Βισβίκης) 

Για την ιστορία: Την άσκηση την βρήκα σε ένα παλιό 

μου τετράδιο, όταν ήμουν ακόμα μαθητής. Την είχαμε 

κάνει στο φροντιστήριο με καθηγητή τον Λάζαρο 

Θρουμουλόπουλο και με την υπόδειξη: 

Χρησιμοποιήστε (χωρίς αυτό να είναι απαραίτητο) τον 

μετασχηματισμό x y a− =  και  xy b.=   

Οπότε έχουμε: 

2 3 2 2 2
4(a 3b) 27b (a 4b) ...+  +   

2 2 2
a (2a 9b) 0 +   

που ισχύει. 

Η ισότητα επιτυγχάνεται για  

a 0=   x y=  ή 
2

2a 9b 0+ =    

1
y 2x y x

2
= −  = −  

ΛΥΣΗ 9η (Θανάσης Κοντογεώργης) 

Αν xy 0  είναι άμεσο από την χρήσιμη σχέση  

2 2 23
x xy y (x y)

4
+ +  +  

και την 
2

(x y) 4xy.+   

Αν xy 0  είναι η AM-GM για τους αριθμούς  

2 xy xy
(x y) , ,

2 2
+ − − . 

Σιλουανός Μπραζίτικος 

Ένα αρχαίο ποστ από 

εδώ: https://artofproblemsolving.com/communi ... 

829p332359 

ΑΣΚΗΣΗ    74. 

Ο λόγος ενός τριψήφιου φυσικού αριθμού προς το 

άθροισμα των ψηφίων του είναι ακέραιος αριθμός.  

α) Μπορεί αυτός ο λόγος να ισούται με 84 ; 

β) Ποια είναι η ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει 

αυτός ο λόγος, αν το πρώτο ψηφίο του τριψήφιου 

αριθμού είναι ίσο με 4 ; 

https://artofproblemsolving.com/community/q5h52829p332359
https://artofproblemsolving.com/community/q5h52829p332359
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        Πηγή: Ενιαία Κρατική Εξέταση, Ρωσία 2021. 

Προτείνει: Αλέξανδρος Κουτσουρίδης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=70156 

ΛΥΣΗ (Φώτης Μαραντίδης) 

Για το α) Έστω ο τριψήφιος είναι ο  ( 1, 2,...,9 = ,

0,1,2,...,9 =  και 0,1,2,...,9 = ) που μπορεί να 

γραφτεί 100 10 =  +  +  . και ο λόγος  

100 10
84

 +  + 
= 

 +  + 
 

100 10 84 84 84 + +  =  +  +   

16 74 83 =  +   

Η μεγαλύτερη τιμή που μπορεί να πάρει το α είναι 9,  

άρα το αριστερό μέρος της ισότητας μπορεί να είναι  

144. 

Όμως το αριστερό μέρος δεν μπορεί να είναι ίσο με 

144 για όποια τιμή και αν πάρουν τα β και γ. 

Για 9 =  που είναι ο μεγαλύτερος αριθμός που 

μπορεί να πάρει τα β & γ μπορούν να είναι 0 ή 1 γιατί, 

αν κάποιο είναι 2 τότε το άθροισμα θα είναι 

μεγαλύτερο του 144. 

Αν είναι και τα δύο 1, πάλι το άθροισμα είναι 

μεγαλύτερο. Οπότε ή είναι 0 και τα δύο ( άτοπο γιατί 

το 16α με α διάφορο του 0 , δεν μπορεί να κάνει 0) ή 

το 1 να είναι  0 και το άλλο 1. Πάλι όμως είναι άτοπο 

γιατί το 16α δεν μπορεί να είναι ίσο, ούτε με το 74, 

ούτε με το 83 για οποιαδήποτε τιμή του α. 

ΛΥΣΗ (Μιχάλης Λάμπρου) 

α) (η λύση του Φώτη εξετάζει μόνο την περίπτωση 

a 9= ).  

Έστω  

100a 10b c
84

a b c

+ +
=

+ +
 

(όπου a 0  και, εννοείται, a 9 ). Θα βγάλουμε 

άτοπο. Πράγματι, σε αυτή την περίπτωση είναι  

100a 10b c 84(a b c)+ + = + + , 

άρα   

16a 74b 83c (*)= + . 

Δεν μπορεί c 0=  γιατί τότε  16a 74b=  άρα b 0 .  

Έτσι 8a 37b=  και άρα 37 / a  άτοπο αφού a 9 .  

Από την (*)  έχουμε τότε ότι c  (μη μηδενικός) άρτιος 

αριθμός, άρα  

16a 74b 83c 83c 83 2= +    , 

οπότε 
83 2

a 10
16


  , άτοπο. Τελειώσαμε 

Ας δούμε λοιπόν το β).  

Απάντηση: 26 . Πράγματι,  

400 10b c 360 9c
10

4 b c 4 b c

+ + −
= + 

+ + + +
 

360 81 279
10 10 22,5

4 9 9 22

−
 + = + 

+ +
 

Οπότε το κλάσμα (ως ακέραιος από τα δεδομένα) είναι 

23 .  

α) Θα δούμε ότι τελικά η ελάχιστη τιμή δεν μπορεί να 

είναι 23 . Πράγματι, για τον 23  έπρεπε να υπάρχουν 

b,c  με  

400 10b c 23(4 b c)+ + = + + , 

άρα   

308 13b 22c= + . 

Άρα b  άρτιος και άρα  

308 13 8 22 9 302  +  = , 

άτοπο. 

β) Άρα το κάτω φράγμα είναι 24 . Θα δούμε ότι ούτε 

το 24  μας κάνει. Αλλιώς  

400 10b c 23(4 b c)+ + = + + , 

άρα  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=70156
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=70156
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304 14b 23c (*)= + . 

Άρα ο c  άρτιος και άρα  

304 14 8 23 8  +  , 

που σημαίνει ότι 120 14b .  

Άρα b 8 , δηλαδή b 9= .  

Αλλά τότε η (*)  δίνει  

304 14 9 23c=  + , ή 
178

c
23

= , 

που δεν είναι ακέραιος. Άτοπο. 

γ) Δοκιμάζουμε τον 25 $. Είναι τότε  

400 10b c 25(4 b c)+ + = + + , 

άρα  

300 15b 24c (**)= + . 

Άρα c  πολλαπλάσιο του 5  οπότε η (**)  δίνει  

300 15b 24 5 15 9 24 5 255 +    +  = , άτοπο.  

δ) Πάμε στο 26 .  

Εδώ είναι καλά τα νέα αφού 
468

26
4 6 8

=
+ +

. 

Τελειώσαμε. 

 

Έκανα λίγο ψάξιμο, με βοηθό κάθε τόσο το 

κομπιουτεράκι μου, για να δω τι άλλο θα μπορούσε να 

μπει στην θέση του 84 . Μιλάμε για ακέραιο.  

Πρώτα από όλα η μέγιστη τιμή του  

100a 10b c

a b c

+ +

+ +
 είναι 100 ,  

αφού 

100a 10b c 100a 100b 100c
100

a b c a b c

+ + + +
 =

+ + + +
, 

με ισότητα για καθέναν από τους 100,200,300,...,900 .  

Με συλλογισμό όπως στο ποστ #3 βλέπουμε ότι ο εν 

λόγω λόγος δεν μπορεί να είναι ο 99 . Υπάρχουν και 

άλλα παραδείγματα αλλά αναφέρω προς την θετική 

κατεύθυνση ότι, αντιθέτως, μπορούμε τον 89  από την 

ισότητα  

801
89

8 0 1
=

+ +
. 

'Άλλους που μπορούμε είναι  

910
91

9 1 0
=

+ +
,  

810
90

8 1 0
=

+ +
,  

902
82

9 0 2
=

+ +
, 

720
80

7 2 0
=

+ +
,  

711
79

7 1 1
=

+ +
, 

702
78

7 0 2
=

+ +
, 

912
76

9 1 2
=

+ +
,  

704
64

7 0 4
=

+ +
, και λοιπά. 

ΑΣΚΗΣΗ    75. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ABC , είναι AB 8, AC 6= = . 

Ευθεία κάθετη στην AB , τέμνει την AM στο S , την 

διάμεσο CM στο P  και την CB  στο T . Υπολογίστε 

το 
max

(SP PT) .  

 

Αναζητούνται  πολλοί τρόποι !!! 

Προτείνει: Θανάσης Καραντάνας 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=69431 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Βισβίκης) 

Έστω SM x= . 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=69431
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=69431
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SP x 3x
SP

6 4 2
=  =  και 

ST 4 x 3x 12
ST

6 8 4

+ +
=  =   

12 3x
PT

4

−
=  

2

29(x 4x) 9 9 9
SP PT (x 2)

8 8 2 2

−
 = − = − − +   

Άρα   

max

9
(SP PT)

2
 =  όταν SM x 2= =  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 

Σε αυτή τη θέση τα δύο τμήματα έχουν ίσο άθροισμα 

και γινόμενο  

3
(SP 3, PT )

2
= = . 

Αν το ζητούμενο ήταν: να βρεθεί η θέση του S  ώστε  

SP PT SP PT+ =  , 

τότε εκτός από την παραπάνω  

λύση θα είχαμε και άλλη μία για  

4
x

3
=  και SP PT 2= = . 

 

 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Ρίζος) 

 

Από την ομοιότητα των τριγώνων SPM , AMC έχουμε  

x 3 3
x 6

4 2 2
=  = − 

− 
 

και από την ομοιότητα των τριγώνων STB , ABC  

έχουμε  

x y 3 3
x y 6

8 4 4

+
=  + = − 

− 
 

οπότε, αφαιρώντας κατά μέλη  

3 3
y 2y

4 2
=   =   

Οι θετικοί αριθμοί x, 2 y  έχουν σταθερό άθροισμα 6 , 

οπότε έχουν μέγιστο γινόμενο όταν γίνουν ίσοι (αφού 

μπορεί να γίνουν ίσοι). 

Τότε  

3 3
6 2

2 2
−  =    = . 

Οπότε  

max

3 9
(SP PT) 3

2 2
 =  = . 

ΛΥΣΗ 3η (Γιάννης Στάμου) 

SP x,TP y,AS t,ML AB,ML 3,= = = ⊥ =  
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x 4 t 12 2x
SP / /AC t , (1),

6 4 3

− −
 =  =  

3 4
LM / /ST , (2)

x y 8 t
 =

+ −
 

(1), (2) 
2

x 2y 6, xy 2( y 3y) 2w+ = = − + =   

2
y 3y w 0, 0− + =     

max

9 9 3
w max(xy) , y , x 3

4 2 2
=  = = =  

ΛΥΣΗ 4η (Μιχάλης Τσουρακάκης) 

Με N  μέσον της BC  είναι ME / /DS   

και από θ. κεντρικής δέσμης  

PT MN
1

TD NE
= =  

 

Αν  

SP x=  και PT TD y= = , 

 από  

6 x
x 2y 6 y

2

−
+ =  =  

 και   

(6 x)x
SP PT

2

−
 =  

με  0 x 6    

 που παίρνει μέγιστη τιμή  
9

2
 για x 3= . 

ΛΥΣΗ 5η (Νίκος Φραγκάκης) 

 

Υποθέτουμε το S  κινείται στο ευθύγραμμο τμήμα 

 . Έστω N  το σταθερό μέσο της υποτείνουσας 

BC . 

Ας είναι 
MS

x
MA

= . Θα έχουμε ταυτόχρονα  

PS
x

6

PT
1 x

3


= 


= −


 

2 9
PS PT 18x(1 x) 18x 18x

2
 = − = − +    

2
1

18 x 0
2

 
− − 





 

Άρα όταν το S  είναι το μέσο του   έχω το 

μεγαλύτερο γινόμενο που είναι 4,5 . 

(Γιώργος Βισβίκης) 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ: 

Με την ίδια τεχνική που ακολουθήθηκε παραπάνω, 

βρίσκω: 
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2bx bc 2bx
SP , PT .

c 2c

−
= =  

( )
2

2

2

b
SP PT 2x cx

c
 = − + =  

22 2 2

2

2b c b b
x

c 4 8 8

 
= − − +  

 
 

Άρα,  

2

max

b
(SP PT)

8
 =  για 

c
x

4
=  

ΛΥΣΗ 6η (nickchalkida) 

Η κάθετος από το M  στην  τέμνει την CB  στο N .  

 

 

Τότε είναι 

SP SM

CA AM

PT CP AS

NM CM AM





=

= 


=

 

2

CA MN
SP PT AS ST

AM


 =   

οπότε  

max max
(SP PT) (AS ST) =  , 

και συμβαίνει όταν το S  είναι το μέσον της AM . Τότε 

λοιπόν 

CA MN CA
SP , PT

2 2 4
= = =  

και  

2

max

CA
(SP PT)

8
 = . 

ΑΣΚΗΣΗ    76. 

Δέκα θετικοί ακέραιοι είναι γραμμένοι σε κύκλο. Κάθε 

αριθμός είναι κατά ένα μεγαλύτερος από το μέγιστο 

κοινό διαιρέτη των δύο γειτονικών του. Να βρείτε το 

άθροισμα των δέκα αυτών αριθμών. 

 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=68697 

ΛΥΣΗ (Δημήτρης Χριστοφίδης)  

Ας παρατηρήσουμε ότι δεν μπορεί κάποιος από τους 

αριθμούς να είναι ίσο με 1  αφού τότε ο μέγιστος 

κοινός διαιρέτης των δύο γειτονικών του θα ήταν ίσος 

με 0 , άτοπο. 

Έστω n  ο μεγαλύτερος από τους αριθμούς. Οι δυο 

γειτονικοί του έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη το n 1−  

άρα πρέπει και οι δύο να είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι από 

n 1− . Δεν μπορούν να είναι και οι δύο ίσοι με n  (τότε 

ο μέγιστος κοινός διαιρέτης είναι ίσος και αυτός με n  

άρα είτε ο ένας είναι ίσος με n  και ο άλλος με n 1− , 

είτε και οι δύο είναι ίσοι με n 1− . 

Στην πρώτη περίπτωση πρέπει n 1 / n− , άρα n 2= . 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας έχουμε διαδοχικά τους 

αριθμούς 1, 2, 2 . Αυτό είναι άτοπο αφού είδαμε ότι 

κανένας αριθμός δεν είναι ίσος με 1 .  

Στη δεύτερη περίπτωση έχουμε διαδοχικά τους 

αριθμούς n 1, n, n 1− − . Έστω m  ο επόμενος.  

Τότε gcd(n, m) n 2= − , άρα n 2 / m− .  

Επειδή m n  τότε m {n 2, n 1, n} − − .  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=68697
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Αν m n=  τότε gcd(n, m) n= , άτοπο.  

Αν m n 1= −  τότε n 2 / n 1− −  και n 2 / n−  άρα 

n 2 1− =  και n 3= .  

Τότε έχουμε διαδοχικά τους αριθμούς 2,3, 2, 2 .  

Κάθε άλλος αριθμός πρέπει να είναι ίσος με 2  ή 3 . 

Εύκολα βρίσκουμε ότι η ακολουθία πρέπει να είναι η 

2,3, 2, 2,3, 2, 2,3, 2, 2 . Αλλά τότε ο κύκλος έχει και τρία 

διαδοχικά δυάρια, άτοπο. 

Πρέπει λοιπόν m n 2= − .  

Τότε n 2 / n−  άρα n 2 / 2−  και n 3=  ή n 4= .  

Αν n 3=  τότε m 1= , άτοπο. Άρα n 4= .  

Η ακολουθία ξεκινάει με 3, 4,3, 2 .  

Κάθε άλλος αριθμός είναι ίσος με 2,3  ή 4 .  

Ο επόμενος αριθμός πρέπει να είναι ο 2  ή ο 4 . Δεν 

μπορεί όμως να είναι ο 4  διότι αυτός πρέπει να έχει 

δίπλα του δύο τριάρια. Άρα συνεχίζουμε με 3, 4,3, 2, 2 . 

Ο επόμενος αριθμός είναι ο 3  και ο μεθεπόμενος είτε 

ο 2  είτε ο 4 . Αν είναι ο 4  καταλήγουμε στην 

3, 4,3, 2, 2,3, 4,3, 2, 2  η οποία είναι αποδεκτή. 

 Αν είναι ο 2  καταλήγουμε στις 3, 4,3, 2, 2,3, 2, 2,3, 2  

και 3, 4,3, 2, 2,3, 2, 2,3, 4  οι οποίες όμως απορρίπτονται 

και οι δύο όταν κλείσουμε τον κύκλο. 

Άρα οι αριθμοί είναι οι 3, 4,3, 2, 2,3, 4,3, 2, 2  και 

έχουμε άθροισμα 28 . 

ΑΣΚΗΣΗ    77. 

Για ποιους πραγματικούς αριθμούς a  η διπλή 

ανίσωση  

2
| x 2ax 3a | 2+ +   

έχει μοναδική λύση; 

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=68700 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Μπαλόγλου) 

Για να έχει μοναδική λύση η  

2
x 2ax 3a 2+ +   

πρέπει και αρκεί να ισχύει για κάθε x  η αντίστροφη 

ανισότητα,  

2
x 2ax 3a 2+ +  , 

ΚΑΙ επίσης να έχει μοναδική λύση η ισότητα  

2
x 2ax 3a 2+ + = . 

Αρχίζοντας από την δεύτερη απαίτηση, εξετάζουμε τις 

δευτεροβάθμιες  

2
x 2ax 3a 2+ + =  και 2

x 2ax 3a 2+ + = − : 

η πρώτη έχει μοναδική λύση x a= −  μόνον αν  

2
a (3a 2) 0 a 1 a 2− − =  =  = , 

 η δεύτερη έχει μοναδική λύση x a= −  μόνον αν  

2 3 17
a (3a 2) 0 a

2


− + =  = . 

Εδώ χρειάζεται προσοχή: καλό είναι να ελέγξουμε ότι 

ΟΝΤΩΣ η x a= −  ικανοποιεί τις παραπάνω εξισώσεις 

για τις αντίστοιχες τιμές του a . (NAI, ισχύει ότι θα 

θέλαμε να ισχύει.) 

Πάμε τώρα στην πρώτη απαίτηση: ισχύει η  

2 2 2
x 2ax 3a 2 (x a) 3a a 2+ +   + + −   

(για κάθε x ) για τις παραπάνω τιμές του a ;  

ΝΑΙ αν και μόνον αν  

2
3a a 2 1 a 2−     , 

κάτι που ισχύει για a 1=  και για a 2=  αλλά ΟΧΙ για 

3 17
a

2


= .  

Έχει λοιπόν μοναδική λύση η  

2
x 2ax 3a 2+ +   

μόνον όταν a 1=  ή a 2= .  

ΛΥΣΗ 2η (Δημήτρης Χριστοφίδης) 

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=68700
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=68700
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Λίγο διαφορετικά από του Γιώργου. 

Αν 2
x 2ax 3a 2+ + = −   

για κάποιο x , τότε η  

2
x 2ax 3a+ +  

θα παίρνει όλες τις τιμές στο [ 2, )−   άρα θα παίρνει 

και την τιμή 2  και δεν θα έχουμε μοναδική λύση.  

Στη μοναδική λύση λοιπόν πρέπει να ισχύει ότι  

2
x 2ax 3a 2+ + = . 

Επειδή αυτό ισχύει για μοναδικό x  η διακρίνουσα του  

2
x 2ax (3a 2)+ + −  

είναι ίση με 0 . Άρα 

2
0 4a 12a 8 4(a 1)(a 2)= − + = − −  

που δίνει a 1=  ή a 2= . 

Για a 1=  η ανίσωση γίνεται  

2
x 2x 3 2+ +   

η οποία έχει μοναδική λύση την x 1= −  αφού  

2 2
x 2x 3 (x 1) 2 2+ + = + +   

με ισότητα αν και μόνο αν x 1= − . 

Για a 2=  η ανίσωση γίνεται  

2
x 4x 6 2+ +   

η οποία έχει μοναδική λύση την x 2= −  αφού  

2 2
x 4x 6 (x 2) 2 2+ + = + +   

με ισότητα αν και μόνο αν x 2= − . 

ΛΥΣΗ 3η (Μιχάλης Σουλάνης) 

Η ανίσωση γράφεται:  

2 2
x 2ax 3a 2 0 x 2ax 3a 2 0+ + +   + + −   

Επομένως πρέπει η δεύτερη ανίσωση να έχει λύση , 

δηλαδή πρέπει να είναι: 

2
4a 12a 8 0 a 1 a 2 = − +       

Αν 0   τότε η εξίσωση  

2
x 2ax 3a 2 0+ + − =  

έχει 2 λύσεις, οι οποίες είναι επίσης λύσεις και της 

πρώτης ανίσωσης. 

Επομένως η περίπτωση αυτή απορρίπτεται. 

Αν 0 =  δηλαδή a 1 a 2=  = ,  

η ανίσωση  

2
x 2ax 3a 2 0+ + −   

έχει μοναδική λύση, την x a= −   που είναι λύση και 

της  

2
x 2ax 3a 2 0+ + +  . 

Επομένως η περίπτωση αυτή είναι δεκτή.  

Άρα οι ζητούμενες τιμές είναι a 1=  , a 2= . 

ΑΣΚΗΣΗ    78. 

Να βρεθεί η μέγιστη τιμή της παράστασης 

2 4
x 2 x 4

, x 0.
x

+ − +
  

Προτείνει: Θανάσης Κοντογεώργης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=68699 

ΛΥΣΗ (Γιώργος Ρίζος) 

Μια απόπειρα με "αλγεβρικά" εργαλεία. 

Αν x 0 , είναι  

2 4

2

2

x 2 x 4 2 4
A x x

x x x

+ − +
= = + − +  

Θέτω  

2 2

2

2 4
x a 0 x a 4

x x
+ =   + = −  

Ισχύει  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=68699
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=68699
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22
a x 2 2 a 4 4

x
= +   −  , 

με το ίσον όταν x 2= . 

Είναι  

2

2

4
A a a 4 2 2 2

a a 4
= − − =  −

+ −
, 

με το ίσον όταν x 2= . 

Αν x 0 , τότε A 0 , αφού  

2 4
x 2 x 4+  + , 

άρα το μέγιστο είναι η παραπάνω τιμή. 

ΛΥΣΗ 2η (Γιώργος Βισβίκης) 

Έστω  

2 4
x 2 x 4

f (x) , x 0.
x

+ − +
=   

 Είναι  

( )2 4 2

2 4

(x 2) x 4 x 2

f (x) , x 0
x x 4

− + − −
 = 

+
 

Η f  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα 

διαστήματα  

( , 2 ],[ 2 , )− − +  

και γνησίως αύξουσα στα   

[ 2 ,0), (0, 2 ].−  

Είναι ακόμα  

x x 0 x
lim f (x) lim f (x) lim f (x) 0
→− → →+

= = =   (*) 

H f  έχει λοιπόν στο 
0

x 2=   

ολικό μέγιστο ίσο με  

( ) ( )f 2 2 2 1= −  

(*) Τα όρια απαιτούν φυσικά αιτιολόγηση. Τα αφήνω 

για εξάσκηση των μαθητών. 

ΛΥΣΗ 3η (Μιχάλης Λάμπρου) 

Χωρίς βλάβη x 0 . Από  

p q 2 pq+   

έχουμε  

2 4

2 4

x 2 x 4 4x

x x 2 x 4

+ − +
= 

+ + +
 

2 4

4x 4x

2x 2 2x2 x 2 2 x 4

= =
+ + 

 

2
2( 2 1)

2 1
= −

+
 

με ισότητα όταν x 2= . 

ΑΣΚΗΣΗ    79. 

Αν AD, BE,CF  είναι τα ύψη οξυγώνιου τριγώνου 

ABC , να δείξετε ότι  

DE DF BC.+   

Πότε ισχύει η ισότητα; 

 

Προτείνει: Γιώργος Βισβίκης 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=67089 

ΛΥΣΗ (Πρόδρομος Φωτιάδης) 

Είναι BDF, DCE  όμοια , άρα  

DF BF BF AC
= FD= =b cos B

AC BC BC


 . 

Ομοίως DE=c cosC


 . 

Είναι γνωστό ότι  

bcos B+ccosC +a cos =2a sin sin C
    

    

DF+DE=2a sin sin C- a cos
  

   

Αρκεί λοιπόν  

https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=67089
https://mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=179&t=67089
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2a sin Bsin C- a cos A a
  

   

2sin Bsin C cos A +1
  

   

cos(B -C)-cos(B + C) cos A +1
    

   

cos(B -C) 1
 

  

που ισχύει. 

Η ισότητα όταν  

cos(B -C)=1= cos 0
 

 

δηλαδή όταν AB=AC . 

ΛΥΣΗ 2η (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Μια άλλη λύση είναι να παρατηρήσουμε ότι τα σημεία 

F, E, D  και το μέσο της πλευράς BC , έστω M , είναι 

ομοκυκλικά (κύκλος Euler).  

Το σημείο M  είναι το μέσο του τόξου FDME , άρα  

MF ME DF DE+  + . 

Από την ομοκυκλικότητα των B, F, E,C  σε κύκλο με 

διάμετρο την πλευρά BC  είναι  

BC
MF ME

2
= = , 

που δίνει το ζητούμενο. Η ισότητα ισχύει όταν το D  

ταυτιστεί με το μέσο της πλευράς BC ,  

δηλαδή όταν το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 3η (Σωτήρης Λουρίδας) 

 

Αν θεωρήσουμε L το συμμετρικό του F  ως προς BC , 

τότε, τα σημεία E, F, B, L,C  είναι ομοκυκλικά και 

ανήκουν σε κύκλο διαμέτρου BC . 

Όμως τα E, D, L είναι κατά τα γνωστά συνευθειακά 

(αποδεικνύεται εύκολα και άμεσα, δηλαδή  

BD L FD B C D E
   

= =  = , 

με τη χορδή LE  πλέον να είναι μικρότερη ή ίση της 

διαμέτρου BC .  

Δηλαδή ισχύει  

LE BC LD DE BC  +    

DF DE BC+  . 

Προφανώς η ισότητα ισχύει όταν το τρίγωνο ABC  

είναι ισοσκελές. 

ΑΣΚΗΣΗ    80. 

Δίνεται πολύεδρο. 

Να δειχθεί ότι μπορούν να χρωματισθούν οι έδρες του 

με το πολύ έξι χρώματα έτσι ώστε έδρες με κοινή 

ακμή να έχουν διαφορετικό χρώμα. 

Είναι γνωστό Euler ότι αν E , A K  είναι αντίστοιχα το 

σύνολο των εδρών, ακμών, κορυφών τότε ισχύει  

| E | | K | | A | 2+ = +  
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Προτείνει: Σταύρος Παπαδόπουλος 

Σύνδεσμος:https://mathematica.gr/forum/viewtopic.ph

p?f=179&t=68045 

ΛΥΣΗ (Αλέξανδρος Κουτσουρίδης) 

Έστω 
m

E  το σύνολο των m − γώνων εδρών ενός 

πολυέδρου και 
m

K  το σύνολο των κορυφών του, στο 

οποίο συντρέχουν m  ακμές. 

Σε κάθε ακμή μπορεί να αντιστοιχηθούν δυο κορυφές 

(τις οποίες ενώνει αυτή η ακμή). Επιπλέον στην 

κορυφή στην οποία συντρέχουν m  ακμές, συναντάται 

m  φορές. Οπότε για τα πλήθη τους ισχύει  

3 4 5
2 | A | 3 | K | 4 | K | 5 | K |= + + + . 

(Σε πολύεδρα σε κάθε κορυφή συντρέχουν 

τουλάχιστον τρεις ακμές) 

Σε κάθε ακμή μπορούμε να αντιστοιχήσουμε δυο 

έδρες, που έχουν κοινή αυτή την ακμή. Σε αυτή την 

αντιστοίχιση η m − γωνική έδρα συναντάται m  

φορές. Οπότε για τα πλήθη τους ισχύει  

3 4 5
2 | A | 3 | E | 4 | E | 5 | E |= + + +  

Θα δείξουμε ότι σε οποιοδήποτε πολύεδρο θα βρεθεί 

έδρα που έχει λιγότερο από 6  ακμές. 

Ας υποθέσουμε ότι κάθε έδρα ενός πολύεδρου έχει 

τουλάχιστον 6  ακμές. Τότε  

3 4 5
| E | 0,| E | 0,| E | 0= = = , 

οπότε  

6 7
2 | A | 6 | E | 7 | E | 6 | E | | A | 3 | E |= + +   . 

Επίσης  

3 4 5
2 | A | 3 | K | 4 | K | 5 | K | 3 | K |= + + + . 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις τελευταίες ανισότητες 

έχουμε 

| A | 2 | A | 3 | E | 3 | K | | A | | E | | K |+  +   + . 

Όμως από τον τύπο του Euler είναι  

| A | | E | | K | 2= + − . 

Άτοπο.  

Άρα θα υπάρχει έδρα με λιγότερες από 6  ακμές. 

Για το τετράεδρο τέτοιος χρωματισμός υπάρχει. 

Υποθέτουμε ότι υπάρχει και για ένα n − έδρο. Θα 

δείξουμε ότι τότε θα υπάρχει και για ένα n 1+ − έδρο.  

Το n 1+ − έδρο θα έχει μια έδρα με λιγότερο από 6  

ακμές.  

Εξετάζουμε αυτή την έδρα και τις κορυφές της. 

Μετακινούμε αυτές τις κορυφές στο επίπεδο αυτής της 

έδρας και στο εσωτερικό της έτσι, ώστε να 

συμπέσουν.  

Τότε σχηματίζεται ένα n − έδρο. Από την υπόθεσή μας 

αυτό μπορεί να χρωματιστεί με 6  το πολύ χρώματα. 

Όμως σε αυτή την κορυφή που συνέπεσαν οι κορυφές 

που μετακινήσαμε, αντιστοιχούν το πολύ 5  

διαφορετικά χρώματα (έδρες).  

Με ένα από τα χρώματα που περισσεύει βάφουμε την 

έδρα του n 1+ − έδρου που "συρρικνώσαμε" με τον 

παραπάνω τρόπο.   

Έτσι προκύπτει ο επιθυμητός χρωματισμός και για το 

n 1+ − έδρο.  

Οπότε σύμφωνα με την μαθηματική επαγωγή θα 

υπάρχει για κάθε n − έδρο τέτοιος χρωματισμός. 
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