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Σκοποί, στόχοι του περιοδικού και οδηγίες για τους αρθρογράφους

- Το περιοδικό «Μελέτη» απευθύνεται σε μαθητές Γυμνασίου και Λυκείου και έχει ως θέμα τα Μαθηματικά. Ο σκοπός του είναι

να κεντρίσει το ενδιαφέρον των μαθητών για τα Μαθηματικά και να δώσει νέες πρωτότυπες ιδέες και παραδείγματα στους

ενδιαφερόμενους μαθητές.

- Τα άρθρα επικεντρώνονται στην εμβάθυνση μαθηματικών εννοιών και διαδικασιών, ορισμένες από τις οποίες υπερβαίνουν τα

όρια της σχολικής ύλης. Θεωρούμε ότι έτσι διευρύνεται ο γνωστικός ορίζοντας των μαθητών.

- Το περιοδικό δεν αναφέρεται σε θέματα εξετάσεων, διότι τέτοια θέματα υπάρχουν σε αφθονία στο mathematica.gr και σε

διάφορα περιοδικά ή βιβλία ηλεκτρονικά και έντυπα.

- Τα άρθρα του περιοδικού δεν ακολουθούν τη χρονική σειρά με την οποία διδάσκονται οι μαθηματικές ενότητες στο σχολείο.

- Η «Μελέτη» είναι ηλεκτρονικό περιοδικό και επιδιώκει να αναδεικνύει τα πλεονεκτήματα και τις δυνατότητες της ψηφιακής

τεχνολογίας.

- Τα άρθρα κρίνονται από όλα τα μέλη της Συντακτικής Επιτροπής. Η απόφαση για τη δημοσίευση των άρθρων λαμβάνεται

κατά πλειοψηφία.

- Τα άρθρα και γενικά οι δημοσιεύσεις πρέπει να αξιοποιούν την ψηφιακή τεχνολογία, τα ελεύθερα λογισμικά και να δίνουν

ελκυστικά παραδείγματα για τους μαθητές.

- Το περιοδικό είναι έγχρωμο και όσο είναι δυνατόν με πλούσια εικονογράφηση.

- Τα κείμενα γράφονται σε κειμενογράφο Word ή ανάλογο άλλο ή ελεύθερο λογισμικό, ώστε να έχουν τη δυνατότητα να γράφουν

όσο γίνεται περισσότεροι συνάδελφοι και μαθητές.

- Οι μαθηματικές εξισώσεις και τύποι γράφονται μέσω του αντίστοιχου συντάκτη εξισώσεων. Τα κείμενα γράφονται σε

γραμματοσειρά Garamond μεγέθους 14. Οι σελίδες είναι μεγέθους Α4 με περιθώρια σελίδας 2,5 εκ. πάνω - κάτω και 3εκ. δεξιά -

αριστερά.

- Η σαφήνεια, η ορθότητα στα κείμενα και στις μαθηματικές σχέσεις και προτάσεις συμπεριλαμβάνονται στους βασικούς

στόχους της «Μελέτης» .

- Κάθε άρθρο έχει μία σήμανση που να δείχνει ποιοι μαθητές (από ένα επίπεδο και πάνω) μπορούν να το διαβάσουν.

- Το περιοδικό μπορεί να φιλοξενεί και μεταφράσεις, αφού πρώτα έχει εξασφαλιστεί η άδεια από τους συγγραφείς.

- Δεν υπάρχει περιορισμός στην έκταση των άρθρων, αν και προωθείται ο σύντομος τρόπος γραφής των κειμένων, ώστε να μην

είναι κουραστικά στην ανάγνωση.

- Η υιοθέτηση μόνιμων στηλών με σαφές περιεχόμενο βοηθά τους μελλοντικούς συντάκτες των άρθρων να έχουν ένα πλαίσιο στο

οποίο θα κινούνται. Επίσης, οι αναγνώστες θα είναι από πριν ενήμεροι στο τι αναμένουν από κάθε συγκεκριμένη στήλη.

- Το περιοδικό θα εκδίδεται κάθε τέσσερεις μήνες.

Σχεδιασμός εξωφύλλου:Μαρία Δόρτσιου

Τα τεύχη του περιοδικού βρίσκονται αναρτημένα στο www.mathematica.gr

Οι εργασίες μπορούν να στέλνονται στη διεύθυνση meleti @ mathematica.gr
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Περιεχόμενα πρώτου τεύχους 

Μάρτιος 2017 

 

 
 

Ο σκοπός και οι στόχοι της «Μελέτης», σελίδες 2-3 

 

1. Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα 

Μία ταυτότητα από τη Γεωμετρία του τριγώνου, Θάνος Μάγκος, σελ. 6-17 

Τηλεσκοπικά αθροίσματα και γινόμενα, Θάνος Μάγκος, σελ. 18-27 

 

2. Αξιοποιώντας τα λογισμικά 

Γεωμετρικές ενασχολήσεις με τη χρήση λογισμικών, Κώστας Δόρτσιος, 

σελ. 29-39 

 

3. Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία 

Διανυσματικά γραφικά, Σωτήρης Χασάπης,  σελ. 41-57 

 

4. Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 

«Πειράζοντας» κάποια προβλήματα, Ανδρέας Πούλος, σελ. 59-63 

Οι παραξενιές μιας στριμμένης γραμμής, Ανδρέας Πούλος, σελ. 64-71 

Με αφορμή ένα πρόβλημα μαθηματικής Ολυμπιάδας, Ανδρέας Πούλος, 

σελ. 72-74 

 

5. Επίσκεψις λέξεων και συμβόλων 

Ο κύκλος από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη, Κώστας Δόρτσιος, σελ. 76-84 

Για την ιστορία του μαθηματικού συμβόλου +, Ανδρέας Πούλος, σελ. 85-88 
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Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα  
των Μαθηματικών 

       Αυτή η στήλη σκοπεύει να περιλαμβάνει ότι δηλώνει ο τίτλος της.  
       Ξεκινώντας από ζητήματα, προβλήματα, έννοιες και διαδικασίες που 

υπάρχουν στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, θα τα εμπλουτίζει και θα αναδεικνύει 

όψεις τις οποίες τα σχολικά εγχειρίδια δεν είναι αναγκαίο να παρουσιάσουν. Στους 

στόχους της στήλης είναι η σύνδεση θεμάτων που φαινομενικά ανήκουν σε 

διαφορετικές ενότητες των Μαθηματικών, ώστε να αποκαλυφθούν νέες σχέσεις που 

λόγω των περιορισμών δεν είναι δυνατόν να μελετηθούν στην τάξη. 
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Μια ταυτότητα από τη Γεωμετρία του τριγώνου 

Θάνος Μάγκος  

1. Συμμετρικές παραστάσεις των πλευρών τριγώνου. 

 

 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ, με πλευρές ΒΓ = α, ΓΑ = β, ΑΒ = γ. Συμμετρική 

παράσταση των α, β, γ ονομάζουμε κάθε παράσταση που περιέχει τα α, β, γ και η 

οποία δε μεταβάλλεται όταν εναλλαγούν τα α, β, τα β, γ και τα γ, α. 

Για παράδειγμα, συμμετρικές παραστάσεις των α, β, γ είναι οι ακόλουθες: 

α2 + β2 + γ2,
1

α
+
1

β
+
1

γ
,    αβ + βγ + γα,  

ενώ οι ακόλουθες παραστάσεις δεν είναι συμμετρικές: 

α2β + β2γ + γ2α, α2 + β + γ2 ,           
α

β
+
β

γ
+
γ

α
. 

Από όλες τις συμμετρικές παραστάσεις των α, β, γ ξεχωρίζουμε τις λεγόμενες 

θεμελιώδεις συμμετρικές παραστάσεις που είναι οι εξής τρεις: 

α + β + γ, αβ + βγ + γα,   αβγ. 

Όπως είναι φανερό, αυτές είναι οι απλούστερες συμμετρικές παραστάσεις που 

μπορούμε να δημιουργήσουμε με τα α, β, γ. Μάλιστα, αποδεικνύεται ότι, 

οποιαδήποτε συμμετρική παράσταση των α, β, γ μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει 

αυτών.  

Καταρχάς, θα εκφράσουμε τις παραστάσεις αυτές συναρτήσει των λεγόμενων 

βασικών μεγεθών του τριγώνου, δηλαδή συναρτήσει της ημιπεριμέτρου τ, της 

ακτίνας ρ του εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου και της ακτίνας R του 

περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 

Γνωρίζουμε ότι η περίμετρος του τριγώνου είναι  α + β + γ = 2τ. Ας δούμε τις 

άλλες δύο παραστάσεις! 

Θα χρησιμοποιήσουμε τους παρακάτω τύπους υπολογισμού του εμβαδού Ε του 

τριγώνου. 

 Ε = √τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)   (τύπος του Ήρωνα) 

 Ε = τρ 



Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017                            7 

 

 Ε =
αβγ

4R
. 

Από τους δύο τελευταίους έχουμε  αβγ = 4ΕR = 4τρR. 

Για την παράσταση αβ + βγ + γα απαιτείται χρήση και των τριών παραπάνω 

τύπων. Είναι 

ρ2 =
Ε2

τ2
=
τ(τ − α)(τ − β)(τ − γ)

τ2

=
τ3 − τ2(α + β + γ) + τ(αβ + βγ + γα) − αβγ

τ
= 

=
τ3 − τ2 ∙ 2τ + τ(αβ + βγ + γα) − 4τρR

τ
= −τ2 + αβ + βγ + γα − 4ρR. 

Επομένως, ισχύει αβ + βγ + γα = τ2 + ρ2 + 4Rρ. Συνοψίζοντας έχουμε 

{
 
 

 
 α + β + γ = 2τ

αβ + βγ + γα = τ2 + ρ2 + 4Rρ
αβγ = 4τρR

           (1.1) 

Με τη βοήθεια αυτών των σχέσεων μπορούμε να υπολογίσουμε  όλες τις 

συμμετρικές παραστάσεις των α, β, γ συναρτήσει των τ, ρ, R. Ας δούμε δύο. 

Είναι 

α2 + β2 + γ2 = (α + β + γ)2 − 2(αβ + βγ + γα)

= (2τ)2 − 2(τ2 + ρ2 + 4Rρ) 

άρα 

α2 + β2 + γ2 = 2τ2 − 2ρ2 − 8Rρ 

Επίσης ισχύει 

α3 + β3 + γ3 − 3αβγ = (α + β + γ)(α2 + β2 + γ2 − αβ − βγ − γα), 

οπότε, μετά τις αντικαταστάσεις, προκύπτει 

α3 + β3 + γ3 = 2τ(τ2 − 3ρ2 − 6Rρ)           (1.2) 
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Θέματα για αυτενέργεια: Να αποδείξετε ότι  

i.      
1

α
+

1

β
+
1

γ
=

1

4R
(
τ

ρ
+

ρ

τ
) +

1

τ
 

 

ii. (α + β)(β + γ)(γ + α) = 2τ(τ2 + ρ2 + 2Rρ) 
 

iii. 
α+β

γ
+
β+γ

α
+
γ+α

β
=

τ2+5ρ2−4Rρ

2Rρ
 

 

iv. 
1

τ−α
+

1

τ−β
+

1

τ−γ
=

4R+ρ

τρ
. 

 

2. Το θεώρημα Stewart  

Όπως είναι φυσικό, κάθε τρίγωνο προσδιορίζεται πλήρως από τις πλευρές του. 

Ένα ζητούμενο είναι συχνά, ο υπολογισμός του μήκους ενός ευθύγραμμου 

τμήματος που ξεκινά από την κορυφή ενός τριγώνου και καταλήγει σε ένα σημείο 

της απέναντι πλευράς, συναρτήσει των πλευρών του τριγώνου και των τμημάτων 

στα οποία χωρίζεται η πλευρά. Ένα τέτοιο ευθύγραμμο τμήμα ονομάζεται 

σεβιανή. 

Ας δούμε, για παράδειγμα, το επόμενο σχήμα.  

 

 

 

 

 

                                              (Σχήμα 1) 

Στο τρίγωνο αυτό είναι α = 9, β = 8, γ = 9 και το σημείο Δ της πλευράς ΒΓ, 

είναι τέτοιο, ώστε ΔΓ = 4, ΔΒ = 5. Πόσο είναι άραγε το μήκος του τμήματος 

ΑΔ; Απάντηση στο ερώτημα αυτό μας δίνει το επόμενο θεώρημα. 

Χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό του παρακάτω σχήματος: 

https://en.wikipedia.org/wiki/Ceva's_theorem
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                                      (Σχήμα 2) 

Θεώρημα (Stewart): α ∙ ΑΔ2 + α ∙ ΒΔ ∙ ΓΔ = β2 ∙ ΒΔ + γ2 ∙ ΓΔ.  

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι απλή συνέπεια του νόμου των συνημιτόνων. 

Πράγματι, εφαρμόζοντας τον νόμο των συνημιτόνων στα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΓΔ 

προκύπτει  

συν ΒΔ̂Α =
ΑΔ2 + ΒΔ2 − γ2

2ΑΔ ∙ ΒΔ
,    συν ΓΔ̂Α =

ΑΔ2 + ΓΔ2 − β2

2ΑΔ ∙ ΓΔ
 

Επειδή οι γωνίες ΒΔ̂Α, ΓΔ̂Α είναι παραπληρωματικές, ισχύει συν ΒΔ̂Α +

συν ΓΔ̂Α = 0, οπότε από τις προηγούμενες σχέσεις προκύπτει 

ΑΔ2 + ΒΔ2 − γ2

2ΑΔ ∙ ΒΔ
+
ΑΔ2 + ΓΔ2 − β2

2ΑΔ ∙ ΓΔ
= 0, 

και έχουμε διαδοχικά 

ΓΔ(ΑΔ2 + ΒΔ2 − γ2) + ΒΔ(ΑΔ2 + ΓΔ2 − β2) = 0 

ΓΔ ∙ ΑΔ2 + ΓΔ ∙ ΒΔ2 + ΒΔ ∙ ΑΔ2 + ΒΔ ∙ ΓΔ2 = β2 ∙ ΒΔ + γ2 ∙ ΓΔ 

ΑΔ2(ΓΔ + ΒΔ) + ΒΔ ∙ ΓΔ ∙ (ΒΔ + ΓΔ) = β2 ∙ ΒΔ + γ2 ∙ ΓΔ 

α ∙ ΑΔ2 + α ∙ ΒΔ ∙ ΓΔ = β2 ∙ ΒΔ + γ2 ∙ ΓΔ 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Τώρα μπορείτε να υπολογίσετε το μήκος της σεβίανης 𝛢𝛥 του σχήματος 1.  

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Matthew_Stewart_(mathematician)
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Ως εφαρμογή του θεωρήματος Stewart ας υπολογίσουμε το μήκος της διαμέσου 

μα = ΑΔ που άγεται από την κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ  συναρτήσει των πλευρών 

α, β, γ. 

 

 

 

 

 

(Σχήμα 3) 

Αφού το Δ είναι το μέσον της πλευράς ΒΓ, ισχύει ΒΔ = ΔΓ =
α

2
, οπότε από το 

θεώρημα Stewart βρίσκουμε α ∙ ΑΔ2 + α ∙
α

2
∙
α

2
= β2 ∙

α

2
+ γ2 ∙

α

2
. Τελικά, 

προκύπτει  

μα
2 =

2β2 + 2γ2 − α2

4
 

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε  

μβ
2 =

2γ2 + 2α2 − β2

4
, μγ

2 =
2α2 + 2β2 − γ2

4
. 

Ας γράψουμε τώρα την παράσταση αμα
2 + βμβ

2 + γμγ
2 συναρτήσει των μεγεθών 

τ, R, ρ. 

Είναι 

αμα
2 + βμβ

2 + γμγ
2

=
2(αγ2 + αβ2 + βγ2 + βα2 + γα2 + γβ2) − (α3 + β3 + γ3)

4
 

=
2(α + β + γ)(αβ + βγ + γα) − 6αβγ − (α3 + β3 + γ3)

4
, 

οπότε με χρήση των σχέσεων (1.1), (1.2) βρίσκουμε 

αμα
2 + βμβ

2 + γμγ
2 =

τ

2
(τ2 + 5ρ2 + 2Rρ)            (2.1) 

Ας χρησιμοποιήσουμε τώρα το θεώρημα Stewart για να υπολογίσουμε το μήκος 

της εσωτερικής διχοτόμου δα = ΑΔ  που άγεται από την κορυφή Α τριγώνου 

ΑΒΓ. 
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Από το θεώρημα της διχοτόμου γνωρίζουμε ότι  

ΒΔ =
αγ

β+γ
,   ΓΔ =

αβ

β+γ
            (2.2) 

 

 

 

 

 

 

(Σχήμα 4) 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Stewart προκύπτει 

α ∙ ΑΔ2 + α ∙
αγ

β + γ
∙
αβ

β + γ
= β2 ∙

αγ

β + γ
+ γ2 ∙

αβ

β + γ
 

από την οποία βρίσκουμε  

ΑΔ2 = βγ (1 −
α2

(β+γ)2
)            (2.3) 

Επίσης, ας παρατηρήσουμε, ότι από το θεώρημα της εσωτερικής διχοτόμου στο 

τρίγωνο ΑΒΔ προκύπτει  

ΑΙ

ΙΔ
=
γ

ΒΔ
 

οπότε  

ΑΙ

ΙΔ
=

β+γ

α
,    

ΑΔ

ΙΑ
=

α+β+γ

β+γ
,
ΙΔ

ΑΔ
=

α

α+β+γ
            (2.4) 

3. Η βασική ταυτότητα 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με ένα από τα προβλήματα που προτάθηκαν από 

τη Σιγκαπούρη για να επιλεγούν στην 29η Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 

(Καμπέρα, Αυστραλία 1988). Πρόκειται για ένα θεώρημα, το οποίο έχει πολλές 

και ενδιαφέρουσες συνέπειες. Όπως θα φανεί στη συνέχεια, στην απόδειξή μας, θα 

χρησιμοποιήσουμε πολλά από τα προηγούμενα αποτελέσματα. 

Θεώρημα: Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ας είναι Ι το έγκεντρό του. Αν Ρ είναι σημείο 

του επιπέδου του τριγώνου, ισχύει 

αΡΑ2 + βΡΒ2 + γΡΓ2 = αβγ + 2τ ∙ ΡΙ2           (3.1) 
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Απόδειξη: 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα Stewart στο τρίγωνο ΡΒΓ με σεβιανή την ΡΔ. 

Έχουμε 

ΒΔ ∙ ΡΓ2 + ΓΔ ∙ ΡΒ2 = α ∙ ΡΔ2 + α ∙ ΒΔ ∙ ΓΔ 

και από τις σχέσεις (2.2) προκύπτει 

αγ

β + γ
ΡΓ2 +

αβ

β + γ
ΡΒ2

= α ∙ ΡΔ2 + α ∙
αβ

β + γ
∙
αγ

β + γ
 

δηλαδή, αφού οι γίνουν οι απλοποιήσεις, 

β ∙ ΡΒ2 + γ ∙ ΡΓ2 = (β + γ)ΡΔ2 +
α2βγ

β+γ
.            (3.2) 

Εφαρμόζουμε τώρα το θεώρημα Stewart στο τρίγωνο ΑΡΔ με σεβιανή την ΡΙ. 
Έχουμε 

ΙΑ ∙ ΡΔ2 + ΙΔ ∙ ΡΑ2 = ΑΔ ∙ ΡΙ2 + ΑΔ ∙ ΑΙ ∙ ΙΔ 

η οποία αν γραφεί ως 

ΡΔ2 +
ΙΔ

ΙΑ
ΡΑ2 =

ΑΔ

ΙΑ
ΡΙ2 + ΑΔ ∙ ΙΔ 

και χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (2.4) προκύπτει 

ΡΔ2 +
α

β + γ
ΡΑ2 =

α + β + γ

β + γ
ΡΙ2 + ΑΔ ∙ ΙΔ 

δηλαδή  

(β + γ)ΡΔ2 + α ∙ ΡΑ2 = 2τΡΙ2 + (β + γ)ΑΔ ∙ ΙΔ.            (3.3) 

Με πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (3.2),(3.3) προκύπτει 

αΡΑ2 + βΡΒ2 + γΡΓ2 = 2τ ∙ ΡΙ2 +
α2βγ

β + γ
+ (β + γ)ΑΔ ∙ ΙΔ. 

Με χρήση των (2.3),(2.4) βρίσκουμε τώρα 

α2βγ

β + γ
+ (β + γ)ΑΔ ∙ ΙΔ =

α2βγ

β + γ
+ (β + γ)ΑΔ2

ΙΔ

ΑΔ
= 
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=
α2βγ

β + γ
+ (β + γ)βγ(1 −

α2

(β + γ)2
)

α

α + β + γ
= 

=
α2βγ

β + γ
+
αβγ(β + γ)

α + β + γ
∙
(β + γ − α)(β + γ + α)

(β + γ)2

=
α2βγ

β + γ
+
αβγ(β + γ − α)

β + γ
= αβγ 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

 

4. Οι αποστάσεις 𝚶𝚰,𝐆𝐈, 𝐇𝐈  

Στη συνέχεια θα εφαρμόσουμε την ταυτότητα που αποδείξαμε για ειδικές 

περιπτώσεις του σημείου Ρ. Με αυτό τον τρόπο θα προκύψει μια σειρά από 

ισότητες μεταξύ στοιχείων του τριγώνου 

α) Θέτουμε στη σχέση (3.1) όπου Ρ το έγκεντρο Ι του τριγώνου, οπότε 

λαμβάνουμε 

αΙΑ2 + βΙΒ2 + γΙΓ2 = αβγ            (4.1) 

β) Θέτουμε στη σχέση (3.1) όπου Ρ το περίκεντρο  Ο του τριγώνου. Ως γνωστόν, 

ισχύει ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ = R, οπότε  λαμβάνουμε R2(α + β + γ) = αβγ + 2τ ∙

ΟΙ2 και επειδή ισχύει αβγ = 4τRρ, προκύπτει η σχέση 

ΟΙ2 = R2 − 2Rρ                              (4.2) 

Η ισότητα αυτή, η οποία εκφράζει την απόσταση του περίκεντρου από το έγκεντρο 

συναρτήσει των ακτίνων R, ρ, αποδίδεται στους Leonhard Euler (1767) και 

William Chapple (1746). 

γ) Θέτουμε στη σχέση (3.1) όπου Ρ το βαρύκεντρο  G του τριγώνου, οπότε 

έχουμε 

αGΑ2 + βGΒ2 + γGΓ2 = αβγ + 2τ ∙ GI2          (4.3) 

Γνωρίζουμε ότι GA =
2

3
μα, GΒ =

2

3
μβ, GΓ =

2

3
μγ, οπότε από τη σχέση (2.1) 

προκύπτει 

αGΑ2 + βGΒ2 + γGΓ2 =
4

9
(αμα

2 + βμβ
2 + γμγ

2) =
2τ

9
(τ2 + 2Rρ + 5ρ2). 

Τελικά, από την (4.3) λαμβάνουμε 

GI2 =
1

9
(τ2 − 16Rρ + 5ρ2)            (4.4) 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9B%CE%AD%CE%BF%CE%BD%CE%B1%CF%81%CE%BD%CF%84_%CE%8C%CE%B9%CE%BB%CE%B5%CF%81
https://books.google.gr/books?id=a95JAAAAMAAJ&pg=PA118-IA1&redir_esc=y#v=onepage&q&f=false
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δ) Θέτουμε στη σχέση (3.1) όπου Ρ το ορθόκεντρο Η  του τριγώνου και προκύπτει 

αΗΑ2 + βΗΒ2 + γΗΓ2 = αβγ + 2τ ∙ ΗΙ2         (4.5) 

Στο σημείο αυτό πρέπει να υπολογίσουμε το άθροισμα αΗΑ2 + βΗΒ2 + γΗΓ2. 

 

 

 

 

 

 

Ας παρατηρήσουμε το παραπάνω σχήμα, στο οποίο έχουμε φέρει τα ύψη ΑΔ, ΓΕ 

του τριγώνου. Επειδή ΒΕ̂Η + ΗΔ̂Β = 90ο + 90ο = 180ο, το τετράπλευρο 

ΒΕΗΔ είναι εγγράψιμο. Επομένως, από το θεώρημα της δύναμης σημείου ως προς 

κύκλο, ισχύει ΑΗ ∙ ΑΔ = ΑΕ ∙ ΑΒ. Από τη σχέση αυτή, επειδή είναι ΑΕ =

βσυνΑ, προκύπτει  

ΑΗ =
βγσυνΑ

ΑΔ
=
αβγσυνΑ

αΑΔ
=
4(ΑΒΓ)RσυνΑ

2(ΑΒΓ)
= 2RσυνΑ. 

Ας παρατηρήσουμε ότι η σχέση αυτή απεδείχθη με την προϋπόθεση ότι η γωνία 

Α̂ είναι οξεία. Ωστόσο, η ίδια απόδειξη, ισχύει και στην περίπτωση κατά την οποία 

η Α̂ είναι αμβλεία. 

Απλώς τότε βρίσκουμε ΑΗ = 2R|συνΑ|.  Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι  

ΒΗ = 2R|συνΒ|, ΓΗ = 2R|συνΓ|. 

Επομένως είναι (κάνοντας χρήση του νόμου των ημιτόνων) 

αΗΑ2 + βΗΒ2 + γΗΓ2 = 4R2(ασυν2Α + βσυν2Β + γσυν2Γ) = 

4R2(α + β + γ − αημ2Α − βημ2Β − γημ2Γ)

= 4R2 ∙ 2τ − 4R2 (α
α2

4R2
+ β

β2

4R2
+ γ

γ2

4R2
) 

 

άρα  

αΗΑ2 + βΗΒ2 + γΗΓ2 = 8τR2 − (α3 + β3 + γ3). 

Από τη σχέση (1.2) προκύπτει τελικά  

http://ebooks.edu.gr/modules/ebook/show.php/DSGYM-C104/68/551,1993/
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αΗΑ2 + βΗΒ2 + γΗΓ2 = 2τ(4R2 − τ2 + 3ρ2 + 6Rρ) 

και από την (4.5) βρίσκουμε 

ΗΙ2 = 4R2 + 4Rρ + 3ρ2 − τ2          (4.6) 

 

5. Γεωμετρικές ανισότητες 

Είναι προφανές ότι, για οποιοδήποτε σημείο του επιπέδου του τριγώνου, ισχύει 

ΡΙ2 ≥ 0 και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το σημείο Ρ είναι το έγκεντρο του 

τριγώνου. Επομένως, από τη σχέση (3.1) προκύπτει η ακόλουθη  

Πρόταση 1: Σε κάθε τρίγωνο ισχύει  

αΡΑ2 + βΡΒ2 + γΡΓ2 ≥ αβγ          (5.1) 

και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το σημείο Ρ είναι το έγκεντρο του τριγώνου. 

Για λόγους πληρότητα ας δούμε ακόμα δύο αποδείξεις της ανισότητας της 

πρότασης 1. Η πρώτη γίνεται με χρήση Διανυσματικού Λογισμού. 

 

 

 

 

 

Φανερά ισχύει  

(αΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + βΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + γΡΓ⃗⃗⃗⃗ )
2
≥ 0                  (5.2) 

Από εδώ προκύπτει  

α2ΡΑ2 + β2ΡΒ2 + γ2ΡΓ2 + 2αβΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2βγΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΡΓ⃗⃗⃗⃗ + 2γαΡΓ⃗⃗⃗⃗ ∙ ΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≥ 0     

(5.3) 

Είναι 

2βγΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΡΓ⃗⃗⃗⃗ = 2βγ|ΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗||ΡΓ⃗⃗⃗⃗ |συνω = 2βγΡΒ ∙ ΡΓ
ΡΒ2 + ΡΓ2 − α2

2ΡΒ ∙ ΡΓ
= βγ(ΡΒ2 + ΡΓ2 − α2). 

      Ανάλογες ισότητες ισχύουν και για τους όρους 2αβΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗, 2γαΡΓ⃗⃗⃗⃗ ∙ ΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗. Με 

αντικατάσταση      

αυτών στη σχέση (5.3) προκύπτει η (5.1). 
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Ας παρατηρήσουμε ακόμα ότι η ισότητα στη σχέση  (5.2) ισχύει αν, και μόνο αν,  

ισχύει  

αΡΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + βΡΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + γΡΓ⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

ενώ, από την αρχική απόδειξη γνωρίζουμε ότι αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν Ρ ≡

Ι. Επομένως ισχύει 

αΙΑ⃗⃗  ⃗ + βΙΒ⃗⃗  ⃗ + γΙΓ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

Η δεύτερη απόδειξη γίνεται με χρήση μιγαδικών αριθμών. Στο μιγαδικό επίπεδο 

με αρχή το σημείο Ρ θεωρούμε τρίγωνο με κορυφές Α, Β, Γ τις  εικόνες των 

μιγαδικών x, y, z, αντίστοιχα. Είναι τότε  

|x| = ΡΑ, |y| = PB, |z| = ΡΓ, |x − y| = γ, |y − z| = α, |z − x| = β. 

Με απλές πράξεις διαπιστώνουμε ότι ισχύει η ταυτότητα 

x2

(x − y)(x − z)
+

y2

(y − z)(y − x)
+

z2

(z − x)(z − y)
= 1. 

Τότε είναι 

1 = |
x2

(x − y)(x − z)
+

y2

(y − z)(y − x)
+

z2

(z − x)(z − y)
| ≤ 

≤
|x|2

|x − y||x − z|
+

|y|2

|y − z||y − x|
+

|z|2

|z − x||z − y|
=
ΡΑ2

βγ
+
ΡΒ2

γα
+
ΡΓ2

αβ
 

και  προκύπτει η αποδεικτέα. 

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε και άλλες γεωμετρικές ανισότητες.  

Επειδή είναι ΟΙ2 ≥ 0, από τη σχέση (4.2) προκύπτει η ανισότητα των Euler- 

Chapple 

R ≥ 2ρ                        (5.4) 

Με την ισότητα να ισχύει αν, και μόνο αν, Ο ≡ Ι, δηλαδή όταν το τρίγωνο είναι 

ισόπλευρο. 

Επίσης, επειδή είναι GI2 ≥ 0, από τη σχέση (4.4) προκύπτει  

τ2 ≥ 16Rρ − 5ρ2               (5.5) 

Όπως και προηγουμένως, η ισότητα ισχύει αν, και μόνο αν, το τρίγωνο είναι 

ισόπλευρο. 

Τέλος, από τη σχέση (4.6), λόγω της HI2 ≥ 0, προκύπτει  
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τ2 ≤ 4R2 + 4Rρ + 3ρ2        (5.6) 

Με την ισότητα να ισχύει πάλι μόνο στα ισόπλευρα τρίγωνα. 

Ισχύει λοιπόν η ακόλουθη 

Πρόταση 2: Σε κάθε τρίγωνο ισχύει  

16Rρ − 5ρ2 ≤ τ2 ≤ 4R2 + 4Rρ + 3ρ2       (5.7) 

Μάλιστα, από τις ανισότητες αυτές, με χρήση της ανισότητας (5.4)  προκύπτει η 

ανισότητα 

2ρ ≤
2τ

3√3
≤ R 

η οποία αν και είναι ασθενέστερη από την (5.7), αποτελεί μια ισχυρότερη εκδοχή 

της ανισότητας των Euler- Chapple. Προφανώς, η ισότητα σε κάθε μια ανισότητα 

της σχέσης (5.7) ισχύει αν και μόνο αν το τρίγωνο είναι ισόπλευρo. Μάλιστα, ας 

παρατηρήσουμε ότι η αριστερή ανισότητα της σχέσης (5.7) γράφεται και με την 

μορφή τ2 ≥ 3√3(ΑΒΓ) και επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για το ισόπλευρο 

τρίγωνο φτάνουμε στο λεγόμενο Ισοπεριμετρικό Θεώρημα για τρίγωνα: 

Πρόταση 3α: Από όλα τα τρίγωνα με σταθερό εμβαδόν, το ισόπλευρο τρίγωνο 

έχει την ελάχιστη περίμετρο. 

Μια ισοδύναμη διατύπωση είναι και η ακόλουθη: 

Πρόταση 3β: Από όλα τα τρίγωνα με σταθερή περίμετρο, το ισόπλευρο τρίγωνο 

έχει το μέγιστο εμβαδόν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.math.uoa.gr/me/dipl/dipl_kamoudi.artemis.pdf


Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017                            18 

 

Τηλεσκοπικά Αθροίσματα και Γινόμενα 

Θάνος Μάγκος  

       Ο υπολογισμός αθροισμάτων και γινομένων είναι ένα θέμα που συναντάμε 
πολύ συχνά στα Μαθηματικά. Ειδικά όταν το πλήθος των όρων που καλούμαστε 
να προσθέσουμε ή να πολλαπλασιάσουμε είναι μεγάλο, αυτό μπορεί να αποτελέσει 
μια άκρως κοπιαστική διαδικασία. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις, στις οποίες η 
διαδικασία αυτή μπορεί να επισπευσθεί σημαντικά. 
Ας δούμε δύο τέτοια παραδείγματα. 

Παράδειγμα 1ο :  

Ας υποθέσουμε ότι μας ζητείται να υπολογίσουμε το άθροισμα 

𝐴 =
1

2
+
1

6
+
1

12
+
1

20
+
1

30
+
1

42
+
1

56
+
1

72
+
1

90
. 

Πρόκειται για ένα άθροισμα με μόλις εννέα προσθετέους! Μάλλον η πρώτη σκέψη 

είναι να μετατρέψουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα. Γρήγορα όμως  φαίνεται ότι 

αυτό είναι μάλλον χρονοβόρο και κοπιαστικό, αφού το ελάχιστο κοινό 

πολλαπλάσιο των παρονομαστών είναι ο αριθμός 2.520. Μήπως μπορούμε να 

βρούμε κάποιον πιο σύντομο τρόπο; 

Ας παρατηρήσουμε ότι το άθροισμα γράφεται ως εξής: 

𝐴 =
1

1 ⋅ 2
+

1

2 ⋅ 3
+

1

3 ⋅ 4
+

1

4 ⋅ 5
+

1

5 ⋅ 6
+

1

6 ⋅ 7
+

1

7 ⋅ 8
+

1

8 ⋅ 9
+

1

9 ⋅ 10
= 

=
2 − 1

1 ⋅ 2
+
3 − 2

2 ⋅ 3
+
4 − 3

3 ⋅ 4
+
5 − 4

4 ⋅ 5
+
6 − 5

5 ⋅ 6
+
7 − 6

6 ⋅ 7
+
8 − 7

7 ⋅ 8
+
9 − 8

8 ⋅ 9

+
10 − 9

9 ⋅ 10
= 

= (1 −
1

2
) + (

1

2
−
1

3
) + (

1

3
−
1

4
) + (

1

4
−
1

5
) + (

1

5
−
1

6
) + (

1

6
−
1

7
) + 

(
1

7
−
1

8
) + (

1

8
−
1

9
) + (

1

9
−
1

10
). 

Τώρα είναι φανερό, ότι ο δεύτερος όρος κάθε παρένθεσης προστιθέμενος με τον 

πρώτο όρο της επόμενης παρένθεσης, δίνει αποτέλεσμα μηδέν.  

  Επομένως οι μόνοι όροι που επιβιώνουν είναι οι  

1 −
1

10
 

   και  τελικά το άθροισμα ισούται με 
9

10
. 
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Παράδειγμα 2ο : 

Θέλουμε να υπολογίσουμε το γινόμενο των αριθμών  
1

4
,
2

6
,
3

8
,
4

10
,
5

12
,
6

14
,
7

16
,
8

18
,
9

11
, 

δηλαδή τον αριθμό 

Β =
1

4
⋅
2

6
⋅
3

8
⋅
4

10
⋅
5

12
⋅
6

14
⋅
7

16
⋅
8

18
⋅
9

11
. 

Στο σημείο αυτό παρατηρούμε ότι ο παρονομαστής κάθε κλάσματος (εκτός από 

το τελευταίο) είναι άρτιος και, ακριβέστερα, ισούται με το γινόμενο του 2 επί έναν 
παράγοντα, ο οποίος είναι ο ίδιος με τον αμέσως επόμενο αριθμητή: 
 

Β =
1

2 ⋅ 2
⋅
2

2 ⋅ 3
⋅
3

2 ⋅ 4
⋅
4

2 ⋅ 5
⋅
5

2 ⋅ 6
⋅
6

2 ⋅ 7
⋅
7

2 ⋅ 8
⋅
8

2 ⋅ 9
⋅
9

11
 . 

Επομένως, κατά τον πολλαπλασιασμό, απλοποιούνται όλοι οι αριθμητές των  

κλασμάτων και στον παρονομαστή απομένει το γινόμενο 28 ⋅ 11 = 2816. 
Δηλαδή βρίσκουμε  

Β =
1

2816
. 

Στη συνέχεια θα δούμε παραδείγματα στα οποία εμφανίζεται το παραπάνω 
φαινόμενο, δηλαδή αθροίσματα και γινόμενα των οποίων οι περισσότεροι 
ενδιάμεσοι όροι απλοποιούνται. Αυτά τα αθροίσματα και τα γινόμενα 
ονομάζονται τηλεσκοπικά. 
Αρχικά αναφέρουμε δύο συμβολισμούς, με τη βοήθεια των οποίων μπορούμε να 
γράψουμε ορισμένες μακροσκελείς παραστάσεις συνοπτικότερα.  

 Ένα άθροισμα της μορφής 

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 +⋯+ 𝛼𝜈 

το γράφουμε συντομότερα ως 

∑𝛼𝜅

𝜈

𝜅=1

 

 Ένα γινόμενο της μορφής  

𝛼1𝛼2𝛼3⋯𝛼𝜈 

το γράφουμε συντομότερα ως 

∏𝛼𝜅

𝜈

𝜅=1

 

Για παράδειγμα είναι 
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∑𝛼𝜅
2 = 𝛼1

2 + 𝛼2
2 + 𝛼3

2 + 𝛼4
2

4

𝜅=1

, 

∑
1

7− 𝜅
=

1

7 − 2
+

1

7 − 3
+

1

7 − 4
+

1

7 − 5
=
77

60

5

𝜅=2

, 

∏(𝜅2 − 8) = (32 − 8)(42 − 8)(52 − 8)(62 − 8)(72 − 8) = 156128.

7

𝜅=3

 

 

Παράδειγμα 3ο : Να υπολογίσετε το άθροισμα 

𝑆 = ∑
1

√𝜅 + √𝜅 + 1

99

𝜅=1

. 

Παρατηρούμε ότι  

1

√𝜅 + √𝜅 + 1
=

√𝜅 + 1 − √𝜅

(√𝜅 + 1 + √𝜅)(√𝜅 + 1 − √𝜅)
=

√𝜅 + 1 − √𝜅

√𝜅 + 1
2
− √𝜅

2

=
√𝜅 + 1 − √𝜅

1
= 

           = √𝜅 + 1 − √𝜅. 

 

Επομένως είναι  

𝑆 =  ∑
(√𝜅 + 1 − √𝜅) = (√2 − √1) + (√3 − √2) + (√4 − √3) +⋯

99

𝜅=1

 

+(√99 − √98) + (√100 − √99) == √100 − √1 = 9. 
 

Στο επόμενο παράδειγμα θα χρησιμοποιήσουμε το σύμβολο 𝜈!, το οποίο 

διαβάζεται 𝜈 παραγοντικό και ορίζεται με τον ακόλουθο τρόπο: 

0! = 1, 1! = 1, 𝜈! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3⋯𝜈,     αν 𝜈 ≥ 2. 

Είναι δηλαδή  

2! = 1 ⋅ 2 = 2, 3! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 6,      4! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 = 24   κτλ. 

Παράδειγμα 4ο : Να υπολογιστεί το άθροισμα 𝑆 = 1 ⋅ 1! + 2 ⋅ 2! + 3 ⋅ 3! +
⋯+ 2017 ⋅ 2017! 
Ο υπολογισμός βασίζεται στην απλή παρατήρηση ότι 

𝜈 ⋅ 𝜈! = (𝜈 + 1 − 1)𝜈! = (𝜈 + 1)𝜈! − 𝜈! = (𝜈 + 1)! − 𝜈!. 
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Επομένως είναι 

𝑆 = (2! − 1!) + (3! − 2!) + (4! − 3!) + ⋯+ (2018! − 2017!). 

Το άθροισμα είναι προφανώς τηλεσκοπικό και προκύπτει τελικά 

𝑆 = 2018! − 1. 

Στο επόμενο παράδειγμα θα ασχοληθούμε με ένα θέμα της 5ης Διεθνούς 
Μαθηματικής Ολυμπιάδας (Πολωνία, 1963). 
 
Παράδειγμα 5ο : Να αποδείξετε ότι  

𝜎𝜐𝜈
𝜋

7
− 𝜎𝜐𝜈

2𝜋

7
+ 𝜎𝜐𝜈

3𝜋

7
=
1

2
. 

Αρχικά ας ονομάσουμε 𝑆 το άθροισμα στα αριστερά και ας παρατηρήσουμε ότι 
αυτό γράφεται ως 

𝑆 = 𝜎𝜐𝜈
𝜋

7
+ 𝜎𝜐𝜈

3𝜋

7
+ 𝜎𝜐𝜈

5𝜋

7
. 

Υπολογίζουμε τώρα το 2𝑆 ⋅ 𝜂𝜇
𝜋

7
. Με χρήση του τύπου 

 2𝜂𝜇𝛼𝜎𝜐𝜈𝛽 = 𝜂𝜇(𝛽 + 𝛼) − 𝜂𝜇(𝛽 − 𝛼)   προκύπτει  

2𝑆 ⋅ 𝜂𝜇
𝜋

7
= 𝜂𝜇

2𝜋

7
+ 𝜂𝜇

4𝜋

7
− 𝜂𝜇

2𝜋

7
+ 𝜂𝜇

6𝜋

7
− 𝜂𝜇

4𝜋

7
 

δηλαδή  

2𝑆 ⋅ 𝜂𝜇
𝜋

7
= 𝜂𝜇

6𝜋

7
 

και επειδή είναι 𝜂𝜇
𝜋

7
= 𝜂𝜇

6𝜋

7
 βρίσκουμε 𝑆 =

1

2
. 

Ας επισημάνουμε ότι η ίδια τεχνική εφαρμόζεται στον υπολογισμό αθροισμάτων 

ημιτόνων ή  συνημιτόνων στα οποία τα τόξα που εμφανίζονται αποτελούν 

αριθμητική πρόοδο.  

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε ένα κλασικό τηλεσκοπικό γινόμενο. 

Παράδειγμα 6ο : Να αποδειχθεί ότι 

∏𝜎𝜐𝜈
𝜅𝜋

13
=
1

64
.

6

𝜅=1

 

Χρησιμοποιούμε την ταυτότητα  
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𝜎𝜐𝜈𝑥 =
𝜂𝜇2𝑥

2𝜂𝜇𝑥
, 

οπότε είναι 

∏𝜎𝜐𝜈
𝜅𝜋

13
=
𝜂𝜇
2𝜋
13

2𝜂𝜇
𝜋
13

𝜂𝜇
4𝜋
13

2𝜂𝜇
2𝜋
13

 
𝜂𝜇
8𝜋
13

2𝜂𝜇
4𝜋
13

6

𝜅=1

𝜂𝜇
16𝜋
13

2𝜂𝜇
8𝜋
13

𝜂𝜇
32𝜋
13

2𝜂𝜇
16𝜋
13

𝜂𝜇
64𝜋
13

2𝜂𝜇
32𝜋
13

=
1

64

𝜂𝜇
64𝜋
13

𝜂𝜇
𝜋
13

=
1

64
, 

αφού 𝜂𝜇
64𝜋

13
= 𝜂𝜇 (5𝜋 −

𝜋

13
) = 𝜂𝜇

𝜋

13
. 

Συνεχίζουμε με ένα ακόμα τηλεσκοπικό γινόμενο: 

Παράδειγμα 7ο : Να υπολογιστεί το γινόμενο 

𝑃 = ∏
𝜅3 − 1 

𝜅3 + 1

2017

𝜅=2

 

Παρατηρούμε ότι το γινόμενο γράφεται ως  

∏
𝜅− 1

𝜅 + 1
∏

𝜅2 + 𝜅 + 1

𝜅2 − 𝜅 + 1

2017

𝜅=2

2017

𝜅=2

. 

Το πρώτο γινόμενο είναι τηλεσκοπικό: 

∏
𝜅− 1

𝜅 + 1
=
1

3

2

4

3

5
⋯
2015

2017

2016

2018
=

2

2017 ⋅ 2018

2017

𝜅=2

=
1

2017 ⋅ 1009
. 

Το δεύτερο είναι επίσης τηλεσκοπικό, αφού ο αριθμητής κάθε κλάσματος ισούται 

με τον παρονομαστή του επόμενού του 

∏
𝜅2 + 𝜅 + 1

𝜅2 − 𝜅 + 1

2017

𝜅=2

= ∏
𝜅(𝜅 + 1) + 1

(𝜅 − 1)𝜅 + 1

2017

𝜅=2

=
2 ⋅ 3 + 1

1 ⋅ 2 + 1
⋅
3 ⋅ 4 + 1

2 ⋅ 3 + 1
⋅
4 ⋅ 5 + 1

3 ⋅ 4 + 1
⋯
2017 ⋅ 2018 + 1

2016 ⋅ 2017 + 1
= 
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=
2017 ⋅ 2018 + 1

3
= 331 ⋅ 4099. 

Επομένως, είναι 

𝑃 =
331 ⋅ 4099

1009 ⋅ 2017
. 

 

Για το επόμενο παράδειγμα, αφετηρία αποτελεί το διάσημο άθροισμα 1 + 2 +

3 +⋯+ 𝜈 =
𝜈(𝜈+1)

2
, το οποίο, λέγεται ότι, υπολόγισε ο Gauss όντας μαθητής 

δημοτικού. Είναι λογικό να αναζητήσουμε τύπους    και για τα αθροίσματα  

𝑆2 = 1
2 + 22 + 32 +⋯+𝜈2, 

𝑆3 = 1
3 + 23 + 33 +⋯+ 𝜈3, 

και γενικά για το 𝑆𝑎 = 1
𝑎 + 2𝑎 + 3𝑎 +⋯+𝜈𝑎 .   

Παράδειγμα 8ο : Να υπολογιστεί το 𝑆2. 

Ας παρατηρήσουμε ότι  

𝜈3 − (𝜈 − 1)3 = 3𝜈2 − 3𝜈 + 1. 

Στην ταυτότητα αυτή θέτουμε διαδοχικά 𝜈 = 1,2,3,… , 𝜈, οπότε προκύπτουν οι 

σχέσεις  

13 − 03 = 3 ⋅ 12 − 3 ⋅ 1 + 1 

23 − 13 = 3 ⋅ 22 − 3 ⋅ 2 + 1 

33 − 23 = 3 ⋅ 32 − 3 ⋅ 3 + 1 

. 

. 

𝜈3 − (𝜈 − 1)3 = 3 ⋅ 𝜈2 − 3 ⋅ 𝜈 + 1. 

Με πρόσθεση κατά μέλη βρίσκουμε στο αριστερό μέλος ένα τηλεσκοπικό 

άθροισμα, το οποίο ισούται  με 𝜈3, οπότε λαμβάνουμε  

𝜈3 = 3∑𝜅2
𝜈

𝜅=1

− 3∑𝜅

𝜈

𝜅=1

+ 𝜈. 

Επειδή ισχύει 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B1%CF%81%CE%BB_%CE%A6%CF%81%CE%AF%CE%BD%CF%84%CF%81%CE%B9%CF%87_%CE%93%CE%BA%CE%AC%CE%BF%CF%85%CF%82
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∑𝜅

𝜈

𝜅=1

=
𝜈(𝜈 + 1)

2
 

προκύπτει  

𝑆2 =∑𝜅2
𝜈

𝜅=1

=
𝜈(𝜈 + 1)(2𝜈 + 1)

6
. 

Εργαζόμενοι με τον ίδιο τρόπο, κάνοντας τώρα χρήση της ταυτότητας 

𝜈4 − (𝜈 − 1)4 = 4𝜈3 − 6𝜈2 + 4𝜈 − 1 

βρίσκουμε 

𝑆3 = [
𝜈(𝜈 + 1)

2
]
2

. 

 

Στο επόμενο παράδειγμα θα χρησιμοποιήσουμε την ακολουθία Fibonacci, η 

οποία ορίζεται ως εξής:    Είναι 𝐹1 = 𝐹2 = 1 και 𝐹𝜈+1 = 𝐹𝜈 + 𝐹𝜈−1 για κάθε 

𝜈 ≥ 2. 

Παράδειγμα 9ο : Να υπολογιστεί το άθροισμα 

𝑆 = ∑
1

𝐹𝜅−1𝐹𝜅+1

2017

𝜅=2

. 

Παρατηρούμε ότι  

∑
1

𝐹𝜅−1𝐹𝜅+1

2017

𝜅=2

= ∑
𝐹𝜅

𝐹𝜅−1𝐹𝜅𝐹𝜅+1
= ∑

𝐹𝜅+1 − 𝐹𝑘−1
𝐹𝜅−1𝐹𝜅𝐹𝜅+1

2017

𝜅=2

2017

𝜅=2

= ∑ (
1

𝐹𝜅−1𝐹𝜅
−

1

𝐹𝜅𝐹𝜅+1
) =

2017

𝜅=2

 

=
1

𝐹1𝐹2
−

1

𝐹2𝐹3
+

1

𝐹2𝐹3
−

1

𝐹3𝐹4
+⋯+

1

𝐹2016𝐹2017
−

1

𝐹2017𝐹2018
. 

Είναι φανερό ότι το παραπάνω άθροισμα είναι τηλεσκοπικό, οπότε βρίσκουμε 

τελικά 

𝑆 = 1 −
1

𝐹2017𝐹2018
. 

 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BA%CE%BF%CE%BB%CE%BF%CF%85%CE%B8%CE%AF%CE%B1_%CE%A6%CE%B9%CE%BC%CF%80%CE%BF%CE%BD%CE%AC%CF%84%CF%83%CE%B9
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Στη συνέχεια θα δούμε μερικές εφαρμογές των τηλεσκοπικών αθροισμάτων στην 

απόδειξη ανισοτήτων 

 

Παράδειγμα 10ο : Αν ο 𝜈 ≥ 2 είναι φυσικός αριθμός, να αποδείξετε ότι 

1

22
+
1

32
+
1

42
+⋯+

1

𝜈2
>
1

2

𝜈 − 1

𝜈 + 1
. 

Πράγματι, είναι 

1

22
+
1

32
+
1

42
+⋯+

1

𝜈2
=∑

1

𝜅2
>∑

1

𝜅(𝜅 + 1)
= ∑(

1

𝜅
−

1

𝜅 + 1
) .

𝜈

𝜅=2

𝜈

𝜅=2

𝜈

𝜅=2

 

Όμως, το τελευταίο άθροισμα είναι τηλεσκοπικό και προφανώς ισούται με 
1

2
−

1

𝜈+1
=

𝜈−1

2(𝜈+1)
. 

 

Παράδειγμα 11ο : Να αποδειχθεί ότι  

1

33
+
1

43
+
1

53
+⋯+

1

993
<
1

10
. 

 

Παρατηρούμε ότι 

1

33
+
1

43
+
1

53
+⋯+

1

993

=∑
1

𝜅3
<∑

1

𝜅3 − 𝜅
=
1

2
∑[(

1

𝜅 + 1
−
1

𝜅
) + (

1

𝜅 − 1
−
1

𝜅
)]

99

𝜅=3

99

𝜅=3

99

𝜅=3

 

 

Δημιουργούνται δύο τηλεσκοπικά αθροίσματα: 

∑(
1

𝜅 + 1
−
1

𝜅
) =

1

100
−
1

3
= −

97

300

99

𝜅=3

 

και 

∑(
1

𝜅 − 1
−
1

𝜅
) =

1

2
−
1

99
=
97

198
.

99

𝜅=3
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Επομένως, το αρχικό άθροισμα είναι μικρότερο από τον αριθμό  

97

198
−
97

300
=
1649

19800
<
1

10
. 

Παράδειγμα 12ο : Αν ο 𝜈 ≥ 1 είναι φυσικός αριθμός, να αποδείξετε ότι  

2√𝜈 > ∑
1

√𝜅
> 2(√𝜈 + 1 − 1)

𝜈

𝜅=1

. 

Έχουμε 

∑
1

√𝜅
>∑

2

√𝜅 + 1 + √𝜅
= 2∑(√𝜅 + 1 − √𝜅).

𝜈

𝜅=1

𝜈

𝜅=1

𝜈

𝜅=1

 

Το τελευταίο άθροισμα είναι τηλεσκοπικό και ισούται με 2(√𝜈 + 1 − 1). 

Ακόμα είναι  

∑
1

√𝜅
<∑

2

√𝜅 + √𝜅 − 1
= 2∑(√𝜅 − √𝜅 − 1)

𝜈

𝜅=1

𝜈

𝜅=1

𝜈

𝜅=1

 

με το τελευταίο άθροισμα να είναι τηλεσκοπικό. Ισούται με 2√𝜈. 

 

Προβλήματα προς επίλυση 

Όλα τα παρακάτω προβλήματα αντιμετωπίζονται με χρήση τηλεσκοπικών 

αθροισμάτων και γινομένων. 

 

1. Να υπολογίσετε το άθροισμα 

∑
1

𝜅(𝜅 + 3)
.

1000

𝜅=1

 

 

2. Να υπολογίσετε το άθροισμα  

∑ 𝜅! (𝜅2 + 𝜅 + 1).

2017

𝜅=1

 

3. Να υπολογίσετε το άθροισμα  

∑
𝜅 − 1

𝜅!

𝜈

𝜅=1
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4. Να υπολογίσετε το γινόμενο  

∏(1−
1

𝜅2
)

2017

𝜅=2

 

 

5. Να αποδείξετε ότι  

1

2
⋅
3

4
⋅
5

6
⋯
999999

1000000
<

1

1000
. 

6. Να υπολογίσετε το άθροισμα  

∑
𝜅

𝜅4 + 𝜅2 + 1

100

𝜅=1

 

7. Να υπολογίσετε το άθροισμα  

∑𝜎𝜐𝜈 (
𝜅𝜋

7
)

15

𝜅=1

 

8. Να υπολογίσετε το άθροισμα  

𝜀𝜑1𝜊

𝜎𝜐𝜈2𝜊
+
𝜀𝜑2𝜊

𝜎𝜐𝜈4𝜊
+⋯+

𝜀𝜑(2𝜈)𝜊

𝜎𝜐𝜈 (2𝜈+1)𝜊
 

 

9. Να υπολογίσετε το γινόμενο  

 

(√3 + 𝜀𝜑1𝜊)(√3 + 𝜀𝜑2𝜊)(√3 + 𝜀𝜑3𝜊)⋯(√3 + 𝜀𝜑29𝜊) 

 

10. Να υπολογίσετε το γινόμενο  

 

(
1

2
+ 𝜎𝜐𝜈9𝜊) (

1

2
+ 𝜎𝜐𝜈27𝜊) (

1

2
+ 𝜎𝜐𝜈81𝜊) (

1

2
+ 𝜎𝜐𝜈243𝜊) 

 

11.  Αν 𝐹1, 𝐹2, … είναι η ακολουθία Fibonacci του παραδείγματος 9, να 

αποδείξετε ότι 

 

α) 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 +⋯+ 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 1, 
 

β) 𝐹1
2 + 𝐹2

2 + 𝐹3
2 +⋯+ 𝐹𝑛

2 = 𝐹𝑛𝐹𝑛+1, 
 

γ)   ∑
𝐹𝑘

𝐹𝑘−1𝐹𝑘+1
= 2 −

𝐹𝑛+2

𝐹𝑛𝐹𝑛+1

𝑛
𝜅=2  
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Αξιοποιώντας τα λογισμικά προγράμματα 
 

 Σε αυτή τη στήλη θα μελετώνται γεωμετρικά, αλλά και αλγεβρικά 
προβλήματα μέσω λογισμικών προγραμμάτων. Μια τέτοια διαδικασία, που 
εμπεριέχει «κινητικότητα», αποτελεί ένα ισχυρό ερέθισμα στον αναγνώστη 
και σε κάθε υποψήφιο λύτη.  

Για να μπορέσει ο εκπαιδευτικός δάσκαλος να εξαντλήσει τις 
δυνατότητες της λεγόμενης «Ζώνης επικείμενης ανάπτυξης» του μαθητή, 
σύμφωνα με τις απόψεις του Lev Vygotsky(1896-1934), σίγουρα θα 
ξεκινήσει από ένα γενικό ερέθισμα στην αρχή, αλλά ο πωσδήποτε στη 
συνέχεια θα βρεθεί στην ανάγκη να παράσχει «μικρά πακέτα βοήθειας» 
ώστε να επιτύχει τον διδακτικό του στόχο. Αυτός επιτυγχάνεται και 
διευκολύνεται από τα «εργαλεία» διαθέτουμε στο «ψηφιακό εργαστήριό».  

Στη σημερινή εποχή, η δραστηριότητα στην τάξη επηρεάζεται από τις 
δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία και βαθμιαία προσαρμόζεται σε 
αυτήν. Για το λόγο αυτό αξίζει να αφιερώσουμε κάποιο χρόνο για τη μύηση 
στο νέο πνεύμα και την ουσιαστική αξιοποίησή της Τεχνολογίας. Θεωρούμε 
ότι ιδιαίτερα στα Μαθηματικά,  το μέλλον της εκπαιδευτικής διαδικασίας θα 
επηρεαστεί ριζικά από τη χρήση των λογισμικών και των άλλων 
υποστηρικτικών μηχανισμών. Αυτό θα αλλάξει και τη συνολική εικόνα της 
στρατηγικής της διδασκαλίας. Προς αυτή την κατεύθυνση στοχεύει η 
συγκεκριμένη στήλη.  

 
 

 .   
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Γεωμετρικές ενασχολήσεις 

 Κώστας Δόρτσιος  
 
1. Δίνονται τρία ίσα κανονικά εξάγωνα με κέντρα τα σημεία 1 2 3, ,O O O  

και ακτίνας R (Σχ.1). Να διαιρεθεί με ένα ψαλίδι το πρώτο εξάγωνο σε έξι 
τρίγωνα καθώς και το δεύτερο αλλά με διαφορετικό τρόπο. Στη συνέχεια τα 
12 αυτά τρίγωνα μαζί με το τρίτο κανονικό εξάγωνο να συντεθούν ώστε να 

προκύψει ένα νέο κανονικό εξάγωνο. 
Σύντομες ιδέες πριν τη λύση 

Τα κανονικά εξάγωνα είναι όλα μεταξύ των όμοια. Ακόμα γνωρίζουμε ότι 
ο λόγος των εμβαδών δυο ομοίων σχημάτων ισούται με το τετράγωνο του λόγου 
ομοιότητας αυτών. Άρα αν το ζητούμενο εξάγωνο είναι το  E  τότε θα είναι: 

         1 2 3 13E O O O O     

Άρα:  

 

 

 

 
12 2 2

1 1

3
3

OE
l l l

O O
      

δηλαδή ο λόγος ομοιότητας του ζητούμενου εξαγώνου ως προς τα αρχικά 
εξάγωνα είναι: 

3l   
 Λύση: Ύστερα από αυτά από το κανονικό εξάγωνο  1 ,O R  (Σχ.2), εύκολα 

Σχήμα 1 

Σχ.2 
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διαπιστώνεται ότι το εξάγωνο   είναι κανονικό και μάλιστα ο λόγος 

ομοιότητας αυτού ως προς το αρχικό είναι:  

1

1

3
2

' 2 3

R
R O A

l
R O M R



     

 Αυτό σημαίνει ότι στο μεταξύ διάστημα του εξαγώνου  1 ,O R  και του 

εξαγώνου    θα πρέπει να «εισαχθούν» τα δύο άλλα κανονικά εξάγωνα, 

δηλαδή το  2 ,O R  και το  3 ,O R .  

Άρα πρέπει το ένα εξάγωνο να διαμεριστεί σε έξι ισόπλευρα τρίγωνα 
πλευράς ίσης με R  και το άλλο να διαμεριστεί σε άλλα έξι ισοσκελή τρίγωνα 

πλευρών  , , 3R R R .  

Η διαμέριση αυτή φαίνεται στα σχήμα 3:  

και η σύνθεση αυτών στο τελικό εξάγωνο φαίνεται στο σχήμα 4: 

Για να δείτε την όλη διαδικασία σε μια δυναμική μορφή που θα δηλώνει 
κάπως και τη διαδικασία του ψαλιδίσματος, που ζητά στην εκφώνηση του το 
πρόβλημα, μπορείτε να ανοίξετε το αρχείο (Δράση 1), όπου υπάρχουν και 
οδηγίες χρήσης. 

Σχ. 3 

Σχ. 4 

https://www.geogebra.org/m/cxEwamfw
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2. Δίνεται ένα κανονικό εξάγωνο  1 ,O R  και ένα ορθογώνιο ( )ABCD  

τέτοιο ώστε να είναι:   3AB R  και  BC R . Να τεμαχίσετε το ορθογώνιο 

σε έξι ορθογώνια τρίγωνα και στη συνέχεια με τα τρίγωνα αυτά και το 
κανονικό εξάγωνο να συνθέσετε ένα νέο κανονικό εξάγωνο. (Σχ. 5) 

Επεξεργασία: 
Όπως και στην προηγούμενη δραστηριότητα έτσι και τώρα σκεφτόμαστε 

ότι γύρω από το κανονικό εξάγωνο πλευράς MN R  θα πρέπει να 
τοποθετήσουμε τα έξι ορθογώνια τρίγωνα στα οποία θα τμηθεί το ορθογώνιο 
( )ABCD .  

Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι: 

     
   

2

2

3 3 3 3

3 3 1

E ABCD R R R

E ABCD R

   


 

Το εμβαδόν του κανονικού εξαγώνου είναι επίσης: 

 

   

2
2

6

2
6

3 3
6 3

3 2
3

3 2
2

R
E R

E R

    

 

 

Από τις (1) και (2) προκύπτει: 

     62 3E ABCD E MN  

 Η σχέση (3) μας οδηγεί πάλι στη σκέψη ότι γύρω από το κανονικό 

Σχήμα 5 

Ο1 

Σχ. 6 
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εξάγωνο θα τοποθετήσουμε χωρία με συνολικό εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν δύο 
άλλων κανονικών εξαγώνων ίσων με το αρχικό. Έτσι οδηγούμαστε στο σχήμα 6:   
 Στο σχήμα αυτό εντοπίζουμε ουσιαστικά τα έξι ορθογώνιο τρίγωνα τα 

οποία έχουν κάθετες πλευρές R  και 3R . Έτσι οδηγούμαστε στη ζητούμενη 
διαίρεση του ορθογωνίου με τον εξής τρόπο:  (Σχ. 7) 

και το τελικό σχήμα που προκύπτει είναι το ακόλουθο: (Σχ. 8) 

Έχει ενδιαφέρον να δει κανείς και το δυναμικό σχήμα (Δράση 2) όπου 
δηλώνεται αρχικά η κατασκευή του ορθογωνίου με τα ζητούμενα στοιχεία σε 
σχέση με το δοθέν κανονικό εξάγωνο και στη συνέχεια η ζητούμενη διαμέριση.  

 
3. Δίνεται το επίπεδο σχήμα που αποτελείται από δέκα μοναδιαία 

τετράγωνα ενωμένα με τρόπο που εμφανίζεται στο σχήμα 9. Με δύο μόνον 
«ψαλιδίσματα» να κοπεί σε τρία μέρη και στη συνέχεια να τοποθετηθούν έτσι 
ώστε να προκύψει ένα τετράγωνο.  

Επεξεργασία 
Εφόσον έχουμε δέκα μοναδιαία τετράγωνα τα οποία θα τεμαχιστούν και 

στη συνέχεια θα μονταριστούν ώστε να προκύψει ένα τετράγωνο, ασφαλώς το 
τετράγωνο αυτό θα έχει εμβαδόν:  

Σχ. 7 

Σχ. 8 

https://www.geogebra.org/m/QP9PwNYs


Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017                                33 

 

10 . .ώE     

άρα αν x  θα είναι το μέτρο της πλευράς αυτού του τετραγώνου τότε ασφαλώς θα 
είναι: 

2 10 10x x    
 Παρατηρώντας το σχήμα 9 διαπιστώνουμε ότι αν σχηματίσουμε το 
ορθογώνιο τρίγωνο  KHZ τότε αυτό θα έχει κάθετες πλευρές:  

3, 1KH HZ   

και συνεπώς υποτείνουσα:  
3 23 1 10KZ     

Όμοια ισχύουν και για το ορθογώνια τρίγωνα: 

     , ,BCD KAB DEZ  

και βέβαια θα είναι:  

10KB BD DZ    
Επομένως το σχήμα KBDZ είναι ρόμβος και μάλιστα εύκολα 

διαπιστώνεται ότι είναι και τετράγωνο.  
Ύστερα από αυτά προκύπτει η κατασκευή. (Σχ.10) 

Το όλο δρώμενο δείτε το στο αρχείο (Δράση 3) 
 

Σχήμα 9 

Σχήμα 10 

https://www.geogebra.org/m/hR2Dwun5


Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017                                34 

 

4. Να κατασκευαστεί ένα πολύεδρο που έχει ως βάσεις δύο ίσα 
κανονικά πεντάγωνα σε παράλληλα επίπεδα και οι παράπλευρες έδρες να 
είναι δέκα ίσα ισοσκελή τρίγωνα, όταν γνωρίζουμε την ακτίνα R  των ίσων 
κανονικών πενταγώνων, και τις ίσες πλευρές των ισοσκελών τριγώνων. 
(Σχ.11) 

 
Σύντομες ιδέες πριν την κατασκευή. 

 Είναι φανερό ότι αν ένα ισοσκελές τρίγωνο  KAB  με KA KB  και  

του οποίου η βάση ανήκει σ’ ένα επίπεδο    και η κορυφή του K εκτός του 

επιπέδου αυτού, τότε η ορθή προβολή  DAB  αυτού στο επίπεδο    είναι κι 

αυτή ένα ισοσκελές τρίγωνο με DA DB  (Σχ.12) 

 Ακόμα είναι γνωστό ότι η πλευρά 10  του κανονικού δεκαγώνου 

δίνεται  
από τον τύπο: 

 
 

Λύση 
Παρατηρούμε λοιπόν ότι το ζητούμενο στερεό όπως φαίνεται στο σχήμα 

13 αποτελείται από δύο κανονικά πεντάγωνα σε παράλληλα επίπεδα κι εφόσον οι 
παράπλευρες έδρες είναι ισοσκελή τρίγωνα θα πρέπει οι προβολές των κορυφών 
του πενταγώνου της «οροφής», σύμφωνα με τα ανωτέρω, να αποτελούν με τις 
κορυφές του πενταγώνου του «δαπέδου» ένα κανονικό δεκάγωνο.  

Σχήμα 11 

(π) 

Σχήμα  12 

   10 5 1 1
2

R
  



Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017                                35 

 

Στο στερεό αυτό είναι:  

   1 1OO KA h  ,  1OA R  και    KA KC l   

άρα από το ορθογώνιο τρίγωνο 1KAA  προκύπτει: 
2 2 2

10h l    

δηλαδή: 

 2 2
10 2h l    

Από τις (1) και (2) προκύπτει:  

   2 21
4 2 3 5 3

2
h l R    

Σύμφωνα με την (3) προκύπτει το ύψος του στερεού αυτού καθώς και η 

κατασκευή του.  
 

Κατασκευή 
Σε ένα επίπεδο κατασκευάζουμε κατά τα γνωστά ένα κανονικό δεκάγωνο 

με ακτίνα ίση με R  Στη συνέχεια με το δεκάγωνο αυτό κατασκευάζουμε δύο 
κανονικά πεντάγωνα και στο κέντρο αυτών υψώνουμε την κάθετη προς το 
επίπεδο αυτών την 1OO h με τιμή αυτή που δίνει ο τύπος (3). Η κατασκευή 

βέβαια του τμήματος αυτού γίνεται με τη βοήθεια του τύπου (2) και με γνωστή 

Σχήμα 13 

λ10 

h 
l 

Σχήμα 14 
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την κατασκευή της πλευράς του κανονικού δεκαγώνου. (Σχ.14) 
 
Στη συνέχεια με παράλληλη μεταφορά του ενός εκ των δύο πενταγώνων 

έχουμε το σχήμα 15:  
 
 
 

και τέλος χαράσσουμε τα ισοσκελή τρίγωνα με τα οποία ολοκληρώνεται η όλη 
κατασκευή στο σχήμα 16.  

 
Η όλη κατασκευή εμφανίζεται στο αρχείο (Δράση 4). 
 

 
 
 
 
 

Σχήμα 15 

Σχήμα 16 

https://www.geogebra.org/m/wtWDahVW
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Παρατήρηση 
Ένα τέτοιο στερεό μπορούμε να σχηματίσουμε τέμνοντας κατάλληλα ένα 

από πέντε πλατωνικά στερεά που σχετίζεται με τα κανονικά πολύγωνα. Ένα 
τέτοιο είναι το  κανονικό εικοσάεδρο το οποίο έχει είκοσι έδρες σχήματος 

ισοπλεύρου τριγώνου όπως φαίνεται στο σχήμα 17.  
 
Θεωρούμε τώρα ένα τέτοιο κανονικό εικοσάεδρο, το τέμνουμε με δυο 

παράλληλα επίπεδα όπως φαίνεται στο σχήμα 18. 

 
Στη συνέχεια αν αφαιρέσουμε τις δυο πενταγωνικές πυραμίδες θα 

απομείνει το ζητούμενο στερεό. (Σχ.19) 

Σχήμα 18 

Σχήμα 17 
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Τέλος δεν το αφήνουμε έτσι «μετέωρο» αλλά με μια στροφή το 

μετακινούμε έτσι ώστε να στηρίζεται στο επίπεδο. (Σχ.20) 

Βέβαια το στερεό αυτό έχει ως παράπλευρες δέκα ισόπλευρα τρίγωνα κι 
έτσι αποτελεί μια ιδιαίτερη περίπτωση του προβλήματός μας.  

 
Μια πρόταση για την άλλη φορά 

 
  1. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ABC και τα σημεία , ,K L M  κινούνται 
αντίστοιχα στις πλευρές , ,BC CA ABαυτού, τέτοια ώστε:  

BK CL AM  . 

Σχήμα 21 

Σχήμα 19 
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Να βρεθεί η περιβάλλουσα των τμημάτων , ,KL LM MK .  

 
Βιβλιογραφία – Λογισμικά 

1. http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/MSF_Grands/SommaireSenior.htm 

2. Geogebra 
3. Cabri3D 

 

http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/MSF_Grands/SommaireSenior.htm


 

 
 

Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία            

και στις Επιστήμες 

Τα Μαθηματικά που διδάσκονται στο Ελληνικό σχολείο δεν αναδεικνύουν  

σχεδόν ποτέ την εφαρμογή τους στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες, στην Τέχνη 

και σε άλλους τομείς της ανθρώπινης δραστηριότητας. Αυτό είναι κατάφορα 

αντιφατικό με την εκπαιδευτική διαδικασία, διότι είναι μόνιμο ερώτημα και 

διαχρονικό ερώτημα των μαθητών είτε ενδιαφέρονται πολύ είτε λίγο με τα 

Μαθηματικά να γνωρίσουν και να μάθουν κάποιες πλευρές της «χρησιμότητάς» 

τους. 

Ένας στόχος λοιπόν, αυτής της στήλης είναι να αναδείξει όψεις της χρήσης των 
Μαθηματικών στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες. 
Ένας δεύτερος στόχος αυτής της στήλης είναι να δείξει πώς ερωτήματα και 
προβλήματα που αντιμετωπίζει η Τεχνολογία και οι Επιστήμες μπορεί να 
αποτελέσουν για τα Μαθηματικά πηγή για νέες δημιουργικές προτάσεις και 
ενδιαφέρουσες λύσεις. 
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Διανυσματικά γραφικά – Vector Graphics 

ή πώς ζωγραφίζουμε στον υπολογιστή μας. 

Σωτήρης Δ. Χασάπης 

Πρότυπο ΓΕ.Λ. Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης 
 

Περίληψη. Στο κείμενο αυτό γίνεται μία σύντομη παρουσίαση των 
διανυσματικών γραφικών, όπως αυτά υλοποιούνται στον υπολογιστή, καθώς και 
κάποιων μεθόδων και αντικειμένων από τα Μαθηματικά του σχολείου, τα οποία 
χρησιμοποιούνται στην υλοποίηση γραφικών (εικόνων και σχεδίων) με ψηφιακά 
μέσα και τον υπολογιστή. Στο κείμενο υπάρχουν, εκτός από τις συνήθεις 
αναφορές σε βιβλία, υπερσύνδεσμοι λογισμικού που είναι διαθέσιμο διαδικτυακά 
για τη δημιουργία παραδειγμάτων και εικόνων, αλλά και για την αναζήτηση 
επιπρόσθετων πληροφοριών. Στο τέλος του κειμένου υπάρχει υπόδειξη για 
κάποια από τα προτεινόμενα προβλήματα. 

Διανυσματικά Γραφικά (Vector Graphics) 

Τα γραφικά στον Η/Υ – σχέδια, που δεν είναι εικόνες ή φωτογραφίες – και 
αναπαρίστανται με γεωμετρικά σχήματα και Μαθηματικές εξισώσεις λέγονται 
Vector Graphics. Υπάρχουν πολλά προγράμματα με τα οποία μπορούμε να 
δημιουργήσουμε διανυσματικά γραφικά. Άλλες ονομασίες που χρησιμοποιούνται 
είναι  object based ή oriented graphics. 

 
Τα γραφικά ψηφίδων ή ψηφιδωτά γραφικά (bitmap ή raster1 ή canvas 
graphics) φτιάχνονται από μικρές μονάδες εικόνας - ψηφίδες (pixels). Σε γενικές 
γραμμές, κατά κανόνα, οι οθόνες απεικόνισης Η/Υ, οι εκτυπωτές και οι σαρωτές 
είναι συσκευές που λειτουργούν με γραφικά ψηφίδων, ενώ οι plotters 
(σχεδιαστές) είναι συσκευές διανυσματικών γραφικών.  Σε μία εικόνα αυτής της 
μορφής η ποιότητά της εξαρτάται από το πόσες πολλές και μικρές είναι οι 
ψηφίδες που χρησιμοποιούνται ανά μονάδα επιφάνειας. Η συνήθης μέτρηση που 
χρησιμοποιείται είναι οι κουκκίδες ανά ίντσα (dots per inch = dpi, 1 ίντσα = 
2,54 εκ.). Για παράδειγμα μία οθόνη Η/Υ θεωρείται επαρκέστατη αν έχει 
ανάλυση 96 dpi, ενώ ένας σαρωτής για την σάρωση μίας εικόνας θεωρείται ότι 
πρέπει να έχει ανάλυση τουλάχιστον 300 dpi, ώστε να είναι επαρκές το 
αποτέλεσμα. Πάντως σε κάθε περίπτωση η μεγέθυνση μίας εικόνας αυτής της 
μορφής οδηγεί σε θόλωσή της.  

                                                 
1 Ο όρος raster graphics, προέρχεται από το πλέγμα κουκίδων – ψηφίδων που χρησιμοποιείται στα 

ψηφιδωτά γραφικά. 

http://mmlab.ceid.upatras.gr/attachments/article/121/Graphics_1.pdf
https://el.wikipedia.org/wiki/Εικονοστοιχείο
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Όσον αφορά στη δημιουργία των ψηφιδωτών γραφικών αυτή μπορεί να γίνει είτε 
με κάποια από τα αντίστοιχα μέσα (οθόνη Η/Υ, εικόνες τηλεόρασης, 
φωτογραφικές μηχανές κ.ά.), είτε με προγράμματα δημιουργίας γραφικών και 
επεξεργασίας εικόνας που μπορούν να αποθηκεύσουν με αυτόν τον τρόπο (πχ 
Photoshop). Το μέγεθος ενός αρχείου εικόνας αυτής της μορφής εξαρτάται από 
τις παραμέτρους: ψηφίδες πλάτους Χ ψηφίδες μήκους X βάθος χρώματος. Για 
παράδειγμα μία φωτογραφία μέσω ενός κινητού τηλεφώνου με αισθητήρα 
ανάλυσης 12 Megapixel μπορεί να έχει διαστάσεις μήκος επί πλάτος : 4000 Χ 
3000 ψηφίδες. Αν το βάθος του χρώματος, το οποίο αντιστοιχεί στο πόσα πολλά 
χρώματα μπορεί να έχει η κάθε ψηφίδα, είναι 24 bits (γνωρίζουμε ότι 8bit = 
1byte), δηλαδή 3 bytes, τότε η εικόνα θα έχει μέγεθος 12.000.000 Χ 3 = 
36.000.000 bytes = 36 Megabytes περίπου (διότι με ακρίβεια 1ΜΒ είναι 
1024Χ10242 bytes) = 36 MB. Συνεπώς, αν η κινητή μας συσκευή έχει μνήμη 
αποθήκευσης, για παράδειγμα, 16 Gigabytes = 16GB = 16 X 1024 MB = 
16384 MB, τότε με απλή διαίρεση μπορούμε να υπολογίσουμε ότι η 
χωρητικότητά της επαρκεί για περίπου 455 φωτογραφίες των προηγουμένων 
χαρακτηριστικών μεγέθους και ποιότητας χρώματος που υποθέσαμε ότι 
χρησιμοποιούμε. 

Στα διανυσματικά γραφικά (vector graphics) χρησιμοποιούνται γνωστά μας 
γεωμετρικά αντικείμενα για την αναπαράσταση εικόνων στον υπολογιστή, όπως 
γραμμές, ορθογώνια, ελλείψεις, κύκλοι ή τόξα κ.ά. Τέτοιου είδους αρχεία εικόνας 
μπορεί να δημιουργηθούν είτε από τα αντίστοιχης τεχνολογίας μέσα, όπως ένας 
σαρωτής, είτε μέσω προγραμμάτων που δημιουργούν τέτοιου είδους αρχεία ή 
επεξεργάζονται και αποθηκεύουν αρχεία σε τέτοια μορφή, όπως για παράδειγμα 
το InkScape [12] ή το Libreoffice Draw, προγράμματα CAD κ.ά. Με τα 
διανύσματα δημιουργούνται σημεία ελέγχου (κόμβοι), μέσω των οποίων 
ελέγχονται διάφορες ιδιότητες, όπως το χρώμα, το μέγεθος, η ένταση του 
χρώματος και άλλα. Έτσι, για παράδειγμα η σχεδίαση ενός κύκλου, ενώ στα 
ψηφιδωτά γραφικά θα απαιτούσε την αποθήκευση των συντεταγμένων και του 
χρώματος τόσων σημείων όσες και οι ψηφίδες που θα αποτελούσαν τον κύκλο, 
στα διανυσματικά γραφικά χρειάζεται να αποθηκευθούν οι εξής πληροφορίες: 
κέντρο του κύκλου, ακτίνα του κύκλου, είδος γραμμής (πάχος και χρώμα), 
δηλαδή αρκετά λιγότερα στοιχεία απ’ ότι στα ψηφιδωτά γραφικά. Παρόλα αυτά 
τα ψηφιδωτά γραφικά υπερέχουν στην απλότητα της δομής των δεδομένων και 

                                                 
2 Στους Η/Υ, η λειτουργία γίνεται με τη χρήση του δυαδικού συστήματος αρίθμησης. Αυτό συμβαίνει, 

διότι σε μία «θέση αποθήκευσης»= bit (binary digit), μπορούν να αποθηκευθούν δύο καταστάσεις 

μόνο, που συμβολίζονται με 0 ή 1. Σε δύο θέσεις αποθήκευσης μπορούν να αποθηκευθούν 2Χ2 = 4 

καταστάσεις κ.ο.κ. Σύμφωνα με την πολλαπλασιαστική αρχή της απαρίθμησης γενικά σε ν δυαδικά 

ψηφία μπορούν να αποθηκευθούν 2𝜈καταστάσεις. Παράδειγμα σε δύο ψηφία: 00, 01, 10, 11, ενώ σε 

τρία ψηφία 8 = 23: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Έτσι, σε 10 ψηφία αντιστοιχούν 210 =
1024bit.  Περισσότερα για το δυαδικό σύστημα αρίθμησης μπορείς να δεις και στο [8]. Για αρχές 

συνδυαστικής  απαρίθμησης σε βάθος δες το [9], ενώ για περισσότερα παραδείγματα μέτρησης 

αντικειμένων μπορείς να δεις και στο σχολικού σου βιβλίο, Άλγεβρα Α΄ λυκείου σελ. 25 [10], αλλά 

και το αντίστοιχο κεφάλαιο στο σχολικό βιβλίο Μαθηματικών Γενικής Παιδείας Γ΄ λυκείου [11]. 

https://el.wikipedia.org/wiki/Bit
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στην απεικόνιση των πολύπλοκων αντικειμένων που ενδεχομένως να απαιτούν 
πολύ χρόνο και αρκετές εντολές σχεδίασης με διανυσματικά γραφικά. Βέβαια, το 
μέγεθος του αρχείου που δημιουργείται στα ψηφιδωτά γραφικά εξαρτάται άμεσα 
από την ανάλυση της εικόνας, ενώ είναι και δύσκολη η μετάβαση σε υψηλότερη 
ανάλυση με ταυτόχρονη διατήρηση της ποιότητας της εικόνας, κάτι πολύ απλό 
για τα διανυσματικά γραφικά. 

Οι σύγχρονες συσκευές απεικόνισης γραφικών – οθόνες και εκτυπωτές – είναι 
συσκευές raster graphics, οπότε για να απεικονιστεί μία εικόνα μετατρέπεται 
πρώτα σε bitmap, δηλαδή έναν πίνακα από pixels, στον οποίο αποθηκεύονται τα 
χαρακτηριστικά καθενός από αυτά, δηλαδή ανάλογα με την ανάλυση που 
θέλουμε να απεικονιστεί αλλάζει και το μέγεθος του αρχείου που παράγεται. Από 
την άλλη πλευρά τα διανυσματικά γραφικά αποθηκεύονται σε αρχεία 
.svg(scalable vector graphics) και είναι αρχεία ανεξάρτητα της ανάλυσης, οπότε 
σταθερού μεγέθους. Η μετατροπή από bitmap σε svg μπορεί να είναι αρκετά 
δύσκολη, αφού επιπλέον διαφορετικά συστήματα μπορεί να χρησιμοποιούν 
διαφορετικό τύπο svg γραφικών ή ακόμα και να μην υποστηρίζουν καθόλου το 
πρότυπο. Τα αρχεία bitmap είναι μεγαλύτερα και επιπλέον δεν έχουν 
ελαστικότητα στις μεταβολές μεταξύ διαφορετικών αναλύσεων. 

Έτσι, για παράδειγμα, οι σύγχρονες τυπογραφικές γραμματοσειρές τελευταία 
βασίζονται σε διανυσματικά γραφικά, ώστε να μπορούν να αυξομειωθούν σε 
οποιοδήποτε επιθυμητό μέγεθος. Παραδείγματα τέτοιων γραμματοσειρών 
αποτελούν οι γραμματοσειρές τύπου TrueType και Postscript. 

Στον περιηγητή ιστοσελίδων (https://www.mozilla.org/el/firefox/new/) τα 
γραφικά svg υποστηρίζονται ήδη από την έκδοση 1.5 (τώρα χρησιμοποιούμε την 
50+). 

Αν και ο όρος διανυσματικά γραφικά (vector graphics) δεν αναφέρεται 
αποκλειστικά σε γραφικά σχεδιασμένα από διανύσματα του Ευκλειδίου χώρου, 
τείνει να προτιμάται από άλλους όρους, όπως  αντικειμενοστρεφή γραφικά 
(object-oriented graphics), αφού δεν πρόκειται για αντικειμενοστρεφή 
προγραμματισμό (object – oriented programming). Τα αντικείμενα που 
χρησιμοποιούνται στα διανυσματικά γραφικά τα γνωρίζουμε στην Άλγεβρα του 
Λυκείου και στα Μαθηματικά προσανατολισμού της Β΄ λυκείου. Έτσι, 
υποστηρίζονται ευθείες και ευθύγραμμα τμήματα, πολυγωνικές γραμμές και 
πολύγωνα. Υποστηρίζονται ακόμα καμπύλες Bezier, με τις οποίες 
κατασκευάζονται, μεταξύ άλλων, γραμματοσειρές τύπου TrueType. Στα επόμενα 
θα επανέλθουμε σε αυτές. Φυσικά, υποστηρίζονται κύκλοι και ελλείψεις, ενώ σε 
κάποιες περιπτώσεις υποστηρίζεται και κείμενο ή ακόμα και εικόνες bitmap, οι 
οποίες θεωρούνται ως ένα ορθογώνιο και λειτουργούν ως τέτοιο. Τέλος, σε 
κάποιες εφαρμογές υποστηρίζονται αρχεία με περισσότερα αντικείμενα, όπως 
καμπύλες splines, επαναληπτικών συναρτήσεων και άλλες με τις οποίες δε θα 
ασχοληθούμε στο παρόν. 

https://el.wikipedia.org/wiki/Γραφικά_υπολογιστών
https://www.mozilla.org/el/firefox/new/
https://el.wikipedia.org/wiki/Αντικειμενοστρεφής_προγραμματισμός
https://el.wikipedia.org/wiki/Αντικειμενοστρεφής_προγραμματισμός
https://el.wikipedia.org/wiki/Καμπύλη_Μπεζιέ
https://el.wikipedia.org/wiki/Γραμματοσειρά
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Το σημείο στο οποίο εξυπηρετεί η διανυσματική φύση των αντικειμένων είναι οι 
επιτρεπόμενοι μετασχηματισμοί των αντικειμένων που περιγράφηκαν 
προηγουμένως. Έτσι, είναι δυνατό να γίνει μεταφορά των αντικειμένων, 
περιστροφή, μετακίνηση χωρίς περιστροφή, μεγέθυνση ή σμίκρυνση, ανάκλαση 
και διάφοροι άλλοι συνδυασμοί. 

Τα διανυσματικά γραφικά επιτρέπουν τη φορητότητα των σχεδίων, αφού και τα 
αρχεία τύπου pdf (portable document format) και PostScript τα υποστηρίζουν.  

Τα διανυσματικά γραφικά σε παιχνίδια χρησιμοποιούνταν σπάνια, αλλά 
εμφανίζονται τα τελευταία χρόνια σε παιχνίδια που παίζονται διαδικτυακά και 
στηρίζονται στους σύγχρονους φυλλομετρητές οι οποίοι υποστηρίζουν Flash 
Player και διανυσματικά γραφικά. 

Χρήση διανυσματικών γραφικών 

Από τα πλεονεκτήματα των διανυσματικών γραφικών που παρατέθηκαν 
παραπάνω προκύπτουν και οι κύριες χρήσεις τους [3]. Έτσι, σε προγράμματα 
σχεδίασης(CAD= Computer Assisted Drafting), στα οποία απαιτούνται 
ακριβείς μετρήσεις και δυνατότητα μεγέθυνσης, χωρίς απώλειες στη λεπτομέρεια 
του σχεδίου τα διανυσματικά γραφικά είναι μονόδρομος – αν και πάντα μπορεί 
να συνδυάζονται και με ψηφιδωτές εικόνες, οι οποίες, σε αυτήν την περίπτωση, 
χρησιμοποιούνται στο παρασκήνιο κυρίως. Επίσης, σε προγράμματα τα οποία 
εξάγουν εικόνες υψηλής ανάλυσης για εκτύπωση σε αντίστοιχες εκτυπωτικές 
μηχανές είναι απαραίτητα τα διανυσματικά γραφικά. Στον επόμενο πίνακα 
βλέπουμε ένα παράδειγμα μεγέθυνσης μίας εικόνας κατασκευασμένης σε 
ψηφιδωτά γραφικά και σε διανυσματικά γραφικά αντίστοιχα. 

Παρατηρείστε πώς στη δεξιά στήλη στη μεγέθυνση της εικόνας .png φαίνονται οι 
ψηφίδες της εικόνας (ασαφή περιθώρια και εμφάνιση γωνιών), διότι έχει παρέλθει 
η μέγιστη ανάλυσή της. Σε αυτήν την περίπτωση για να μπορέσει το πρόγραμμα 
να εμφανίσει την εικόνα στο μέγεθος που του ζητάμε, τριπλάσια για παράδειγμα, 
αντικαθιστά καθεμία από τις ψηφίδες με τρεις άλλες. Ως αποτέλεσμα αυτής της 
διαδικασίας μεγέθυνσης είναι να φαίνονται οι ψηφίδες – εικονοστοιχεία, παρά τις 
μεθόδους εξομάλυνσης οι οποίες εφαρμόζονται από το πρόγραμμα. Μπορείς να 
δοκιμάσεις τη δημιουργία των δικών σου svg εικόνων εδώ: 
http://www.w3schools.com/graphics/tryit.asp?filename=trysvg_myfirst ή να 
χρησιμοποιήσεις κάποιο πρόγραμμα, το οποίο δημιουργεί διανυσματικά 
γραφικά με χρήση του ποντικιού εύκολα και τα εξάγει σε αρχεία μορφής .svg, 
όπως για παράδειγμα είναι το InkScape, το οποίο περιγράφουμε παρακάτω. Η 
διατήρηση της συνοχής του σχήματος είναι πολύ σημαντική τόσο στις 
περιπτώσεις διαφορετικού μεγέθους εκτύπωσης, όσο και στη διατήρηση του 
μεγέθους του αρχείου που καταλαμβάνει στο αποθηκευτικό μέσο.  

https://el.wikipedia.org/wiki/Portable_Document_Format
http://www.w3schools.com/graphics/tryit.asp?filename=trysvg_myfirst
http://www.w3schools.com/graphics/tryit.asp?filename=trysvg_myfirst
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Πλεονεκτήματα διανυσματικών γραφικών 

Τα πλεονεκτήματα των διανυσματικών γραφικών που αποθηκεύονται σε μορφή 
.svg, έναντι των ψηφιδωτών (raster) γραφικών που αποθηκεύονται για παράδειγμα 
σε .jpeg, .gif, κλπ,  είναι σε γενικές γραμμές τα εξής: 

 μπορούν να δημιουργηθούν με απλό επεξεργαστή κειμένου, 

 μπορούν επομένως να καταλογογραφηθούν, να γίνει αναζήτηση σε αυτά 
και να συμπιεστούν ως κείμενο εύκολα, 

 Αρχικό μέγεθος Μεγέθυνση της ίδιας εικόνας 

Γραφικά 
μορφής 
.png 

 

  

Γραφικά 
μορφής 
.svg 

 

 
 

 μπορούν να μεγεθυνθούν εύκολα, χωρίς απώλειες όπως είδαμε, 

 μπορούν να εκτυπωθούν σε οποιαδήποτε ανάλυση, 

 μπορούν να τοποθετηθούν εύκολα ως κώδικας σε οποιαδήποτε 
ιστοσελίδα. 
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Παρόλα αυτά τα ψηφιδωτά γραφικά είναι καλύτερα στην περίπτωση που έχεις 
σταθερό περιβάλλον και απαιτείς γρήγορη εναλλαγή και σχεδίαση, για 
παράδειγμα στα παιχνίδια και στα κινούμενα σχέδια. Συνεπώς, μάλλον ο 
κατάλληλος συνδυασμός, ανάλογα με την εργασία που απαιτείται σε κάθε 
περίπτωση είναι αναγκαίος. 

Το πρόγραμμα InkScape 

Το πρόγραμμα InkScape είναι ένας επεξεργαστής διανυσματικών γραφικών 
ανοικτού κώδικα (https://eellak.ellak.gr/), ο οποίος χρησιμοποιεί ως πρότυπο 

κλιμακούμενα διανυσματικά γραφικά (Scalable Vector Graphics :  
https://www.w3.org/Graphics/SVG/). Το Inkscape είναι ελεύθερο· δηλαδή 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί ελεύθερα και να διανεμηθεί, ενώ μπορεί κανείς να έχει 
πρόσβαση και στον κώδικά του. Επίσης δεν έχει και κόστος. Ειδικά η μορφή 
SVG επιτρέπει την ανάγνωση και επεξεργασία της εικόνας με 
έναν απλό επεξεργαστή κειμένου, με όλα τα πλεονεκτήματα που 
μπορεί να έχει μία τέτοια επεξεργασία. Για παράδειγμα, μπορεί 
κάποιος να κάνει αναζήτηση στον κώδικα, μπορεί να είναι μέρος 
μίας ιστοσελίδας ή να είναι κινούμενο σχέδιο (παρόλα αυτά το 
InkScape δεν υποστηρίζει ακόμα SVG κινούμενα σχέδια). 
Περισσότερες πληροφορίες μπορεί κάποιος να αναζητήσει στη 
σελίδα του προγράμματος. 

Το πρόγραμμα Libreoffice Draw 

Επίσης λογισμικό ανοικτού κώδικα είναι και η ομάδα προγραμμάτων γραφείου 
Libreoffice (www.libreoffice.org), η οποία περιλαμβάνει και το πρόγραμμα 
σχεδίασης Draw. Πιο απλό από το InkScape και με λιγότερες δυνατότητες, 
παρέχει όμως την ευκολία της εξαγωγής των σχεδίων που θα δημιουργήσει 
κάποιος σε πολλές μορφές, μεταξύ των οποίων και το πρότυπο svg. Οι 
σχεδιαστικές του δυνατότητες μπορούν να κληθούν και μέσα από τα υπόλοιπα 
προγράμματα της ομάδας, όπως ο κειμενογράφος Writer. Περισσότερες 
λεπτομέρειες μπορείτε να αναζητήσετε στη σελίδα της ομάδας προγραμμάτων 
Libreoffice.  

Στον επόμενο πίνακα φαίνονται οι κύριες μορφές αρχείων αποθήκευσης που 
χρησιμοποιούνται με τις ιδιότητές τους και τα προγράμματα που τις παράγουν, 
όπως περιγράφονται στο [2].  

.bmp  Bitmap: ασυμπίεστη μορφή εικόνας, που αποθηκεύει ένα ράστερ με 
τις τιμές χρώματος κάθε εικονοστοιχείου (αποτελεί τον πιο απλό 
τύπο, που αναπτύχθηκε πολύ νωρίς αλλά δεν χρησιμοποιείται συχνά 
σε πολυμεσικές εφαρμογές). 

.jpg ή 

.jpeg 
JPEG - Joint Photographic Experts Group: πρότυπο συμπίεσης 
που προσφέρεται (και προτείνεται) για εικόνες του φυσικού κόσμου, 

http://inkscape.org/
https://eellak.ellak.gr/
https://www.w3.org/Graphics/SVG/
http://www.libreoffice.org/
http://www.libreoffice.org/
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καθώς αξιοποιεί τη συνέχεια και χωρική ομοιότητα των γειτονικών 
εικονοστοιχείων. 

.gif (CompuServe) Graphics Interchange Format: πρότυπο 
χαρτογραφικής εικόνας που ανα- 
πτύχθηκε για το Web. Κάνει μη απωλεστική συμπίεση3 αλλά 
χρησιμοποιεί μόλις 8 bit (8 δυαδικά ψηφία = 28 = 256θέσεις 
αποθήκευσης, δηλαδή 256 χρώματα). Κάποιες μορφές υποστηρίζουν 
διαφάνεια (transparency), ενώ μπορεί να περιέχονται πολλές ακίνητες 
εικόνες με αποτέλεσμα την εμφάνιση κίνησης (animated gif). 

.tiff Tagged Image File Format: μορφή χαρτογραφικού τύπου γενικής 
χρήσης, συμπιέζει ( με  
διάφορους αλγορίθμους) μη απωλεστικά, υποστηρίζει 24/32 bit σε 
μοντέλα RGB /CMYK.  

.png Portable Network Graphics: σχεδιάστηκε για χρήση στο Web (ως 
εναλλακτικό του gif), χρησιμοποιεί 24 bits (true color, ~16,7 
εκατομμύρια χρώματα) και κάνει μη απωλεστική συμπίεση, που 
μπορεί να έχει ως αποτέλεσμα μεγάλο όγκο των αρχείων (γι’ αυτό 
και δεν χρησιμοποιείται εκτενώς στο Web).  

.wmf 

.emf 
Windows Metafile (WMF) / Enhanced Metafile (EMF): πρόκειται 
για τύπους διανυσματικών εικόνων της Microsoft, όπου ο πρώτος 
χρησιμοποιεί 16 bit και ο δεύτερος 32 bit.  

.ps PostScript: γλώσσα περιγραφής σελίδων / δημιουργίας εικόνων με 
διανυσματικά γραφικά (χρησιμοποιείται στους εκτυπωτές και στις 
ευρύτερες εφαρμογές τυπογραφίας).  

.eps Encapsulated PostScript: στην ουσία αποτελεί συνδυασμό των PS 
και TIFF, συνδυάζει χαρτογραφικές και διανυσματικές εικόνες, 
υποστηρίζει 24/ 32 bit σε μοντέλα RGB /CMYK 

.psd PhotoShop Data: πρότυπο του προγράμματος Adobe Photoshop, 
καταχωρεί πλήθος πλη- 
ροφοριών (στρώματα –layers, κανάλια –channels, μονοπάτια –paths 
κ . ά .), υποστηρίζει  
χαρτογραφικές εικόνες αλλά και διανυσματικά στοιχεία (μάσκες) , 
προορίζεται για την παραγωγή – επεξεργασία και όχι την τελική 
αναπαραγωγή (π.χ. δεν χρησιμοποιείται στο Web).  

.cdr CorelDraw: αρχεία διανυσματικών εικόνων που δημιουργούνται στο 

                                                 
3 Για τη μείωση του μεγέθους των εικόνων μπορεί να χρησιμοποιούνται διάφορες μέθοδοι συμπίεσης 

της εικόνας. Αυτές οι μέθοδοι χαρακτηρίζονται, εκτός από την αναλογία μείωσης του μεγέθους που 

καταλαμβάνει στο δίσκο η εικόνα, από το αν χάνονται κάποια δεδομένα της εικόνας (απωλεστική 

συμπίεση) ή δεν χάνονται δεδομένα της εικόνας (μη απωλεστική συμπίεση). Για περισσότερες 

πληροφορίες δες τα [13],[14]. 
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λογισμικό CorelDraw και δεν είναι συμβατά με όλα τα 
προγράμματα εικόνας (π.χ. ανοίγει στο Adobe Illustrator).  

.svg Scalable Vector Graphics: τύπος διανυσματικής εικόνας (δύο 
διαστάσεων) που βασίζεται  
στη γλώσσα XML (και άρα μπορεί να υποστεί επεξεργασία με τη 
βοήθεια ενός απλού κειμενογράφου). Υποστηρίζει κίνηση αλλά και 
στοιχεία διαδραστικότητας και αναπαράγεται σχετικά εύκολα σε 
όλους τους πλοηγητές (Web browsers).  

.xfc Αρχείο γραφικών Gimp.  

 

Γραφικά με Μαθηματικά 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω η λογική των διανυσματικών γραφικών βρίσκεται 
στη δημιουργία αντικειμένων, στα οποία περιλαμβάνονται και βασικά 
Μαθηματικά αντικείμενα, όπως τα έχουμε γνωρίσει στο σχολείο· επίσης 
περιλαμβάνονται και μετασχηματισμοί για τη δημιουργία ακόμα περισσότερων 
αντικειμένων, μέσω μεταβολών άλλων υπαρχόντων που επίσης έχουμε γνωρίσει 
στο σχολείο (όμοια σχήματα, ομοιόθετα σχήματα, κλιμακωτά σχήματα κλπ). 
Στη συνέχεια θα μελετήσουμε κάποια από αυτά τα αντικείμενα με παραδείγματα 
κώδικα που χρησιμοποιείται για τη δημιουργία τους. 

Η βασική ιδέα της δημιουργίας διανυσματικών αντικειμένων είναι η χρήση ενός 
συστήματος αξόνων, όπως αυτό που χρησιμοποιούμε στην αναλυτική γεωμετρία 
με την αρχή των αξόνων και δύο κάθετους άξονες. Για παράδειγμα οι δύο 
επόμενες εντολές:  

<circle cx="70" cy="95" r="50" style="stroke: black; fill: none" />  

<circle cx="55" cy="80" r="5" stroke="black" fill="#339933" />  

δημιουργούν από έναν κύκλο. Η πρώτη με κέντρο το σημείο (70,95) και ακτίνα 
50 χρώματος γραμμής μαύρου και χωρίς γέμισμα, ενώ η δεύτερη έναν κύκλο 
κέντρου (55,80) και ακτίνας 5, χρώματος μαύρου και γεμίσματος #339933, που 
αντιστοιχεί σε κάποια απόχρωση του πρασίνου. Μπορείτε να δοκιμάσετε αυτές 
τις εντολές στο διαδικτυακό επεξεργαστή διανυσματικών γραφικών 
http://www.w3schools.com/graphics/tryit.asp?filename=trysvg_myfirst. Ως 
βασικό στοιχείο να σημειωθεί ότι η αρχή των αξόνων (0,0) είναι η πάνω 
αριστερή γωνία του ορθογωνίου σχεδίασης, ο άξονας x’x αυξάνεται προς τα 
δεξιά και παίρνει μόνο θετικές τιμές, ενώ ο άξονας y’y αυξάνεται προς τα κάτω 
και παίρνει επίσης μόνο θετικές τιμές. Δηλαδή, η αρχή των αξόνων βρίσκεται 
στην πάνω αριστερή γωνία της οθόνης μας και οι θετικοί ημιάξονες είναι προς τα 
δεξιά και προς τα κάτω. Η παρακάτω εικόνα δείχνει τον κώδικα και το 
αποτέλεσμά του από τον παραπάνω διαδικτυακό επεξεργαστή. Περισσότερες 

http://www.w3schools.com/graphics/tryit.asp?filename=trysvg_myfirst
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πληροφορίες, εντολές και διευκρινίσεις μπορείτε να αναζητήσετε στο [3].

 

Τα τέσσερα σημεία της πολυγωνικής γραμμής από τα αριστερά προς τα δεξιά 
που εμφανίζεται στην εικόνα είναι το (0,0) πάνω αριστερά  - η αρχή των αξόνων 
όπως αναφέρθηκε προηγουμένως – το (100,100) είναι το δεύτερο «κάτω 
αριστερά» στην εικόνα, το (200,100) είναι το τρίτο «κάτω δεξιά» και τελευταίο το 
(250, 0). 

Αλλαγές συστήματος συντεταγμένων 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα σχήμα, για παράδειγμα ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ με 
τις συντεταγμένες όπως τις γνωρίζουμε  από τα συστήματα συντεταγμένων που 
χρησιμοποιούμε στο σχολείο, όπως στο επόμενο σχήμα. 

Γνωρίζουμε για τις κορυφές του τραπεζίου ότι έχουν συντεταγμένες Α(1,1), 
Β(2,3), Γ(5,3) και Δ(7,1).  Το ερώτημα είναι για αρχή πώς θα σχεδιάζαμε το ίδιο 
τραπέζιο στην οθόνη, χρησιμοποιώντας τις εντολές svg γραφικών; Το μόνο που 
μας χρειάζεται είναι να δώσουμε τις συντεταγμένες των κορυφών του.
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Όμως, στο σύστημα συντεταγμένων που χρησιμοποιεί ο υπολογιστής είναι  ίδιες 
οι συντεταγμένες; Μήπως δεν έχει σημασία πώς θα τις δώσουμε έτσι κι αλλιώς; 

 

Συμμετρία ως προς άξονα 

 

Μία τακτική που 
χρησιμοποιείται από τους 
προγραμματιστές είναι να 
τρέξουμε το πρόγραμμα και 
να δούμε τι λάθη μπορεί να 
έχει και ποιες αλλαγές πρέπει 
να γίνουν (debugging).  

Δίνοντας, λοιπόν, τις συντεταγμένες για τη σχεδίαση ενός τραπεζίου σε μορφή 
svg παίρνουμε τη διπλανή εικόνα.  

Αν τη συγκρίνουμε με την αρχική «επιθυμητή» εικόνα μπορούμε να 
παρατηρήσουμε τα εξής:  

 α) Το σχέδιο εμφανίζεται μικρότερο, 

 β) εξακολουθεί να είναι ένα τραπέζιο 

 γ) όμως φαίνεται να έχει «γυρίσει ανάποδα». 

Το α) σχετίζεται προφανώς με τη διαφορετική θεώρηση μονάδας μέτρησης για 
τις συντεταγμένες και μπορεί να λυθεί με μία μεγέθυνση.  

Τα β),γ) έχουν να κάνουν με τη διαφορετική φορά των αξόνων. Όπως, 
επισημάνθηκε προηγουμένως στο σύστημα αξόνων που χρησιμοποιείται στους 
υπολογιστές, η αρχή των αξόνων (0,0) είναι το σημείο στην πάνω αριστερή γωνία 
του καμβά σχεδίασης που επιλέγεται και είναι πάντα ορθογώνιος.  

Ο θετικός ημιάξονας Ox είναι η πάνω πλευρά του καμβά και ο θετικός 
ημιάξονας Oy είναι η αριστερή πλευρά του καμβά, έτσι ουσιαστικά το σχήμα 
έχει υποστεί μία ανάκλαση ως προς τον άξονα x’x. Δηλαδή, πρέπει να 
ερευνήσουμε πώς μεταβάλλονται οι  συντεταγμένες σε  σχήματα που ανακλώνται 
ως προς τον άξονα x’x. 
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Στο συμμετρικό σχήμα ΕΖΗΘ το Ε είναι συμμετρικό του Α ως προς τον x’x, 
οπότε θα απέχει από τον άξονα x’x όσο και το Α, δηλαδή 1 μονάδα. Η 
απόστασή του από τον y’y δε θα αλλάξει, οπότε θα παραμείνει επίσης μία 
μονάδα. Όσον αφορά το σύστημα συντεταγμένων που εμφανίζεται παραπάνω 
συμπεραίνουμε ότι οι συντεταγμένες του συμμετρικού του Α θα είναι Ε(1,-1), 
ομοίως και για τα υπόλοιπα συμμετρικά σημεία του τραπεζίου θα έχουμε      
Ζ(2,-3), Η(5,-3),  Θ(7,-1). Δηλαδή, στα συμμετρικά ως προς τον x’x σχήματα τα 
σημεία τους διατηρούν την ίδια τετμημένη και γίνεται αντίθετη η τεταγμένη τους.  

Αν θεωρήσουμε τη διαγώνιο ΑΓ του τραπεζίου αυτή ως γνωστό θα έχει εξίσωση:  

𝑦 − 𝑦𝐴 =
𝑦𝛤 − 𝑦𝐴
𝑥𝛤 − 𝑥𝐴

(𝑥 − 𝑥𝐴) ⇔ 𝑦 − 1 =
3 − 1

5 − 1
(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 =

1

2
𝑥 +

1

2
 

Ποια θα είναι η εξίσωση της συμμετρικής διαγωνίου ΕΗ στο συμμετρικό 
τραπέζιο;  

Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση μίας γραμμής απεικονίζει τη σχέση μεταξύ 
τετμημένης x και τεταγμένης y όλων των σημείων που ανήκουν σε αυτήν και 
μόνο αυτών. Οπότε, αρκεί να βρούμε τη σχέση που συνδέει τις συντεταγμένες 

του τυχαίου σημείου 𝑀′(𝑥𝑀′, 𝑦𝑀′) της ΕΗ. Για κάθε σημείο 𝑀′ υπάρχει ένα 

ακριβώς συμμετρικό του στην ΑΓ, έστω 𝑀(𝑥𝑀, 𝑦𝑀), του οποίου οι 

συντεταγμένες θα ικανοποιούν την εξίσωση της ΑΓ, δηλαδή θα ισχύει 2𝑦𝑀 =
𝑥𝑀 + 1. Όμως, λόγω της συμμετρίας ισχύουν 𝑥𝑀′ = 𝑥𝑀 και 𝑦𝑀′ = −𝑦𝑀 ⇔
𝑦𝑀 = −𝑦𝑀′ οπότε αντικαθιστώντας στην τελευταία εξίσωση έχουμε για τις 

συντεταγμένες του 𝑀′ ότι  −2𝑦𝑀′ = 𝑥𝑀′ + 1 η οποία θα είναι και η εξίσωση 

της συμμετρικής ευθείας, ως προς τον άξονα 𝑥′𝑥. Δηλαδή η ΕΗ θα έχει εξίσωση 

−2𝑦 = 𝑥 + 1.  
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Τώρα, για την 
ανακατεύθυνση 
του συνήθους 
συστήματος 
συντεταγμένων 
σύμφωνα με τη 
γεωμετρία του 
καμβά στην 
οθόνη του 
υπολογιστή θα 
ισχύει ότι το 
αντικείμενο 

ανακλάται ως προς τον άξονα 𝑥′𝑥 αν βάλουμε τις ίδιες συντεταγμένες στα 
σημεία, οπότε πρέπει να βρούμε έναν άλλο τρόπο μετασχηματισμού των 
συντεταγμένων ώστε να πετύχει αυτό που θέλουμε. Ουσιαστικά πρέπει να 
κάνουμε μία μεταφορά του σχήματος κατά ένα διάνυσμα, όπως φαίνεται στην 
επόμενη εικόνα. 

Πώς μπορούμε να προσδιορίσουμε ποιο είναι το κατάλληλο διάνυσμα, ώστε να 
διατηρείται η «απόσταση» του τραπεζίου από τον άξονα του καμβά; Δηλαδή, να 
είναι η απόσταση της μικρής 
βάσης του παραλληλογράμμου 

από τον 𝑥′𝑥όσο η απόσταση 
της μεγάλης βάσης του 
αρχικού τραπεζίου από 

τον𝑥′𝑥; Σκεφτείτε το και αν 
χρειαστεί δείτε την Υπόδειξη 
παρακάτω στο τέλος του 
κειμένου μετά τις αναφορές. 

Αν βρήκες ήδη τη λύση στο προηγούμενο πρόβλημα προσπάθησε να 
προσδιορίσεις το διάνυσμα κατά το οποίο θα πρέπει να μετακινηθεί κύκλος του 
επόμενου σχήματος Κ(3,3), ρ=2, ώστε να έχει ίδια απόσταση από τον άξονα 

𝑥′𝑥και έπειτα κάνε το ίδιο για την κλειστή καμπύλη δίπλα στον κύκλο. Θυμήσου 

ότι η «απόσταση» καθενός αντικειμένου από τον άξονα𝑥′𝑥θέλουμε να παραμένει 
σταθερή. 

     



Περιοδικό ΜΕΛΕΤΗ Μάρτιος 2017 53 

 

 

 

Επίλογος 

Σε αυτό το πρώτο μέρος της παρουσίασης περιγράφηκαν κάποια γενικά στοιχεία 
για την υλοποίηση γραφικών σε υπολογιστή και ένα παράδειγμα υλοποίησης και 
χρήσης των Μαθηματικών του σχολείου σε αυτά. Πολλά περισσότερα 
παραδείγματα και ενδιαφέρουσες εφαρμογές θα δούμε στα επόμενα μέρη της 
παρουσίασης: πώς, με τα διανύσματα, προσδιορίζεται το εσωτερικό ή το 
εξωτερικό ενός σχήματος; Πώς υλοποιείται η συμμετρία ως προς σημείο; Η 
περιστροφή ενός αντικειμένου; Η μεγέθυνση και η σμίκρυνσή του; Μπορούν 
πολύγωνα να δημιουργήσουν αίσθηση τρισδιάστατων κινούμενων σχεδίων; Αυτά 
και άλλα ενδιαφέροντα ερωτήματα απαντώνται στο επόμενο μέρος. 
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Υποδείξεις 

Υπόδειξη 1 

Ουσιαστικά όλα τα σημεία του τραπεζίου μεταφέρονται κατά το ίδιο διάνυσμα, 

κάθετο στον άξονα𝑥′𝑥αρκεί να βρεθεί το μήκος του. 

Αυτό το διάνυσμα θα έχει τόσο μήκος όσο η απόσταση ΑΕ=ΒΖ=ΓΗ=ΔΘ. 
Πόσο είναι αυτή όμως;  

Είναι όσο το ύψος του τραπεζίου και δύο φορές την απόστασή του από τον 

άξονα 𝑥′𝑥. 

 

 

Συνεπώς με χρήση των γνωστών συντεταγμένων του τραπεζίου θα έχουμε ότι το 

ύψος του τραπεζίου είναι 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 = 3 − 1 = 2 και η απόστασή του από τον 

άξονα 𝑥′𝑥 είναι 𝑦𝐴 = 1. Συνεπώς, το μήκος του ζητούμενου διανύσματος 

μεταφοράς θα είναι |𝑟| = 4. Αν λοιπόν από τις  συντεταγμένες των παλιών 

σημείων αφαιρέσουμε, αφού έχουμε μετακίνηση προς τα κάτω το διάνυσμα 𝑟θα 
έχουμε τις συντεταγμένες των σημείων του νέου τραπεζίου, δηλαδή:  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑟 = (1,1) − (0,4) = (1,−3) = 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

αφού γνωρίζουμε ότι ισχύει:  

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇔ 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  



Περιοδικό ΜΕΛΕΤΗ Μάρτιος 2017 56 

Εφόσον 𝑟 = (0,4) ⇔ −𝑟 = (0,−4) και ισχύει ότι 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑟. 

 

 

Επειδή στον καμβά της οθόνης όμως οι συντεταγμένες είναι μόνο θετικές, 
ουσιαστικά για να δημιουργηθεί το πολύγωνο που επιθυμούμε θα 
χρησιμοποιήσουμε τα σημεία με συντεταγμένες (1,3), (2,1), (5,1) και (7,3).  

 

Οπότε ο τελικός κώδικας θα είναι:  

<!DOCTYPE html> 

<html> 

<body> 

<h1>Τραπέζιο σε SVG</h1> 

<svg width="700" height="600"> 

<g id="square">  

<g transform="scale(1)">  

<use xlink:href="#square" transform="translate(250,250)" /> 

<polygon points="10 30, 20 10 , 50 10, 70 30"  
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 style="fill: white; stroke: black;"/>  

</g> 

 

 

με αποτέλεσμα:  όπως το επιθυμούσαμε.  



 

 

 
 

Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 

 

Ο σκοπός αυτής της στήλης είναι να αναδεικνύει πρακτικές και τεχνικές που 

ακολουθούμε για να μεταβάλουμε ένα δεδομένο πρόβλημα ή άσκηση, να το 

«πειράξουμε», ώστε να προκύψει κάτι που έχουμε κατά νου με βάση κάποιο 

σχέδιο. Σε μερικές περιπτώσεις αυτό το μεταλλαγμένο πρόβλημα πηγάζει και με 

αυθόρμητο τρόπο ως μία μορφή πειραματισμού. 

Στη διεθνή βιβλιογραφία αυτή η πρακτική ονομάζεται problem posing. Στην 

ελληνική βιβλιογραφία την αποδίδουμε με τον όρο «σύνθεση προβλημάτων». 

Επειδή ο σκοπός της στήλης δεν είναι η διατύπωση θεωριών, θα δίνουμε 

παραδείγματα σύνθεσης νέων προβλημάτων βασισμένων σε κάποια που ήδη έχουν 

διατυπωθεί. Στην πραγματικότητα αυτή την πρακτική την ακολουθούν πολλοί 

δάσκαλοι των Μαθηματικών για να συνθέσουν νέα προβλήματα με στόχο π.χ. ένα 

τεστ ικανοτήτων των μαθητών τους, ή να διαμορφώσουν ένα «καλό» θέμα για ένα 

διαγώνισμα ή ακόμα να λύσουν μια προσωπική τους απορία διατυπώνοντας ή 

μεταβάλλοντας ένα συγκεκριμένο πρόβλημα. 

Ένας από τους ποιο συνηθισμένους τρόπους «πειράγματος» προβλημάτων είναι η 

τροποποίηση κάποιων δεδομένων με στόχο είτε να τα μετατρέψουμε σε 

δυσκολότερα είτε σε ευκολότερα προβλήματα. Στα παραδείγματα που θα δίνουμε 

κάθε φορά στη στήλη αυτή θα είναι σχολιασμένα ώστε να φαίνεται ο σκοπός των 

αλλαγών. 

 

 

Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017 58



 

 

«Πειράζοντας» κάποια προβλήματα 

Ανδρέας Πούλος  

 

Πρόβλημα Νο 1. 

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γωνία ΒΑΓ=30ο και γωνία ΑΒΓ = 60ο. Αν Δ και Ε 

σημεία στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, έτσι ώστε γωνία ΔΓΑ = γωνία ΕΒΓ 

= 30ο, να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ΓΔΕ. 

Λύση: Στο επόμενο σχήμα φαίνονται τα δεδομένα και τα ζητούμενα του 

προβλήματος. 

 

Από τα δεδομένα του προβλήματος προκύπτει ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ορθογώνιο με ορθή τη γωνία ΑΓΒ, το τρίγωνο ΓΔΒ είναι ισόπλευρο και το 

τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές με δύο γωνίες του από 30ο. Ένας τρόπος για να 

απαντήσουμε στο ερώτημα που τέθηκε (ποιο είναι το μέτρο της γωνίας ΕΔΓ) είναι 

να παρατηρήσουμε ότι η ΒΕ είναι διχοτόμος σε ισόπλευρο τρίγωνο, κάτι που 

σημαίνει ότι είναι και μεσοκάθετη στην πλευρά ΔΓ. Αυτό σημαίνει ότι το σημείο 

Ε ως σημείο της μεσοκάθετης ισαπέχει από τα άκρα του τμήματος ΓΔ, άρα το 

τρίγωνο ΕΔΓ είναι ισοσκελές με ΕΔ = ΕΓ. Άρα, η γωνία ΕΔΓ είναι και αυτή 30ο. 

Σχόλιο: Το πρόβλημα αυτό είναι σχετικά απλό, διότι σχετίζεται με τις ιδιότητες 

ισοπλεύρου τριγώνου. Αν όμως το τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ορθογώνιο, τότε το 

τρίγωνο ΓΔΒ δεν θα είναι ισόπλευρο. Ίσως αυτό είναι ποιο δύσκολο πρόβλημα. 

Ας δοκιμάσουμε να το επιλύσουμε, «πειράζοντας» τη γωνία ΒΑΓ. Διατυπώνουμε 

λοιπόν το επόμενο πρόβλημα, το οποίο θα προσπαθήσουμε να επιλύσουμε για να 

διαπιστώσουμε τον βαθμό δυσκολίας του. 
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Πρόβλημα 1α. 

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γωνία ΒΑΓ = 50ο και γωνία ΑΒΓ = 60ο. Αν Δ και Ε 

σημεία στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, έτσι ώστε γωνία ΔΓΑ = γωνία ΕΒΓ 

= 30ο, να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ΓΔΕ. 

Λύση: Σημειώνουμε τις δεδομένες γωνίες και όσες προκύπτουν άμεσα από τα 

δεδομένα του προβλήματος στο παρακάτω σχήμα. 

 

Στο νέο πρόβλημα το τρίγωνο ΓΔΒ δεν είναι ισόπλευρο, οπότε δεν μπορούμε να 

εργαστούμε όπως στο προηγούμενο. Παρατηρούμε όμως ότι έχουμε ζεύγη ίσων 

γωνιών. Μερικά από αυτά είναι τα (ΓΕΒ, ΓΔΒ), (ΓΑΒ, ΔΓΒ), (ΑΓΔ, ΕΒΑ). Το 

χρήσιμο ζεύγος είναι το (ΓΕΒ, ΓΔΒ), διότι περιέχουν γωνίες στο τετράπλευρο 

ΓΕΔΒ οι οποίες βαίνουν στην πλευρά ΒΓ. Σύμφωνα με γνωστό κριτήριο το 

τετράπλευρο αυτό είναι εγγράψιμο σε κύκλο. Αυτό το δεδομένο μας δίνει και ένα 

ζεύγος ίσων γωνιών το οποίο δεν είναι άμεσα αναγνωρίσιμο στο παραπάνω σχήμα. 

Το ζεύγος αυτό των γωνιών είναι το ΕΒΓ και ΕΔΓ, διότι είναι εγγεγραμμένες 

γωνίες που βαίνουν στην χορδή ΕΓ. Άρα, η γωνία ΕΔΓ = 30ο. 
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Σχόλιο: Αναρωτιόμαστε αν η επιλογή της γωνίας ΒΑΓ = 50ο ήταν καθοριστική 

για την επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος. Τι θα συνέβαινε για 

παράδειγμα, αν ίσχυε γωνία ΒΑΓ = αο όπου α είναι ένα τυχαίο μέτρο γωνίας 

προφανώς μικρότερο από 180ο – 60ο = 120ο ώστε να έχουμε τρίγωνο, όπως στο 

επόμενο σχήμα. 
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Παρατηρούμε ότι δεν έχει αλλάξει κάτι ως προς τη λύση του προβλήματος. Πάλι 

το τετράπλευρο ΓΕΔΒ είναι εγγράψιμο σε κύκλο και από αυτό προκύπτει ότι η 

γωνία ΕΔΓ είναι 30ο. Τώρα φαίνεται καθαρά ότι ακριβώς την ίδια προσέγγιση 

μπορούσαμε να κάνουμε και στο αρχικό πρόβλημα, στην περίπτωση δηλαδή που 

η γωνία ΓΑΒ = 60ο και το τρίγωνο ΑΒΓ ήταν ορθογώνιο. Είναι φανερό λοιπόν 

ότι αυτός που συνέθεσε το πρόβλημα είχε στο νου αυτή την κεντρική ιδέα, τις 

γωνίες σε εγγεγραμμένο τετράπλευρο σε κύκλο. 

Σχόλιο 2ο: Στο συγκεκριμένο πρόβλημα διαπιστώσαμε ότι μια αλλαγή στα 

δεδομένα του δεν επιφέρει κάποια ριζική αλλαγή στον τρόπο επίλυσής του. Το νέο 

ερώτημα είναι το ακόλουθο. Τι είδους (πείραγμα) να κάνουμε στα δεδομένα του 

αρχικού προβλήματος ώστε αυτό να δυσκολέψει ριζικά; Μία απάντηση μοιάζει να 

είναι, ότι δεν πρέπει το τετράπλευρο ΓΕΔΒ να είναι εγγράψιμο σε κύκλο. Ας 

δοκιμάσουμε να λύσουμε το αρχικό πρόβλημα με γωνία ΔΓΑ = 20ο και  γωνία 

ΕΒΓ = 20ο.  

 

Πρόβλημα 1β.  

Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γωνία ΒΑΓ=30ο και γωνία ΑΒΓ = 60ο. Αν Δ και Ε 

σημεία στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, έτσι ώστε γωνία ΔΓΑ = γωνία ΕΒΓ 

= 20ο, να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ΓΔΕ. 

Προκαταρκτικά για τη λύση: Σημειώνουμε τα δεδομένα του προβλήματος πάνω 

στο επόμενο σχήμα. 

 

Το μόνο που παρατηρούμε άμεσα είναι ότι στο τετράπλευρο ΓΕΔΒ οι διαγώνιες 

είναι κάθετες και ότι η γωνία του ΕΓΒ = 90ο. Επίσης, έχουμε ένα ζεύγος ίσων 

γωνιών τις ΕΓΔ και ΕΒΓ = 20ο αλλά αυτό το δεδομένο δεν φαίνεται να είναι 

ιδιαίτερα χρήσιμο. Να λοιπόν, που καταφέραμε να συνθέσουμε ένα πρόβλημα 

αρκετά πιο δύσκολο από το αρχικό. Σε αυτή την σύνθεση βασικό ρόλο έπαιξε η 
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παρατήρηση ότι αν αλλοιώσουμε το δεδομένο το τετράπλευρο ΓΕΔΒ να είναι 

εγγράψιμο σε κύκλο, ο επίδοξος λύτης έρχεται σε μια αμηχανία, προσωρινή ίσως, 

αλλά τον έχουμε «στριμώξει».  

Τώρα όμως, «η βόμβα είναι στα χέρια μας». Πρέπει να λύσουμε το πρόβλημα που 

έχουμε συνθέσει προτού το παρουσιάσουμε δημόσια. Ναι, αλλά πώς; Μια 

συνηθισμένη πρακτική που ακολουθούν στις μέρες πολλοί συνθέτες τέτοιων 

γεωμετρικών προβλημάτων είναι να κάνουν μετρήσεις μέσω λογισμικών. Ας 

εργαστούμε λοιπόν κι εμείς με το λογισμικό Geogebra 5.0 για να δούμε τι 

μετρήσεις θα πάρουμε. Το λογισμικό μας δίνει ότι γωνία ΕΔΓ = 8,97ο. Δεν 

ακούγεται καλό αυτό. Αμέσως μπαίνει η υποψία ότι υπάρχει σφάλμα τριών 

εκατοστών. Δεν μπορεί όλες οι άλλες γωνίες να έχουν ακέραιο άνοιγμα σε μοίρες 

και η συγκεκριμένη να μην έχει. Αλλά και πάλι έχουμε ένα νέο και ουσιώδες 

ερώτημα. Έστω ότι η γωνία ΕΔΓ = 9ο, πώς θα το αποδείξουμε αυτό; Στην 

περίπτωση αυτή το λογισμικό δεν μας βοηθά καθόλου. Αν όμως το είχαμε 

χρησιμοποιήσει στο αρχικό πρόβλημα θα μας έδινε γωνία ΕΔΓ = 30ο, αυτό θα 

ήταν μια καλή βοήθεια για να διαπιστώσουμε την αιτία. Πώς να ενεργήσουμε 

λοιπόν; Ένας τρόπος, αργός μεν αλλά αποδοτικός είναι η χρήση τριγωνομετρικών 

σχέσεων και θεωρημάτων. Δίνουμε την παρακάτω λύση. 

Λύση: Ορίζουμε ΑΒ = 2, άρα ΒΓ = 1 και ΑΓ = √3. Με τη χρήση των νόμων 

ημιτόνων και συνημιτόνων μπορούμε να υπολογίσουμε όλα τα ευθύγραμμα 

τμήματα του σχήματος. Άρα, τα μήκη ΕΔ, ΕΓ, ΔΓ που είναι οι πλευρές του 

τριγώνου ΕΔΓ είναι γνωστά. Από τον νόμων των συνημιτόνων μπορούμε να 

έχουμε το συνημίτονο της γωνίας ΕΔΓ. Τώρα, όλα ανάγονται σε αλγεβρικές 

πράξεις. Μάλλον, το λογισμικό που έδινε ως μέτρο της γωνίας ΕΔΓ = 8,97ο ήταν 

μια ακρίβεια σε δύο δεκαδικά ψηφία, διότι εμφανίζονται γωνίες 20ο, 40ο, 50ο των 

οποίων οι τριγωνομετρικοί αριθμοί δεν είναι ρητοί. 

Σχόλιο: Ένα τέτοιο πρόβλημα δεν έχει μια απλή συνθετική λύση ή όπως λέμε 

απλή λύση μέσω της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Συνεπώς, δεν είναι κατάλληλο για 

λύση από λύτες που δεν διαθέτουν πίνακα τριγωνομετρικών αριθμών. Είναι όμως 

μια δική μας σύνθεση και το κυριότερο με τον τρόπο αυτό εκτιμούμε περισσότερο 

τις καλές ιδέες των άλλων δημιουργών προβλημάτων. 
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Οι παραξενιές μιας «στριμμένης» γραμμής 

Ανδρέας Πούλος  

(Για μαθητές με γνώσεις από την Γ’ Γυμνασίου και άνω) 

Λέξεις κλειδιά: Καμπύλες που γεμίζουν το επίπεδο, ακολουθίες απειροστικές 

διαδικασίες.  

Να φανταστούμε ένα τετράγωνο και το κέντρο του. Στη συνέχεια, ας χωρίσουμε 

το  τετράγωνο αυτό σε τέσσερα (2x2) ίσα τετράγωνα και ας σημειώσουμε το 

κέντρο του κάθε μικρότερου τετραγώνου. Μια τεθλασμένη γραμμή ξεκινά από το 

κέντρο του πάνω αριστερά τετραγώνου και κινούμενη παράλληλα προς τις πλευρές 

του μεγάλου τετραγώνου διέρχεται και από τα τέσσερα κέντρα των μικρότερων 

τετραγώνων από μια φορά, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1. 

                     Σχήμα 1 

Στη συνέχεια, χωρίζουμε το αρχικό τετράγωνο σε εννέα (3x3) μικρότερα 

τετράγωνα και σημειώνουμε το κέντρο του καθενός από αυτά. Μια νέα τεθλασμένη 

γραμμή ξεκινά από το κέντρο του πάνω αριστερά τετραγώνου και κινούμενη 

παράλληλα προς τις πλευρές του μεγάλου τετραγώνου διέρχεται και από τα κέντρα 

και των εννέα μικρότερων τετραγώνων από μία φορά, όπως φαίνεται στο Σχήμα 

2. 

                           Σχήμα 2 
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Η ίδια διαδικασία επαναλαμβάνεται χωρίζοντας το αρχικό τετράγωνο σε δεκαέξι, 

(4x4) μικρότερα ίσα τετράγωνα και στη συνέχεια σε εικοσιπέντε (5x5) ίσα 

τετράγωνα, όπως φαίνεται στα Σχήματα 3 και 4.   

 

         Σχήμα 3    Σχήμα 4 

 

Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται για έναν αυθαίρετο αριθμό βημάτων έστω ν.  

Ο στόχος αυτής της περιγραφής είναι να θέσουμε κάποια ερωτήματα στα οποία 

θα προσπαθήσουμε να απαντήσουμε. 

1. Μπορούμε σε κάθε φάση της διαδικασίας να γνωρίζουμε το μήκος της 

τεθλασμένης (κόκκινης) γραμμής που ενώνει τα κέντρα των μικρών 

τετραγώνων, σε σχέση με το μήκος a της πλευράς του αρχικού τετραγώνου; 

2. Πόσες στροφές κάνει η τεθλασμένη γραμμή σε σχέση με το πλήθος των 

επαναληπτικών διαδικασιών; 

3. Είναι φανερό ότι καθώς αυξάνεται το πλήθος των βημάτων της διαδικασίας, 

το μήκος της κόκκινης γραμμής αυξάνεται. Μπορεί να γίνει 1000 φορές 

μεγαλύτερο από το μήκος της πλευράς του τετραγώνου; Μπορεί να γίνει 

10000 φορές μεγαλύτερο; Μέχρι που μπορεί να φτάσει; 

4. Μπορεί το μήκος της κόκκινης γραμμής μετά από άπειρο αριθμό βημάτων 

να γίνει και αυτό άπειρο; Πώς μπορεί να συμβεί κάτι τέτοιο, αφού η γραμμή 

μας κινείται μέσα σε ένα τετράγωνο περιορισμένων διαστάσεων; 

5. Παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται ο αριθμός των βημάτων, τόσο η κόκκινη 

γραμμή «πλησιάζει» τις πλευρές του αρχικού τετραγώνου. Μπορεί αυτή 

μετά από έναν αριθμό βημάτων να πλησιάσει σε απόσταση 0,000001a από 

τις πλευρές του αρχικού τετραγώνου; (Θυμίζουμε ότι με a έχουμε 

συμβολίσει το μήκος της πλευράς του αρχικού τετραγώνου). Μετά από 

πόσα βήματα θα γίνει αυτό; Πάντως μέχρι το Σχήμα 5 δεν φαίνεται ακόμα 

«φως στον ορίζοντα». 
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        Σχήμα 5 

6. Παρατηρούμε ότι σε κάποια βήματα η κόκκινη γραμμή καταλήγει στο 

κέντρο του αρχικού τετραγώνου, ενώ σε κάποια άλλα βήματα απέχει 

κάποια απόσταση από αυτό. Μπορούμε να βρούμε έναν τύπο που να 

υπολογίζει την απόσταση του τέλους της γραμμής (ανάλογα με τον αριθμό 

του βήματος) από το κέντρο του αρχικού τετραγώνου; Μπορεί αυτή η 

απόσταση να γίνει μηδέν μετά από άπειρο αριθμό βημάτων; Αν όχι, πώς 

θα καλυφθεί όλη η επιφάνεια του τετραγώνου από την καμπύλη μας, αφού 

άλλοτε αυτή καταλήγει στο κέντρο του τετραγώνου και άλλοτε όχι; 

7. Πόσα σημεία της κόκκινης γραμμής βρίσκονται πάνω στις δύο διαγώνιες 

του αρχικού τετραγώνου μετά από έναν αριθμό ν βημάτων; 

8. Μπορεί η κόκκινη γραμμή να γεμίσει όλο το τετράγωνο; Αν ναι, αυτό δεν 

είναι παράξενο; Πώς μπορεί μια γραμμή που δεν έχει «πάχος» να καλύψει 

ένα ολόκληρο τετράγωνο που καλύπτει κάποια επιφάνεια; 

 

Ας προσπαθήσουμε να απαντήσουμε στα ερωτήματα αυτά ένα προς ένα και σε 

όσα άλλα προκύψουν στη συνέχεια. 

Απάντηση στο 1ο ερώτημα: Ζητάμε σε κάθε φάση της διαδικασίας το μήκος της 

κόκκινης γραμμής που ενώνει τα κέντρα των μικρών τετραγώνων, σε σχέση με το 

μήκος a της πλευράς του αρχικού τετραγώνου. Ξεκινάμε με υπολογισμούς μηκών 

γεμίζοντας τον παρακάτω πίνακα, μέχρι να προκύψει ένα «μοτίβο» που θα μας 

δώσει τον τύπο υπολογισμού του μήκους της κόκκινης γραμμής. 

Βήμα Μήκος γραμμής Αύξηση μήκους 

1ο 3a/2 0 

2ο 8a/3 7a/6 

3ο 15a/4 13a/12 

4ο 24a/5 21a/20 

5ο 35a/6 31a/30 

 

Μπορούμε να βρούμε τώρα τον κανόνα που δίνει το μήκος της κόκκινης γραμμής 

στο 6ο βήμα και τον κανόνα για την αύξηση του μήκους από το 5ο στο 6ο βήμα; 

Με τον παρονομαστή των κλασμάτων δεν υπάρχει κάτι δύσκολο. Αν βρισκόμαστε 
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στο ν βήμα, τότε ο παρονομαστής είναι ο αριθμός ν + 1. Με τους αριθμητές όμως 

τι γίνεται; Τι σχέση έχουν οι αριθμοί 3, 8, 15, 24, 36, …; Παρατηρούμε ότι ο 2ος 

με τον 1ο διαφέρουν κατά 5, ο 3ος με τον 2ο διαφέρουν κατά 7, οι επόμενοι 

διαφέρουν κατά 9, μετά κατά 11 κοκ. Δηλαδή, η αύξηση δεν είναι σταθερή, Στο 

σχολείο (στην Α τάξη του Λυκείου) μαθαίνουμε για αριθμητικές προόδους, για 

αριθμούς που βρίσκονται σε μια «σειρά» και διαφέρουν πάντα κατά τον ίδιο 

σταθερό αριθμό π.χ. 5, 8, 11, 14, 17, 20 … Η περίπτωση που εξετάζουμε είναι 

πιο δύσκολη, αλλά θα βρούμε την άκρη.  

Ονομάζουμε τους αριθμητές των μηκών της κόκκινης γραμμής για κάθε βήμα με 

τον εξής τρόπο: β1=3a, β2=8a, β3=15a, β4=24a, β5=35a …. και παρατηρούμε ότι:  

β2-β1=8a-3a=5a=(2·2+1)a 

β3-β2=15a-8a=7a=(2·3+1)a 

β4-β3=24a-15a=9a=(2·4+1)a 

β5-β4=35a-24a=11a=(2·5+1)a 

Τώρα το μοτίβο φάνηκε. Η διαφορά του όρου ν με τον προηγούμενό του δίνεται 

από τον τύπο                                             βν – βν-1 = (2·ν+1)a.  

Πώς θα βρούμε όμως έναν τύπο που να μας δίνει μόνο τον βν χωρίς να εξαρτάται 

από τον προηγούμενό του; 

Αυτό είναι ένα πολύ παλιό τέχνασμα που το συναντάμε και στους αρχαίους 

Έλληνες. Γράφουμε σε μία στήλη τις διαφορές των διαδοχικών βημάτων.  

β2-β1=8a-3a=5a=(2·2+1)a 

β3-β2=15a-8a=7a=(2·3+1)a 

β4-β3=24a-15a=9a=(2·4+1)a 

β5-β4=35a-24a=11a=(2·5+1)a 

……………………………… 

βν-1 – βν-2 = [2(ν-1)+1]a 

βν –βν-1 = (2ν+1)a 

Έχουμε ν-1 γραμμές με διαφορές όρων βημάτων. Αν τις προσθέσουμε κατά μέλη 

στο αριστερό μέρος θα μείνει μόνο η διαφορά βν – β1 και στο δεξί μέρος θα έχουμε 

ένα μεγάλο άθροισμα το [(2·2+1)+ (2·3+1)+ (2·4+1)+ ….+(2·ν+1)]a. Αυτό 

γράφεται απλούστερα ως 2·[(2+3+4+ …. + ν) + ν-1]a = 2·[
𝜈(𝜈+1)

2
− 1 + 𝜈 −

1]a = [ν2 +2ν]a. 
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Βρήκαμε λοιπόν ότι, ο τύπος που δίνει το μήκος της κόκκινης γραμμής στο νιοστό 

βήμα της είναι ο  
(ν2+2ν)

ν+1
a. 

Ποιος είναι ο τύπος που δίνει την αύξηση του μήκους της κόκκινης γραμμής 

μεταξύ δύο διαδοχικών βημάτων; Τώρα που διαθέτουμε τύπο για το μήκος της 

γραμμής στο νιοστό βήμα, η απάντηση στο ερώτημα αυτό είναι εύκολη. Πρόκειται 

για τη διαφορά: 

(𝝂𝟐+𝟐𝝂)

𝝂+𝟏
a - 

((𝝂−𝟏)𝟐+𝟐(𝝂−))

𝝂
a = 

𝜈2+𝜈+1

𝜈(𝜈+1)
a. 

Απάντηση στο 2ο ερώτημα: Πόσες στροφές κάνει η τεθλασμένη γραμμή σε σχέση 

με τον αριθμό της επαναληπτικής διαδικασίας. Πρέπει να δημιουργήσουμε έναν 

πίνακα που να δίνει την αρίθμηση του βήματος και δίπλα το πλήθος των στροφών. 

Υποθέτουμε ότι από αυτόν τον πίνακα θα βρούμε και τον γενικό τύπο. 

Αρίθμηση 
βήματος 

Αριθμός στροφών της 
γραμμής 

1ο (2x2) 2 

2ο (3x3) 4 

3ο (4x4) 6 

4ο (5x5) 8 

5ο (6x6) 10 

 

Εδώ τα πράγματα είναι απλά. Φαίνεται ότι στο νιοστό βήμα έχουμε 2·ν στροφές 

της κόκκινης γραμμής.  

Να σημειώσουμε εδώ, ότι αυτός ο τρόπος ερμηνείας που βασίζεται στα 

προηγούμενα δεδομένα, δεν είναι πλήρης από καθαρά μαθηματική άποψη. 

Ονομάζεται ατελής επαγωγή, αλλά για τις ανάγκες της έρευνάς μας φαίνεται να 

λειτουργεί μια χαρά. Σε άλλες αναρτήσεις θα διαπιστώσουμε πότε αυτός ο τρόπος 

εξαγωγής συμπερασμάτων και κανόνων είναι προβληματικός. 

Απάντηση στο 3ο ερώτημα: Μπορεί το μήκος της κόκκινης γραμμής να γίνει 

1000 φορές μεγαλύτερο από το μήκος της πλευράς του τετραγώνου; Μπορεί να 

γίνει 10000 φορές μεγαλύτερο; Μέχρι που μπορεί να φτάσει;  

Για να γίνει το μήκος της κόκκινης γραμμής 1000 φορές μεγαλύτερο από το μήκος 

a της πλευράς του τετραγώνου θα πρέπει     
(ν2+2ν)

ν+1
a ≥1000a  ⇔  ν2 + 2ν 

≥1000(ν+1)    ⇔ ν2 -998ν -1000 ≥ 0. Αν λύσουμε αυτή την ανίσωση 2ου βαθμού 

θα βρούμε ότι ν ≥ 997. Δηλαδή αυτό θα συμβεί μετά από 997 βήματα. Πάντως, 

θα συμβεί. Με όμοιο τρόπο εργαζόμαστε για να απαντήσουμε και στο ερώτημα 
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μετά από πόσα βήματα η γραμμή θα έχει μήκος μεγαλύτερο από 10000a. Τελικά, 

αυτό θα συμβεί μετά από 9997 βήματα! 

Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να αυξήσουμε το μήκος της κόκκινης γραμμής, 

αυξάνοντας κατάλληλα το πλήθος των βημάτων. Μια δεύτερη ερμηνεία αυτής της 

διαδικασίας προκύπτει από την γραφή του κλάσματος 
(ν2+2ν)

ν+1
 ως ν+1 - 

1

ν+1
. Αυτό 

σημαίνει ότι καθώς το πλήθος των βημάτων αυξάνεται και ο αριθμός ν πλησιάζει 

στο άπειρο, η ποσότητα ν+1 και αυτή πλησιάζει στο άπειρο, ενώ η ποσότητα  
1

ν+1
 

τείνει να μηδενιστεί. Συνολικά, όμως ο αριθμός που εκφράζει το μήκος της 

γραμμής τείνει στο άπειρο μετά από άπειρο αριθμό βημάτων. 

Απάντηση στο 4ο ερώτημα: Το πρώτο μέρος του ερωτήματος αυτού απαντήθηκε 

προηγούμενα. Το βασικό του μέρος είναι πώς είναι δυνατόν να έχουμε μια γραμμή 

άπειρου μήκους μέσα σε ένα τετράγωνο περιορισμένων διαστάσεων; Μάλλον, τα 

πράγματα σοβαρεύουν απότομα.  

Απάντηση στο 5ο ερώτημα: Πρέπει να βρούμε μετά από πόσα βήματα η κόκκινη 

γραμμή θα πλησιάσει σε απόσταση 0,000001a από τις πλευρές του αρχικού 

τετραγώνου. Ας γράψουμε σε έναν πίνακα την απόσταση της γραμμή από τις 

πλευρές του τετραγώνου. 

Αρίθμηση 
βήματος 

Απόσταση γραμμής 
από το περίγραμμα 

1ο  a/4 

2ο  a/6 

3ο  a/8 

4ο  a/10 

5ο  a/12 

6ο  a/14 

Από τον πίνακα προκύπτει επαγωγικά ότι η ελάχιστη απόσταση της γραμμής από 

το περίγραμμα του τετραγώνου μετά από n είναι 
𝑎

2ν+2
. Αν ζητάμε η απόσταση 

αυτή να είναι μικρότερη από 0,000001a θα πρέπει 
𝑎

2ν+2
 ≤ 0,000001a δηλαδή 

1000000 ≤ 2ν+2, δηλαδή ν ≥ 499999. Αυτό λοιπόν θα συμβεί μετά από 500000 

βήματα. Αυτοί οι υπολογισμοί μας οδηγούν στο συμπέρασμα ότι μετά από ένα 

κατάλληλο πλήθος βημάτων μπορεί η γραμμή μας να πλησιάσει όσο εμείς 

επιθυμούμε το περίγραμμα του τετραγώνου. 

Απάντηση στο 6ο ερώτημα: Μας ενδιαφέρει να βρούμε έναν τύπο που να 

υπολογίζει την απόσταση του τέλους της κόκκινης γραμμής (ανάλογα με τον 

αριθμό του βήματος) από το κέντρο του αρχικού τετραγώνου. Για το σκοπό αυτό 

συμπληρώσαμε τον παρακάτω πίνακα. 
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Αρίθμηση 
βήματος 

Απόσταση τέλους 
γραμμής από το 

κέντρο τετραγώνου 

1ο   a√𝟐/4 

2ο  0 

3ο  a√𝟐/8 

4ο  0 

5ο  a√𝟐/12 

6ο  0 

 

Επαγωγικά, για την περίπτωση που έχουμε περιττό αριθμό ν στην αρίθμηση του 

βήματος, η απόσταση του τέλους της γραμμής από το κέντρο του αρχικού 

τετραγώνου δίνεται από τον τύπο: a√𝟐/(2ν+2). Αυτή λοιπόν η απόσταση μπορεί 

να γίνει μηδέν μετά από άπειρο αριθμό βημάτων, είτε πρόκειται για άρτιο πλήθος 

είτε για περιττό, διότι ο παρονομαστής του κλάσματος είναι αριθμός που τείνει 

στο άπειρο και ο αριθμητής παραμένει σταθερός Βέβαια, αυτό δεν αποτελεί 

σίγουρο επιχείρημα ότι θα καλυφθεί όλη η επιφάνεια του τετραγώνου από τη 

γραμμή μας. Θα ήταν ένα καλό αντιπαράδειγμα, αν η γραμμή αυτή δεν πλησίαζε 

ποτέ, οσοδήποτε κοντά επιθυμούμε, στο κέντρο του τετραγώνου ανεξάρτητα από 

τον αριθμό των βημάτων. 

Απάντηση στο 7ο ερώτημα: Φαινομενικά, μοιάζει λίγο «ξεκάρφωτο» το ερώτημα, 

πόσα σημεία της κόκκινης γραμμής βρίσκονται πάνω στις δύο διαγώνιες του 

αρχικού τετραγώνου μετά από έναν αριθμό ν βημάτων; Τι σχέση μπορεί να έχει 

με το κεντρικό ερώτημα που είναι αν τελικά αυτή η κόκκινη γραμμή θα γεμίσει το 

τετράγωνό μας. Ο σκοπός που τέθηκε είναι να προκαλέσει ταραχή και αμφιβολία 

στον αναγνώστη! 

Ας δούμε τον παρακάτω πίνακα που δείχνει το πλήθος των σημείων τομής της 

γραμμής μας με τη διαγώνιο του τετραγώνου που ξεκινά από πάνω αριστερά και 

καταλήγει κάτω δεξιά. 

Αρίθμηση 
βήματος 

Πλήθος σημείων 
τομής με τη 

διαγώνιο 

1ο  2 

2ο  3 

3ο  4 

4ο  5 

5ο  6 

6ο  7 
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Είναι προφανές ότι, μετά από ν βήματα, το πλήθος των σημείων τομής της 

γραμμής με την «αριστερή» διαγώνιο του τετραγώνου είναι ν+1. Αν βέβαια το 

πλήθος των βημάτων τείνει στο άπειρο, τότε και τα σημεία τομής της γραμμής με 

τη διαγώνιο είναι άπειρα. Το ουσιώδες ερώτημα είναι: Θα περάσει η κόκκινη 

γραμμή από όλα τα σημεία της «αριστερής» διαγωνίου; Δεν φαίνεται (προς το 

παρόν) να έχουμε ένα ισχυρό επιχείρημα ως απάντηση σε αυτό το ερώτημα. Τι 

σημαίνει αυτό; Δεν είμαστε και τόσο σίγουροι όπως φάνηκε απαντώντας τα πρώτα 

ερωτήματα, ότι η κόκκινη γραμμή θα καλύψει όλο το επίπεδο.  

Σχετικά με το 8 και τελευταίο ερώτημα: Είναι δυνατόν η κόκκινη γραμμή να 

γεμίσει όλο το τετράγωνο; Αν ναι, αυτό δεν είναι παράξενο; Πώς μπορεί μια 

γραμμή που δεν έχει «πάχος» να καλύψει ένα ολόκληρο τετράγωνο που καλύπτει 

κάποια επιφάνεια; 

Δεν έχουμε και πολλά «δυνατά» επιχειρήματα για να απαντήσουμε θετικά ή 

αρνητικά στο κεντρικό ερώτημα της συζήτησης. Που θα ψάξουμε; Μα φυσικά στο 

Διαδίκτυο. Με λέξεις κλειδιά «καμπύλες που γεμίζουν το επίπεδο», “curves filling the 

space” κλπ. διαπιστώνουμε ότι υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός πληροφοριών για το 

θέμα αυτό. Θα διαβάσουμε άρθρα και εργασίες για καμπύλες του Hilbert, 

καμπύλες του Peano, καμπύλες του Koch, για fractals σχήματα που καλύπτουν το 

επίπεδο και άλλα πολλά. Τέτοιου είδους κατασκευές φαίνονται στα δύο επόμενα 

σχήματα. 

 

        

Το ερώτημα όμως για τη «στριμμένη» γραμμή που σχεδιάσαμε παραμένει. 

Πράγματι, αυτή καλύπτει μετά από άπειρο αριθμών βημάτων όλο το επίπεδο; Για 

το θέμα αυτό και άλλα σχετικά θα συζητήσουμε στο επόμενο τεύχος. 
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Με αφορμή ένα πρόβλημα μαθηματικής ολυμπιάδας 

 

Ανδρέας Πούλος  

 

       Το πρόβλημα αυτό προέρχεται από το βιβλίο των Ν. Βασίλιεφ και Α. 

Γιεγκόροφ «Πανενωσιακές Μαθηματικές Ολυμπιάδες της ΕΣΣΔ, 1961-1991», τόμος 

1ος, στην ελληνική τους έκδοση από τον εκδοτικό οίκο Κάτοπτρο, Αθήνα, 1997.  

 

Θεωρούμε τέσσερεις κύκλους με ακτίνες ρ1, ρ2, ρ3 και ρ4, τα κέντρα των 

οποίων είναι οι τέσσερεις κορυφές ενός ορθογωνίου και ισχύει ρ1 + ρ3 = ρ2 + 

ρ4  < d, όπου  d είναι η διαγώνιος του ορθογωνίου. Φέρουμε δύο ζεύγη 

εξωτερικών εφαπτομένων των κύκλων ρ1, ρ3 και ρ2, ρ4 αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι το τετράπλευρο που σχηματίστηκε από αυτές τις τέσσερεις 

ευθείες είναι περιγράψιμο σε κύκλο. (1η Πανρωσική Ολυμπιάδα, 1961). 

 

Λύση: 

Έστω ΑΒΓΔ το δεδομένο ορθογώνιο και ΛΝ η κοινή εξωτερική εφαπτομένη των 

κύκλων C1 και C3 με κέντρα τα σημεία Α και Γ. Από το κέντρο του ορθογωνίου 

Ο, φέρουμε κάθετη ΟΜ στην ευθεία ΛΝ. Το τετράπλευρο ΑΛΝΓ είναι τραπέζιο 

και η ΟΜ είναι η διάμεσός του, οπότε 1 3

2

p p
OM


 .  
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Η απόσταση του σημείου Ο από τη δεύτερη κοινή εφαπτομένη των ίδιων κύκλων 

είναι επίσης ίση με 1 3

2

p p
. Ομοίως, διαπιστώνουμε ότι η απόσταση του σημείου 

Ο από τις δύο κοινές εφαπτόμενες των κύκλων C2 και C4  είναι ίση με 2 4

2

p p
. 

Από την υπόθεση ρ1 + ρ3 = ρ2 + ρ4 προκύπτει ότι το σημείο Ο ισαπέχει από όλες 

τις εφαπτόμενες, άρα είναι το κέντρο κύκλου εγγραμμένου στο τετράπλευρο που 

αυτές σχηματίζουν. 

Σχετικά θεωρήματα και παρεμφερή προβλήματα. 

 

Σχετικό με το πρόβλημα αυτό είναι το αποκαλούμενο «θεώρημα των Ιαπώνων», το 

οποίο διατυπώνεται ως εξής: 

«Αν ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο, τότε ισχύει ρ1 + ρ2 = 

ρ3 + ρ4, όπου ρ1, ρ2 είναι οι ακτίνες των εγγεγραμμένων κύκλων στα τρίγωνα ΑΒΓ, 

ΑΓΔ αντίστοιχα και ρ3, ρ4 είναι οι ακτίνες των εγγεγραμμένων κύκλων στα τρίγωνα 

ΒΓΔ, ΒΑΔ αντίστοιχα». 

Για την απόδειξη του θεωρήματος βλέπε Στεργίου Μπάμπης, Γεωμετρία 1, σελ. 

173. 

Χρήσιμες σχετικές προτάσεις:  

 «Το σημείο τομής των κοινών εξωτερικών εφαπτομένων δύο (άνισων) κύκλων, το 
σημείο τομής των εσωτερικών τους εφαπτομένων και τα κέντρα των κύκλων είναι 
σημεία συνευθειακά». 

 «Τα κέντρα δύο (άνισων) κύκλων, τα σημεία επαφής των κοινών εξωτερικών τους 
εφαπτομένων και τα σημεία επαφής των κοινών εσωτερικών τους εφαπτομένων 
είναι σημεία ομοκυκλικά». 

 «Δίνονται τρεις κύκλοι ανά δύο άνισοι. Τότε τα σημεία τομής των εξωτερικών τους 
εφαπτομένων (ανά δύο θεωρουμένων) είναι σημεία συνευθειακά». 

 «Για να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιμο σε κύκλο, αρκεί τα 
αθροίσματα των απέναντι πλευρών του να είναι ίσα». 

Συγγενικό πρόβλημα με το αρχικό είναι και το αποκαλούμενο θεώρημα του T. 

Kayashi (1906), αφού το θεώρημα αυτό αναφέρεται σε άθροισμα ακτινών κύκλων 

σε τετράπλευρο. Το θεώρημα διατυπώνεται ως εξής: Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράπλευρο 

εγγράψιμο σε κύκλο, τότε το άθροισμα των ακτινών των εγγεγραμμένων κύκλων στα 

τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ ισούται με το άθροισμα των ακτινών των εγγεγραμμένων κύκλων στα 

τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ. (Δείτε τα επόμενα σχήματα). 
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Νέα ζητούμενα και ερωτήματα: 

Με δεδομένο ότι ΑΒ = α και ΑΔ = β, όπου α, β σταθεροί θετικοί αριθμοί, ποια 

πρέπει να είναι η σχέση των ακτινών ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ώστε το τετράπλευρο που 

σχηματίζουν οι τεμνόμενες εφαπτόμενες των τεσσάρων κύκλων να έχει τις κορυφές 

του στις πλευρές του ορθογωνίου ΑΒΓΔ; 

Να εξεταστεί το πρόβλημα στην περίπτωση που το ΑΒΓΔ δεν είναι ορθογώνιο, 

αλλά πλάγιο παραλληλόγραμμο. 
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Μαθηματικών όρων και συμβόλων «επίσκεψις» 

 

 

 

Είναι πολύ ενδιαφέρον, όχι μόνο από μαθηματικής άποψης, αλλά και από 

γλωσσολογικής, να γνωρίζουμε το πλάτος και το βάθος που ορίζουν και 

σηματοδοτούν οι λέξεις που χρησιμοποιούμε στα σχολικά Μαθηματικά.  

Η γνώση της σημασιολογικής έκτασης λέξεων και συμβόλων μας βοηθά να 

τα χειριζόμαστε σωστά, να κατανοούμε καλύτερα τη σημασία τους στο κείμενο 

και η ανάγνωσή του ίδιου του κειμένου να γίνει αποτελεσματικότερη.  

Αυτή η αντίληψη αποτυπώνεται με σαφήνεια στο γνωμικό του κυνικού 

φιλοσόφου της Αρχαίας Αθήνας, του Αντισθένη που σώθηκε μέχρι σήμερα:  

 

          «ἀρχή παιδεύσεως ἡ τῶν ὀνομάτων ἐπίσκεψις» * 

  

Θεωρούμε ότι λέξεις όπως: υποτείνουσα, περίκεντρο, ημίτονο, σκαληνό τρίγωνο, 

αφαίρεση, παρονομαστής και πολλές άλλες που έχουν την αφετηρία τους στην αρχαία 

ελληνική γλώσσα ή σε άλλες  γλώσσες, έχουν ανάγκη ανάλυσης, ερμηνείας και 

μεταφοράς στη σημερινή νεοελληνική γλώσσα.  

Στο ψηφιακό μας περιοδικό «Μελέτη» καθιερώνουμε τη στήλη με τον 

τίτλο: «Μαθηματικών όρων και συμβόλων επίσκεψις» στην οποία θα 

περιγράφονται μαθηματικές λέξεις ως έννοιες, ως ιστορία, ως ετυμολογία και ως 

εργαλεία. Επίσης, η ιστορική καταγωγή των μαθηματικών συμβόλων θα βρίσκει 

μια θέση στη στήλη αυτή.  

 

* Αντισθένης.  Αρχαία Κείμενα: TLG. Fragmenta varia 38.8 to 38.9  
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Ο κύκλος 
Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη  

 (με σημερινή ματιά) 
 

Κώστας Δόρτσιος 
τ. Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών 

 

Γενικά 

 Από τότε που άνθρωπος ανακάλυψε το τροχό μπορεί να ισχυριστεί κανείς 
ότι θεμελιώνεται και η αντίληψη της έννοιας του κύκλου. Οι ιστορικοί λένε ότι το 
γεγονός της ανακάλυψης του τροχού συνέβη κατά την 5η χιλιετία π.Χ. στην 
περιοχή της Μεσοποταμίας κι αυτό μαρτυρείται από αναπαραστάσεις κυρίως 

πάνω σε αγγεία που βρέθηκαν σε προϊστορικούς τάφους σε διάφορες περιοχές.  
Είναι φανερό ότι η επίδραση της ανακάλυψης αυτής υπήρξε καταλυτική 

στην πορεία της οικονομικής αλλά και της πολιτιστικής ανάπτυξης του 
ανθρώπινου γένους. Οι μεταφορές των αγαθών έγιναν πλέον ευκολότερες, αλλά 
και ο ανταγωνισμός των λαών που κατέληγε πολλές φορές σε πολεμικές 
αναμετρήσεις πήρε αλλιώτικη μορφή. Το σχήμα του τροχού καθώς και η 
κατασκευή του, έδωσαν αφορμή, ώστε ο άνθρωπος να αρχίσει να μελετά το 
σχήμα καθώς και τις διάφορες ιδιότητές του. Έτσι μπορούμε να πούμε ότι 
άρχισε η έννοια του κύκλου να μπαίνει σιγά – σιγά στην ανθρώπινη σκέψη και 
βέβαια ο τροχός και η άμαξα είναι τα εργαλεία εκείνα που έδωσαν το 
πρωτογενές υλικό της σκέψης αυτής.  

 

Ο τροχός και η άμαξα 

Για να κατανοήσουμε τις λέξεις αυτές ας τις δούμε στην αρχική τους 
μορφή, στη γλωσσική τους αφετηρία. Αυτό πετυχαίνεται διαβάζοντας φράσεις 
μέσα από τα πρώτα κείμενα της ελληνικής μας γλώσσας που είναι και τα πιο 
ξεκάθαρα και ακριβή στην όλη ανθρώπινη ιστορία.  

Τέτοια κείμενα είναι τα Ομηρικά Έπη(Ιλιάδα-Οδύσσεια), τα έργα του 
Ησιόδου(Θεογονία – Έργα και Ημέραι) καθώς και οι Ορφικοί ύμνοι. Βέβαια οι 
λέξεις αυτές φθάνουν μέχρι και σήμερα περνώντας μέσα από πλειάδα κειμένων 
της κλασσικής αρχαιότητας και στη συνέχεια της ελληνιστικής εποχής.  

Σουμεριανή απεικόνιση πολεμικών αρμάτων με τροχούς(3200 π.Χ.) 

https://el.wikipedia.org/ 

 

 



Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017 77 
 

Στην Ιλιάδα λοιπόν βλέπουμε διάφορες λέξεις σχετικές με τον τροχό και 
την άμαξα, όπως: επιτροχάδην, τροχός, ολοοίτροχος, άμαξα εύτροχος κλπ.  
Για παράδειγμα στην 3η Ραψωδία, διαβάζουμε:  

ἀλλ᾽ ὅτε δὴ μύθους καὶ μήδεα πᾶσιν ὕφαινον 

ἤτοι μὲν Μενέλαος ἐπιτροχάδην ἀγόρευε, 

παῦρα μὲν ἀλλὰ μάλα λιγέως, ἐπεὶ οὐ πολύμυθος 

οὐδ᾽ ἀφαμαρτοεπής· ἦ καὶ γένει ὕστερος ἦεν. 

που σημαίνει στη σημερινή γλώσσα σημαίνει:  

Αλλ’ όταν λόγους συνετούς να είπουν  στα πλήθη αρχίσαν, 

γοργότατα ο Μενέλαος και σύντομα ομιλούσε, 

αλλά κοφτά, γλυκά πολύ, χωρίς στιγμήν να φύγη 

απ’ τον σκοπόν, νεώτερος αν κι ήταν του Οδυσσέα.1 

Στην Ομηρική αυτή έκφραση βλέπουμε το επίρρημα «επιτροχάδην» που 
σημαίνει σύντομα, γρήγορα, ταχύτατα. Σήμερα χρησιμοποιούμε τη λέξη αυτή 
ως «τροχάδην». Εξάλλου η λέξη «τροχός» προκύπτει από το ρήμα «τρέχω».  

Για τη λέξη ολοοίτροχος διαβάζουμε στη 13η Ραψωδία: 

Τρῶες δὲ προὔτυψαν ἀολλέες, ἦρχε δ᾽ ἄρ᾽ Ἕκτωρ 

ἀντικρὺ μεμαώς, ὀλοοίτροχος ὣς ἀπὸ πέτρης, 

ὅν τε κατά στεφάνης ποταμός χειμάροος ὤσῃ  

ῥήξας ἀσπέτω ὄμβρῳ ἀναιδέως ἔχματα πέτρης. 

δηλαδή: 

Σύσσωμ’ οι Τρώες έπεσαν εμπρός και ο Έκτωρ πρώτος 

ορμούσε αντίκρυ, όπως τρανό λιθάρι που από φρύδι 

βουνού ποτάμι ξέχειλο με βροχερές πλημμύρες 

το αμπώθει κάτ’ ως έσπασε τα δέματα των βράχων.2 

Η ομηρική αυτή λέξη, ολοοίτροχος ή ολοίτροχος, η οποία στους 
ανωτέρω στίχους παρομοιάζει τον Έκτορα ως ένα μεγάλο και στρόγγυλο λιθάρι 
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είναι μια λέξη που τη χρησιμοποιούσαν οι αρχαίοι έλληνες για να περιγράψουν 
τους ισχυρούς μυώνες των αθλητών. Συγκεκριμένα ο Θεόκριτος όταν περιγράφει 
τους Διόσκουρους λέει: 

Ἐν δέ μύες στερεοῖσι βραχίοσιν ἄκρον ὑπ’ ὦμον ἕστασαν ήύτε πέτροι 

ὀλοοίτροχοι οὕστε κυλίνδων χειμάρρους ποταμός μεγάλαις περιέξεσε δίναις.3 

Δηλαδή: 

Κι έβλεπες γερούς μυώνες στην άκρη του χεριού 

προς τη μεριά του ώμου, 

που έμοιαζαν με στρόγγυλους λίθους 

που περιπλέκονταν σε δίνες σαν ποταμός. 

 Για την εύτροχον άμαξα διαβάζουμε πάλι στην Ιλιάδα: 

Ζεὺς δὲ πατὴρ Ἴδηθεν εὔτροχον ἅρμα καὶ ἵππους 

Οὔλυμπον δὲ δίωκε, θεῶν δ᾽ ἐξίκετο θώκους. 

Δηλαδή: 

Κίνησε το καλότροχον αμάξι από την Ίδην 

ο Ζευς κι ήλθε στον Όλυμπον στην σύνοδον την θείαν.4 

 Ύστερα από αυτά γίνεται αντιληπτό ότι ο τροχός ως λέξη αλλά και ως 
εργαλείο έχει μια βαρύνουσα σημασία όχι μόνο στην τεχνολογική του προσφορά 
και στη διευκόλυνση της καθημερινότητας του ανθρώπου, αλλά και στην 
πολιτισμική εξέλιξη, αφού έτσι κι αλλιώς είχε εντυπωσιακή επίδραση στον 
ανθρώπινο πολιτισμό. 

Ο κύκλος 

  Ασφαλώς «ο τροχός» (κάτι το οποίο τρέχει) δημιουργεί παραπέρα εξέλιξη 
σε νέες λέξεις - έννοιες που ανάμεσά αυτών είναι και το γεωμετρικό στοιχείο που 
ονομάστηκε κύκλος.  Και πάλι στην Ομηρική εποχή βλέπουμε όχι μόνο τη λέξη 
αυτή, αλλά και άλλες παράγωγες από αυτήν, οι οποίες διανθίζουν τις περιγραφές 
της Ιλιάδας και της Οδύσσειας.  

Για παράδειγμα στην πρώτη Ραψωδία της Ιλιάδας συναντάμε την 
παράγωγη λέξη «κυκλοτερές», ένα επίθετο που προκύπτει από τη λέξη κύκλος. 



Περιοδικό Μελέτη Μάρτιος 2017 79 
 

Αὐτὰρ ἐπεὶ δὴ κυκλοτερὲς μέγα τόξον ἔτεινε, 

λίγξε βιός, νευρὴ δὲ μέγ᾽ ἴαχεν, ἆλτο δ᾽ ὀϊστὸς       

ὀξυβελὴς καθ᾽ ὅμιλον ἐπιπτέσθαι μενεαίνων. 

Δηλαδή: 

Και όταν εις κύκλον τέντωσε το μέγα τόξο, ακούσθη 

τριγμός του τόξου, της χορδής βοή κι εξετινάχθη 

το βέλος ανυπόμονο να πέση μες στα πλήθη.5 

Στους στίχους αυτούς περιγράφεται το λεγόμενο «κυκλοτερές τόξο» που 
είναι το γνωστό στη σημερινή εποχή ως τόξο κύκλου. Βέβαια το πολεμικό 
εργαλείο «τόξο» που εκτίνασσε τα βέλη του, τη στιγμή της εκτόξευσης έπαιρνε 
μια κυκλική μορφή και ασφαλώς όσο μικρότερη ακτίνα πετύχαινε ο τοξότης 
τόσο μακριά έστελνε το βέλος.  

Το εργαλείο αυτό αποτελούσε για τους αρχαίους έλληνες το πιο 
συνηθισμένο πολεμικό εργαλείο και πάρα πολλές εικόνες σε κείμενα αλλά και 
στην αγγειοπλαστική έφτασαν μέχρι και τις μέρες μας. Για παράδειγμα πολύ 
αργότερα ο Σοφοκλής στην Αντιγόνη, βάζει τα εξής λόγια στο στόμα του 
Αίμωνα, μελλόνυμφου της Αντιγόνης, απευθυνόμενος προς τον πατέρα του τον 
Κρέοντα που ήθελε να θανατώσει την Αντιγόνη:  

Ἀλλ΄ἄνδρα , κεἴ τις ᾖ σοφός, τό μανθάνειν 

Πόλλ’ αἰσχρόν οὐδέν καί τό μή τείνειν ἄγαν.6 

Δηλαδή:  

Αλλά και για έναν άνδρα, κι αν  ακόμα αυτός είναι σοφός δεν είναι 

καθόλου ντροπή να μαθαίνει πολλά ακόμα και να μη παρατραβάει 

το σχοινί. 

Στους ανωτέρω στίχους συναντάμε πάλι την έννοια του κυκλικού τόξου το 
οποίο όταν «καμπυλώνεται» πολύ κινδυνεύει να σπάσει. Το απαρέμφατο «τείνειν» 
δηλώνει ακριβώς αυτήν την έννοια της αριστοτελικής μεσότητας και του μέτρου 
που πάντα πρέπει να αναζητεί ο άνθρωπος της σωφροσύνης.  

Μια άλλη λέξη που δείχνει την ομορφιά του κύκλου είναι το επίθετο 
«εύκυκλος» δηλαδή «ολοστρόγγυλος». Ο Όμηρος τη χρησιμοποιεί στους 
παρακάτω στίχους της Ιλιάδας: 
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ἀμφὶ δ᾽ ἄρ᾽ εἰδώλῳ Τρῶες καὶ δῖοι Ἀχαιοὶ 

           δῄουν ἀλλήλων ἀμφὶ στήθεσσι βοείας 

           ἀσπίδας εὐκύκλους λαισήϊά τε πτερόεντα.7 

Δηλαδή: 

στο φάσμα εκείνο οι Αχαιοί και οι Τρώες εκτυπιόνταν 

και δια να φθάσουν εις του εχθρού το στήθος πολεμούσαν 

ασπίδες ολοστρόγγυλες και ελαφρά σκουτάρια. 

Σε πολλά σημεία της Ιλιάδας ο Όμηρος χρησιμοποιεί  τη λέξη «κύκλος» 
στις περιγραφές των ασπίδων.  

ἂν δ᾽ ἕλετ᾽ ἀμφιβρότην πολυδαίδαλον ἀσπίδα θοῦριν 

καλήν, ἣν πέρι μὲν κύκλοι δέκα χάλκεοι ἦσαν. 

Δηλαδή: 

Κι εύμορφην, πολυδαίδαλην, σκέπην ανδρών, ασπίδα 

επήρε, και την έζωναν χάλκινοι κύκλοι δέκα.8 

Στην Ιλιάδα, και όχι μόνο, συναντά κανείς και τη λέξη «κυκλόσε» ως 
επίρρημα που δηλώνει το γύρω – γύρω, το γύρωθεν.  

Για παράδειγμα     

ὡς δ᾽ ὅτ᾽ ἀνὴρ ταύροιο βοὸς μεγάλοιο βοείην 

λαοῖσιν δώῃ τανύειν μεθύουσαν ἀλοιφῇ·   

δεξάμενοι δ᾽ ἄρα τοί γε διαστάντες τανύουσι 

κυκλόσ᾽, ἄφαρ δέ τε ἰκμὰς ἔβη, δύνει δέ τ᾽ ἀλοιφὴ 

πολλῶν ἑλκόντων, τάνυται δέ τε πᾶσα διὰ πρό· 

δηλαδή: 

Και ως άνθρωπος των νέων του να του τανύσουν δίνει 

μεγάλου ταύρου τόμαρο με πάχος ποτισμένο 
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και χωρισμένοι γύρωθεν εκείνοι το τεντώνουν 

και ως φεύγ’η νότια μέσα του ρουφά το πάχος όλο, 

και ωσάν τραβιέται από πολλούς τεντώνεται ως την άκρα.9 

Όμορφη επίσης είναι η εικόνα της άμαξας με τέσσερις τροχούς, η 
λεγόμενη «τετράκυκλος απήνη», στους ακόλουθους στίχους της Ιλιάδας: 

πρόσθε μὲν ἡμίονοι ἕλκον τετράκυκλον ἀπήνην, 

τὰς Ἰδαῖος ἔλαυνε δαΐφρων· 

δηλαδή: 

Εμπρός του το τετράκυκλον αμάξι τα μουλάρια 

τραβούσαν και ο συνετός το κυβερνούσε Ιδαίος.10 

Αλλά και στην Οδύσσεια συναντάμε λέξεις που σχετίζονται με τη λέξη 
«κύκλος».  Όπως για παράδειγμα τη λέξη «υπόκυκλος» 

 

χωρὶς δ᾽ αὖθ᾽ Ἑλένῃ ἄλοχος πόρε κάλλιμα δῶρα· 

χρυσέην τ᾽ ἠλακάτην τάλαρόν θ᾽ ὑπόκυκλον ὄπασσεν 

ἀργύρεον, χρυσῷ δ᾽ ἐπὶ χείλεα κεκράαντο. 

που σημαίνει: 
δῶρα ἡ κερά του διαλεχτὰ χαρίζει τῆς Ἑλένης, 

χρυσή ἀληκάτη, κι ἀργυρὸ πανέρι πὰς στὶς ρόδες, 

μὲ χρυσωμένα ὁλόγυρα τοῦ πανεριοῦ τὰ χείλη. 11 

Μια άλλη λέξη που ξεκινά από τη λέξη κύκλος συναντάμε και στους 
Ορφικούς ύμνους. Συγκεκριμένα όταν ο Ορφέας υμνεί τον Ήλιο, χρησιμοποιεί 
τη λέξη «κυκλοέλικτε».  

κοσμοκράτρωρ, συρικτά, πυρίδρομε, κυκλοέλικτε, φωσφόρε, αιολόδικτε,  

φερέσβιε, κάρπιμε Παιά, ἀειθαλής, άμίαντε, χρόνου πάτερ, άθάνατε Ζεῦ.12 

δηλαδή: 

«Κυρίαρχε του κόσμου, ο αυλητής,  

περνάς μέσα από τη φωτιά 

και περιστρέφεσαι κυκλικά, κουβαλάς το φως,  
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εμφανίζεσαι με πολλές μορφές, δίνεις τη ζωή,  

είσαι καρποφόρος, ω Παιάν, αειθαλής, αμόλυντος,  

αφέντης του χρόνου, ο αθάνατος Δίας» 

 Ακόμα στα Ορφικά, ιδιαίτερα στα Αργοναυτικά συναντάμε το ρήμα 

«κυκλόω» που προκύπτει από τη λέξη «κύκλος». 

  Οἰωνοί τ’ εκυκλοῦντο βοαύλια Κενταύριο ταρσοῖς  

Τεκμηῶσιν, ἑῆς δ’ ἐλαθοντο καλιῆς. 13 

δηλαδή: 

Και τα πουλιά ακόμα σχημάτιζαν κύκλο πάνω από το σταύλο 

Του Κενταύρου, αναπαύοντας τα κουρασμένα πόδια τους 

Και λησμονώντας τις φωλιές τους. 

 Θα μπορούσε κανείς να αναφέρει πλειάδα χωρίων από αρχαία κείμενα 

που ακολουθούν από το Όμηρο μέχρι και την κλασσική εποχή, την εποχή του 

Πλάτωνα και του Αριστοτέλη  στα οποία η λέξη «κύκλος» και τα παράγωγα 

αυτής διανθίζουν τα κείμενα των μεγάλων φιλοσόφων. Τέλος στο Μέγα Λεξικόν 

της Ελληνικής Γλώσσης των Henry G. Liddell & Robert Scott μπορούμε να 

δούμε σχεδόν όλα τα παράγωγα αυτής της λέξης. Μερικές ακόμα από τις λέξεις 

αυτές είναι: κυκλοσοβέω, κυκλότης, κυκλοφορητικός, κυκλάζω, κυκλαίνω, 

κυκλάμινος, κυκλεύω, κυκλοπαιδεία, Κύκλωψ κ. ά.  

Ο κύκλος την εποχή του Ευκλείδη 

Όλη αυτή η διαδρομή, που ξεκινά από την ανακάλυψη του τροχού και 

διατυπώνεται, όπως αναφέρθηκε πιο πάνω στα Ομηρικά Έπη, δημιούργησε στο 

ανθρώπινο πνεύμα μια πλήρη αντίληψη του βάθους και της έκτασης της έννοιας 

του κύκλου και η οποία διαδρομή καταλήγει στη σκέψη του Ευκλείδη(350-270 

π.Χ) που τη θεμελιώνει με μαθηματικό τρόπο. Εξάλλου μετά τον Πλάτωνα και 

τον Αριστοτέλη το αίτημα του πλήρους ορισμού των εννοιών είχε οδηγήσει στην 

αναγκαιότητα της «επιστημονικής πλέον θεώρησης των πραγμάτων».  

Συγκεκριμένα στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη όπου 

διατυπώνονται οι διάφοροι όροι της Γεωμετρίας σε 24 ορισμούς που καλούνται 

όροι, δηλαδή ορισμοί,  διαβάζουμε: 
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Ορισμός 15ος  

Κύκλος ἐστί σχῆμα ἐπίπεδον ὑπό μιᾶς γραμμῆς περιεχόμενον [ἥ καλεῖται 

περιφέρεια], πρός ἥν ἁφ’ ἑνός σημείου τῶν ἐντός τοῦ σχήματος κειμένων πᾶσαι 

αἱ προσπίπτουσαι εὐθεῖαι  [πρός τήν τοῦ κύκλου περιφέρειαν] ἴσαι ἀλληλαις 

εἰσίν.  

Δηλαδή: 

Κύκλος εἶναι ἐπίπεδον σχῆμα περιεχόμενον ὑπό μιᾶς γραμμῆς (ἡ 

ὁποία καλεῖται περιφέρεια), πρός τήν ὁποίαν ἐξ ἑνός σημείου ἐκ τῶν 

κειμένων ἐντός τοῦ σχήματος ὅλαι αἱ προσπίπτουσαι εὐθεῖαι (πρός τήν 

περιφέρειαν τοῦ κύκλου) εἶναι μεταξύ των ἴσαι. 14 

Όπως παρατηρεί κανείς στο ορισμό αυτό υπάρχει σαφήνεια, ακρίβεια, 

επάρκεια και βέβαια μια πληρότητα της αναφοράς της έννοιας του κύκλου. 

Βέβαια στη λέξη κύκλος συνυπάρχει και η λέξη περιφέρεια. Μια λέξη που 

έφτασε και στις μέρες μας από την αρχαιότητα, αν και στα σημερινά σχολικά 

εγχειρίδια Γεωμετρίας της χώρας μας η λέξη αυτή πλέον λείπει. 

Σήμερα και κατά τις τελευταίες δεκαετίες οι ορισμοί των διαφόρων 

εννοιών γενικά έχουν περιοριστεί κι έτσι για τον κύκλο από το σχολικό βιβλίο 

μαθαίνουμε: 

Θεωρούμε ένα σταθερό σημείο   και ένα τμήμα    (σχ. 1). Κύκλος με 

κέντρο   ακτίνα   λέγεται το επίπεδο σχήμα του οποίου όλα τα σημεία απέχουν 

από το   απόσταση ίση με  .15 

Από τον ανωτέρω ορισμό φαίνεται ότι η περιφέρεια του ορισμού του 

Ευκλείδη είναι ο κύκλος του σημερινού ορισμού του σχολικού βιβλίου και ο 

Σχ.1 
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κύκλος του ορισμού του Ευκλείδη είναι ο κυκλικός δίσκος του σημερινού 

ορισμού.   

Επίλογος  

Από τα ανωτέρω γίνεται φανερό ότι η διαδρομή της έννοιας του κύκλου 

είναι δαιδαλώδης και μακρόχρονη. Χτίστηκε σιγά –σιγά μέσα από την 

ανθρώπινη εμπειρία αλλά και μέσα από διανοητική επεξεργασία κι έφτασε μέχρι 

σήμερα με τη μορφή που την ξέρουμε. Είναι νομίζω αξιόλογο να μπορέσει 

κανείς να μελετήσει ακόμα περισσότερες λεπτομέρειες και τους διάφορους 

σταθμούς της πορείας της έννοιας αυτής και όχι μόνο, ώστε να μπορέσει να 

κατανοήσει και την παραπέρα εξέλιξη.  

 
 

Σημειώσεις: 
                                           
1 Ιλιάδα. 3η Ραψωδία, στίχ. 213-215. Μετάφραση Ιάκωβου Πολυλά. 
2 Ιλιάδα. 13η Ραψωδία, στίχ. 136-138. Μετάφραση Ιάκωβου Πολυλά  
3 Θεόκριτος. (Ειδύλια 22.48-50) 
4 Ιλιάδα. 8η Ραψωδία, στίχ. 438-439. Μετάφραση Ιάκωβου Πολυλά  
5 Ιλιάδα 1η Ραψωδία. στίχ. 126-128. Μετάφραση Ιάκωβου Πολυλά 
6 Σοφοκλής, Αντιγόνη (στιχ. 710-711) 
7 Ιλιάδα Ραψωδία 5η , στίχ. 451-453. Μετάφραση Ιάκ. Πολυλά. 
8 Ιλιάδα, Ραψωδία 11η, στίχ. 132-135. Μετάφραση Ιάκ. Πολυλά. 
9 Ιλιάδα , ραψωδία 17η στίχ. 389-393. Μετάφραση Ιάκ. Πολυλά. 
10 Ιλιάδα, Ραψωδία  24η στίχ. 324-325. Μετάφραση Ιάκ. Πολυλά. 
11 Οδύσεια, Ραψωδία 4η στίχ.131-133. Μετάφραση Αργύρη Εφταλιώτη. 
12 Ορφικοί ύμνοι. Στίχ. 8.11. 
13 Ορφικοί ύμνοι-Αργοναυτικά., στίχ. 438-439. Μετάφραση Σωτήρη Σοφιά.  
14 Ευαγγέλου Σ. Σταμάτη. Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία. ΟΕΔΒ 1975. Τόμ. Ι. σ. 38-39.  
15 Ευκλείδεια Γεωμετρία Α’ και Β’ Ενιαίου Λυκείου. ΟΕΔΒ. (Αργυρόπουλος Η., Βλάμος 

Π. κ.ά.) σ. 21 

Ψηφιακή αναφορά: 
http://www.fondation-lamap.org/fr/page/16815/6-histoire-de-la-roue 
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Για την ιστορία του μαθηματικού συμβόλου + 

Ανδρέας Πούλος  
 

      Το σύμβολο της πρόσθεσης (+) αριθμών, προφανώς δεν ήταν σε όλες τις 
εποχές και σε όλους τους πολιτισμούς το ίδιο.  
       Στον αιγυπτιακό πάπυρο του Ahmes, (γύρω στο 1650 π.Χ.) η πρόσθεση 
εκφράζεται με ένα ζεύγος ποδιών που βαδίζουν προς τα δεξιά. 
       Οι αρχαίοι Έλληνες εξέφραζαν τη διαδικασία της πρόσθεσης λεκτικά, αλλά 
μερικές φορές χρησιμοποιούσαν για τον σκοπό αυτό και το σύμβολο της πλάγιας 
γραμμής (/). Δεν έχουμε όμως όλες τις απαραίτητες πληροφορίες για να είμαστε 
βέβαιοι για αυτό τον ισχυρισμό, διότι τα περισσότερα έργα των Ελλήνων δεν 
σώζονται.  
     Οι Ινδοί όπως και οι Έλληνες δεν είχαν σύμβολο για την πρόσθεση και την 
εξέφραζαν με λεκτικό τρόπο. Όμως, στην χειρόγραφη Αριθμητική του Bakhshali 
(γύρω στον 3ο με 4ο αιώνα) φαίνεται ένα ειδικό σύμβολο για την πράξη αυτή. 
      Προς το τέλος του 15ου μ.Χ. ο Γάλλος μαθηματικός Nicolas Chuquet το 1484 
και ο Ιταλός Luca Pacioli το 1494 χρησιμοποίησαν το γράμμα p για να 
συμβολίσουν την πρόσθεση. Πρόκειται για το πρώτο γράμμα της λέξης plus. 
      Πιθανώς, αν και δεν είναι πλήρως διευκρινισμένο ότι το σύμβολο (+) έχει την 
καταγωγή του από τη λέξη et, η οποία στα Λατινικά – την κοινά αποδεκτή γλώσσα 
των διανοουμένων και επιστημόνων της Αναγέννησης σημαίνει «και».  
      Είναι γνωστό ότι ο πρώτος που χρησιμοποίησε το σύμβολο (+) ως 
συντομογραφία της λέξης et είναι ο αστρονόμος Nicole d’ Oresme (1323-1382) 
στα μέσα του 14ου αιώνα στο έργο του με τον λατινικό τίτλο Algorismus 
proportionum, το οποίο θεωρούμε ότι γράφηκε μεταξύ των ετών 1356 και 1361.       
Σε ένα χειρόγραφο βιβλίο του 1417 υπάρχει το σύμβολο (+), αν δεν είναι εντελώς 
κάθετη η μία γραμμή του συμβόλου προς την άλλη. Σε μία χειρόγραφη γερμανική 
Άλγεβρα του 1481 που βρίσκεται στη βιβλιοθήκη του Dresden υπάρχουν τα 
σύμβολα (+) και (-) για την πρόσθεση και την αφαίρεση αντίστοιχα. Το 1489 
έχουμε το πρώτο τυπωμένο βιβλίο Εμπορικής Αριθμητικής του Johannes 
Widmann. Αυτό τυπώθηκε στη Λειψία της Γερμανίας και σε αυτό εμφανίζονται τα 
σύμβολα (+) και (-), τα οποία από ότι φαίνεται ήταν σε περιορισμένη χρήση εκείνη 
την εποχή στη Γερμανία. Σε Γερμανικά βιβλία Αριθμητικής για εμπόρους των 
ετών 1518 και 1525 συναντάμε πάλι τα ίδια σύμβολα. Να σημειωθεί ότι σε αυτά 
τα βιβλία η χρήση των συμβόλων δεν είχε σχέση κυρίως με τις πράξεις πρόσθεση 
και αφαίρεση, με την αριθμητική και αλγεβρική τους έννοια, ούτε σχετίζονταν με 
θετικούς και αρνητικούς αριθμούς. Ήταν σύμβολα που αφορούσαν «εμπορικές» 
πράξεις όπως συλλογή και απομάκρυνση εμπορευμάτων από την αποθήκη κλπ. 
και το κυριότερο, πάντα αναφέρονταν σε ομοειδή ποσά. Υπάρχουν όμως 
πληροφορίες ότι στο Πανεπιστήμιο της Λειψίας χρησιμοποιούσαν τα (+) και (-) 
και ως σύμβολα των αντίστοιχων πράξεων. 
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       Στην Ιταλία τα σύμβολα αυτά εμφανίστηκαν σε βιβλία του Christopher 
Clavius, ο οποίος ήταν Γερμανός αστρονόμος που ζούσε στην Ρώμη και σε βιβλία 
των μαθηματικών Gloriosi και Cavalieri στις αρχές του 1600. 
      Ο Ολλανδός μαθηματικός Giel Vander Hoecke χρησιμοποίησε τα σύμβολα 
(+) και (-) στο βιβλίο του Een sonderlinghe boeck in dye edel conste Arithmetica, το 
οποίο εκδόθηκε στην Antwerp το 1514. Θεωρείται μάλιστα ότι ο Vander Hoecke 
ήταν ο πρώτος που έκανε χρήση αυτών των συμβόλων ως καθαρά συμβόλων 
αλγεβρικών εκφράσεων, αν και οι ιστορικοί υποθέτουν ότι αυτός ακολούθησε την 
πρακτική του Grammateus. Ο Henricus Grammateus (γνωστός επίσης ως ο 
Ερρίκος ο Γραφεύς) εξέδωσε το 1518 ένα βιβλίο Αριθμητικής και Άλγεβρας με 
τον τίτλο Ayn new Kunstlich Buech στο οποίο γίνεται χρήση αυτών των 
συμβόλων, αν και τα είχε υιοθετήσει ως τέτοια πολύ νωρίτερα.  
     Η πρώτη εμφάνιση των συμβόλων (+) και (-) σε Αγγλικά κείμενα έγινε το 1551 
στο βιβλίο Άλγεβρας με τίτλο «The Whetstone of Witte» του μαθηματικού 
Robert Recorde, ο οποίος μάλιστα είναι ο πρώτος που εισήγαγε και το σύμβολο 
της ισότητας (=). 

 

       Στην παραπάνω εικόνα έχουμε έντυπη εμφάνιση το 1526, των συμβόλων (+) 
και (-) στο βιβλίο του Γερμανού Johannes Widmann με τον τίτλο «Behëde und 
Lubsche Rechenung auff allen Kauffmanschafft». Πρόκειται για ανατύπωση του 
ίδιου βιβλίου εμπορικής Αριθμητικής που εκδόθηκε για πρώτη φορά το 1489. 
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      Να σημειωθεί ότι η χρήση του σταυρού για το σύμβολο της πρόσθεσης 
πέρασε από διάφορες φάσεις. Ο Γερμανός Widmann όπως και ο Καρτέσιος 
προτιμούσαν τον ελληνικό σταυρό  + αντί του λατινικού †, το οποίο προτιμούσαν 
άλλοι μαθηματικοί και φιλόσοφοι όπως οι Hume, Huygens και Fermat. 
Ορισμένοι μαθηματικοί όπως οι De Hortega και ο Halley  προτιμούσαν το 

σύμβολο ✠. Τελικά, με το πέρασμα του χρόνου επικράτησε το γνωστό μας 
σύμβολο (+).  
      Ενδιαφέρον έχει η απάντηση στο ερώτημα, πότε συναντάμε για πρώτη φορά 
τα σύμβολα (+) και (-) σε τυπωμένα βιβλία στην ελληνική γλώσσα.   
      Για παράδειγμα, στο βιβλίο Πρακτικής Αριθμητικής του Εμμανουήλ 
Γλυζώνιου έκδοση του 1679 στη Βενετία με τίτλο «Βιβλίον πρόχειρον τοις πάσι: 
περιέχον την τε πρακτικήν αριθμητικήν, ή μάλλον ειπείν την λογαριαστικήν», δεν υπάρχει 
στο κείμενο το σύμβολο της πρόσθεσης ή της αφαίρεσης. Το βιβλίο έχει πολλές 
περιγραφές προβλημάτων των τεσσάρων αριθμητικών πράξεων, αλλά ο 
συγγραφέας δεν αισθάνεται την ανάγκη να κάνει χρήση κάποιου συμβόλου. Ούτε 
και στο βιβλίο του Μπαλάνου Βασιλόπουλου «Έκθεσις ακριβεστάτη της 
Αριθμητικής» που εκδόθηκε στη Βενετία το 1803 δεν υπάρχει έστω και μια φορά 
το σύμβολο της πρόσθεσης ή της αφαίρεσης. Σε περιπτώσεις που ο συγγραφέας 
κάνει πρόσθεση αριθμών την περιγράφει με λέξεις. 
      Φαίνεται ότι κατά τον 17ο και 18ο σε ελληνικά βιβλία, μόνο σε βιβλία 
Άλγεβρας εμφανίζονται τα σύμβολα (+) και (-).  Η πρακτική αυτή αλλάζει κατά 
τον 19ο αιώνα. Για παράδειγμα στο βιβλίο του Μιχαήλ Χρισταρή που εκδόθηκε 
στην Πάντοβα της Ιταλίας το 1804, αναφέρονται τα σύμβολα αυτά ως σύμβολα 
αλγεβρικών πράξεων και προσημασμένων αριθμών. 
 
 

 

Απόσπασμα από το βιβλίο του Δ. Χρησταρή, Πάντοβα, έτος έκδοσης 1804 στο 
οποίο φαίνονται τα σύμβολα (+) και (-) ως σύμβολα αλγεβρικών πράξεων 
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Οι περισσότερες πληροφορίες για τα σύμβολα (+) και (-) 
προέρχονται από το βιβλίο του Florian Cajori «The history of  the mathematical 
symbols», έκδοση του και από αυτό του David Smith «History of Mathematics» σε 2 
τόμους έκδοση 1923 και 1925 αντίστοιχα. Τα βιβλία αυτά θα χρησιμοποιούμε και 
για την ιστορία άλλων μαθηματικών συμβόλων που θα αναφέρονται σε αυτή την 
στήλη. 
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