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Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα των 
Μαθηματικών 

       Αυτή η στήλη σκοπεύει να περιλαμβάνει ότι δηλώνει ο τίτλος της.  
       Ξεκινώντας από ζητήματα, προβλήματα, έννοιες και διαδικασίες που 
υπάρχουν στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, θα τα εμπλουτίζει και θα αναδεικνύει 
όψεις τις οποίες τα σχολικά εγχειρίδια δεν είναι αναγκαίο να παρουσιάσουν. Στους 
στόχους της στήλης είναι η σύνδεση θεμάτων που φαινομενικά ανήκουν σε 
διαφορετικές ενότητες των Μαθηματικών, ώστε να αποκαλυφθούν νέες σχέσεις που 
λόγω των περιορισμών δεν είναι δυνατόν να μελετηθούν στην τάξη. 
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Ισοτιμίες πολυωνύμων 

Θάνος Μάγκος 

Εισαγωγή 

  Στη στοιχειώδη θεωρία αριθμών γίνεται συχνά χρήση της έννοιας της ισοτιμίας 

ακέραιων αριθμών. Λέμε, για παράδειγμα, ότι 22 ≡ 7 mod 5 και εννοούμε τα 

εξής δύο ισοδύναμα πράγματα: α) οι ακέραιοι 22 και 7, κατά τη διαίρεσή τους με 

το 5 αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο, β) το 5 διαιρεί τη διαφορά 22 − 7. Η έννοια των 
ισοτιμιών απαντά για πρώτη φορά στο έργο Disquisitiones Arithmeticae του Carl 
Friedrich Gauss. Έκτοτε η χρήση τους καθιερώθηκε, καθώς πρόκειται για έναν 
πρακτικό συμβολισμό, ο οποίος συντομεύει σημαντικά τη γραφή.  
  Στη συνέχεια θα επεκτείνουμε την έννοια της ισοτιμίας στο σύνολο των 
πολυωνύμων. Με αυτόν τον τρόπο θα δούμε ότι μπορούμε να αντιμετωπίσουμε 
εύκολα και σύντομα μερικά κλασικά ερωτήματα που συναντάμε στη θεωρία των 
πολυωνύμων. 

Ορισμός και βασικές ιδιότητες 

  Στα παρακάτω, θα συμβολίζουμε το σύνολο των πολυωνύμων με πραγματικούς 

συντελεστές με ℝ[x]. Επίσης γράφουμε f(x) ≠ 0 για να δηλώσουμε ότι το 

πολυώνυμο f(x) είναι μη μηδενικό και όχι για να δηλώσουμε ότι το πολυώνυμο 

δεν μηδενίζεται για καμία τιμή του x. Π.χ. είναι 2x − 10 ≠ 0, αφού το 2x − 10 

δεν είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Ομοίως, γράφουμε 𝑓(𝑥) = 0 για να 

δηλώσουμε ότι το 𝑓(𝑥) είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Για το μηδενικό 

πολυώνυμο δεχόμαστε ότι έχει βαθμό −∞. 
 

Ορισμός: Έστωσαν τα P(x), Q(x), d(x) ∈ ℝ[x] με d(x) ≠ 0. Λέμε ότι τα 

P(x), Q(x) είναι ισότιμα ως προς το d(x), όταν αυτά κατά τη διαίρεσή τους με το 

d(x), αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο. Τότε γράφουμε 

P(x) ≡ Q(x) mod d(x) 
 
Με βάση τον παραπάνω ορισμό ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιώσει την 
αλήθεια των παρακάτω: 

 x2 + 3x + 5 ≡ 5 mod (x) 

 x4 − x2 + 7 ≡ 7 − x2 mod (x2) 

 x3 ≡ 1 mod (x − 1) 

 (x + 1)3 ≡ x3 + 1 mod x(x + 1). 

Έναν πρακτικότερο τρόπο για να διαπιστώνουμε την ισοτιμία δύο πολυωνύμων 
μας δίνει το ακόλουθο  

https://en.wikipedia.org/wiki/Disquisitiones_Arithmeticae
https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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Θεώρημα 1ο : Αν P(x), Q(x), d(x) ∈ ℝ[x] με d(x) ≠ 0, ισχύει 

P(x) ≡ Q(x)mod d(x) ⟺ d(x) διαιρεί το πολυώνυμο P(x) − Q(x) 

Απόδειξη: 

(⟹) Επειδή τα P(x), Q(x) είναι ισότιμα ως προς το d(x), αφήνουν το ίδιο 

υπόλοιπο υ(x) κατά τη διαίρεσή τους με αυτό. Υπάρχουν δηλαδή πολυώνυμα 

Α(x), B(x) ∈ ℝ[𝑥], ώστε  

P(x) = A(x)d(x) + υ(x)  και Q(x) = B(x)d(x) + υ(x). 

Τότε είναι P(x) − Q(x) = (A(x) − B(x))d(x), δηλαδή το d(x) διαιρεί το 

P(x) − Q(x). 

(⟸) Ας υποθέσουμε τώρα ότι το d(x) διαιρεί τη διαφορά P(x) − Q(x). Από το 

θεώρημα διαίρεσης πολυωνύμων, υπάρχουν πολυώνυμα A(x), B(x), υ1(x),  
υ2(x),  ώστε 

P(x) = A(x)d(x) + υ1(x), deg υ1(x) < deg d(x)       (1) 

Q(x) = B(x)d(x) + υ2(x), deg υ2(x) < deg d(x)       (2) 

Είναι επομένως 

P(x) − Q(x) = (A(x) − B(x))d(x) + (υ1(x) − υ2(x)). 

Αν υποθέσουμε ότι τα υπόλοιπα υ1(x), υ2(x) δεν ταυτίζονται, είναι υ1(x) −
υ2(x) ≠ 0. Από την προηγούμενη ταυτότητα, και επειδή το d(x) διαιρεί τη 

διαφορά P(x) − Q(x), προκύπτει ότι το d(x) διαιρεί και τη διαφορά υ1(x) −
υ2(x). Τότε ισχύει 

deg d(x) ≤ deg(υ1(x) − υ2(x)) ≤ max{deg υ1(x), deg υ2(x)} 

το οποίο αντιβαίνει στις (1), (2). Επομένως ισχύει υ1(x) − υ2(x) = 0 και η 
απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Το επόμενο θεώρημα μας λέει ότι οι ισοτιμίες συμπεριφέρονται εν πολλοίς όπως 
οι κλασικές ισότητες αριθμών. 

Θεώρημα 2ο : Αν f(x), g(x), h(x), r(x), d(x) ∈ ℝ[x] με  

f(x) ≡ g(x)mod d(x), h(x) ≡ r(x)mod d(x) 
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τότε  

i) f(x) + h(x) ≡ g(x) + r(x) mod d(x) 

ii) f(x) − h(x) ≡ g(x) − r(x) mod d(x) 

iii) f(x)h(x) ≡ g(x)r(x) mod d(x) 

iv) (f(x))
n

≡ (g(x))
n

 mod d(x), n θετικός ακέραιος 

v) t(x)f(x) ≡ t(x)g(x)mod d(x), t(x) τυχόν πολυώνυμο 

vi) s(f(x)) ≡ s(g(x)) mod d(x), s(x) τυχόν πολυώνυμο. 

 

Οι παραπάνω ιδιότητες αποδεικνύονται πολύ εύκολα με τη βοήθεια του 1ου 
θεωρήματος.  

Απόδειξη των i,ii): Επειδή τα f(x), g(x) είναι ισότιμα ως προς το d(x), υπάρχει 

πολυώνυμο m(x), ώστε f(x) − g(x) = m(x)d(x) (Θεώρημα 1ο) και επειδή τα 

h(x), r(x) είναι ισότιμα ως προς το d(x), υπάρχει πολυώνυμο n(x), ώστε h(x) −
r(x) = n(x)d(x). Από αυτές λαμβάνουμε  

f(x) + h(x) − (g(x) + r(x)) = (m(x) + n(x))d(x) 

και 

f(x) − h(x) − (g(x) − r(x)) = (m(x) − n(x))d(x) 

οπότε  προκύπτουν οι i,ii). 

Η  iii) είναι άμεση συνέπειας της ταυτότητας 

f(x)h(x) − g(x)r(x) = f(x)(h(x) − r(x)) + r(x)(f(x) − g(x)). 

Η iv) είναι άμεση συνέπεια της ταυτότητας 

(f(x))
n

− (g(x))
n

= (f(x) − g(x)) ((f(x))
n−1

+ ⋯ + (g(x))
n−1

). 

Η v) είναι προφανής, αφού t(x)f(x) − t(x)g(x) = t(x)(f(x) − g(x)). 

Απόδειξη της vi): Στην πραγματικότητα η ιδιότητα αυτή είναι άμεση συνέπεια των 
ιδιοτήτων i), iv), v). Παραθέτουμε όμως και μια αυτοτελή απόδειξη. Ας είναι 

s(x) = anxn + an−1xn−1 + ⋯ + a1x + a0, οπότε  

s(f(x)) = an(f(x))
n

+ an−1(f(x))
n−1

+ ⋯ + a1f(x) + a0, 
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s(g(x)) = an(g(x))
n

+ an−1(g(x))
n−1

+ ⋯ + a1g(x) + a0 

και επομένως 

s(f(x)) − s(g(x)) = 

= an((f(x))
n

− (g(x))
n

) + an−1 ((f(x))
n−1

− (g(x))
n−1

) + ⋯ + a1(f(x) − g(x)) 

Λόγω της ταυτότητας  

αν − βν = (α − β)(αν−1 + αν−2β + ⋯ + αβν−2 + βν−1) 

είναι φανερό ότι οι όροι σε όλες τις παρενθέσεις διαιρούνται από το f(x) − g(x) 

και άρα από το d(x), αφού f(x) ≡ g(x) mod d(x). 

Εύρεση υπολοίπου διαίρεσης πολυωνύμων 

Από τα σχολικά μαθηματικά είναι γνωστό το  

Θεώρημα Bézout: Αν 𝑎 ∈ ℝ, το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου 𝑓(𝑥) 

με το 𝑥 − 𝑎, ισούται με 𝑓(𝑎). 

Δηλαδή η εύρεση του υπολοίπου της διαίρεσης 𝑓(𝑥): (𝑥 − 𝑎), γίνεται με την 

αντικατάσταση 𝑥 → 𝛼 στον τύπο του πολυωνύμου. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, 
αυτό συμβαίνει και στην γενικότερη περίπτωση που ο διαιρέτης είναι οποιοδήποτε 
πολυώνυμο. 
Πράγματι, οι ιδιότητες της προηγούμενης παραγράφου μας λένε ότι: Όταν στην 
έκφραση ενός πολυωνύμου αντικατασταθούν κάποια επιμέρους πολυώνυμα με 

ισοϋπόλοιπά τους mod d(x), το προκύπτον πολυώνυμο είναι ισοϋπόλοιπο του 

αρχικού mod d(x). 
Επομένως, όταν μας ζητείται το υπόλοιπο της διαίρεσης f(x): d(x), ακολουθούμε 
την εξής διαδικασία: Με τη βοήθεια της προηγούμενης παρατήρησης, 

δημιουργούμε ακολουθία πολυωνύμων P1(x), P2(x), … , Pj(x), κάθε ένα εκ των 

οποίων είναι ισότιμο mod d(x) με το f(x) και για τα οποία ισχύει 

deg P1(x) > deg P2(x) > ⋯ > deg Pj(x). 

Τότε, το πρώτο πολυώνυμο Pi(x) για το οποίο θα ισχύει deg Pi(x) < deg d(x) 
είναι το ζητούμενο υπόλοιπο. 
Για να κατανοήσουμε καλύτερα την παραπάνω διαδικασία, θα δούμε ένα 
παράδειγμα, στο οποίο η διαδικασία θα αναληθεί λεπτομερώς.  
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Παράδειγμα 1ο : Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης f(x): d(x), όπου  

f(x) = x8 − 5x4 + x2 − 3x + 4, d(x) = x2 − 3 

Λύση:  
Είναι  

 x2 ≡ 3 mod d(x), οπότε x8 ≡ 81 mod d(x) (ιδιότητα iv)) 

 x2 ≡ 3 mod d(x), οπότε −5x4 ≡ −45 mod d(x) (ιδιότητες iv), v)) 

Επομένως, από την ιδιότητα i) προκύπτει 

x8 − 5x4 + x2 − 3x + 4 ≡ 81 − 45 + 3 − 3x + 4 mod d(x) 

άρα f(x) ≡ −3x + 43 mod d(x). 

Επειδή είναι deg(−3x + 43) < deg d(x), το ζητούμενο υπόλοιπο είναι το 

−3x + 43. 

Όπως γίνεται φανερό από το παράδειγμα αυτό, για να βρούμε το υπόλοιπο της 

διαίρεσης f(x): d(x), όπου d(x) = anxn + an−1xn−1 + ⋯ + a1x + a0 

μπορούμε να εκτελέσουμε στον τύπο του f(x) τις διαδοχικές αντικαταστάσεις  

xn → −
an−1

an
xn−1 −

an−2

an
xn−2 − ⋯ −

a1

an
x −

a0

an
 

έως ότου να φτάσουμε σε πολυώνυμο με βαθμό μικρότερο του βαθμού του d(x). 

Παράδειγμα 2ο : Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης f(x): d(x), όπου 

f(x) = x5 − 3x4 + 5x3 + 4x2 − x + 2,   d(x) = x2 − x + 1. 

Λύση: Είναι 

f(x) ≡ x(x − 1)2 − 3(x − 1)2 + 5x(x − 1) + 4(x − 1) − x + 2 = 

= x3 + 5x − 5 ≡ x(x − 1) + 5x − 5 = x2 + 4x − 5 ≡ x − 1 + 4x − 5 = 

= 5x − 6 mod d(x). 

Επομένως, το ζητούμενο υπόλοιπο είναι το 5x − 6. 
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Παροτρύνουμε τον αναγνώστη να επιχειρήσει να βρει το υπόλοιπο και με τον 
αλγόριθμο της Ευκλείδειας διαίρεσης και να συγκρίνει την ταχύτητα των δύο 
μεθόδων. 

Συνεχίζουμε με την άσκηση 6 της Γ’ Ομάδας από το κεφάλαιο των Πολυωνύμων 
του βιβλίου της Άλγεβρας Β’ Λυκείου. 

Παράδειγμα 3ο : Να βρείτε τα α, β ∈ ℝ για τα οποία το πολυώνυμο x5  +
 +3x2  +  αx +  β, διαιρούμενο με το x2  −  2, δίνει υπόλοιπο 5x + 8. 

Λύση: Αν ονομάσουμε d(x) = x2 − 2, είναι 

x5 + 3x2 + ax + β ≡ x ⋅ 22 + 3 ⋅ 2 + ax + β = (α + 4)x + β + 6 mod d(x)  

       Επομένως πρέπει απαραίτητα να είναι α = 1, β = 2. 

Θέματα για εξάσκηση: 

Αξιοποιώντας την μέθοδο που αναφέρθηκε προηγουμένως, να βρείτε το υπόλοιπο της 
διαίρεσης σε κάθε μια από τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

i) (x4 − 6x2 + x + 10): (x2 − 2) 

ii) (x5 − x + 1): (x2 + 3) 

iii) (x6 + x4 + x2 + 4): (x2 + x − 1) 

iv) (x5 − x2 + x + 6): (x + 1)2 

v) (x100 + 3x50 + 4x + 1): (x50 − x + 2) 
 

Απαντήσεις: 

 

Εφαρμογή στις τέλειες διαιρέσεις 

Όπως είναι αναμενόμενο, τα προηγούμενα βρίσκουν εφαρμογή και σε εκείνες τις 
περιπτώσεις, στις οποίες καλούμαστε να αποδείξουμε ότι μια διαίρεση είναι τέλεια. 
Πάμε κατευθείαν σε παραδείγματα. 

Παράδειγμα 4ο : Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο g(x) = x2 − x + 1 είναι 

παράγοντας του f(x) = x2n+1 + (x − 1)n+2. 

Απόδειξη: Είναι  

f(x) = x(x2)n + (x − 1)2(x − 1)n ≡ x(x − 1)n + (x2 − 2x + 1)(x − 1)n = 

i)x + 2, ii) 8x + 1, iii)  − 12x + 12, iv) 8x + 11,
v)𝑥2  + 3x − 1 
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= (x − 1)n(x2 − x + 1) = (x − 1)ng(x) ≡ 0 mod g(x). 

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι θα μπορούσαμε να είχαμε εργαστεί και αντίστροφα. 

Αντί, δηλαδή, να εκτελέσουμε την αντικατάσταση x2 → x − 1, θα μπορούσαμε να 

είχαμε αντικαταστήσει x − 1 → x2: 

f(x) ≡ x2n+1 + (x2)n+2 = x2n+1 + x2n+4 = x2n+1(x3 + 1) = 

= x2n+1(x + 1)(x2 − x + 1) = x2n+1(x + 1)g(x) ≡ 0 mod g(x). 

Παράδειγμα 5ο : Αν  a, b, c, d, e είναι θετικοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι το 

πολυώνυμο g(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 είναι   παράγοντας του πολυωνύμου 

f(x) = x5a + x5b+1 + x5c+2 + x5d+3 + x5e+4. 

Απόδειξη: Επειδή x5 − 1 = (x − 1)g(x), είναι x5 ≡ 1 mod g(x). 
Επομένως είναι  

f(x) = (x5)a + (x5)bx + (x5)cx2 + (x5)dx3 + (x5)ex4 ≡ 

≡ 1 + x + x2 + x3 + x4 = g(x) ≡ 0 mod g(x). 

Παράδειγμα 6ο : Αν n είναι θετικός ακέραιος, να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο 

g(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 είναι παράγοντας του  

f(x) = (x2 + x + 1)2n+2 − x6n+6(x + 1)2n+2. 

Απόδειξη: Αυτή τη φορά θα εκτελέσουμε την αντικατάσταση x2 + x + 1 →
−x4 − x3. Είναι τότε 

f(x) ≡ (−x4 − x3)2n+2 − x6n+6(x + 1)2n+2 =

= (x3(x + 1))
2n+2

− x6n+6(x + 1)2n+2 = 0 mod g(x). 

 
Θα κλείσουμε με ένα θέμα από τον αμερικάνικο διαγωνισμό American 
Invitational Mathematics Competition του 1988. 

Παράδειγμα 7ο : Αν το πολυώνυμο  g(x) = x2 − x − 1 είναι παράγοντας του 

πολυωνύμου  f(x) = ax17 + bx16 + 1 , να βρεθεί το   a. 

Λύση: Είναι 

f(x) = ax(x2)8 + b(x2)8 + 1 ≡ ax(x + 1)8 + b(x + 1)8 + 1 = 
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= ax((x + 1)2)4 + b((x + 1)2)4 + 1 = 

= ax(x2 + 2x + 1)4 + b(x2 + 2x + 1)4 + 1 ≡ 

≡ ax(x + 1 + 2x + 1)4 + b(x + 1 + 2x + 1)4 + 1 = 

= ax(3x + 2)4 + b(3x + 2)4 + 1 = 

= ax(9x2 + 12x + 4)2 + b(9x2 + 12x + 4)2 + 1 ≡ 

≡ ax(9x + 9 + 12x + 4)2 + b(9x + 9 + 12x + 4) + 1 = 

= ax(21x + 13)2 + b(21x + 13)2 + 1 = 

= ax(441x2 + 546x + 169) + b(441x2 + 546x + 169) + 1 ≡ 

≡ ax(441x + 441 + 546x + 169) + b(441x + 441 + 546x + 169) + 1 

= a(987x2 + 610x) + b(987x + 610) + 1 ≡ 

≡ a(987x + 987 + 610x) + b(987x + 610) + 1 = 

= (1597a + 987b)x + (987a + 610b + 1)mod g(x). 

Επομένως πρέπει να ισχύει 1597a + 987b = 987α + 610b + 1 = 0. 
Λύνοντας το σύστημα αυτό, βρίσκουμε a = 987. 

Θέματα για εξάσκηση: 
 

i) Να βρείτε όλες τις τιμές του πραγματικού αριθμού c, για τις οποίες το  x2 −
x + c είναι παράγοντας του x6 – x5  +  x4  +  x3 − 2 x + 4 . 

ii) Αν το πολυώνυμο f(x) = x4 + ax + β έχει διπλή ρίζα, δηλαδή παράγοντα 

της μορφής (x − ρ)2, να αποδείξετε ότι 27α4 = 256β3. 
iii) Αν ο n είναι θετικός ακέραιος, να αποδείξετε ότι το g(x) = x2 − x + 1 είναι 

παράγοντας του f(x) = (x − 1)2n−1 + (−1)nxn+1. 
iv)  Αν ο n είναι θετικός ακέραιος, να αποδείξετε ότι το g(x) = x2 − x + 1 είναι 

παράγοντας του f(x) = (x + 1)2n−1 + xn+1. 
v)  Αν f(x), g(x) ∈ ℝ[x], ώστε f(g(x)) = g(f(x)), να αποδείξετε ότι το 

πολυώνυμο f(x) − g(x) είναι παράγοντας του f(f(x)) − g(g(x)). 
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Αξιοποιώντας τα λογισμικά προγράμματα 
 

 Σε αυτή τη στήλη θα μελετώνται γεωμετρικά, αλλά και αλγεβρικά 
προβλήματα μέσω λογισμικών προγραμμάτων. Μια τέτοια διαδικασία, που 
εμπεριέχει «κινητικότητα», αποτελεί ένα ισχυρό ερέθισμα στον αναγνώστη 
και σε κάθε υποψήφιο λύτη.  

Για να μπορέσει ο εκπαιδευτικός δάσκαλος να εξαντλήσει τις 
δυνατότητες της λεγόμενης «Ζώνης επικείμενης ανάπτυξης» του μαθητή, 
σύμφωνα με τις απόψεις του Lev Vygotsky(1896-1934), σίγουρα θα 
ξεκινήσει από ένα γενικό ερέθισμα στην αρχή, αλλά οπωσδήποτε στη 
συνέχεια θα βρεθεί στην ανάγκη να παράσχει «μικρά πακέτα βοήθειας» ώστε 
να επιτύχει τον διδακτικό του στόχο. Αυτός επιτυγχάνεται και διευκολύνεται 
από τα «εργαλεία» διαθέτουμε στο «ψηφιακό εργαστήριό».  

Στη σημερινή εποχή, η δραστηριότητα στην τάξη επηρεάζε ται από τις 
δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία και βαθμιαία προσαρμόζεται σε 
αυτήν. Για το λόγο αυτό αξίζει να αφιερώσουμε κάποιο χρόνο για τη μύηση 
στο νέο πνεύμα και την ουσιαστική αξιοποίησή της Τεχνολογίας. Θεωρούμε 
ότι ιδιαίτερα στα Μαθηματικά,  το μέλλον της εκπαιδευτικής διαδικασίας θα 
επηρεαστεί ριζικά από τη χρήση των λογισμικών και των άλλων 
υποστηρικτικών μηχανισμών. Αυτό θα αλλάξει και τη συνολική εικόνα της 
στρατηγικής της διδασκαλίας. Προς αυτή την κατεύθυνση στοχεύει η 
συγκεκριμένη στήλη.  
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Γεωμετρικές ενασχολήσεις 

 

Κώστας Δόρτσιος  

1. Δίνονται οκτώ πλακίδια σχήματος ορθογωνίου τριγώνου και 
διαστάσεων, όπως αυτές φαίνονται στο σχήμα 1.  

 
Σχήμα 1 

 

Στη συνέχεια ζητείται με αυτά τα υλικά να σχηματιστεί ο κορμός ενός 
τραπεζιού όπως αυτό φαίνεται στο σχήμα 2 και στη συνέχεια να τοποθετηθεί 

 
στην κορυφή του κορμού αυτού μια τετράγωνη πλάκα με πλευρά 3.5 φορές 
μεγαλύτερη της πλευράς των βάσεων του τραπεζιού αυτού.  

 

Σχ. 2 
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Επεξεργασία – Λύση 
 Το περίεργο αυτό τραπεζάκι θα μπορούσε να αποτελέσει ένα ωραίο 
παιχνίδι, ακόμα και μια πρόκληση για έναν τεχνίτη ξύλου ή μετάλλων ώστε 
κόβοντας, ράβοντας ή συγκολλώντας τα δοθέντα υλικά να παραχθεί το μοντέρνο 
αυτό στερεό σχήμα.  

  

Μια πρώτη σύλληψη του στερεού αυτού σχήματος είναι να σχηματιστεί, 
χρησιμοποιώντας τα οχτώ δοσμένα ορθογώνια τρίγωνα, πρώτα ένα ορθό 
τετραγωνικό πρίσμα, όπως αυτό φαίνεται στο σχήμα 3. 

 

 

Στη συνέχεια αν κάνουμε μια παραδοχή ότι οι παράπλευρες έδρες έχουν  

 

Σχ.3 

Σχ. 4 
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μια «πλαστικότητα» που να επιτρέπει κάποια κινητικότητα, θα μπορούσαμε να 
περιστρέψουμε το όλο αυτό πρίσμα γύρω από τον άξονα που διέρχεται από τα 

κέντρα των δύο βάσεών του κατά γωνία ίση με 90 . Τότε θα προέκυπτε το στερεό 
του σχήματος 4. Τέλος αν στην επάνω έδρα τοποθετήσουμε και την τελική 
τετράγωνη πλάκα θα έχουμε το ζητούμενο τραπεζάκι. (Σχ. 5) 

 

 Η «πλαστικότητα» βέβαια που υποθέσαμε οδήγησε σε ένα τέτοιο 
τραπεζάκι, όμως άλλαξε τις διαστάσεις των ορθογωνίων τριγώνων για το λόγο αυτό 
και δεν είναι τελικά το ζητούμενο. Τα υλικά μας είναι στέρεα κα χωρίς τέτοια 
πλαστικότητα. Η υποθετική όμως αυτή «κατασκευή» μας άνοιξε ένα δρόμο για την 
όλη κατασκευή.  

Η τελική κατασκευή 
 

 Ας δούμε τώρα μέσα από μια σειρά εικόνων και σε ένα εικονικό περιβάλλον 
του λογισμικού Geogebra την όλη διαδικασία της γεωμετρικής πλέον κατασκευής. 
Για καλύτερη διάκριση των δοθέντων τριγώνων έγινε αλλαγή των αρχικών 
χρωμάτων.  

 1η φάση: 

 Τοποθετούμε τα οχτώ ορθογώνια τρίγωνα σε ένα σύστημα συντεταγμένων 
στο χώρο έτσι όπως αυτά μας δόθηκαν στο αρχικό σχήμα 1. Επίσης αριθμούμε 
τα τρίγωνα από το 1 μέχρι το 8 από αριστερά προς τα δεξιά. (Σχ.6) 

Σχ. 5 
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Στα τρίγωνα αυτά θα εφαρμόσουμε γεωμετρικούς μετασχηματισμούς οι 
οποίοι θα οδηγήσουν στο τελικό ζητούμενο. Είναι αυτονόητο ότι αν ένας θελήσει 
να πραγματοποιήσει την όλη κατασκευή με πραγματικά υλικά και μέσα σε έναν 
εργαστηριακό πάγκο, η όλη διαδικασία θα αποτελούσε έναν καλό οδηγό.  

 

 

2η Φάση 

Περιστρέφουμε τα τρίγωνα 2 και 4 γύρω από τον άξονα DD'  κατά γωνία 

ίση με o180  και o90  αντίστοιχα.  

 

Σχ.6 

Σχ.7 

D 
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3η Φάση 

Στη συνέχεια με κατάλληλη περιστροφή ανάλογη της δεύτερης φάσης 
οδηγούμε τα ορθογώνια τρίγωνα 1,3,5 και 7 στις νέες τους θέσεις. (Σχ.8) 

 

4η Φάση 

Τέλος στο σχήμα 9 έχουμε τοποθετήσει με κατάλληλες περιστροφές τα 
τρίγωνα 6 και 8 στις τελικές των θέσεις. (Σχ.9) 

Σχ. 8 
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 Η μέχρι τώρα διαδικασία οδήγησε στο σχηματισμό ενός «ημιτελούς» 
πρίσματος όπου οι παράπλευρες έδρες φιλοξενούν τα οχτώ δοθέντα αρχικά 
ορθογώνια τρίγωνα με μια μερική αλληλοκάλυψη σαν κι αυτή που φαίνεται στο 
σχήμα 10.  

Δείτε και το δυναμικό σχήμα στον υπερσύνδεσμο: (Τραπεζάκι 1) 

5η Φάση  

Σχ. 9 

 

https://www.geogebra.org/m/Wr45kyGc
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Κάθε μια έδρα του «πρίσματος» αυτού θα περιστραφεί γύρω από την ακμή 
της βάσης της κατά μια γωνία θ η οποία είναι γνωστή γιατί είναι η γωνία του  

ορθογωνίου τριγώνου BB'C '  το οποίο έχει την κάθετη πλευρά του BB' 35cm

δηλαδή την μια κάθετο των δοθέντων τριγώνων και υποτείνουσα την BC' 105cm

δηλαδή την άλλη κάθετο των δοθέντων αυτών τριγώνων. (Σχ.11) Έτσι από το 
τρίγωνο BB'C '  είναι:  

 
B'C ' 35

1
AC' 105

    

Άρα η γωνία   είναι γνωστή και ο μετασχηματισμός της περιστροφής γνωστός. 

Ολοκληρώνοντας τη φάση αυτή έχουμε το ακόλουθο σχήμα 12.  

Σχ.11 
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Παρατηρώντας το σχήμα αυτό θα ρωτούσε κάποιος:  

-Τί σχήμα είναι αυτό; 

Αν η όλη κατασκευή μπορούσε να πραγματοποιηθεί στο εργαστήριο 

  

χαρτοκοπτικής και σύνθεσης, εύκολα θα διαπίστωνε κανείς και τη φύση του 
στερεού αυτού και θα απαντούσε αμέσως στο ερώτημα.  

Στην περίπτωσή μας όμως, για να το καταφέρουμε κάτι τέτοιο θα 
αξιοποιήσουμε τις δυνατότητες που μας παρέχει η προσομοίωση μέσω του 
λογισμικού που χρησιμοποιούμε. Έτσι «αποκρύπτουμε» κάποιες από τις έδρες και 
«αποκαλύπτουμε» το εσωτερικό του στερεού που μας προέκυψε. Αμέσως τότε 
μπροστά μας εμφανίζεται το σχήμα 13, το οποίο αποτελείται από δύο ορθές 

Σχ. 12 

Σχ. 13 
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τετραγωνικές πυραμίδες με βάση ένα τετράγωνο πλευράς ίσης με 35cm και ύψος 
το μισό της πλευράς BB'  του τριγώνου BB'C '  του σχήματος 12. Μάλιστα από το 
σχήμα αυτό και από το Πυθαγόρειο Θεώρημα προκύπτει ακόμα ότι:  

2 2 2 2(BB') (BC') (B'C ') 105 35 98.99      

Αν θέλουμε να δούμε πιο ξεκάθαρα τη μορφή του σχήματος αυτού 
συνεχίζουμε τις αποκαλύψεις και τότε έχουμε μπροστά μας το ακόλουθο σχήμα: 

 

Έτσι η τελική μας διαπίστωση είναι ότι το στερεό αυτό σχήμα αποτελείται από 
τις δυο αυτές τετραγωνικές πυραμίδες οι παράπλευρες έδρες των οποίων 
καλύφθηκαν από τα ισοσκελή τρίγωνα με οξεία τη γωνία κορυφής των που δεν 
επικαλύπτονται στο σχήμα 10 και από τέσσερα «πτερύγια» σχήματος ισοσκελούς 
τριγώνου με αμβλεία γωνία στα οποία «συγκολλήθηκαν» τα κοινά τμήματα των 
οχτώ δοθέντων ορθογωνίων τριγώνων του σχήματος 10. 

6η Φάση 

Τέλος πάνω στο επίπεδο του σχήματος αυτού τοποθετούμε την τετράγωνη 
πλάκα κατασκευάζοντας ένα ομοιόθετο σχήμα της βάσης A 'B'C'D'  με κέντρο το 
σημείο O'  και λόγο ομοιοθεσίας 3.5  . Έτσι φτάσαμε στο 

Σχ.14 



Περιοδικό Μελέτη 21 Οκτώβριος 2017  
Τεύχος 2ο  Περιεχόμενα 
 

ζητούμενο σχήμα. (Σχ.15) 

Μπορείτε να δείτε την όλη αυτή διαδικασία μέσα από το δυναμικό σχήμα που 
υπάρχει στον υπερσύνδεσμο: ( Τραπεζάκι 2) 

Μια άλλη ιδέα 
Σύμφωνα με τα όσα αναφέρθηκαν στην 5η φάση, μπορούμε να 

ακολουθήσουμε μια άλλη οδό που θα μας οδηγήσει στην κατασκευή του στερεού 
αυτού.  

 

Σχ. 15 

Σχ. 16 

https://www.geogebra.org/m/bh7aQRqg
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Στο σχήμα 16 ξεκινάμε από ένα περιβάλλον του χώρου όπου έχουμε 
τοποθετήσει σε διαφορετικά σημεία τα τέσσερα ζεύγη των ορθογωνίων τριγώνων 
του σχήματος 10 και μάλιστα με σταθερή κλίση ως προς το οριζόντιο επίπεδο ίση 
με: 

2


    

όπου   η γωνία που προκύπτει από τον τύπο (1), δηλαδή: 
35

105
   . 

 Θεωρώντας τώρα ότι, κάθε ορθογώνιο τρίγωνο χωρίζεται από τη διάμεσο 
που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα, σε δύο ισοσκελή τρίγωνα, ένα οξυγώνιο κι ένα 
αμβλυγώνιο, λειτουργούμε αποκλειστικά με το γεωμετρικό μετασχηματισμό της 
παράλληλης μεταφοράς κι έτσι το  ζητούμενο στερεό προκύπτει με τρείς κινήσεις.  

 

1η Κίνηση 

 

 Στο ανωτέρω στιγμιότυπο (Σχήμα 17), έχουν μετακινηθεί τα οκτώ οξυγώνια 
ισοσκελή τρίγωνα από την αρχική τους θέση και σχημάτισαν τις δυο παράπλευρες 
επιφάνειες των δύο τετραγωνικών πρισμάτων που αναφέρθηκαν ανωτέρω. (Φάση 
5η) 

Σχ. 17 
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 Παρατηρούμε ακόμα ότι στο περιβάλλον αυτό υπάρχουν άλλα οχτώ 
αμβλυγώνια και ισοσκελή τρίγωνα ανά ζεύγη, τα οποία θα σχηματίσουν τα 
λεγόμενα «πτερύγια», του στερεού που ζητάμε.   

  

2η Κίνηση 

 

 Πάλι με παράλληλη μεταφορά έχουν σχηματιστεί και τέσσερα «πτερύγια» 
του κορμού ο οποίος θα στηρίξει την τελική τάβλα του τραπεζιού αυτού.  

 

3η Κίνηση 

 

Πάλι με τη γνωστή ομοιοθεσία τοποθετούμε την επιφάνεια αυτή κι έτσι 
ολοκληρώθηκε η όλη κατασκευή. 

Τη διαδικασία αυτή μπορείτε να τη δείτε εξελισσόμενη στον υπερσύνδεσμο 
(Τραπεζάκι 3). 

Ολόκληρη η κατασκευή σε χαρτί περιγράφεται στο κανάλι του 
www.mathematica.gr στο www.youtube.com σε αυτόν το σύνδεσμο. 

Σχ. 18 

Σχ. 

https://www.geogebra.org/m/DF4SM4Yu
http://www.mathematica.gr/
http://www.youtube.com/
https://www.youtube.com/watch?v=4umDT7mkxSo
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Από το προηγούμενο τεύχος 1 
 

1. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ABC και τα σημεία , ,K L M  κινούνται αντίστοιχα 
στις πλευρές , ,BC CA ABαυτού, τέτοια ώστε:  

   1BK CL AM . 

Να βρεθεί η περιβάλλουσα των τμημάτων , ,KL LM MK .  

Λύση: 

Κατ’ αρχήν να αναφέρουμε ότι:  

Περιβάλλουσα ενός συνόλου ευθειών που έχουν μια κοινή 
χαρακτηριστική ιδιότητα είναι μια γραμμή ή ακόμα και μια επιφάνεια στην 
οποία οι γραμμές αυτές εφάπτονται.  

Στην περίπτωσή μας οι ευθείες είναι εκείνες που ορίζουν τα τμήματα 
, ,KL LM MK .  

Επίσης από την ισότητα (1) εύκολα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι τα 
τρίγωνα      AML , BKM , CLK  είναι ίσα και μάλιστα ακόμα στην όλη κίνηση των 

σημείων , ,K L M  ισχύει: 

 AM AL a 2   

όπου a  η πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου ABC .  

 Για απλούστευση και χωρίς βλάβη της γενικότητας ας θεωρήσουμε ότι είναι  

 AM AL 1 3   

Σχ. 1 
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κι ακόμα ας προσαρτήσουμε το σχήμα μας σε ένα ορθογώνιο σύστημα 
συντεταγμένων όπως αυτό του σχήματος 2.  

 

Αν υποθέσουμε ότι BM t  τότε οι συντεταγμένες του σημείου M  είναι: 

   

   

o

M

o

M

t
x BM cos 60

2

t 3
y BM sin 60

2

 

 
 

Επειδή θα είναι CL AM 1 t   , τότε οι συντεταγμένες του σημείου L  θα είναι: 

       

   
 

o

L

o

L

1 t 1
x BC CL cos 60 1 1 t

2 2

1 t 3
y CL sin 60

2


     


 

 

Σύμφωνα με τις συντεταγμένες αυτές η εξίσωση της ευθείας που ορίζεται 
από τα σημεία αυτά θα είναι 
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 

 

x y 1

t t 3
1 0 4

2 2

1 t 3t 1
1

2 2





 

Εκτελώντας τις πράξεις στη σχέση (4) προκύπτει: 

     2ML x, y, t : 2t 1 x y 3t 0 5     

Στο σημείο αυτό αναζητούμε την περιβάλλουσα των ευθειών αυτών 

   ML x, y, t , t 0,1 .  

Η μεθοδολογία στην περίπτωσή μας είναι απλή γιατί αν η εξίσωση (5) 
γραφεί ως ένα πολυώνυμο ως προς την παράμετρο t , αυτό γίνεται: 

   23t 2 3x t y 3x 0 6      

και είναι δευτέρου βαθμού. Στην περίπτωση αυτή η περιβάλλουσα προκύπτει από 
την εξίσωση: 

D 0  

όπου D  είναι η διακρίνουσα του τριωνύμου (6).  

Άρα: 

 2D 0 y 3 x x      

και επομένως η περιβάλλουσα των ευθειών αυτών είναι το τμήμα της παραβολής: 

 2

1c : y 3 x x    

 

που περιλαμβάνεται στο διάστημα:  x 0,1 , δηλαδή μεταξύ των σημείων B  και 

C , όπως φαίνεται στο σχήμα 3.  
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Για να βρούμε τώρα τις άλλες δύο περιβάλλουσες των τμημάτων KL,MK  

μπορούμε να εργαστούμε με τον ίδιο τρόπο. Προφανώς θα καταλήξουμε σε ίσα 
παραβολικά τόξα. 

Όμως επειδή το όλο δρώμενο αναφέρεται σε ισόπλευρο τρίγωνο, 

μπορούμε να αξιοποιήσουμε το μετασχηματισμό της περιστροφής κατά o120 και 
με κέντρο το κέντρο του ισοπλεύρου τριγώνου. 

Αν εφαρμόσουμε τις περιστροφές αυτές στην περιβάλλουσα που βρήκαμε 
καθώς και στο ευθύγραμμο τμήμα ML  τότε θα προκύψει το τελικό σχήμα 4. 

  

Μπορείτε να δείτε τη σχέση των τμημάτων αυτών με την περιβάλλουσά των 
στο δυναμικό σχήμα (Περιβάλλουσα 1) 

 

https://www.geogebra.org/m/spjAaTjk
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Στο επόμενο τεύχος 

Στον κύλινδρο ύψους h  και ακτίνας ίσης με r  είναι τυλιγμένη μια κλωστή, όπως 
αυτή φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. Να βρεθεί το μήκος αυτής αν γνωρίζουμε ότι 
σε κάθε σημείο της κλωστής αυτής η εφαπτομένη της έχει σταθερή κλίση.  

 

Βιβλιογραφία – Λογισμικά 

1. http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/MSF_Grands/SommaireSenior.htm 

2. Geogebra 

http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/MSF_Grands/SommaireSenior.htm
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Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία και στις 
Επιστήμες 

Τα Μαθηματικά που διδάσκονται στο Ελληνικό σχολείο δεν αναδεικνύουν  

σχεδόν ποτέ την εφαρμογή τους στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες, στην Τέχνη 

και σε άλλους τομείς της ανθρώπινης δραστηριότητας. Αυτό είναι κατάφορα 

αντιφατικό με την εκπαιδευτική διαδικασία, διότι είναι μόνιμο ερώτημα και 

διαχρονικό ερώτημα των μαθητών είτε ενδιαφέρονται πολύ είτε λίγο με τα 

Μαθηματικά να γνωρίσουν και να μάθουν κάποιες πλευρές της «χρησιμότητάς» 

τους. 

Ένας στόχος λοιπόν, αυτής της στήλης είναι να αναδείξει όψεις της χρήσης των 
Μαθηματικών στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες. 
Ένας δεύτερος στόχος αυτής της στήλης είναι να δείξει πώς ερωτήματα και 
προβλήματα που αντιμετωπίζει η Τεχνολογία και οι Επιστήμες μπορεί να 
αποτελέσουν για τα Μαθηματικά πηγή για νέες δημιουργικές προτάσεις και 
ενδιαφέρουσες λύσεις. 
 
 

 
Εικόνα 1 Konigsberg 
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Θεωρία Γράφων και Μονοπάτια Euler1 
Χαρίλαος Πίπης 

chpipis@gmail.com 

Μαθητής Β΄Λυκείου 

Προτύπου ΓΕΛ Ευαγγελικής 

Σχολής Σμύρνης 

 

Σύντομη ιστορική εισαγωγή 
 
Η θεωρία γράφων2 (ή γραφημάτων – Graph theory) είναι ένα πεδίο των διακριτών 

μαθηματικών, με εφαρμογές στην πληροφορική, στις επιστήμες μηχανικών, στη 

χημεία, στη φυσική, στη βιολογία, στην κοινωνιολογία κ.α. Αναπτύχθηκε ιδιαίτερα 

τη μεταπολεμική περίοδο, αλλά είχε ήδη αρχίσει να εμφανίζεται από τον 18ο 

αιώνα. Οι γράφοι είναι μαθηματικά μοντέλα που αποτελούνται από ένα σύνολο 

κόμβων που συνδέονται μεταξύ τους με ακμές και αναπαριστούν δομές σχέσεων 

(π.χ. οι ψηφιακοί χάρτες, ή ο εγκέφαλος). Οι μαθηματικοί υπολογισμοί επί των 

γράφων υλοποιούνται με συγκεκριμένους αλγόριθμους. Εδώ θα ασχοληθούμε με 

μία ιδιαίτερη κατηγορία γράφων, τα Euler Circuits. 

Οι 7 Γέφυρες Του Königsberg 
 
Το 1736 στη πόλη του Königsberg στη Πρωσία υπήρχε ένα νησί A, το Kneiphof. 

Το ποτάμι που το περιτριγύριζε διαιρούνταν σε δύο κλάδους (όπως στην Εικόνα 

1). Αυτούς τους κλάδους διαπερνούσαν 7 γέφυρες a...g. Τότε είχε γίνει η ακόλουθη 

ερώτηση: «Μπορεί κανείς να σκεφτεί μία διαδρομή η οποία να περνάει από όλες 

τις γέφυρες μία και μόνο φορά;». Πολλοί ισχυρίστηκαν ότι είναι αδύνατο. Ο 

Leonhard Euler όμως ήταν αυτός που όχι μόνο έλυσε το πρόβλημα αλλά και το 

γενίκευσε για οποιονδήποτε αριθμό γεφυρών ή νησιών θέτοντας έτσι τις απαρχές 

ενός κλάδου των -διακριτών- μαθηματικών γνωστού και ως «Θεωρία Γράφων». 

                                           
1 Leonhard Euler (Λέοναρντ Όϋλερ). Σημαντικός Ελβετός Μαθηματικός 15 Απριλίου 1707 – 18 

Σεπτεμβρίου 1783. Ασχολήθηκε με πολλούς τομείς των Μαθηματικών και της Φυσικής. Για το έργο 

του δείτε εδώ: https://projecteuler.net/. Περισσότερα στοιχεία για τη βιογραφία του εδώ κι εδώ.  
2 Θεωρία γραφημάτων, ένα εισαγωγικό βίντεο εδώ. 

mailto:chpipis@gmail.com
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=7&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiQqI7F7O3VAhWrC8AKHWBCAmcQFghMMAY&url=http%3A%2F%2Fcgi.di.uoa.gr%2F~sgk%2Fteaching%2FGT%2F&usg=AFQjCNFbAUpYTsrddBG6EjvUjjDjxbZncw
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=7&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiXp4uU7O3VAhUMB8AKHY48CAsQFghWMAY&url=https%3A%2F%2Fwww.britannica.com%2Ftopic%2Fgraph-theory&usg=AFQjCNGkdUFXxqtaVUrYv-Rmzlmyn8mT4A
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82
https://en.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%81%CF%89%CF%83%CE%AF%CE%B1
https://projecteuler.net/
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9B%CE%AD%CE%BF%CE%BD%CE%B1%CF%81%CE%BD%CF%84_%CE%8C%CE%B9%CE%BB%CE%B5%CF%81
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://www.youtube.com/watch?v=clNyPoQHlqQ
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Θεωρία Γράφων 
 
Ένας γράφος G(V, E) είναι το ζεύγος δυο καθορισμένων συνόλων V και E. Το 

σύνολο V περιέχει όλες τις κορυφές (ή κόμβους) του γράφου ενώ το σύνολο E 

περιλαμβάνει όλες τις ακμές του γράφου. Οι ακμές συνδέουν δύο διαφορετικούς 

ή ίδιους κόμβους μεταξύ τους. Γενικά, οι γράφοι είναι μαθηματικά αντικείμενα 

που χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν σχέσεις μεταξύ ορισμένων ποσοτήτων. 

Μερικά παραδείγματα είναι: ολόκληρο το διαδίκτυο (έγγραφα-κορυφές 

συνδέονται μέσω των συνδέσμων-ακμών μεταξύ τους), στη μελέτη των μορίων 

χρησιμοποιούνται οι κορυφές-άτομα με τις αντίστοιχες συνδέσεις μεταξύ τους-

ακμές, οι χάρτες στα συστήματα πλοήγησης αναπαρίστανται με κόμβους-

διασταυρώσεις και ακμές-δρόμους (Εικόνα 2), οπότε χρησιμοποιούνται ανάλογοι 

αλγόριθμοι για την εύρεση του συντομότερου μονοπατιού κλπ. 

Αν λοιπόν προσπαθήσουμε να προσεγγίσουμε το παραπάνω πρόβλημα με τη 

χρήση θεωρίας γράφων μία καλή πρώτη ιδέα θα ήταν να θέσουμε τις νησίδες ως 

κορυφές και τις γέφυρες ως ακμές. Έτσι έχουμε τον γράφο που απεικονίζεται στην 

Εικόνα 3. 

 

Εικόνα 2: Οι 7 γέφυρες του Konigsberg 
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Εικόνα 4: Αναπαράσταση του προβλήματος Konigsberg ως γράφου 

Εικόνα 3: Οι χάρτες μπορούν να αναπαρασταθούν ως γράφοι 



Περιοδικό Μελέτη 33 Οκτώβριος 2017  
Τεύχος 2ο  Περιεχόμενα 
 

 

Ο Euler σκέφτηκε το εξής: Αν ένα μονοπάτι ξεκινά από έναν κόμβο (έστω A) και 

καταλήγει σε έναν κόμβο διαφορετικό του αρχικού (έστω Β) τότε αυτό σημαίνει 

ότι κάθε κόμβος θα πρέπει να περιέχει άρτιο αριθμό γειτονικών γεφυρών (που 

αλλιώς καλείται και «βαθμός» του κόμβου), εκτός από τα δύο άκρα του 

μονοπατιού που οφείλουν να έχουν περιττό βαθμό. Στη περίπτωση όμως που το 

μονοπάτι καταλήγει εκεί από όπου ξεκίνησε (κάνει δηλαδή κύκλο), όλοι οι κόμβοι 

πρέπει να έχουν άρτιο βαθμό. Αυτές είναι οι δύο συνθήκες που μας δείχνουν αν 

ένας γράφος περιέχει μονοπάτι Euler ή κύκλο Euler αντίστοιχα. Ένας γράφος 

περιέχει το αντίστοιχο είδος διαδρομής αν και μόνο αν ικανοποιεί μια συνθήκη 

από αυτές.  

Η απόδειξή τους είναι απλή: εφόσον από τον αρχικό κόμβο Α ξεκινάμε και κάθε 

φορά που επιστρέφουμε πρέπει να ξαναφύγουμε (αφού δεν μπορεί να καταλήξουμε 

τελικά σε σημείο διάφορο του Β) αναγκαστικά θα έχει περιττό αριθμό γειτονικών 

ακμών (μια την οποία περνάμε αρχικά για να φύγουμε και μετά ζεύγη ακμών, μια 

για να έρθουμε και μια για να ξαναφύγουμε). Το ίδιο επιχείρημα ισχύει και για τον 

βαθμό του Β, μόνο που αυτή τη φορά η ακμή που περισσεύει είναι αυτή που 

χρησιμοποιούμε για να καταλήξουμε στο Β. Στους υπόλοιπους κόμβους θα πρέπει 

όσες φορές τους επισκεφτούμε τόσες φορές να τους προσπεράσουμε, οπότε για 

κάθε μία ακμή εισόδου θα πρέπει να υπάρχει μία ακμή εξόδου. Συνεπώς ο βαθμός 

τους είναι άρτιος. Όμοια αποδεικνύεται και η περίπτωση για τον κύκλο του Euler. 

Μονοκονδυλιές 
Ένα γνωστό πρόβλημα που λύνεται με τη συνθήκη του Euler είναι αυτό των 

μονοκονδυλιών. Ο κανόνας είναι απλός: δοσμένου ενός σχεδίου ζητείται να το 

σχεδιάσουμε από την αρχή, τραβώντας γραμμές χωρίς όμως να σηκώσουμε το 

μολύβι και στις οποίες επιτρέπεται να περάσουμε πολλές φορές από μία κορυφή, 

αλλά μόνο μία από κάθε ακμή (Εικόνα 4). 
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Πώς μπορεί κάποιος να διαπιστώσει, αν ένα σκίτσο μπορεί να γίνει με αυτόν τον 

τρόπο; Στις μονοκονδυλιές πρέπει να περάσουμε από όλες τις γραμμές με το 

μολύβι μας, όπως και στα μονοπάτια Euler οφείλουμε να περάσουμε από κάθε 

ακμή στη διαδρομή μας. Επιπλέον, μπορούμε να περάσουμε από τις 

διασταυρώσεις πολλαπλές φορές όπως ακριβώς και στα μονοπάτια Euler στα 

οποία περνούμε πολλές φορές από κάθε κόμβο. Λαμβάνοντας υπόψη αυτές τις 

παρατηρήσεις ο μετασχηματισμός ενός σκίτσου σε γράφο έρχεται φυσικά: 

αναπαριστούμε τις διασταυρώσεις των γραμμών με τις κορυφές ενώ τις γραμμές 

που τις συνδέουν ως ακμές (Εικόνα 5). 

 

 

Τώρα, εφόσον έχουμε ανάγει το πρόβλημα των μονοκονδυλιών στο πρόβλημα του 

μονοπατιού Euler μπορούμε με ευκολία να απαντήσουμε στο ερώτημα «Μπορώ 

να σχεδιάσω το σκίτσο χωρίς να σηκώσω το μολύβι;» απαντώντας στο αντίστοιχο 

ερώτημα «Υπάρχει μονοπάτι Euler με τις δοσμένες κορυφές και ακμές;». Για 

παράδειγμα, το σκίτσο (3) (Εικόνα 5) όλες οι ακμές του γράφου εκτός από τις δύο 

της βάσης έχουν άρτιο βαθμό, συνεπώς υπάρχει ένα μονοπάτι Euler που ξεκινάει 

στον ένα κόμβο της βάσης και καταλήγει στον άλλο. Αντίστοιχα στο σκίτσο (1) 

υπάρχει ένας κύκλος Euler (από όπου και να ξεκινήσουμε θα καταλήξουμε πάλι 

στο ίδιο σημείο) αφού όλοι οι κόμβοι είναι άρτιου βαθμού. 

Εικόνα 5: Μονοκονδυλιές 

Εικόνα 6: Αναπαράσταση σκίτσου ως γράφο 
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Εύρεση του μονοπατιού Euler 
Προηγουμένως είδαμε ότι μπορεί να απαντήσει κανείς στο αν υπάρχει μονοπάτι 

Euler με μία απλή συνθήκη παρατηρώντας τους βαθμούς των κορυφών του 

γράφου. Πως όμως βρίσκουμε ποιο είναι το μονοπάτι; Μεταξύ άλλων υπάρχει ο 

αλγόριθμος του Fleury σύμφωνα με τον οποίο ακολουθούμε τα εξής βήματα: 

Σιγουρευόμαστε ότι υπάρχει Euler μονοπάτι/κύκλος 

1. Αν δεν υπάρχουν κορυφές με περιττό αριθμό ξεκινάμε από οπουδήποτε, 

διαφορετικά αν υπάρχουν 2 τέτοιες κορυφές ξεκινάμε από κάποια εξ αυτών. 

2. Ακολουθούμε τις ακμές μία κάθε φορά. Αν έχουμε να επιλέξουμε ανάμεσα 

σε μια γέφυρα ή σε μια μη-γέφυρα επιλέγουμε πάντα τη δεύτερη, αλλιώς τη 

γέφυρα, τη προσπερνάμε και τη διαγράφουμε. 

3. Επαναλαμβάνουμε το προηγούμενο βήμα μέχρι να μη μείνει καμία ακμή. 

Μια γέφυρα (τρίτο βήμα του αλγορίθμου) είναι μια ακμή την οποία αν 

αφαιρέσουμε ο γράφος αποσυνδέεται, δηλαδή χωρίζεται σε δύο ξεχωριστές 

συνεκτικές συνιστώσες, δηλαδή συνδεδεμένους υπο-γράφους (Εικόνα 6). 

 

 

Η λογική πίσω από τον αλγόριθμο του Fleury είναι ότι πρέπει να ολοκληρώσουμε 

τη διαδικασία σε κάθε συνεκτική συνιστώσα προτού προχωρήσουμε στην επόμενη, 

διαφορετικά δεν υπάρχει τρόπος να ξαναγυρίσουμε αν δεν περάσουμε από μια 

ακμή δυο φορές. Στην Εικόνα 7 φαίνεται το μονοπάτι που προκύπτει αν 

εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο αυτό στον γράφο της εικόνας. Στη συγκεκριμένη 

Εικόνα 7: Οι γέφυρες ενός γράφου 
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περίπτωση ξεκινάμε από τον κόμβο F (εφόσον έχει περιττό βαθμό). Στη συνέχεια 

επιλέγουμε ακμές χωρίς να έχουν κάποια ιδιαίτερη σημασία μέχρι να φτάσουμε 

στο μονοπάτι FEACB. Έτσι αν επιλέξουμε την ακμή AB θα αποσυνδέσουμε τον 

γράφο στις συνιστώσες {A} και {B, C, D, E, F} κάτι που δεν θέλουμε αφού δεν 

έχουμε ολοκληρώσει τη διαδικασία στη δεύτερη συνιστώσα. Οπότε επιλέγουμε 

μία από τις άλλες ακμές γειτονικές του B, παραδείγματος χάρη τη BD. 

Ακολουθώντας αυτή τη διαδικασία συνεχώς θα φτάσει κάποτε η στιγμή όπου όλες 

οι ακμές θα έχουν σβηστεί (εφόσον το πλήθος ους είναι πεπερασμενο) και ο 

αλγόριθμος θα τελειώσει. 

 

 

  

Εικόνα 8: Αλγόριθμος Fleury 
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Ο αλγόριθμος του Fleury υλοποιημένος σε Python3 
Fleury.py 
# Το πλήθος των κόμβων και των ακμών 

n, m = 0, 0 

 

# Ο γράφος αναπρίσταται με μία λίστα γειτνίασης, 

# για τον κάθε κόμβο υπάρχει μια λίστα με τους 

# γείτονές του. 

graph = [] 

 

# Ο βαθμός του κάθε κόμβου 

deg = [] 

 

visit = [] 

 

# Προσθέτει μια ακμή 

def addEdge(u, v): 

    graph[u].append(v) 

    graph[v].append(u) 

    deg[u] += 1 

    deg[v] += 1 

 

# Διαγράφει μια ακμή 

def removeEdge(u, v): 

    graph[u].remove(v) 

    graph[v].remove(u) 

    deg[u] -= 1 

    deg[v] -= 1 

 

def dfs(u): 

    visit[u] = True 

    for v in graph[u]: 

        if not visit[v]: 

            dfs(v) 

 

# Επιστρέφει (True) αν η (v) μπορεί να ακολουθήσει την (u) 

# στο μονοπάτι/κύκλο Euler. 

def isValidNextEdge(u, v): 

    # Αν είναι η μόνη γειτονική ακμή του (u) τότε την  

    # επιλέγουμε αναγκαστικά. 

    if len(graph[u]) == 1: 

        return True 

    else: 

        # Αν ξεκινώντας από τον (u) μπορούμε να επισκεφθούμε 

        # τον (v) τότε χωρίς να περάσουμε απο την ακμή (u-v),  

        # τοτε δεν είναι γέφυρα. 

        removeEdge(u, v) 

        global visit 

        visit = [False] * n 

        dfs(u) 

        addEdge(u, v) 

        return visit[v] 

 

def printPath(u): 

    # για κάθε γείτονα (v) του (u) 

    idx = 0 

                                           
3 Περισσότερες πληροφορίες για τη γλώσσα προγραμματισμού Python μπορεί κάποιος να βρει για 

παράδειγμα εδώ: https://www.python.org/ 
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    while graph[u]: 

        v = graph[u][idx] 

        if isValidNextEdge(u, v): 

            print(u, '-', v) 

            removeEdge(u, v) 

            # συνεχίζουμε το μονοπάτι από τον (v) 

            printPath(v) 

            idx = 0 

        else: 

            idx += 1 

 

def fleury(): 

    # Αρχικά πρέπει να σιγουρευτούμε αν υπάρχει μονοπάτι ή κύκλος 

Euler. 

    # Οπότε ο αριθμός των κόμβων με περιττό βαθμό θα πρέπει να ισούται 

με 

    # 2 ή με 0. 

    odd_count = 0 

    for u in range(n): 

        if deg[u] % 2 == 1: 

            odd_count += 1 

    if odd_count != 2 and odd_count != 0: 

    # δεν υπάρχει Euler μονοπάτι ούτε κύκλος 

        return False 

    # Ο κόμβος από τον οποίο θα ξεκινήσουμε, αν δεν υπάρχει κόμβος 

περιττού 

    # βαθμού θα ξεκινήσουμε απο τον (0). 

    start = 0 

    for u in range(n): 

        if deg[u] % 2 == 1: 

            start = u 

            break 

    # Τυπώνουμε το μονοπάτι ξεκινώντας από το (start). 

    printPath(start) 

    return True 

 

# Από εδώ ξεκινάει το κύριο πρόγραμμα, το οποίο διαβάζει input, 

# τρέχει τον αλγόριθμο και τυπώνει output. 

# Στη πρώτη γραμμή του input πρέπει να δίνονται τa n, m (κορυφές και 

ακμές) 

# και στις επόμενες m γραμμές να δίνονται ανα γραμμή οι ακμές με τη 

μορφή "u v". 

# Οι κόμβοι αριθμούνται από 0 έως n - 1. 

 

n, m = list(map(int, input().split())) 

 

deg = [0] * n 

graph = [[] for i in range(n)] 

 

for i in range(m): 

    u, v = list(map(int, input().split())) 

    addEdge(u, v) 

 

if not fleury(): 

    print("There is no Euler path or circuit") 

 

Μπορείτε να δοκιμάσετε το πρόγραμμα σε έναν online python interpreter. 

https://www.codechef.com/ide
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Ένα ακόμα ενδιαφέρον πρόβλημα… 
Ο κωδικός πρόσβασης του Α σε ένα κοινωνικό δίκτυο αποτελείται από ν + 2 

χαρακτήρες. Για να το θυμάται καταγράφει κάθε τριάδα (συνολικά ν από αυτές) 

συνεχόμενων χαρακτήρων σε μικρά χαρτάκια και τα αποθηκεύει μέσα σε ένα 

κουτί. Ο Β θέλει να αποκτήσει πρόσβαση στον λογαριασμό του Α και έτσι 

προσπαθεί να ανακτήσει τον κωδικό του. Έτσι ο Β ανακαλύπτει το κουτί με τις 

τριάδες. Μπορείτε να βοηθήσετε τον Β να ανακτήσει έναν οποιονδήποτε πιθανό 

κωδικό πρόσβασης του Α ή να δηλώσετε πως αυτό είναι αδύνατο (ίσως ο Α έκανε 

λάθος στην αντιγραφή ή σημείωσε κάποια ψεύτικη τριάδα επίτηδες για να μην βρει 

κανείς τον κωδικό του); 

Λύση: Το κλειδί σε αυτή τη λύση είναι ο τρόπος με τον οποίο θα φτιάξουμε μια 

αναπαράστασή του σε γράφο. Μία πρώτη προσέγγιση θα ήταν να 

χρησιμοποιήσουμε τις τριάδες ως κορυφές και να τις συνδέσουμε με κάποιον 

τρόπο. Μια καλή ιδέα θα ήταν να βάλουμε κατευθυνόμενες ακμές έτσι ώστε μια 

ακμή 𝛢 → 𝛣 να σημαίνει πως η τριάδα Β μπορεί να ξεκινάει μια θέση μετά το Α. 

Σε αυτόν τον γράφο θα έπρεπε να βρούμε ένα μονοπάτι που ξεκινάει από μια 

τριάδα τελειώνει σε μια άλλη (ή και στην ίδια) και περνάει διαδοχικά από όλες τις 

τριάδες ακριβώς μία φορά (αυτό λέγεται hamiltonian path). Το πρόβλημα αυτό 

όμως είναι δύσκολο και δεν μας απασχολεί σε αυτό το άρθρο. Άρα θα χρειαστεί 

να αλλάξουμε τρόπο αναπαράστασης. Το πρόβλημα με την προηγούμενη τακτική 

μας ήταν ότι χρησιμοποιούμε πολλές ακμές τις οποίες δεν θα χρησιμοποιήσουμε 

στην τελική μας λύση ή ακόμα και ποτέ. Μία πιο αυστηρή προσέγγιση του 

προβλήματος θα ήταν να λάβουμε ως κορυφές όλες τις πιθανές δυάδες 

χαρακτήρων που εμφανίζονται συνεχόμενα στα χαρτάκια. Έτσι από μία τριάδα 

αβγ προκύπτουν οι δυάδες αβ, βγ στις οποίες μπορούμε να βάλουμε μια ακμή 

𝛼𝛽 → 𝛽𝛾 που να σημαίνει ότι σε κάποιο σημείο μέσα στον κωδικό πρόσβασης 

σίγουρα η βγ θα ξεκινάει μια θέση μετά την αβ. Με αυτόν τον τρόπο 

χρησιμοποιούμε μόνο ν ακμές (οι οποίες μας δίνουν όλη την πληροφορία για τη 

σειρά των δυάδων) και όλες αυτές πρέπει να περιέχονται στο μονοπάτι που θα 

ακολουθήσουμε. Έτσι το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι να κατασκευάσουμε 

ένα μονοπάτι (ή κύκλο) Euler, εφόσον βέβαια αυτό υπάρχει. Άρα αφού πρώτα 

ελέγξουμε πως τα δεδομένα μέσα στο κουτί είναι έγκυρα (υπάρχει 

μονοπάτι/κύκλος Euler) αρκεί να τρέξουμε τον αλγόριθμο του Fleury στον 

γράφο. 

Αξίζει να σημειωθεί πως ο γράφος αυτός είναι κατευθυνόμενος (δηλαδή οι ακμές 

του κατευθύνονται μόνο από έναν κόμβο προς έναν άλλο, όχι όμως αναγκαστικά 

και αντίστροφα). Η λογική όμως της συνθήκης για ύπαρξη μονοπατιού/κύκλου 

Euler είναι η ίδια: όσες ακμές εισέρχονται σε έναν κόμβο τόσες πρέπει και να 

εξέρχονται από αυτόν εκτός ίσως από δύο κόμβους, τον αρχικό και τον τελικό 
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στους οποίους μπορεί να ξεκινάει και να καταλήγει μία μόνο παραπάνω ακμή 

αντίστοιχα. Ο αλγόριθμος του Fleury δεν έχει κάποια σημαντική διαφορά εκτός 

από τον πίνακα με τους βαθμούς των κόμβων, ο οποίος πρέπει να αντικατασταθεί 

με άλλους δύο πίνακες: έναν για τους βαθμούς εισερχόμενων ακμών και έναν για 

τις εξερχόμενες (και από το γεγονός ότι οι "κρίσιμες" ακμές που αφήνουμε για το 

τέλος δεν ονομάζονται πια γέφυρες). 

 

Αναφορές 
 Εικόνα 1: MAA Euler Archive 

 Εικόνα 2: https://www.pinterest.com/ 

 http://www-users.math.umn.edu/~reiner/Classes/Konigsberg.pdf , Ανάκτηση 31-01-

2017 

 https://www.cs.cmu.edu/~adamchik/21-127/lectures/graphs_1_print.pdf , Ανάκτηση 

07-02-2017. 

 https://www.math.ku.edu/~jmartin/courses/math105-F11/Lectures/chapter5-

part2.pdf, Ανάκτηση 07-02-2017. 

 http://codeforces.com/contest/508/problem/D 

 Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest,  Clifford Stein, Introduction 

to Algorithms, The MIT Press; 3rd edition, ISBN-13: 978-0262033848 

 

  

http://eulerarchive.maa.org/
https://www.pinterest.com/
http://www-users.math.umn.edu/~reiner/Classes/Konigsberg.pdf
https://www.cs.cmu.edu/~adamchik/21-127/lectures/graphs_1_print.pdf
https://www.cs.cmu.edu/~adamchik/21-127/lectures/graphs_1_print.pdf
https://www.math.ku.edu/~jmartin/courses/math105-F11/Lectures/chapter5-part2.pdf
https://www.math.ku.edu/~jmartin/courses/math105-F11/Lectures/chapter5-part2.pdf
http://codeforces.com/contest/508/problem/D
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Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 
 

Ο σκοπός αυτής της στήλης είναι να αναδεικνύει πρακτικές και τεχνικές που 

ακολουθούμε για να μεταβάλουμε ένα δεδομένο πρόβλημα ή άσκηση, να το 

«πειράξουμε», ώστε να προκύψει κάτι που έχουμε κατά νου με βάση κάποιο 

σχέδιο. Σε μερικές περιπτώσεις αυτό το μεταλλαγμένο πρόβλημα πηγάζει και με 

αυθόρμητο τρόπο ως μία μορφή πειραματισμού. 

Στη διεθνή βιβλιογραφία αυτή η πρακτική ονομάζεται problem posing. Στην 

ελληνική βιβλιογραφία την αποδίδουμε με τον όρο «σύνθεση προβλημάτων». 

Επειδή ο σκοπός της στήλης δεν είναι η διατύπωση θεωριών, θα δίνουμε 

παραδείγματα σύνθεσης νέων προβλημάτων βασισμένων σε κάποια που ήδη έχουν 

διατυπωθεί. Στην πραγματικότητα αυτή την πρακτική την ακολουθούν πολλοί 

δάσκαλοι των Μαθηματικών για να συνθέσουν νέα προβλήματα με στόχο π.χ. ένα 

τεστ ικανοτήτων των μαθητών τους, ή να διαμορφώσουν ένα «καλό» θέμα για ένα 

διαγώνισμα ή ακόμα να λύσουν μια προσωπική τους απορία διατυπώνοντας ή 

μεταβάλλοντας ένα συγκεκριμένο πρόβλημα. 

Ένας από τους ποιο συνηθισμένους τρόπους «πειράγματος» προβλημάτων είναι η 

τροποποίηση κάποιων δεδομένων με στόχο είτε να τα μετατρέψουμε σε 

δυσκολότερα είτε σε ευκολότερα προβλήματα. Στα παραδείγματα που θα δίνουμε 

κάθε φορά στη στήλη αυτή θα είναι σχολιασμένα ώστε να φαίνεται ο σκοπός των 

αλλαγών. 
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Τετραγωνίζοντας ένα τετράγωνο 
 

Ανδρέας Πούλος 

 

 

 

Στο Φόρουμ μαθηματικού διαλόγου www.mathematica.gr είχε ανοίξει 
ένας διάλογος σχετικός το ερώτημα «Πώς να χωρίσουμε ένα τετράγωνο σε έναν 
αριθμό n μικρότερων τετραγώνων όχι απαραίτητα ίσων μεταξύ τους». Εκεί 
γράφτηκε (δείτε τις βιβλιογραφικές παραπομπές) ότι κάθε τετράγωνο μπορεί να 
χωριστεί σε οποιονδήποτε αριθμό n τετραγώνων επιθυμούμε, αρκεί αυτός ο 
αριθμός n να είναι μεγαλύτερος ή ίσος με το έξι. Η πρόταση αυτή είναι γνωστή. 
Για παράδειγμα, στο βιβλίο Mathematical Olympiad Challenges Andreescu και 
Gelca (2009, σελ. 19) ως πρόβλημα Νο 8 προτείνεται «Να αποδείξετε ότι κάθε 
τετράγωνο μπορεί να χωριστεί σε n τετράγωνα με n ≥ 6. Να αποδείξετε ότι δεν μπορεί να 
χωριστεί 5 τετράγωνα». 

Προφανώς, η περίπτωση n = 4 είναι τετριμμένη, αφού εύκολα χωρίζουμε 
ένα τετράγωνο σε 4 ίσα τετράγωνα. Τη λύση αυτή τη συναντούμε και σε σχέδια 
νηπίων.  

Η περίπτωση n = 2 επίσης είναι αδύνατη. Το αδύνατο αυτής το αιτιολογούμε σε 
δύο βήματα.   

1) Η περίπτωση τα τετράγωνα να είναι ίσα αποκλείεται, διότι για να 
χωρίσουμε ένα τετράγωνο σε δύο ίσα σχήματα, αυτό πρέπει να γίνει με μία ευθεία 
που διέρχεται από το κέντρο του. Μια τέτοια ευθεία θα το χωρίζει σε δύο ίσα 
ορθογώνια ή σε δύο ίσα τρίγωνα ή σε δύο ίσα τραπέζια, ποτέ όμως σε ίσα 
τετράγωνα.   

2) Η περίπτωση τα τετράγωνα να είναι άνισα αποκλείεται, διότι το ένα 
τετράγωνο πρέπει να έχει κοινή ορθή γωνία με το αρχικό τετράγωνο και το σχήμα 

http://www.mathematica.gr/
http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=69&t=35621&p=164867#p164867
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που απομένει δεν θα είναι τετράγωνο, είναι σχήμα που αποτελείται από δύο 
ορθογώνια παραλληλόγραμμα. 

Γνωρίζουμε ότι δεν μπορούμε να καλύψουμε πλήρως ένα τετράγωνο με δύο 
ή πέντε τετράγωνα, αλλά αυτό δεν είναι άμεσα προφανείς. Συνεπώς, τις περιπτώσεις 
n = 3 και n = 5  πρέπει να τις αιτιολογήσουμε.  

Ξεκινάμε με την περίπτωση n = 3. Διακρίνουμε τρεις υποπεριπτώσεις, οι 
οποίες αποτυπώνονται στα επόμενα σχήματα. 

 

               περίπτωση 1                       περίπτωση 2                      περίπτωση 3 

Στο πρώτο σχήμα ένα από τετράγωνα θα έχει κοινή κορυφή με το αρχικό 
τετράγωνο. Το δεύτερο τετράγωνο θα πρέπει να έχει πλευρά ίση με τη διαφορά 
των πλευρών των δύο τετραγώνων και το σχήμα που απομένει δεν θα είναι 
τετράγωνο. Το ίδιο συμβαίνει και με τη δεύτερη περίπτωση. Η τρίτη περίπτωση 
είναι εμφανώς αδύνατη. Αυτές οι τρεις υποπεριπτώσεις αποτυπώνονται στα 
επόμενα σχήματα. 

 

 

Συνεχίζουμε με την περίπτωση n = 5. Διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις, οι 
οποίες αποτυπώνονται στα επόμενα σχήματα. 
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Στο αριστερό σχήμα περιγράφεται η πρώτη υποπερίπτωση στην οποία η 
πάνω αριστερά κορυφή του αρχικού τετραγώνου είναι και αυτή κορυφή 
τετραγώνου που πρόκειται να το καλύψει και δίπλα σε αυτό υπάρχουν άλλα δύο 
τετράγωνα ώστε να καλυφθεί πλήρως έως την πάνω δεξιά κορυφή του τετραγώνου. 
Τότε για να καλυφθεί το υπόλοιπο τετράγωνο απομένουν άλλα τρία τετράγωνα.  

Με απλό αλγεβρικό υπολογισμό προκύπτει το συμπέρασμα ότι αν 
συμβαίνει αυτό είτε το αρχικό σχήμα δεν είναι τετράγωνο, αλλά ορθογώνιο, είτε 
κάποια από τα πέντε σχήμα δεν είναι τετράγωνα. Ας εκτελέσουμε αυτόν τον 
αλγεβρικό υπολογισμό. Για το αριστερό σχήμα έστω α το μήκος της πλευράς κάθε 
μικρού τετραγώνου και β το μήκος της πλευράς των μεγαλύτερων. Θα πρέπει να 
ισχύει: 3α = α + β, δηλαδή β = 2α, (1) Ταυτόχρονα, πρέπει να ισχύει 3α = 2β, 
δηλαδή β = 3α/2, (2). Οι σχέσεις (1) και (2) δίνουν α = β = 0, δηλαδή σημείο 
και όχι τετράγωνο. Για το δεξιό τετράγωνο ακολουθούμε αντίστοιχα βήματα. 
Έστω α το μήκος της πλευράς των μικρότερων τετραγώνων, β το μήκος της 
πλευράς των μεσαίων τετραγώνων και γ το μήκος της πλευράς του μεγαλύτερου. 
Θα πρέπει να ισχύει: 2α + β = 2β, δηλαδή β = 2α, (3) Ταυτόχρονα, πρέπει να 
ισχύει β + γ  = 2α + β, δηλαδή γ = 2α, (4). Οι σχέσεις (3) και (4) δίνουν β = γ, 
(5). Επίσης, ισχύει γ + α = 2β, (6). Από τις σχέσεις (5) και (6) προκύπτει ότι α = 
β, (7). Η σχέση αυτή σε συνδυασμό με την ((3) μας δίνει α = β = 0. 

Στο δεξί σχήμα περιγράφεται η δεύτερη υποπερίπτωση στην οποία η πάνω 
αριστερά κορυφή του αρχικού τετραγώνου είναι και αυτή κορυφή τετραγώνου που 
πρόκειται να το καλύψει και δίπλα σε αυτό υπάρχουν άλλο ένα τετράγωνο ώστε να 
καλυφθεί πλήρως το αρχικό τετράγωνο έως την πάνω δεξιά κορυφή του. Τότε για 
το υπόλοιπο τετραγωνικό χωρίο απομένουν τρία τετράγωνα ώστε αυτό να 
καλυφθεί. Κάθε ένα από αυτά είναι ίσο με ένα αντίστοιχο τετράγωνο, όπως 
φαίνεται και στο σχήμα. Με απλό αλγεβρικό υπολογισμό προκύπτει το 
συμπέρασμα ότι αν συμβαίνει αυτό είτε το αρχικό σχήμα δεν είναι τετράγωνο, 
αλλά ορθογώνιο, είτε κάποια από τα πέντε σχήμα δεν είναι τετράγωνα. 

Τι έχουμε να πούμε για τις περιπτώσεις που ο αριθμός n είναι μεγαλύτερος 
του 5; Ένα από τα καλύτερα εκλαϊκευτικά βιβλία για το θέμα αυτό, το βιβλίο του 
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μαθηματικού Isaak Yaglom (1968) «Πώς χωρίζουμε ένα τετράγωνο;» που 
αναφέρουμε στις βιβλιογραφικές παραπομπές περιγράφει εκτενώς το πρόβλημα 
και δίνει πολλές προεκτάσεις και πιθανούς τρόπους αντιμετώπισης του 
προβλήματος. 

Μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι αν ο ζητούμενος αριθμός χωρισμού σε 
μικρότερα τετράγωνα είναι άρτιος, αυτός πραγματοποιείται με τον εξής απλό 
τρόπο. Έστω ότι ζητούμε να χωριστεί ένα τετράγωνο σε 2n τετράγωνα. Χωρίζουμε 
το αρχικό τετράγωνο σε n2 ίσα τετράγωνα κάτι που είναι απλό, επιλέγουμε (n-1)2 
από αυτά και τα θεωρούμε ως ένα ενιαίο τετράγωνο. Τότε τα υπόλοιπα τετράγωνα 
που είναι 2n -1 στο πλήθος και το νέο «ενιαίο» τετράγωνο καλύπτουν πλήρως το 
αρχικό τετράγωνο. Στα σχήματα που ακολουθούν αποτυπώνεται ο χωρισμός 
τετραγώνου σε 8 τετράγωνα μετά τον αρχικό χωρισμό του σε 42 = 16 τετράγωνα. 

 

               

 

Η ιδέα αυτή επεκτείνεται σε οποιοδήποτε ζητούμενο άρτιο αριθμό 
τετραγώνων. Ας σημειωθεί ότι την ανακάλυψαν και μαθητές του 11ου θερινού 
σχολείου της Ε.Μ.Ε. στη Λεπτοκαρυά που είχαν πρόσφατα αποφοιτήσει από τη 
Β τάξη του Γυμνασίου. 

Όμως, τίθεται το ερώτημα «πώς πρέπει να ενεργήσουμε αν ο ζητούμενος 
αριθμός χωρισμού του αρχικού τετραγώνου σε τετράγωνα είναι περιττός;». Θα 
δείξουμε με ποιον τρόπο μπορούμε να καλύψουμε ένα τετράγωνο με 
οποιονδήποτε αριθμό τετραγώνων μεγαλύτερο ή ίσο του 6. Για να το επιτύχουμε 
αυτό, χωρίζουμε το αρχικό τετράγωνο σε εννέα ίσα τετράγωνα. Στη συνέχεια, 
τέσσερα από αυτά τα τετράγωνα τα καλύπτουμε με ένα μεγαλύτερο τετράγωνο. Η 
διαδικασία αυτή αποτυπώνεται στα δύο επόμενα σχήματα. 

                  Σχήμα 1α  Σχήμα 1β 

https://en.wikipedia.org/wiki/Isaak_Yaglom
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Με τον τρόπο αυτό έχουμε καλύψει πλήρως ένα τετράγωνο με 6 τετράγωνα όπως 
φαίνεται στο Σχήμα 1β. Αν τώρα ένα από τα μικρά τετράγωνα του Σχήματος 1α 
το χωρίσουμε σε 4 μικρότερα τετράγωνα, τότε το Σχήμα 1α θα καλυφθεί από 12 
τετράγωνα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2. Με αυτή τη διαδικασία μπορούμε να 
έχουμε 9, 12 = 9+3, 15, 18, 21, 24 τετράγωνα, δηλαδή όλα τα τετράγωνα που 
είναι όροι αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο το 9 και διαφορά 3. 

Σχήμα 2 

Στη συνέχεια, πραγματοποιούμε τον χωρισμό τετραγώνου σε 7 και 8 
τετράγωνα, ο οποίος αποτυπώνεται στα Σχήματα 3 και 4. 

 

             Σχήμα  3       Σχήμα 4 

 

Ο χωρισμός τετραγώνου σε επτά τετράγωνα πραγματοποιείται με τον 
αρχικό χωρισμό ενός τετραγώνου σε 16 = 4x4 τετράγωνα και τη θεώρηση τριών 
τετράδων από αυτά ως ένα ενιαίο τετράγωνο όπως φαίνεται στο Σχήμα 3. Στη 
συνέχεια χωρίζουμε ένα από τα τετράγωνα αυτά σε 4 μικρότερα τετράγωνα και 
έτσι έχουμε 7 + 4 – 1 = 10 τετράγωνα. Η διαδικασία αυτή αν επαναληφθεί θα μας 
δώσει τους όρους της ακολουθίας 7, 10, 13, 16, 19, 22, … δηλαδή μας δίνει τους 
όρους μιας αριθμητικής προόδου με πρώτον όρο το 7 και διαφορά 3. 

Ο χωρισμός τετραγώνου σε οκτώ τετράγωνα πραγματοποιείται με τον 
αρχικό χωρισμό ενός τετραγώνου σε 16 = 4x4 τετράγωνα και τη θεώρηση 9 από 
αυτών ως ένα ενιαίο τετράγωνο όπως φαίνεται στο Σχήμα 4. Στη συνέχεια 
χωρίζουμε ένα από τα τετράγωνα αυτά σε 4 μικρότερα τετράγωνα και έτσι έχουμε 
8 + 4 – 1 = 11 τετράγωνα. Η διαδικασία αυτή αν επαναληφθεί θα μας δώσει τους 
όρους της ακολουθίας 8, 11, 14, 17, 20, 23, … δηλαδή τους όρους μιας 
αριθμητικής προόδου με πρώτον όρο το 8 και διαφορά 3. 
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Με τις τρεις ακολουθίες τετραγώνων: 

6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, …. 

7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, … 

8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, … 

έχουμε καλύψει την απαίτηση για χωρισμού ενός τετραγώνου σε οποιοδήποτε 
ζητούμενο αριθμό μικρότερων τετραγώνων.  

Ουσιαστικά έχουμε αποδείξει το θεώρημα «κάθε τετράγωνο μπορεί να καλυφθεί 
πλήρως από n+3 ακέραιο αριθμό τετραγώνων για n = 1 και κάθε n > 2». 

Διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό μάς ανοίγει τον δρόμο για να 
διατυπώσουμε νέα ερωτήματα – προβλήματα. Για παράδειγμα, «Με πόσους 
τρόπους μπορούμε να χωρίσουμε ένα τετράγωνο σε έναν αριθμό μικρότερων 
n τετραγώνων;». Υπάρχει ένας γενικός τύπος; Αν ναι, πώς αποδεικνύεται ότι αυτός 
είναι σωστός; Μπορεί να γίνει κατανοητός με στοιχειώδη (σχολικά) Μαθηματικά 
και μόνο με αυτά; 

Η κάλυψη με 4 τετράγωνα γίνεται με έναν και μοναδικό τρόπο. Η κάλυψη 
ενός τετραγώνου με 9 τετράγωνα γίνεται με περισσότερους από ένας τρόπους. Η 
κάλυψη ενός τετραγώνου με 10 τετράγωνα γίνεται με τουλάχιστον 3 τρόπους που 
φαίνονται στα σχήματα που ακολουθούν. 

 

 

Στα επόμενα σχήματα φαίνονται επτά τρόποι κάλυψης ενός τετραγώνου από 12 
τετράγωνα. 
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Προς το παρόν δεν συναντήσαμε στη βιβλιογραφία έναν αλγεβρικό τύπο που να 
μας δίνει το πλήθος των διαφορετικών τρόπων κάλυψης ενός τετραγώνου με 
τετράγωνα ίσα ή διαφορετικών διαστάσεων. Αν αυτός υπάρχει είναι καλό να 
ψάξουμε για να τον βρούμε. Αν όχι, τότε είναι ένα καλό παράδειγμα για επίλυση 
ενός προκλητικού προβλήματος. 

Ένα σχετικό πρόβλημα το οποίο όμως παρουσιάζει πολλές δυσκολίες ως 
προς τον χειρισμό του είναι το ακόλουθο, «Να καλυφθεί πλήρως ένα τετράγωνο 
με τετράγωνα όλα διαφορετικών διαστάσεων». Ήταν διάχυτη η εντύπωση στους 
κύκλους των ερευνητών μαθηματικών ότι μάλλον αυτό δεν ήταν δυνατόν. Μόλις 
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το 1939 ο Roland Sprague ανακάλυψε ότι ένα τετράγωνο μπορεί να καλυφθεί από 
55 τετράγωνα διαφορετικών διαστάσεων. Αυτή εικονίζεται στο επόμενο σχήμα, 
πρόκειται για την κάλυψη ενός τετραγώνου διαστάσεων 4205x4205 από 55 
διαφορετικά τετράγωνα. 

 

 

 Το 1940 οι ερευνητές Leonard Brooks, Cedric Smith, Arthur Stone και 
William Tutte από το Trinity College του Κέμπριτζ αντιμετώπισαν αυτό το 
πρόβλημα ως πρόβλημα που σχετίζεται με τα ηλεκτρικά δίκτυα. Η μέθοδος που 
χρησιμοποίησαν οδήγησε σε μια σειρά λύσεων. 

Το 1948 ο Theophilus Willcocks ανακάλυψε 24 διαφορετικά τετράγωνα 
που καλύπτουν πλήρως ένα τετράγωνο. Αυτή η ανακάλυψη φαίνεται στο επόμενο 
σχήμα. 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Roland_Sprague
http://www.squaring.net/history_theory/brooks_smith_stone_tutte_II.html
http://www.squaring.net/history_theory/brooks_smith_stone_tutte_II.html
http://www.squaring.net/history_theory/th_willcocks.html
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Το 1962 ο Adrianus Duijvestijn με τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή 
κάλυψε πλήρως ένα τετράγωνο με 21 διαφορετικά τετράγωνα. Μάλιστα, το 
πρόγραμμα έδειξε ότι αυτός είναι και ο ελάχιστος αριθμός διαφορετικών 
τετραγώνων. Τα μήκη του είναι 2, 4, 6, 7,8, 9,11, 15, 16, 17, 18, 19, 24, 25, 27, 29, 
33, 35, 37, 42 και 50. Το τετράγωνο αυτό με μήκος πλευρών 112 εικονίζεται στο 
επόμενο σχήμα. 
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Το 1975 ο Solomon Golomb, γνωστός και από τις έρευνες του για τα 
πολυόμινα (polyominoes) έθεσε το εξής πρόβλημα: «Είναι δυνατόν να καλυφθεί 
ένα επίπεδο (που εκτείνεται απεριόριστα) να καλυφθεί πλήρως με τετράγωνα 
διαστάσεων 1, 2, 3 και 4;». Έως πρόσφατα, το πρόβλημα αυτό ήταν άλυτο, όμως 
το 2008 οι James και Frederick Henle ανακοίνωσαν μέσω μιας εκπληκτικής 
απόδειξης ότι η απάντηση είναι θετική. 

Οι επόμενες διαδοχικές εικόνες περιγράφουν πώς μπορούμε να βρούμε τη 
σχέση των μηκών των τετραγώνων που καλύπτουν πλήρως ένα μεγαλύτερο 
τετράγωνο ή ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

 

 

 

Υποτίθεται ότι έχουμε καλύψει ένα τετράγωνο με 9 τετράγωνα. Στο αριστερό 
σχήμα θεωρούμε ως μήκη πλευρών δύο από αυτών α και β. Τότε στο μεσαίο 
σχήμα με α+β δηλώνεται το μήκος του τετραγώνου με κοινή πλευρά με αυτά τα 
δύο. Στο δεξί σχήμα με 2α+β δηλώνεται το μήκος του τετραγώνου πάνω δεξιά. 
Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται και στο επόμενο σχήμα δηλώνεται το τέλος της με 
την καταγραφή των μηκών όλων των τετραγώνων. 

 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Solomon_W._Golomb
https://en.wikipedia.org/wiki/Polyomino
http://www.jstor.org/stable/27642387?seq=1#page_scan_tab_contents
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Για να είναι το μεγάλο σχήμα τετράγωνο θα πρέπει (7α+β)+(11α+β) = 
(7α+β)+(3α+β)+(2α+β). Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι 18α + 2β = 12α + 
3β, δηλαδή β = 6α, (1). Παρατηρούμε όμως ότι υπάρχει και η σχέση 4α + 
(11α+β) = β + (α + 2β). Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι 15α + β = α + 3β, 
δηλαδή β = 7α, (2). Οι σχέσεις (1) και (2) δεν μπορεί να ισχύουν παρά μόνον αν 
α = β = 0. Αυτό σημαίνει ότι η συγκεκριμένη τοποθέτηση δεν μπορεί να καλύψει 
ένα τετράγωνο. Ελέγχουμε τώρα, αν το σχήμα μπορεί να είναι ορθογώνιο. Το 
εμβαδόν του ορθογωνίου θα είναι το γινόμενο των διαστάσεών του, δηλαδή (7α + 
β + 11α + β)(7α + β + 3α + β + 2α + β) = (18α + 2β)(12α + 3β) και ταυτόχρονα 
θα ισούται με το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων που το συνθέτουν. 
Δίνοντας μια τιμή στη μεταβλητή α, π.χ. α = 1 παίρνουμε το ακόλουθο 
αποτέλεσμα που φαίνεται στο επόμενο σχήμα.                                   

 

 

Έτσι, έχουμε την κάλυψη ενός ορθογωνίου διαστάσεων 32x33 από 9 τετράγωνα 
τα οποία είναι όλα διαφορετικών διαστάσεων. 

Παρατηρούμε ότι εδώ εργαστήκαμε με τη μέθοδο της «δοκιμής και 
λάθους», η οποία μας παρέχει αποτελέσματα τα οποία προκύπτουν χωρίς να 
γνωρίζουμε που ακριβώς θα οδηγηθούμε. Παρ΄ όλα αυτά παράγουν ενδιαφέροντα 
προβλήματα τα οποία μπορούν να χειριστούν και μαθητές Γυμνασίου.  

Αν επιθυμούμε να καλύψουμε ορθογώνιο ή τετράγωνο με συγκεκριμένο 
αριθμό τετραγώνων, τότε περνάμε σε πολύ δυσκολότερο επίπεδο επίλυσης 
προβλημάτων, το οποίο είναι για επαγγελματίες ερευνητές. Για παράδειγμα, ο Ian 
Gambini (1999) στη διδακτορική του διατριβή ασχολήθηκε με αντίστοιχα 

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X99001584
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X99001584
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σχετικά προβλήματα. Για να τα επιλύσει χρησιμοποίησε και τη Θεωρία Γράφων 
και Αλγόριθμους για λογισμικά προγράμματα. 

Τέτοιου είδους πρακτικές μας δίνουν ιδέες για τη διατύπωση προβλημάτων 
όπως το ακόλουθο «Να καλυφθεί πλήρως ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 
από τετράγωνα». Αυτό το πρόβλημα είναι πηγή ενός πλήθους προβλημάτων 
διαφορετικής δυσκολίας και τεχνικών επίλυσης. Για παράδειγμα, το πρόβλημα-
ερώτημα «τι σχέση πρέπει να έχουν οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου, 
ώστε αυτό να είναι δυνατόν να καλυφθεί πλήρως από ίσα τετράγωνα;» μπορεί να τεθεί 
και σε μαθητές Δημοτικού σχολείου και αυτοί να δώσουν ως απάντηση ότι πρέπει 
οι πλευρές του να έχουν μήκη ακέραιους αριθμούς. Μαθητές με ευρύτερη 
αντίληψη για τους ρητούς αριθμούς μπορούν να διαπιστώσουν ότι αν τα μήκη των 
πλευρών του ορθογωνίου είναι ρητοί αριθμοί μη περιοδικοί π.χ. 3,4 και 6,11 τότε 
τα πολλαπλασιάζουμε με μια κατάλληλη δύναμη του 10, (στην περίπτωση μας με 
το 100) και παίρνουμε τους αριθμούς 340 και 611. Αυτό σημαίνει ότι το 
ορθογώνιο μπορεί να καλυφθεί από ένα πλήθος 340x611 = 207740 ίσων 
τετραγώνων μήκους 0,01. Στην περίπτωση που τα μήκη των πλευρών του 
ορθογωνίου είναι και τα δύο ρητοί μη περιοδικοί αριθμοί – ή μόνο ένα από τα 
δύο – τότε η πρακτική μας αλλάζει. Για παράδειγμα, έχουμε ορθογώνιο με 
διαστάσεις 16/3 και 10/7. Τότε πολλαπλασιάζουμε τα μήκη των πλευρών με έναν 
κατάλληλο ακέραιο – στην περίπτωσή μας με το 21 – και προκύπτουν οι αριθμοί 
16x7 = 112 και 10x3 = 30. Ένα ορθογώνιο με διαστάσεις 112 και 30 μπορεί να 
καλυφθεί πλήρως με 112x30 = 3360 τετράγωνα, άρα και το αρχικό ορθογώνιο 
καλύπτεται και αυτό από 3360 τετράγωνα. Το επόμενο ερώτημα είναι το εξής «είναι 
δυνατόν να χωρίσουμε σε ίσα τετράγωνα ένα ορθογώνιο οι διαστάσεις του οποίου – ή μια 
από αυτές – είναι άρρητοι αριθμοί;». 

Ένα ενδιαφέρον θεώρημα σχετικό με την κάλυψη ορθογωνίου με μήκη 
πλευρών ακέραια είναι το εξής: «Ο ελάχιστος αριθμός κάλυψης ορθογωνίου με 
ακέραια μήκη πλευρών από τετράγωνα διαφορετικών διαστάσεων ανά δύο 
είναι ο εννέα». Η διατύπωση αυτής της πρότασης βρίσκεται στο (Stewart, 2016, 
σελ. 99). Ίσως, σε επόμενο άρθρο δώσουμε μια περιγραφή της απόδειξης αυτού 
του θεωρήματος, το οποίο φυσικά είναι μια πρόκληση για τους αναγνώστες του 
περιοδικού. Προειδοποιούμε όμως ότι δεν πρόκειται για κάποια εύκολη 
προσπάθεια. Μάλιστα μόλις το 1925 ανακαλύφθηκε από τον Zbigniew Moron ένα 
ορθογώνιο το οποίο καλύπτεται πλήρως με 10 τετράγωνα όλα διαφορετικών 
διαστάσεων. Αυτά έχουν μήκη πλευρών 3, 5, 6, 11, 17, 19, 22, 23, 24, 25. Ο ίδιος 
σε σύντομο χρονικό διάστημα ανακάλυψε ένα ορθογώνιο που καλύπτεται πλήρως 
από 9 τετράγωνα με μήκη πλευρών 1, 4, 7, 8, 9, 14, 15, 18. 

Στο πρόβλημα της κάλυψης τετραγώνου, ορθογωνίου και γενικά επίπεδων 
σχημάτων από τετράγωνα θα επανέλθουν, διότι έχει διδακτικό και ταυτόχρονα 
ερευνητικό ενδιαφέρον. Θα ολοκληρώσουμε το κείμενο αυτό με την σημείωση, 
ότι το πρόβλημα εμπνέει καλλιτέχνες, αλλά και δημιουργούς αντικειμένων που 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%98%CE%B5%CF%89%CF%81%CE%AF%CE%B1_%CE%B3%CF%81%CE%AC%CF%86%CF%89%CE%BD
http://ianstewartjoat.weebly.com/personal.html
http://www.squaring.net/history_theory/z_moron.html
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διαισθάνονται την ουσία του προβλήματος. Οι εικόνες που παραθέτουμε 
απεικονίζουν αυτή την καλλιτεχνική ευαισθησία. 
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Μαθηματικών όρων και συμβόλων «επίσκεψις» 
 

 

 

Είναι πολύ ενδιαφέρον, όχι μόνο από μαθηματικής άποψης, αλλά και από 
γλωσσολογικής, να γνωρίζουμε το πλάτος και το βάθος που ορίζουν και 
σηματοδοτούν οι λέξεις που χρησιμοποιούμε στα σχολικά Μαθηματικά.  

Η γνώση της σημασιολογικής έκτασης λέξεων και συμβόλων μας βοηθά να 
τα χειριζόμαστε σωστά, να κατανοούμε καλύτερα τη σημασία τους στο κείμενο 
και η ανάγνωσή του ίδιου του κειμένου να γίνει αποτελεσματικότερη.  

Αυτή η αντίληψη αποτυπώνεται με σαφήνεια στο γνωμικό του κυνικού 
φιλοσόφου της Αρχαίας Αθήνας, του Αντισθένη που σώθηκε μέχρι σήμερα:  

 

          «ἀρχή παιδεύσεως ἡ τῶν ὀνομάτων ἐπίσκεψις» * 

  

Θεωρούμε ότι λέξεις όπως: υποτείνουσα, περίκεντρο, ημίτονο, σκαληνό τρίγωνο, 
αφαίρεση, παρονομαστής και πολλές άλλες που έχουν την αφετηρία τους στην αρχαία 
ελληνική γλώσσα ή σε άλλες  γλώσσες, έχουν ανάγκη ανάλυσης, ερμηνείας και 
μεταφοράς στη σημερινή νεοελληνική γλώσσα.  

Στο ψηφιακό μας περιοδικό «Μελέτη» καθιερώνουμε τη στήλη με τον 
τίτλο: «Μαθηματικών όρων και συμβόλων επίσκεψις» στην οποία θα 
περιγράφονται μαθηματικές λέξεις ως έννοιες, ως ιστορία, ως ετυμολογία και ως 
εργαλεία. Επίσης, η ιστορική καταγωγή των μαθηματικών συμβόλων θα βρίσκει 
μια θέση στη στήλη αυτή.  

 

 

 

 

 

 

 

 

* Αντισθένης.  Αρχαία Κείμενα: TLG. Fragmenta varia 38.8 to 38.9  
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Η ευθεία γραμμή 
Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη 

 
Κώστας Δόρτσιος 

Γενικά 
 

  Ό άνθρωπος ζώντας μέσα στο περιβάλλον όπου μαζί με το χρόνο βιώνει 
αυτό που σήμερα λέμε χωροχρονικό περιβάλλον, αρχίζει από την πρώτη στιγμή 
να νιώθει την κίνηση και τη μεταβολή του κόσμου. Από το σημείο αυτό και μετά, 
μέσα από τις γλωσσικές του ανάγκες προσθέτει όλο και καινούργια «ηχητικά 
σύμβολα», καινούργιες λέξεις κι όταν αρχίζει να τις γράφει και να τις αποτυπώνει 
πάνω σε διάφορες επιφάνειες(πέτρες, παπύρους, δέρματα, περγαμηνές κλπ), τελειοποιεί 
όλο και περισσότερο τον εκφραστικό του αυτό κώδικα. Τον κώδικα της ομιλίας 
και της γραφής.  

Η ελληνική γλώσσα από την εποχή του Ομήρου μέχρι σήμερα έχει έναν 
απερίγραπτο πλούτο εκφραστικής ικανότητας η οποία είναι γνωστή σ’ όλη την 
οικουμένη. Τα αρχαία κείμενα συνεχίζουν να αποτελούν μια παγκόσμια 
κληρονομιά επιστημονικής, φιλοσοφικής, κοινωνικής και γενικότερα πνευματικής 
καλλιέργειας.    

 Μελετώντας την εξέλιξη της έννοιας της ευθείας γραμμής μέσα από τα 
αρχαία κείμενα, παρατηρεί κανείς ότι η έννοια αυτή πέρασε ανάμεσα από 
περίπλοκες εκφραστικές μορφές ώσπου να καταλήξει, όπως αναφέραμε και στην 
περίπτωση της έννοιας του κύκλου, στην εποχή του Ευκλείδη και στη μετέπειτα 
εξέλιξη της μαθηματικής παιδείας. 

 

Η πρόδρομος λέξη: ἰθύς 
 Αναζητώντας μέσα στα Ομηρικά έπη τη λέξη «ευθεία», όπως εμείς στη 
σημερινή εποχή εννοούμε, διαπιστώνουμε ότι αυτή η λέξη δεν υπάρχει. Υπάρχει 
όμως μια άλλη, που σηματοδοτεί την αφετηρία για τη λέξη «ευθεία». Αυτή είναι η 

λέξη ἰθύς.  

 Σήμερα στην καθημερινότητά μας χρησιμοποιούμε τις φράσεις που 
περιέχουν θυγατρικές λέξεις από την ομηρική αυτή λέξη. Για παράδειγμα: 

- Αυτό το γνωρίζουν οι ιθύνοντες. 
- Ο ιθύνων νους  
- Την ευθύνη για το γεγονός αυτό φέρουν οι ιθύνοντες του Υπουργείου. 
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-  Το ιεραποστολικό έργο του Αλβέρτου Σβάιτσερ βοήθησε και στήριξε τους ιθαγενείς 
της Αφρικής.  

Τί σημαίνει όμως η λέξη ἰθύς; Και τι σχέση έχει με τη λέξη που μας 
ενδιαφέρει, δηλαδή τη λέξη «ευθεία γραμμή»;  

Από το «Μέγα Λεξικόν της Ελληνικής Γλώσσης» των Henry G. Liddell και 
Robert Scott πληροφορούμαστε εκτενώς για την πλούσια εννοιολογική έκταση 
του επιθέτου: 

ἰθύς, ἰθεῖα, ἰθύ. 

 Εμάς μας ενδιαφέρει η σχέση του επιθέτου αυτού με την «ευθεία γραμμή». 
Έτσι λοιπόν στο λεξικό αυτό διαβάζουμε την ερμηνεία: 

 - ευθύς, κατ’ ευθείαν (ίσια) 

 - ευθύς, δίκαιος (ηθική σημασία) 

 - κατ’ ευθείαν (επίρρημα) 

Η τελευταία σημασία, δηλαδή η επιρρηματική χρήση του ουδέτερου ἰθύ, 

και μάλιστα πολλές φορές με τον τύπο ἰθύν, είναι πολύ συχνή στον ομηρικό λόγο.  

 Για παράδειγμα στη ραψωδία Υ στους στίχους 97 μέχρι 102 διαβάζουμε 
την άποψη που δηλώνει ο ποιητής για την πολεμική ικανότητα του Αχιλλέα ο 
οποίος αποφασίζει να ξαναμπεί στη μάχη για να πάρει εκδίκηση για τον θάνατο 

του φίλου του Πατρόκλου. Στο χωρίο αυτή το ουδέτερο ἰθύ της λέξης αυτής 
σημαίνει ίσια κατευθείαν, ολόισια κλπ.  

Διαβάζουμε λοιπόν: 

τὼ οὐκ ἔστ᾽ Ἀχιλῆος ἐναντίον ἄνδρα μάχεσθαι· 

αἰεὶ γὰρ πάρα εἷς γε θεῶν ὃς λοιγὸν ἀμύνει. 

καὶ δ᾽ ἄλλως τοῦ γ᾽ ἰθὺ βέλος πέτετ᾽, οὐδ᾽ ἀπολήγει 

πρὶν χροὸς ἀνδρομέοιο διελθέμεν. εἰ δὲ θεός περ 100 

ἶσον τείνειεν πολέμου τέλος, οὔ κε μάλα ῥέα 

νικήσει᾽, οὐδ᾽ εἰ παγχάλκεος εὔχεται εἶναι. 

(Ιλιάδα Υ 97-102)  

Δηλαδή: 

«Να μάχεται δεν δύναται θνητός με τον Πηλείδη, 
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τ’ είναι στο πλάγι του θεός που πάντοτε τον σκέπει. 

Έπειτα εκείνου ίσια πετά το βέλος ουδέ γέρνει 

πριν σχίσει σάρκ’ ανθρώπινην. Και αν ο θεός το τέλος 

της μάχης ίδια ετέντωσε, εμέ δεν θα νικήσει 

ευκόλως, αν κι επαίρεται στα ολόχαλκ’ άρματά του.» 

(Μετάφραση Ι. Πολυλά) 

 

 Αλλά και στην πέμπτη ραψωδία όπου περιγράφει την είσοδο στη μάχη 
του Διομήδη διαβάζουμε: 

 

ὡς δὲ ἴδε βροτολοιγὸς Ἄρης Διομήδεα δῖον, 

ἤτοι ὃ μὲν Περίφαντα πελώριον αὐτόθ ̓ ἔασε 

κεῖσθαι ὅθι πρῶτον κτείνων ἐξαίνυτο θυμόν, 

αὐτὰρ ὃ βῆ ῥ ̓ ἰθὺς Διομήδεος ἱπποδάμοιο. 

(Ιλιάδα:TLG:    Il 5.846 ` to    Il 5.849) 

Δηλαδή: 

 

«Κι ο Άρης ο ανήλεος σαν αντίκρισε το θείο Διομήδη ομπρός του, 

μεμιάς αφήνει το θεόρατο Περίφα ξαπλωμένο, 

εκεί που απ ̓ την αρχή τον σκότωσε και τη ζωή του επήρε, 

κι αυτός γραμμή στον αλογόχαρο Διομήδη πέφτει απάνω» 

(Μετάφραση Ν.Καζαντζάκης –Ι.Κακριδής) 

Το ρήμα ἰθύνω 

 Και πάλι από το  λεξικό των Henry G. Liddell και Robert Scott μαθαίνουμε 
την ερμηνεία του ρήματος αυτού:  
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ἰθύνω=ευθύνω, κάμνω κάτι ευθύ, ισάζω 

ἰθύνω=οδηγώ κατ’ ευθείαν γραμμήν 

ἰθύνω=κυβερνώ, οδηγώ, διευθύνω.  

Για παράδειγμα στον Ησίοδο και συγκεκριμένα στο έργο του ποιητή αυτού 
με τίτο «Εργα και Ημέραι» διαβάζουμε:  

Ζεὺς ὑψιβρεμέτης, ὃς ὑπέρτατα δώματα ναίει. 

κλῦθι ἰδὼν ἀίων τε, δίκῃ δ᾽ ἴθυνε θέμιστας 

 τύνη· ἐγὼ δέ κε Πέρσῃ ἐτήτυμα μυθησαίμην. 

(Ησίοδος, Έργα και ημέραι στίχ.9-10) 

Δηλαδή: 

«ο Δίας που από ψηλά βροντά  

και κατοικεί στα υπέρτατα δώματα. 

Δώσε προσοχή, κοίτα και άκου,  

και στο δίκαιο τις κρίσεις οδήγησε συ, Δία. 

Ενώ εγώ θα ήθελα να πω  

στον Πέρση μερικές αλήθειες» 

(Μετάφραση Στ. Γκιργκένης) 

Στον ίδιο συγγραφέα σε ένα άλλο έργο του με τίτλο «Ασπίς Ηρακλέους» 

υπάρχει η εξής περιγραφή του μυθικού Ιόλαου πάνω στο άρμα: 

 

τῷ δ᾽ ἡνίοχος κρατερὸς Ἰόλαος 

δίφρου ἐπεμβεβαὼς ἰθύνετο καμπύλον ἅρμα. 

(Ησίοδος, Ασπίς Ηρακλέους στίχ.323-324) 

που σημαίνει: 
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«Ηνίοχός του ο Ιόλαος ο δυνατός 

ανέβηκε στο δίφρο και το καμπύλο άρμα διεύθυνε» 

(Μετάφραση Στ. Γκιργκένης) 

 

Επίσης στους Ορφικούς Ύμνους που κι αυτοί αποτελούν κείμενα της 
μεγάλης δεξαμενής της ελληνικής μας γλώσσας συναντάμε τη χρήση του ρήματος 
ιθύνω καθώς και των παραγώγων του.  

Παράδειγμα στο «Ορφέως Αργοναυτικά» διαβάζουμε τους στίχους: 

 

              

          

           

        

               

      Πρ  

          

(Ορφέως Αργοναυτικά, στίχ.119-125)

που δηλώνει: 

«Και πρώτα αναγνώρισα την τρομερή όψη του θεϊκού Ηρακλή 

τον οποίο η Αλκμήνη γέννησε σμίγοντας με τον Κρονίωνα Δία 

όταν στην πορεία του ο καυτός ήλιος έχανε την τριπλή αίγλη του 

κι από παντού απλωνόταν η μακριά νύχτα. Είδα και τον Τίφυ τον 

Αγνανιάδη, τον κυβερνήτη του στενόμακρου καραβιού, από την 

Περιοχή των Θεσπιών, που οι κάτοικοί της ζούσαν στις όχθες του 

Περμησσού καί πού τό μέ τόν λαό τῶν Σιφαέων μοιράζονταν  

ἀπό κοινοῦ τό γειτονικό ποτάμι» 
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(Μετάφραση: Σόφιας Σωτήρης) 

 

Μελετώντας τη χρήση του ρήματος ιθύνω όπως και του επιθέτου ιθύς, ιθεία, 
ιθύ καθώς και άλλων παραγώγων αυτού στην Ιλιάδα, στην Οδύσεια όπως και σε 
παλαιότερα κείμενα του Ησιόδου και των Ορφικών Ύμνων βλέπει κανείς ότι η 
αντίληψη της έννοιας της ευθείας σηματοδοτείται από τις λέξεις αυτές και 
βρίσκεται σε πολύ πρώιμο στάδιο και όπως θα παρατηρήσουμε στη συνέχεια θα 
δούμε την εξέλιξή της φθάνει σε μια «απόλυτη» θεώρηση στην εποχή του 
Αριστοτέλη και αργότερα στην εποχή του Ευκλείδη.  

 

Η λέξη εὐθύνω 

Σε μεταγενέστερες εποχές και κυρίως κατά τον 5ο αιώνα π. Χ. σε κείμενα 

του Αισχύλου, του Αριστοφάνη, αλλά και αργότερα στον 4ο αιώνα π. Χ. σε κείμενα 

του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη εμφανίζεται η λέξη – ρήμα εὐθύνω η οποία 

χρησιμοποιείται για να δηλώσει διάφορες ενέργειες. Δηλαδή: 

 

 εὐθύνω = οδηγώ κατ’ ευθείαν, διευθύνω 

 εὐθύνω = διοικώ, κυβερνώ, διευθύνω 

εὐθύνω =κάνω κάτι ευθύ(αντίθετο του σκολιού ή καμπύλου) 

εὐθύνω = ακούω κάποια λογοδοσία, προσκαλώ κάποιον να δώσει 

εξηγήσεις 

εὐθύνω =υπηρετώ κάτι ως εύθυνος(υπεύθυνος) 

Για παράδειγμα στην τραγωδία «Πέρσες» του Αισχύλου διαβάζουμε: 

 

          

     

         

              
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(Πέρσες στίχ. 770-773) 

που σημαίνει: 

«Των Λυδών και των Φρυγών το λαό υπόταξε  

κι όλη την Ιωνία δάμασε με τη βία, διότι  

δεν τον μίσησε κάποιος θεός, καθώς ήταν γνωστικός. 

Ο γιός του Κύρου τέταρτος του στρατού ήταν αρχηγός» 

(Μετάφραση: Θ.Γ.Μαυρόπουλος) 

 

Επίσης στο έργο «Προμηθέας Δεσμώτης» ο Αισχύλος χρησιμοποιεί  το 
ρήμα αυτό στο χωρίο όπου ο Ωκεανός μιλά και λέγει: 

 

ἥκω δολιχῆς τέρμα κελεύθου 

διαμειψάμενος πρὸς σέ, Προμηθεῦ, 

τὸν πτερυγωκῆ τόν δ ̓ οἰωνὸν 

γνώμῃ στομίων ἄτερ εὐθύνων· 

(Προμηθέας Δεσμώτης, στίχ. 286-289) 

 

δηλαδή: 

 

«Μακρινή πήρα στράτα και ξάκρισα 

και σε σένα εδώ έφτασα, 

Προμηθέα, κυβερνώντας με νόημα 

και χωρίς χαλινάρια» 

(Μετάφραση: Ι. Γρυπάρης) 





Περιοδικό Μελέτη 64 Οκτώβριος 2017  
Τεύχος 2ο  Περιεχόμενα 
 

Ενδιαφέρον είναι να αναφέρουμε τη χρήση του ρήματος αυτού από το 
Σόλωνα(639-552 π.Χ.) σε ένα από τα «ελεγειακά» του ποιήματα.  

Για παράδειγμα όταν μιλά για την «Ευνομία» και για τα καλά  που μπορεί 
αυτή να φέρει στην κοινωνία των Αθηναίων, γράφει, μεταξύ άλλων, ότι:  

  

                 

          

(Σόλων, ελεγεία W001.4.36-001.4.37) 

φράση που στη σημερινή γλώσσα σημαίνει:  

«τις στρεβλές κρίσεις τις ευθύνει· την υπερηφάνεια  

την κατευνάζει· διαλύει κάθε μορφή διχοστασίας» 

(Μετάφραση: Ι.Ν.Καζάζης) 

 

Αλλά και στον Αριστοφάνη, διαβάζοντας την κωμωδία «Όρνιθες», ακούμε 
το χορό σε μια αντιστροφή να λέει: 

 

       

         

     

     

      

    

(Αριστοφάνης,Όρνιθες στίχ. 1737-1742) 

Δηλαδή: 

 

«Με όμοιο νυφικό τραγούδι 

κάποτε ένωσαν οι Μοίρες 
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με την Ήρα την ολύμπια 

τον τρανό του Ολύμπου αφέντη, 

που τετράψηλο έχει θρόνο. 

Ω χαρές, Υμέναιε ω!» 

(Μετάφραση: Θρ. Σταύρου) 

 

 Από τα ανωτέρω αποσπάσματα αλλά και από πολλά άλλα ακόμα 

συμπεραίνει κανείς ότι το ρήμα εὐθύνω διαδέχεται το ομηρικό ρήμα ἰθύνω και 
αποτελεί τη ρηματική βάση για το επίθετο εὐθύς, εὐθεῖα, εὐθύ καθώς και για το 
ουσιαστικό που τελικά μας ενδιαφέρει, δηλαδή την εὐθεῖα. 

 

Το επίθετο εὐθύς, εὐθεῖα, εὐθύ 
Όπως το ρήμα εὐθύνω είναι η μετεξέλιξη του ρήματος ἰθύνω έτσι και το 

επίθετο εὐθύς, εὐθεῖα, εὐθύ είναι η μετεξέλιξη του ομηρικού ἰθύς, ἰθεῖα, ἰθύ.  

Το επίθετο αυτό έχει στα αρχαία κείμενα διάφορες και ενδιαφέρουσες 
σημασίες. Αναφέρουμε μερικές από αυτές από το «Μέγα Λεξικόν της Ελληνικής 
Γλώσσης» των Henry G. Liddell και Robert Scott: 

 

   εὐθύς, εῖα, ύ = ευθύς, ίσιος  

εὐθύς, εῖα, ύ = ευθύς, σαφής, δίκαιος (επί ηθικής σημασίας) 

εὐθύς, εῖα, ύ = η ευθεία ως ουσιαστικό.  

εὐθύς = αμέσως, ευθύς, παραχρήμα (ως χρονικό επίρρημα) 

εὐθύ = κατ’ ευθείαν, επιτόπου (ως τοπικό επίρρημα) 

 

 Η περίπτωση που μας ενδιαφέρει είναι αυτή που αναφέρεται στην ευθεία 
γραμμή, δηλαδή η περίπτωση εκείνη που το επίθετο αυτό εκφράζει τη γνωστή 
ευθεία γραμμή.  

 Ο συγγραφέας εκείνος που χρησιμοποιεί το επίθετο αυτό με τη σημασία 
της ευθείας γραμμής είναι ο Αριστοτέλης και κυρίως στα έργα «Αναλυτικά 
πρότερα και ύστερα» και «Ουρανός». Θα παραθέσουμε δυο παραδείγματα της 
χρήσης αυτής από το έργο με τίτλο «Ουρανός». 
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

                  

              

            

                 

              

                

         

               

       

    (T.L.G. Cael 268b.17 ` to    Cael 268b.24) 

  Δηλαδή: 

 

«Κάθε κίνηση ως προς τον τόπο, που την ονομάζουμε φορά,  

είναι ευθεία ή κυκλική ή μεικτή από τις δύο, διότι μόνον αυτές 

οι δύο είναι απλές. Η αιτία τούτου είναι πως η ευθεία και η 

περιφέρεια είναι τα μόνα απλά μεγέθη. Κυκλική, λοιπόν, είναι  

η κίνηση γύρω από το κέντρο, ενώ ευθεία η κίνηση προς τα πάνω 

και προς τα κάτω. Όταν λέω προς πάνω, εννοώ την κίνηση που 

απομακρύνεται από το κέντρο, ενώ, λέγοντας προς τα κάτω,  

εννοώ εκείνη που πηγαίνει προς το κέντρο»  

(Μετάφραση: Φιλολογική ομάδα Κάκτου) 

 Στη φράση αυτή παρατηρεί κανείς ότι η έννοια της ευθείας γραμμής καθώς 
και της κυκλικής γραμμής ξεκινούν από την εμπειρία της κίνησης ενός σώματος. 
Πιστεύει ο Αριστοτέλης γράφοντας το έργο «Ουρανός», όπου προσπαθεί να 
ερμηνεύσει τις κινήσεις του ήλιου και των άλλων ουράνιων σωμάτων,  ότι κάθε 
κίνηση αναλύεται σε δυο απλούστερες, την κυκλική και την ευθύγραμμη.  
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(Μετάφραση: Φιλολογική ομάδα Κάκτου) 

              

                

             

          

            

( T.L.G. Cael 269a.19 ` to    Cael 269a.23) 

Δηλαδή: 

«Το τέλειο από τη φύση προηγείται του ατελούς, ο κύκλος ανήκει  

στα τέλεια, ενώ καμιά ευθεία γραμμή δεν είναι τέλεια, ούτε η άπειρη  

(εφόσον θα είχε πέρας και τέλος) ούτε καμιά από τις πεπερασμένες 

(εφόσον σε όλες υπάρχει κάτι έξω από αυτές, αφού είναι δυνατόν 

να τις μεγαλώσει κάποιος)» 

(Μετάφραση: Φιλολογική ομάδα Κάκτου) 

Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι με τη φράση «ευθεία γραμμή» ο Αριστοτέλης 
δηλώνει, ή το ευθύγραμμο τμήμα, ή την ευθεία, ή ακόμα και την ημιευθεία. Αυτό 
συμπεραίνεται αν ερμηνεύσουμε ότι τα επίθετα «ἄπειρος», ή «πεπερασμένων» 
αναφέρονται στο μήκος αυτών. 

Αν ψάξουμε ακόμα περισσότερο τα κείμενα του Αριστοτέλη και ειδικότερα 
στο έργου «Αναλυτικά πρότερα και Αναλυτικά ύστερα» όπου ουσιαστικά 
θεμελιώνει τη Λογική, δηλαδή τους κανόνες της ανθρώπινης σκέψης και έκφρασης, 
τότε θα δούμε πιο προχωρημένες ιδέες για την ευθεία και ουσιαστικά προετοιμάζει 
το δρόμο για την οριστική θεμελίωση της έννοιας της ευθείας που θα 
πραγματοποιήσει αργότερα ο Ευκλείδης στα Στοιχεία του.  

 

          

          

          
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         

         

(T.L.G. APr 49b.33 ` to    APr 49b.37) 

Δηλαδή: 

«Δεν πρέπει να θεωρηθεί ότι συνδέεται με την έκθεση των όρων 

κάποιο είδος παραλογισμού, διότι δεν έχουμε ανάγκη[για το  

συλλογισμό μας] από την παρουσία ενός υπαρκτού πράγματος,  

αλλά όπως ακριβώς ο γεωμέτρης υποθέτει ότι υπάρχει μια ευθεία  

μήκους ενός ποδιού, η τάδε ευθεία ή μια απλατής ευθεία, ενώ 

δεν υπάρχουν στην  πραγματικότητα, χωρίς όμως να τις χρησιμοποιεί 

προκειμένου να πραγματοποιήσει επί τη βάσει αυτών ένα συλλογισμό[έτσι  

ενεργούμε κι εμείς]» 

(Μετάφραση: Φιλολογική ομάδα Κάκτου) 

 

 Αλήθεια πόσο σπουδαίο και σημαντικό είναι το νόημα που αναφέρει στο 
χωρίο αυτό ο Αριστοτέλης! Ακόμα πόσο σπουδαίο είναι το περιβάλλον των 
γεωμετρών που διαμορφώθηκε στην εποχή του, από το οποίο αντλεί τις ιδέες του 
στο βιβλίο αυτό!  

Ουσιαστικά το όλο θέμα είναι η λεγόμενη αφαιρετική ικανότητα των 
γεωμετρών οι οποίοι παρόλο ότι σχεδιάζουν μια ευθεία, η οποία αφού θα 
σχεδιαστεί, ασφαλώς θα έχει κάποιο πάχος, έστω και κάποιο κλάσμα του 
χιλιοστού, εντούτοις στη σκέψη τους αυτοί θεωρούν την ευθεία ως μη έχουσα 
καθόλου πάχος. Κάτι που συμβαίνει και στη θεώρηση του σημείου, διότι κι αυτό 
αφού σημειωθεί στο χαρτί, θα έχει κάποιες διαστάσεις, κάποιο «πάχος». Στο 
μυαλό όμως του γεωμέτρη το σημείο θεωρείται ως μη έχον πλάτος και μήκος.  

Αυτό γενικεύεται και σ’  όλη τη σκέψη των μαθηματικών που λειτουργούν 
με την αφαιρετική αυτή ικανότητα που στηρίζεται σε μια δεδομένη αξιωματική 
θεμελίωση του όλου πλαισίου μέσα στο οποίο σκέφτονται και δημιουργούν.  

 

Την ίδια ιδέα εκφράζει ο Αριστοτέλης και στο ακόλουθο χωρίο: 
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              

            

             

           

              

          

              

    

   (T.L.G. APo 76b.39 ` to    APo 77a.5) 

το οποίο σημαίνει: 

«(ούτε, άλλωστε, πρέπει να θεωρηθεί ότι κάνει ψευδείς υποθέσεις  

ο γεωμέτρης, όπως ισχυρίζονται ορισμένοι, όταν λέγουν ότι ενώ 

δεν πρέπει να μετέρχεται κανείς ψεύδη, ο γεωμέτρης ψεύδεται 

παρόλα αυτά, όταν διατείνεται ότι η γραμμή έχει μήκος ένα πόδι 

ή είναι ευθεία ενώ δεν έχει μήκος ένα πόδι ή δεν είναι ευθεία.  

Ο γεωμέτρης, ωστόσο, δεν συμπεραίνει το παραμικρό από τη  

συγκεκριμένη γραμμή την οποία μνημόνευσε, αλλά από τα όσα  

υποδηλώνουν τα σχήματά του). Εξάλλου, κάθε αίτημα και κάθε  

υπόθεση είναι είτε ως όλον, είτε ως μέρει, ενώ οι όροι δεν είναι 

ούτε το ένα ούτε το άλλο» 

(Μετάφραση: Φιλολογική ομάδα Κάκτου) 

 

Από το χωρίο αυτό αντιλαμβάνεται κανείς το κλίμα μέσα στο οποίο 
ζυμώνονταν οι ιδέες αυτές και η γενικότερη αμφισβήτηση για το πόσο, ο 
γεωμέτρης όταν χαράσσει μια ευθεία με ένα τυχαίο μήκος, μπορεί να τη θεωρήσει 
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και να υποθέσει ότι έχει ένα συγκεκριμένο μήκος, ή ακόμα ότι αυτή έχει πάχος ως 
σχεδίασμα ενώ ως έννοια δεν πρέπει να έχει. Όλο αυτό κάποιοι το θεωρούσαν ως 
ένα ψεύδος. Για τούτο ο Αριστοτέλης γράφει τις ιδέες αυτές και δηλώνει ότι ο 
γεωμέτρης τίποτε δεν συμπεραίνει ακόμα κι από μια μη καλά σχεδιασμένη 
γραμμή, αλλά από όλα εκείνα  που σχήματα αυτά υποδηλώνουν μέσα στο νου του.  

Αυτή ακριβώς την ιδέα εκφράζει κι ένας άλλος φιλόσοφος, ο Θεμίστιος του 
4ου μ. Χ. αιώνα, πολύ αργότερα του Ευκλείδη, ο οποίος σχολιάζοντας το 
παραπάνω έργο του Αριστοτέλη λέει πιο ξεκάθαρα τις ίδιες αυτές ιδέες με το 
ακόλουθο σχόλιο: 

 

"Οὐδ' οἰ γεωμέτραι κέχρηνται ταῖς γραμμαῖς ὑπέρ ὦν  

διαλέγονται καί δεικνύουσιν, ἀλλ' ἃς ἒχουσιν  

ἐν τῇ ψυχῇ, ὧν εἰσι σύμβολα αἱ γραφόμεναι" 

(Θεμίστιος 23,29) 

 

«Ούτε οι γεωμέτρες χρησιμοποιούν τις γραμμές 

 που βλέπουν και για τις οποίες σκέφτονται και αποδείχνουν,  

αλλά εκείνες τις οποίες έχουν μέσα στο νου τους και  

οποίων σύμβολα είναι εκείνες που σχεδιάζουν». 

 

 Την εποχή εκείνη περίπου ο Πλάτωνας γράφει τον διάλογο «Μένων» όπου 

καταθέτει τις παιδαγωγικές του απόψεις που λίγο ή πολύ λένε ότι κάθε άνθρωπος 

μπορεί να διδαχθεί την αρετή. Έτσι στο έργο αυτό ο Πλάτων μέσα από το 

διάλογο του Σωκράτη με τον νεαρό Μένωνα καταθέτει τις απόψεις που θέλουν να 

πουν ότι η μάθηση δεν είναι παρά η ανάμνηση ξεχασμένων ιδεών και γνώσεων, 

που είχε σε προηγούμενες ζωές του ο κάθε άνθρωπος. Η ιδέα αυτή είναι αυτό που 

και σήμερα ονομάζεται Θεωρία της ανάμνησης.   

Στο διάλογο αυτό μέσα από κατάλληλες ερωτήσεις από το Σωκράτη, 

καλείται ο Μένων να διπλασιάσει το τετράγωνο.  

            
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          

           

         

             

               

            

           

            

         

(Πλάτων, Μένων, T.L.G. Men 74.e.11 ` to    Men 75.a.9) 

Αυτό σημαίνει: 

Σωκράτης: «Τι τέλος πάντων είναι αυτό που έχει τούτο το όνομα σχήμα; 

Προσπάθησε να πεις. Αν λοιπόν σε κείνον που ρωτούσε έτσι ή για το σχήμα 

ή για το χρώμα έλεγες: «μα εγώ ούτε καταλαβαίνω, άνθρωπέ μου, τι θέλεις,  

ούτε ξέρω τι λέγεις», ίσως παραξενευόταν και να έλεγε: «δεν καταλαβαίνεις ότι  

ζητώ εκείνο που είναι το ίδιο σε όλο τούτα;» Ή ούτε σε τούτα, Μένων, θα  

μπορούσες να απαντήσεις, αν κανείς σε ρωτούσε: «τι υπάρχει στο στρογγυλό  

και στο ευθύ και στα άλλα, που ονομάζεις δα σχήματα, το ίδιο σε όλα;» 

Προσπάθησε να πεις, αυτό θα σου είναι άσκηση και στην απάντηση για την 

αρετή» 

(Μετάφραση: Β. Τατάκης) 

 Βλέπουμε εδώ μια αναφορά στην έννοια του γεωμετρικού σχήματος καθώς 
και στην προσπάθεια που πρέπει να καταβάλλει κάποιος ώστε μέσα από τα 
καμπύλα μέρη του, τα ευθύγραμμα καθώς και όλα τα υπόλοιπα που βλέπει σ’ αυτό, 
να αντιληφθεί εκείνο, το πλέον σημαντικό στοιχείο που είναι κοινό και συσχετίζεται 
με όλα τα μέρη του σχήματος. Η προσπάθεια αυτή κατά την πλατωνική αντίληψη 
προάγει την αλήθεια των μαθηματικών και ασφαλώς την αρετή.  
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 Αξίζει εδώ να αναφέρουμε ότι ο Πλάτωνας έχει βαθειά συνειδητοποιήσει 
ότι η Θεωρία των Ιδεών του ταιριάζει απόλυτα με τη μαθηματική σκέψη, κι έτσι 
αξιοποίησε όσο κανένας άλλος τη σχέση των μαθηματικών με τη φιλοσοφία. 
Εξάλλου στην εποχή του Πλάτωνα είχε αναπτυχθεί η Γεωμετρία και είχαν γραφεί 
οι πρώτες ίσως αξιωματικές θεμελιώσεις οι οποίες ενσωματώθηκαν αργότερα στα 
Στοιχεία του Ευκλείδη4. Αυτό εξάλλου δηλώνει και το χωρία του Αριστοτέλη και 
του Πλάτωνα που αναφέρθηκαν ανωτέρω. 

 

 Η ευθεία στα Στοιχεία του Ευκλείδη 

Ο Ευκλείδης ζώντας στην Αλεξάνδρεια περίπου στις αρχές του τρίτου 

αιώνα προ Χριστού(ήκμασε περί το 315-275 π.Χ.5), έγραψε το μνημειώδες έργο 
των «Στοιχείων». Για το έργο αυτό γράφει ο Πρόκλος τα εξής:  

 

«νεώτερος τῶν περί τήν Ἀκαδημίαν τοῦ Πλάτωνος  

εἶναι ο Εὐκλείδης, ὁ συναθροίσας τα Στοιχεῖα  

καί διατάξας μέν πολλά εὑρεθέντα ὑπό τοῦ Εὐδόξου,  

τελειοποιήσας δέ πολλά εὑρεθένταὑπό τοῦ Θεαιτήτου, 

 προσέτι δέ ὁ άναγαγών εἰς ἀλανθάστους ἀποδείξεις  

ἐκεῖνα τά θεωρήματα, τά ὁποῖα πρό αὐτοῦ  

δέν εἶχον αὐστηρῶς ἀποδειχθεῖ.6 

 

  Στα «Στοιχεία» λοιπόν του Ευκλείδη και στο πρώτο βιβλίο μεταξύ των 
πρώτων 23 ορισμός ο τέταρτος αναφέρεται στην ευθεία γραμμή. Στην αρχαία 
γραφή αυτός ο ορισμός λέει: 

 

Ορισμός 4ος: Εὐθεῖα γραμμή ἐστιν, ἥτις ἐξ ἴσου τοῖς ἐφ’ ἑαυτῆς 

σημείοις κεῖται. 

                                           
4 Β. Κάλφας και Γ. Ζωγραφίδης. Αρχαίοι Έλληνες Φιλόσοφοι. Σελ. 129 
5 Ευάγγελος Σ. Σταμάτης. Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία, βιβλία 1,2,3,4. Σελ.15. Αθήνα 1975 
6 Ευάγγελος Σ. Σταμάτης. Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία, βιβλία 1,2,3,4. Σελ.14. Αθήνα 1975 
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ο οποίος στη σημερινή γλώσσα σημαίνει: 

Ευθεία γραμμή είναι εκείνη, η οποία κείται εξίσου προς τα εφ’ εαυτής 

σημεία.7 (1) 

ή ακόμα: 

Ευθεία γραμμή είναι εκείνη η γραμμή, η οποία κείται εξ ίσου προς τα 
σημεία της.8 (2) 

 

Η πρόταση αυτή είναι δυσνόητη και γενικά όχι μόνον αυτή αλλά όλοι 

αυτοί οι 23 ορισμοί των Στοιχείων αποτέλεσαν αντικείμενο συζητήσεων κατά 
πόσον πληρούν όλες εκείνες τις συνθήκες που πρέπει να έχει ένας ορισμός. Έτσι 
στα νεώτερα βιβλία της Γεωμετρίας στη χώρα μας ο ορισμός αυτός λείπει ή αν 
υπάρχει είναι διατυπωμένος λίγο διαφορετικά.  

 Για παράδειγμα η ευθεία γραμμή δίνεται χωρίς την αναφορά στα Στοιχεία 

του Ευκλείδη με το παράδειγμα της τεντωμένης τρίχας(για να έχει σχεδόν μηδενικό 

πάχος) ή του τεντωμένου σχοινιού. 

 Ἡ Εὐθεῖα γραμμή. Ἀν τεντώσωμεν καλῶς μίαν λεπτήν τρίχα εἰς 

το διάστημα, αὕτη λαμβάνει σχῆμα εὐθείας γραμμῆς.9 

 Κάποια άλλα διδακτικά βιβλία το θέμα αυτό το ξεπερνούν λέγοντας: 

Εὐθεῖα γραμμή. Ἡ ἀπλουστέρα ἀπό ὅλας τάς γραμμάς εἶναι ἡ 

εὐθεῖα γραμμή ή ἁπλῶς ἡ εὐθεῖα. Δέν δυνάμεθα να δώσωμεν τόν 

ὁρισμόν τῆς εὐθείας. Ἓνα τεντωμένον νῆμα δίδει τήν εἰκόνα μιᾶς 

εὐθείας.10 

Όμοια αντιμετώπιση έχουμε και στον ακόλουθη πρόταση: 

 

                                           
7 Ευάγγελος Σ. Σταμάτης. Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία, βιβλία 1. Σελ.39. Αθήνα 1975 
8 Ευκλείδη «Στοιχεία». Έκδοση Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. Αθήνα 2001 

9 Νικολάου Δ. Νικολάου. Θεωρητική Γεωμετρία. ΟΕΔΒ 1963, σελ.7 

10 Π.Γ.Τόγκας. Θεωρητική Γεωμετρία. Αθήνα 1947,51,57, σελ. 3,4 
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Εὐθεῖα γραμμή.Ὁρισμόν τῆς εὐθείας γραμμῆς δέν δυνάμεθα νά 

δώσωμεν. Σχηματίζομεν τήν ἐννοιαν τῆς εὐθείας γραμμῆς, ἐάν 

παρατηρήσωμεν ἓν νῆμα λεπτόν καλῶς τεντωμένον.11  

Σε κάποια σχολικά βιβλία πάλι αναφέρεται ο ορισμός των Στοιχείων του 
Ευκλείδη χωρίς όμως παραπέρα σχόλια. Όπως για παράδειγμα: 

 

Ευθεία γραμμή είναι εκείνη που απέχει εξίσου από τα σημεία 
της.12 (3) 

 

Οι ορισμοί (1), (2) και (3) έχουν μια αδυναμία να κατανοηθούν στη 
σημερινή γλώσσα. Συγκεκριμένα διερωτάται κανείς, τί σημαίνουν οι φράσεις: 

1ο  «κεῖται ἐξ ἵσου» 

2ο  «πρός τά ἐφ’ ἑαυτῆς σημεῖα» 

Μεταφράζοντας στη σημερινή γλώσσα τις δυο αυτές εκφράσεις 
συμφωνούμε ότι το ρήμα «κεῖται» της πρώτης φράσης σημαίνει «βρίσκεται» ή 
ακόμα «είναι τοποθετημένο κάπου», άρα και θα απέχει από κάπου μια 
συγκεκριμένη απόσταση. Έτσι η φράση αυτή θα λέγαμε ότι σημαίνει 

«κεῖται ἐξ ἵσου» = απέχει εξίσου 

όπως ακριβώς και αναφέρει ο ορισμός (3). 

 Όμως για τη δεύτερη φράση, δηλαδή «πρός τά ἐφ’ ἑαυτῆς σημεῖα», 
ποια είναι αυτά τα σημεία; Ο ορισμός (3) απαντά απλά «από τα σημεία της», 
ποιά όμως είναι αυτά; Μήπως είναι τα άκρα της ευθείας, μιας και ως ευθεία ο 
Ευκλείδης θεωρεί το ευθύγραμμο τμήμα; 

 Για την κατανόηση του ορισμού αυτού ίσως είναι καλύτερα να διαβάσουμε 
αυτόν που είναι γραμμένος σε γαλλική μετάφραση. Δηλαδή: 

 

«Une ligne droite est celle qui est placée de manière égale par 
rapport aux points qui 

sont sur elles»13 

                                           
11 Α.φ.Πάλλας. Μεγάλη Γεωμετρία. Τεύχος Α’. Αθήνα 1963, σελ. 9 
12 Θεωρητική Γεωμετρία Α’ Ενιαίου Λυκείου. Αλιμπισίνης Αν. κλπ. ΟΕΔΒ, 1990, σελ. 11 
13 http://forum.mathematex.net/tribune-des-mathematiques-f5/definition-de-la-ligne-droite-t4352.html 
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που σημαίνει: 

 

 «Ευθεία γραμμή είναι εκείνη που είναι εξίσου τοποθετημένη 
σε σχέση με τα σημεία που είναι πάνω σ’ αυτήν» 

 

 Με άλλα λόγια αν θεωρήσω δυο τυχαία σημεία πάνω σ’ αυτήν, τότε η ευθεία 
που ορίζουν αυτά είναι πάντα η ίδια.    

 Τέλος στο σημερινό βιβλίο της Γεωμετρίας το θέμα ξεπερνιέται χωρίς την 
πολύπλοκη και ίσως δυσνόητη έκφραση του εν λόγω ορισμού της ευθείας των 
Στοιχείων. Θεωρείται η ευθεία ως μια πρωταρχική έννοια χωρίς άλλες 
διευκρινήσεις. Ίσως αυτό είναι και το καλύτερο και το πιο διδακτικό για τους νέους 
που θέλουν να μυηθούν στη Γεωμετρία. Η ιδέα αυτή εκφράζεται με την ακόλουθη 
διατύπωση: 

 

 «Θα πρέπει ωστόσο, από κάπου να ξεκινήσουμε, από έννοιες οι 

οποίες προκύπτουν από την εμπειρία μας, όπως οι έννοιες, σημείο, 

ευθεία και επίπεδο τις οποίες δεχόμαστε ως πρωταρχικές χωρίς 

περαιτέρω διευκρινήσεις. Όμως αυτές υπόκεινται στις παρακάτω 

παραδοχές: 

 Από δύο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία. 

 Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο του επιπέδου 

που δεν ανήκει σ’ αυτή 

 Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία και εκτείνεται απεριόριστα και 

προς τις δύο κατευθύνσεις, χωρίς διακοπές και κενά»14 

Με τις παραδοχές αυτές για την ευθεία γραμμή, ξεκινάει για τους μαθητές και 
όχι μόνο, το δύσκολο ταξίδι στον όμορφο κόσμο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και 
γενικότερα των μαθηματικών.

 

                                           
14 Ευκλείδεια Γεωμετρία Α’ και Β’ Ενιαίου Λυκείου, Αργυρόπουλος Η. κλπ. ΟΕΔΒ. Αθήνα 2006 



Περιοδικό Μελέτη 76 Οκτώβριος 2017  
Τεύχος 2ο  Περιεχόμενα 
 

 

 Ολοκληρώνοντας όλο αυτό το ταξίδι που ξεκίνησε από τα κείμενα του 
Ομήρου μέχρι και τον ορισμό της ευθείας γραμμής από τον Ευκλείδη, έγινε μια 
προσπάθεια που στόχο είχε την περιπέτεια της λέξης εκείνης που δηλώνει την 
έννοια της ίσιας και της γρήγορης διαδρομής ενός βέλους, ενός κινητού, μιας 
πράξης, μιας σκέψης. Από τον Ευκλείδη και δώθε η διαδρομή αυτή έχει πολλά να 
μας προσφέρει ακόμα.  
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