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Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα  
των Μαθηματικών 

Αυτή η στήλη σκοπεύει να περιλαμβάνει ότι δηλώνει ο τίτλος της.  

Ξεκινώντας από ζητήματα, προβλήματα, έννοιες και διαδικασίες που 
υπάρ-χουν στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, θα τα εμπλουτίζει και θα 
αναδεικνύει όψεις τις οποίες τα σχολικά εγχειρίδια δεν είναι αναγκαίο να 
παρουσιάσουν. Στους στόχους της στήλης είναι η σύνδεση θεμάτων που 
φαινομενικά ανήκουν σε διαφορετικές ενότητες των Μαθηματικών, ώστε να 
αποκαλυφθούν νέες σχέσεις που λόγω των περιορι σμών δεν είναι δυνατόν 
να μελετηθούν στην τάξη.  
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Με αφορμή ένα θεώρημα του Euler 
για το ποδικό τρίγωνο 

Θάνος Μάγκος 

Εισαγωγή 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ρ στο εσωτερικό του. Ας είναι Δ,E,Z οι 

προβολές του Ρ στις πλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ, αντίστοιχα. Το τρίγωνο ΔΕΖ 

ονομάζεται ποδικό τρίγωνο (pedal triangle) του σημείου Ρ ως προς το τρίγωνο 

ΑΒΓ. 

 

 

Αρχικά παρατηρούμε ότι το τετράπλευρο ΑΖΡΕ είναι εγγράψιμο και 

επειδή είναι ΑΖ̂Ρ = 90ο, η ΑΡ είναι διάμετρος του περιγεγραμμένου κύκλου. 

Επομένως, από τον νόμο των ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΖΕ προκύπτει ΕΖ =

ΡΑημΑ. Ομοίως, ισχύει ΖΔ = ΡΒημΒ, ΔΕ = ΡΓημΓ. 

Ένα θεώρημα του Leonhard Euler  

Ας ονομάσουμε 𝑥, 𝑦, 𝑧 τις αποστάσεις του Ρ από τις κορυφές του 

τριγώνου Α,Β,Γ, αντίστοιχα και ας είναι Ο το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. Για 

το εμβαδόν του τριγώνου ΔΕΖ ισχύει το ακόλουθο θεώρημα, το οποίο αποδίδεται 

στον Euler: 

https://en.wikipedia.org/wiki/Pedal_triangle
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
www.mathematica.gr
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Θεώρημα: Ισχύει 

(ΔΕΖ) =
(ΑΒΓ)

4R2
(R2 − OP2).                      (∗) 

Απόδειξη: Φέρουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο του ΑΒΓ και ας είναι Q 

το σημείο τομής της ΒΡ με τον κύκλο αυτό. Η απόδειξη βασίζεται στην 

παρατήρηση ότι  

ΕΔ̂Ζ = QΓ̂Ρ.  (1) Πράγματι, ισχύει QΓ̂Ρ = QΓ̂Α + ΑΓ̂Ρ. 

Όμως QΓ̂Α = ΑΒ̂Ρ (εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο) 

και ΑΒ̂Ρ = ΖΔ̂Ρ (το ΒΔΡΖ είναι εγγράψιμο). 

Επίσης είναι ΑΓ̂Ρ = ΡΔ̂Ε (το ΓΔΡΕ είναι εγγράψιμο), οπότε προκύπτει η 

(1).  

 

Τώρα, από τον νόμο των ημιτόνων στο τρίγωνο ΡQΓ λαμβάνουμε 

ημQΓ̂Ρ

ημΒQ̂Γ
=

ΡQ

ΡΓ
        (𝟐)  

Επομένως είναι  

(ΔΕΖ) =
1

2
ΔΕ ∙ ΔΖ ∙ ημΕΔ̂Ζ =

1

2
ΡΒημΒ ∙ ΡΓημΓ ∙ ημQΓ̂Ρ = 

=
1

2
ημΒημΓ ∙ ΡΒ ∙ PQημΒQ̂Γ =

1

2
ΡΒ ∙ ΡQ ∙ ημΑημΒημΓ. 
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Από το θεώρημα της δύναμης σημείου ως προς κύκλο, είναι ΡΒ ∙ PQ =

R2 − OP2, ενώ από τον νόμο των ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  

ημΑημΒημΓ =
α

2R

β

2R

γ

2R
=

αβγ

8R3
=

4R(ΑΒΓ)

8R3
=

(ΑΒΓ)

2R2
. 

Με αντικατάσταση αυτών στην τελευταία σχέση, προκύπτει η ζητούμενη. 

Αν και η παραπάνω απόδειξη έγινε για την περίπτωση κατά την οποία το 

σημείο Ρ είναι εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ, πρέπει να επισημάνουμε ότι το 

θεώρημα Euler ισχύει γενικότερα, για οποιαδήποτε θέση του Ρ στο επίπεδο του 

τριγώνου. Απλώς τότε, η σχέση διαμορφώνεται ως 

(ΔΕΖ) =
(ΑΒΓ)

4R2
|R2 − OP2|.        (∗∗) 

Εφαρμογές του θεωρήματος Euler 

Ας δούμε στη συνέχεια ορισμένες συνέπειες του θεωρήματος Euler.  

α) Καταρχάς, είναι φανερό ότι από την (∗) μπορούμε να υπολογίσουμε 

την απόσταση του Ρ από το περίκεντρο, εάν γνωρίζουμε το εμβαδόν του ποδικού 

τριγώνου του Ρ, και αντιστρόφως. Για παράδειγμα, θα υπολογίσουμε την 

απόσταση του έγκεντρου Ι από το Ο. Αρχικά υπολογίζουμε το εμβαδόν του 

ποδικού τριγώνου του Ι. 
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Ως γνωστόν ισχύει ΑΖ = ΑΕ = τ − α, ΒΖ = ΒΔ = τ − β, ΓΔ = ΓΕ =

τ − γ, όπου τ είναι η ημιπερίμετρος του τριγώνου. Τότε έχουμε 

(ΔΕΖ) = (ΑΒΓ) − (ΑΖΕ) − (ΒΔΖ) − (ΓΔΕ) = 

= (ΑΒΓ) −
(τ − α)2ημΑ

2
−

(τ − β)2ημΒ

2
−

(τ − γ)2ημΓ

2
= 

= (ΑΒΓ) −
α(τ − α)2 + β(τ − β)2 + γ(τ − γ)2

4R
= 

= (ΑΒΓ) −
τ2(α + β + γ) − 2τ(α2 + β2 + γ2) + α3 + β3 + γ3

4R
. 

Από τις σχέσεις α2 + β2 + γ2 = 2τ2 − 2ρ2 − 8Rρ, α3 + β3 + γ3 =

2τ(τ2 − 3ρ2 − 6Rρ) οι οποίες αποδείχθηκαν στο 1ο τεύχος της Μελέτης (σελ.7), 

προκύπτει τελικά  

(ΔΕΖ) = (ΑΒΓ)
ρ

2R
, 

οπότε, από την (∗) βρίσκουμε ΟΙ2 = R2 − 2Rρ. 

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε την απόσταση του βαρύκεντρου G από το 

περίκεντρο Ο, υπολογίζοντας το εμβαδόν του ποδικού τριγώνου του G. 

 

Γνωρίζουμε ότι (ΒΓG) =
(ΑΒΓ)

3
, άρα 

αGΔ

2
=

(ΑΒΓ)

3
. Επομένως λαμβάνουμε  
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GΔ =
2(ΑΒΓ)

3α
 

και με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε  

GE =
2(ΑΒΓ)

3β
, GZ =

2(ΑΒΓ)

3γ
. 

Επίσης, λόγω του εγγράψιμου τετράπλευρου ΒΔGZ, είναι EĜZ = 180o −

Â. Τότε έχουμε 

(GZE) =
1

2
GE ∙ GZημΑ =

1

2

2(ΑΒΓ)

3β

2(ΑΒΓ)

3γ

α

2R
=

(ΑΒΓ)2

9R

α

βγ
 

και ανάλογες εκφράσεις ισχύουν για τα (GΖΔ), (GΔΕ). Επομένως 

προκύπτει 

(ΔΕΖ) = (GZE) + (GΖΔ) + (GΔΕ) =
(ΑΒΓ)2

9R
(

α

βγ
+

β

γα
+

γ

αβ
) = 

=
(ΑΒΓ)2

9R

α2 + β2 + γ2

αβγ
=

(ΑΒΓ)

36R2
(α2 + β2 + γ2). 

Τώρα, από την (∗) είναι φανερό ότι ισχύει 

OG2 = R2 −
α2 + β2 + γ2

9
. 

Μετά τα παραπάνω, ο αναγνώστης καλείται να υπολογίσει το εμβαδόν του 

ποδικού τριγώνου του ορθόκεντρου Η οξυγώνιου τριγώνου ΑΒΓ. Μάλιστα, αυτό 

ονομάζεται ορθικό τρίγωνο του ΑΒΓ. Έπειτα θα μπορέσει με τη βοήθεια της (∗) 

να υπολογίσει την παράσταση ΟΗ2. Τότε, μπορεί να αντιμετωπίσει εύκολα το 3ο 

θέμα της 16ης Βαλκανικής Μαθηματικής Ολυμπιάδας: 

Αν ΑΒΓ είναι οξυγώνιο τρίγωνο και Μ,Ν,Ρ είναι οι προβολές του 

βαρύκεντρου G στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ, αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  
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4

27
≤

(ΜΝΡ)

(ΑΒΓ)
≤

1

4
. 

β) Από την (∗) είναι φανερό ότι το σημείο Ρ στο εσωτερικό του τριγώνου 

ΑΒΓ, του οποίου το ποδικό τρίγωνο έχει το μέγιστο εμβαδόν, είναι το περίκεντρο 

Ο και το μέγιστο εμβαδόν ισούται με (ΑΒΓ)/4. Πράγματι, η (∗) γράφεται  

(ΔΕΖ) =
(ΑΒΓ)

4
−

(ΑΒΓ)ΟΡ2

4R4
≤

(ΑΒΓ)

4
 

και η ισότητα ισχύει αν, και μόνο αν, το Ρ είναι το περίκεντρο του τριγώνου. 

γ) Από την (∗∗) είναι φανερό ότι όταν το σημείο Ρ βρίσκεται στον 

περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει (ΔΕΖ), δηλαδή τα σημεία 

Δ,Ε,Ζ είναι συνευθειακά. Ισχύει δηλαδή η ακόλουθη  

Πρόταση: Αν σημείο κινείται στον περιγεγραμμένο κύκλο τριγώνου ΑΒΓ, 

οι προβολές του στις πλευρές του τριγώνου είναι συνευθειακά σημεία. 

Η ευθεία αυτή είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως ευθεία του Simson, αν και 

μάλλον θα έπρεπε να ονομάζεται ευθεία Wallace, αφού η πατρότητα της 

προηγούμενης πρότασης αποδίδεται στον   William Wallace.  

 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Simson_line
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Wallace.html
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Από τον Wolstenholme στον Τσίντσιφα 

Ένα από τα εγκυρότερα, παγκοσμίως, περιοδικά επίλυσης προβλημάτων 

είναι το περιοδικό Crux Mathematicorum, το οποίο εκδίδεται από την Καναδική 

Μαθηματική Εταιρεία (CMS). Στο τεύχος του Οκτωβρίου του 1985 ο Murray 

Klamkin πρότεινε το ακόλουθο  

Πρόβλημα 1076: Αν 𝑥, 𝑦, 𝑧 είναι οι αποστάσεις σημείου Ρ από τις κορυφές 

τριγώνου ΑΒΓ και Κ είναι το εμβαδόν του ποδικού τριγώνου του σημείου P, να 

αποδείξετε ότι η παράσταση  

x2ημ2Α + y2ημ2Β + z2ημ2Γ + 8Κ 

είναι σταθερή (δηλαδή ανεξάρτητη του σημείου Ρ). 

Εκτός από την απόδειξη του Klamkin, στο περιοδικό έφτασαν μόνο δύο 

(!) αποδείξεις από τους αναγνώστες του περιοδικού. Μάλιστα, αυτή που 

δημοσιεύτηκε στο τεύχος Φεβρουαρίου του 1987 ανήκει στον Θεσσαλονικιό 

γεωμέτρη Γιώργο Τσίντσιφα, τακτικό λύτη και πρoτείνοντα στη στήλη 

προβλημάτων του περιοδικού Crux Mathematicorum. Αξίζει επίσης να αναφερθεί 

ότι το πρόβλημα αυτό, λόγω του ενδιαφέροντός του, υπάρχει και στη συλλογή 

προβλημάτων που εξέδωσε το 1996 ο Ross Honsberger από την Mathematical 

Association of America (MAA) υπό τον τίτλο From Erdős to Kiev, Problems of 

Olympiad Caliber.  

Ας δούμε αρχικά μια απόδειξη του παραπάνω ισχυρισμού. Ονομάζουμε 

Λ,Μ,Ν τα μέσα των ΡΑ, ΡΒ, ΡΓ, αντίστοιχα.  

 

https://cms.math.ca/crux/
https://en.wikipedia.org/wiki/Murray_S._Klamkin
https://en.wikipedia.org/wiki/Murray_S._Klamkin
https://en.wikipedia.org/wiki/Ross_Honsberger
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Παρατηρούμε ότι ισχύει ΖΛ = ΕΛ =
ΑΡ

2
=

x

2
 και ΖΛ̂Ε = ΖΛ̂Ρ + ΡΛ̂Ε =

2ΛΑ̂Ζ + 2ΛΑ̂Ε = 2Α̂, αφού οι ΖΛ, ΕΛ είναι οι διάμεσοι που αντιστοιχούν στην 

υποτείνουσα των ορθογωνιών τριγώνων ΑΖΡ, ΑΕΡ. Τότε ισχύει 

(ΖΛΕ) =
1

2
ΛΖ ∙ ΛΕ ∙ ημΖΛ̂Ε =

1

2
∙

x

2
∙

x

2
ημ2Α =

x2ημ2Α

8
. 

Άρα ισχύει x2ημ2Α = 8(ΖΛΕ). Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και 

y2ημ2Β = 8(ΖΜΔ), z2ημ2Γ = 8(ΔΝΕ). Επομένως είναι 

x2ημ2Α + y2ημ2Β + z2ημ2Γ + 8Κ

= 8[(ΖΛΕ) + (ΖΜΔ) + (ΔΝΕ) + (ΔΕΖ)]. 

Απομένει να παρατηρήσουμε τώρα ότι ισχύει 

(ΖΛΕ) + (ΖΜΔ) + (ΔΝΕ) + (ΔΕΖ) =
(ΑΒΓ)

2
, 

αφού (ΖΛΡ) = (ΛΖΑ), (ΡΜΖ) = (ΖΜΒ), (ΒΜΔ) =

(ΔΜΡ), (ΡΔΝ) = (ΔΝΓ), (ΡΕΝ) = (ΓΕΝ), (ΛΕΡ) = (ΛΕΑ).  

Τελικά προκύπτει 

x2ημ2Α + y2ημ2Β + z2ημ2Γ + 8Κ = 4(ΑΒΓ), 

δηλαδή η παράσταση είναι σταθερή και μάλιστα ίση με 4(ΑΒΓ). 

Τώρα, με χρήση του θεωρήματος του Euler, βλέπουμε ότι η παραπάνω 

σχέση λαμβάνει τη μορφή 

PA2ημ2Α + PB2ημ2Β + PΓ2ημ2Γ = 2(ΑΒΓ) +
2(ΑΒΓ)

R2
OP2, 

η οποία γράφεται και ως 

PA2ημ2Α + PB2ημ2Β + PΓ2ημ2Γ

= 2(ΑΒΓ) + 4ΟΡ2ημΑημΒημΓ     (∗∗∗) 

Άμεση συνέπεια της παραπάνω ισότητας είναι το ακόλουθο  
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Θεώρημα: Για το τυχαίο σημείο Ρ στο επίπεδο του τριγώνου ΑΒΓ 

ισχύει  

PA2ημ2Α + PB2ημ2Β + PΓ2ημ2Γ ≥ 2(ΑΒΓ)     (∗∗∗∗) 

και η ισότητα ισχύει αν, και μόνο αν, το Ρ είναι το περίκεντρο του τριγώνου.  

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω ίσως θα ήταν δικαιολογημένο να 

ονομαστεί η (∗∗∗), θεώρημα Klamkin, καθώς το πρόβλημα που οδήγησε σε 

αυτήν, προτάθηκε από τον ίδιο. Ωστόσο, όπως αποδεικνύεται, το πρόβλημα αυτό 

είναι αρκετά παλαιότερο. Το συναντάμε, όπως ακριβώς εμφανίζεται στη σχέση  

(∗∗∗), στο βιβλίο A book of mathematical problems, on subjects included in the Cambridge 

course, του Joseph Wolstenholme που εκδόθηκε το 1867. Όπως αναφέρει ο 

συγγραφέας στον πρόλογο, το βιβλίο περιέχει προβλήματα τα οποία 

χρησιμοποιήθηκαν σε διάφορες πανεπιστημιακές εξετάσεις, όπως το Cambridge 

Mathematical Tripos, πολλά εκ των οποίων είναι δικής του έμπνευσης. Μάλιστα, 

στο βιβλίο αυτό περιέχεται και η ακόλουθη γεωμετρική ανισότητα 

Θεώρημα: Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και οι πραγματικοί αριθμοί 𝑥, 𝑦, 𝑧. Αν 

ο 𝑛 είναι θετικός ακέραιος, ισχύει 

x2 + y2 + z2 ≥ 2(−1)n+1[yzσυν(nA) + zxσυν(nB) + xyσυν(nΓ)] 

την οποία συναντάμε στη βιβλιογραφία ως ανισότητα Wolstenholme. Ως 

εκ τούτου, φαντάζει λογικό να αποκαλούμε στο εξής την (∗∗∗) θεώρημα 

Wolstenholme.  

Κλείνοντας, ας παραθέσουμε ορισμένες εφαρμογές της (∗∗∗∗). 

Αν ως Ρ επιλέξουμε το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνουμε 

ημ2Α + ημ2Β + ημ2Γ =
(ΑΒΓ)

2R2
 

η οποία γράφεται και υπό τη μορφή  

ημ2Α + ημ2Β + ημ2Γ = ημΑημΒημΓ. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Wolstenholme
https://en.wikipedia.org/wiki/Cambridge_Mathematical_Tripos
https://en.wikipedia.org/wiki/Cambridge_Mathematical_Tripos
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Αν ως Ρ επιλέξουμε το βαρύκεντρο G του τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνουμε 

GA2ημ2Α + GB2ημ2Β + GΓ2ημ2Γ ≥ 2(ΑΒΓ) 

η οποία, επειδή ισχύει GA = 2μα/3 κτλ. γράφεται ως 

μα
2ημ2Α + μβ

2ημ2Β + μγ
2ημ2Γ ≥

9

2
(ΑΒΓ) 

αλλά και ως 

(2β2 + 2γ2 − α2)ημ2Α + (2γ2 + 2α2 − β2)ημ2Β

+ (2α2 + 2β2 − γ2)ημ2Γ ≥ 18(ΑΒΓ) 

Αν ως Ρ επιλέξουμε το έγκεντρο Ι του τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνουμε 

ΙA2ημ2Α + ΙB2ημ2Β + ΙΓ2ημ2Γ ≥ 2(ΑΒΓ) 

η οποία, επειδή ισχύει ΙΑ = ρ/ημ(Α/2) κτλ., μετά τις απλοποιήσεις 

γράφεται ως 

σφ
Α

2
συνΑ + σφ

Β

2
συνΒ + σφ

Γ

2
συνΓ ≥

τ

2ρ
. 

Αν ως Ρ επιλέξουμε το ορθόκεντρο Η του τριγώνου ΑΒΓ λαμβάνουμε 

ΗA2ημ2Α + ΗB2ημ2Β + ΗΓ2ημ2Γ ≥ 2(ΑΒΓ) 

η οποία, επειδή ισχύει ΗΑ = 2R|συνΑ| κτλ., μετά τις απλοποιήσεις 

γράφεται ως 

συν3Α

ημΒημΓ
+

συν3Β

ημΓημΑ
+

συν3Γ

ημΑημΒ
≥

1

2
. 

Στις προηγούμενες ανισότητες η ισότητα ισχύει αν, και μόνο αν, το 

εκάστοτε σημείο ταυτίζεται με το περίκεντρο του τριγώνου, δηλαδή αν, και μόνο 

αν, το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
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Αξιοποιώντας τα λογισμικά προγράμματα 

 

Σε αυτήν τη στήλη θα μελετώνται προβλήματα γεωμετρικά, αλλά και 
αλγεβρικά μέσω λογισμικών προγραμμάτων. Μια τέτοια διαδικασία, που 
εμπεριέχει «κινητικότητα», αποτελεί ένα ισχυρό ερέθισμα στον αναγνώστη 
και σε κάθε υποψήφιο λύτη.  

Για να μπορέσει ο εκπαιδευτικός δάσκαλος να εξαντλήσει τις δυνατό -
τητες της λεγόμενης «Ζώνης επικείμενης ανάπτυξης» του μαθητή, σύμφωνα 
με τις απόψεις του Lev Vygotsky(1896-1934), σίγουρα θα ξεκινήσει από 
ένα γενικό ερέθισμα στην αρχή, αλλά οπωσδήποτε στη συνέχεια θα βρεθεί 
στην ανάγκη να παράσχει «μικρά πακέτα βοήθειας» ώστε να επιτύχει τον 
διδακτικό του στόχο. Αυτός επιτυγχάνεται και διευκολύνεται από τα 
«εργαλεία» διαθέτουμε στο «ψηφιακό εργαστήριό».  

Στη σημερινή εποχή, η δραστηριότητα στην τάξη επηρεάζεται από τις 
δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία και βαθμιαία προσαρμόζεται σε 
αυτήν. Για το λόγο αυτό αξίζει να αφιερώσουμε κάποιο χρόνο για τη μύηση 
στο νέο πνεύμα και την ουσιαστική αξιοποίησή της Τεχνολογίας. Θεωρούμε 
ότι ιδιαίτερα στα Μαθηματικά, το μέλλον της εκπαιδευτικής διαδικασί ας θα 
επηρεαστεί ριζικά από τη χρήση των λογισμικών και των άλλων 
υποστηρικτικών μηχανισμών. Αυτό θα αλλάξει και τη συνολική εικόνα της 
στρατηγικής της διδασκαλίας. Προς αυτή την κατεύθυνση στοχεύει η 
συγκεκριμένη στήλη.  
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Γεωμετρικές ενασχολήσεις 

Κώστας Δόρτσιος  

Σε ένα τετράγωνο    πλευράς     δίνεται σημείο    το οποίο 

κινείται πάνω στη διαγώνιο  . Η κάθετος στη διαγώνιο   στο σημείο   ορίζει 

στις πλευρές του τετραγώνου τα σημεία   και  . (Σχ. 1)  

 

Σχήμα 1. 

Να μελετηθεί το εμβαδόν του χωρίου που ορίζει η   με την κορυφή   

του τετραγώνου κατά τη συνολική διαδρομή του σημείου   από την κορυφή   

στην κορυφή  .  

Επεξεργασία του προβλήματος 

Θεωρούμε ότι είναι: x  . Με δεδομένο ότι 2   τότε 

διακρίνουμε δύο περιπτώσεις κατά τη διαδρομή του σημείου  .  

1η περίπτωση  (Σχ.1) 

 Έστω ότι είναι: 

2
0

2

a
x   

Τότε είναι φανερό ότι θα είναι 

x      
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Άρα:       
1 1

2
2 2

x x          

δηλαδή:    2
1x    

2η περίπτωση  (Σχ.2) 

Έστω ότι είναι:
2

2
2

a
x a    

Τότε θα είναι: 2a x      

κι ακόμα: 2a x       

άρα το ζητούμενο εμβαδόν θα είναι:  

 
2

2
( ) ( ) ( ) 2E E E a a x            

και μετά τις πράξεις θα είναι:  

 2 2
( ) 2 2 2x a x a        

 

Σχήμα 2.  

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι η συνάρτηση που εκφράζει το εμβαδόν 

του ζητούμενου χωρίου και στις δύο περιπτώσεις θα είναι:  
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   

2

2 2

2
, 0

2
3

2
2 2 , 2

2

a
x x

f x
a

x a x a x a


 


 

    


 

Το γράφημα της συνάρτησης αυτής φαίνεται σε ένα στιγμιότυπο στο Σχήμα 

3. 

 

Σχήμα 3. 

Από το σχήμα αυτό αντιλαμβάνεται κανείς τον τρόπο σύμφωνα με τον 

οποίο μεταβάλλεται το εμβαδόν αυτό που ξεκινά από μηδέν και φτάνει στη 

μέγιστη τιμή που είναι το εμβαδόν του δοθέντος τετραγώνου.  

Στο Σχήμα 4 βλέπουμε  μια ταυτόχρονη απεικόνιση της μεταβολής του 

εμβαδού του χωρίου που μελετάμε σε σχέση με την κίνηση του σημείου Μ του 

οποίου η απόσταση x    είναι η τετμημένη του σημείου S.  
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Σχήμα 4. 

Δείτε το αρχείο: (αρχείο 1) 

Δίνεται ένας κύβος με ακμή ίση με α . Τέμνουμε το κύβο αυτό με ένα 

επίπεδο που διέρχεται από τρεις κορυφές όπως φαίνεται στο Σχήμα 5. Να βρεθεί 

η σχέση του απομένοντος τμήματος του κύβου με αυτό που αποκόπτεται.  

 

Σχήμα 5. 

https://www.geogebra.org/m/eXG8EZR6
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Επεξεργασία 

Μια αρχική παρατήρηση είναι ότι τα δύο στερεά που θα προκύψουν από 

την τομή αυτή του κύβου με το επίπεδο είναι ένα τετράεδρο και ένα κυρτό 

πολύεδρο. Ας τα δούμε σε μια διαφορετική θέση που προέκυψε ύστερα από μια 

παράλληλη μετατόπιση:  

 

Το τετράεδρο έχει βάση το τρίγωνο 1 1 1    το οποίο είναι ένα ισοσκελές 

ορθογώνιο τρίγωνο με πλευρές ίσες με την ακμή του κύβου, δηλαδή ίσες με  . 

Επίσης το ύψος του τετράεδρου αυτού είναι ίσο με  . 

Επομένως ο όγκος του τετραέδρου αυτού, που είναι μια τριγωνική 

πυραμίδα, είναι:  

      2 3

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
.

3 3 2 6
V                   

δηλαδή: 

   3

1 1 1 1

1
. 1

6
V V        

Επίσης, ο όγκος του κυρτού πολυέδρου θα είναι:  

Σχ.6 
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3 3

3

1 1
( . ) ( ) ( ) 5

6
V έ V ύ V έ        


       

δηλαδή:   1 3

1
( . ) 5 2V V έ  


   

Από τις (1) και (2) παρατηρούμε ότι το κυρτό πολύεδρο ισοδυναμεί με 

πέντε τετράεδρα του σχήματος ή με άλλα λόγια ότι αρχικός κύβος ισοδυναμεί με 

έξι τέτοια τετράεδρα. Δηλαδή: 

   6 ( ) 3V ύ V έ      

Γεωμετρική ερμηνεία της σχέσης (3) 

Θα προσπαθήσουμε να διαμελίσουμε στη συνέχεια τον αρχικό κύβο σε έξι 

τετράεδρα μεταξύ των ισοδύναμα, δηλαδή έξι τετράεδρα με τον ίδιο όγκο μεταξύ 

των.  

 

Σχήμα 7. 
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Για το λόγο αυτό συνεχίζουμε να τέμνουμε τον αρχικό κύβο με επίπεδα και να 

μετακινούμε τα τετράεδρα που αποκόπτονται από αυτόν σε μια θέση ξέχωρη του 

κύβου. Τότε η εικόνα του αποτελέσματος αυτού θα είναι αυτή του σχήματος 

Στο Σχήμα 7 βλέπουμε τέσσερα ίσα τετράεδρα και ένα ακόμη «τετράεδρο» 

στο κέντρο. Είναι ένα «αλλιώτικο τετράεδρο» που απέμεινε στην «καρδιά» του 

αρχικού κύβου.  

Το «αλλιώτικο τετράεδρο» 

Ας παρουσιάσουμε το «αλλιώτικο τετράεδρο» σε μια ξεχωριστή εικόνα 

(Σχ.8) ώστε να μπορέσουμε να διακρίνουμε τι σχέση έχει αυτό με τα υπόλοιπα 

τετράεδρα.  

Θα δείξουμε ότι το σχήμα αυτό μπορεί να αναλυθεί σε δύο τετράεδρα ίσα 

με προηγούμενα τέσσερα της αρχικής μας διαμέρισης του κύβου. 

Σχ. 8 
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Κατ’ αρχήν χωρίζουμε αυτό σε δύο ισοδύναμα τετράεδρα όπως φαίνεται 

στο σχήμα 9 από τα οποία παρατηρώ το ένα. 

Υπενθυμίζουμε ότι: ένα τετράεδρο δεν αλλάζει όγκο αν μια κορυφή του 

κινηθεί παράλληλα προς την απέναντι βάση του. Αυτό το θεώρημα είναι 

γενίκευση στο χώρο των τριών διαστάσεων, του αντίστοιχου θεωρήματος της 

Επιπεδομετρίας που λέει ότι: το εμβαδόν ενός τριγώνου δεν μεταβάλλεται αν 

μια κορυφή του τριγώνου αυτού κινηθεί παράλληλα προς την απέναντι βάση. 

Στα ακόλουθα δύο στιγμιότυπα εφαρμόστηκε η αρχή αυτή και δείχνουν τη 

διαδικασία της απόδειξης ότι το τετράεδρο του Σχήματος 9 είναι ισοδύναμο με 

τα τέσσερα αρχικά. 

Μετακίνηση μιας κορυφής 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 9 
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Κατά τη μετακίνηση της κορυφής αυτής το αρχικό τετράεδρο μπορεί να 

θεωρηθεί ότι έχει βάση το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο που ανήκει στην 

«άνω» έδρα του κύβου και κορυφή το κέντρο της «κάτω» έδρας του κύβου.  

Το νέο αυτό τετράεδρο, σύμφωνα με την πρόταση που αναφέραμε, είναι 

ισοδύναμο με το αρχικό και προφανώς ισοδύναμο με τα τέσσερα αρχικά του 

Σχήματος 7.  

Μετακίνηση δεύτερης κορυφής 

Κατά τη μετακίνηση αυτή βλέπουμε ότι τελικά το ένα εκ των δύο τετραέδρων στα 

οποία χωρίστηκε το «αλλιώτικο τετράεδρο» του Σχήματος 8 του 

μετασχηματίστηκε ισοδύναμα σε ένα τελικό που είναι ίσο με το καθένα από τα 

τέσσερα αρχικά. Όμοια, μπορούμε να κάνουμε και για το άλλο τετράεδρο του 

«αλλιώτικου τετραέδρου».  

Άρα τελικά ο κύβος διαμερίστηκε σε έξι ισοδύναμα τετράεδρα. 

Δείτε το αρχείο: (αρχείο 2) 

  

https://www.geogebra.org/m/YBZyKppG
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Από το προηγούμενο τεύχος 2 

Στον κύλινδρο ύψους h  και ακτίνας ίσης με r  είναι τυλιγμένη μια κλωστή 

που έχει το σχήμα μιας κυκλικής έλικας, όπως αυτή φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 

Να βρεθεί το μήκος αυτής χωρίς χρήση της θεωρίας των ολοκληρωμάτων. 

 

Αρχική επεξεργασία 

Παρατηρούμε ότι η πράσινη κλωστή είναι τυλιγμένη σε έναν κύλινδρο και 

αποτελεί, όπως μας πληροφορεί η εκφώνηση μια κυκλική έλικα. Η κυκλική έλικα 

είναι μια καμπύλη στο χώρο που, για τη μορφή της, όλοι έχουμε μια αντίληψη 

από την εμπειρία της καθημερινότητας. Για παράδειγμα μια κυκλική σκάλα, ένα 

αναρριχητικό φυτό, μια βίδα κλπ.  

Από γεωμετρική άποψη αυτή η κυκλική έλικα έχει δυο χαρακτηριστικά 

στοιχεία: 

1ο Μπορεί να  «περιτυλιχθεί» γύρω από την κυρτή επιφάνεια ενός κυλίνδρου. 

2ο Έχει ένα σταθερό βήμα. Το βήμα είναι η απόσταση, πάνω στην 

κατεύθυνση του άξονα του κυλίνδρου στον οποίο φιλοξενείται, την οποία μια έλικα 

χρειάζεται για να κάνει μια περιτύλιξη γύρω από αυτόν.  
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Στην περίπτωσή μας η πράσινη αυτή έλικα καλύπτει ένα ύψος ίσο με h  και 

κάνει τέσσερες περιελίξεις, άρα το βήμα της, ας το ονομάσουμε m  θα είναι:  

 1
4

h
m    

Μια επιπλέον ιδιότητα είναι η εξής: Ο τρόπος που «περιελίσσεται» έχει μια 

«κανονικότητα», δηλαδή αν σκεφτούμε ότι σε κάθε σημείο της καμπύλης αυτής 

φέρουμε την εφαπτομένη της, τότε η κλίση της εφαπτομένης αυτής ως προς το 

επίπεδο της βάσης του κυλίνδρου είναι πάντα η ίδια. 

Ξετύλιγμα της έλικας 

Είναι απλό τώρα κανείς να σκεφτεί την απλή περίπτωση κατά την οποία το 

«ξετύλιγμα» της καμπύλης αυτής θα μας δώσει νέα στοιχεία. Για να μετρήσει κανείς 

ένα κουβάρι στο οποίο είναι τυλιγμένη μια κλωστή, φτάνει να ξετυλίξει το κουβάρι, 

να τεντώσει την κλωστή και μετά να τη μετρήσει! 

Την απλοϊκή αυτή ιδέα ας την εφαρμόσουμε στην παραπάνω έλικα.  

Ας δούμε ένα σχήμα –στιγμιότυπο του ξετυλίγματος αυτού, που θα 

προκύψει:  
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Με την ολοκλήρωση του ξετυλίγματος αυτού έχουμε πλέον την εικόνα η 

οποία φαίνεται στο επόμενο σχήμα 

 

Στο τελευταίο αυτό σχήμα τα πράγματα είναι εύκολα. Η πράσινη κλωστή 

έγινε η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου στο οποίο είναι γνωστές οι δύο 

κάθετες πλευρές του. Δηλαδή:  

4 ( ) 4 2 8

o

o

ή έ

ή ύ r r

ύ ί h

  

     

  

  

      

  

 

Άρα, το ζητούμενο μήκος L  της έλικας είναι: 

 
2 2 2 2 2

8 64oL r h r h         

Ο ίδιος ο τύπος προκύπτει και με τη χρήση Ανώτερων  Μαθηματικών και 

τη στήριξη της Διαφορικής Γεωμετρίας. Ο στόχος μας ήταν να βρούμε το μήκος 

μιας κυκλικής έλικας με εντελώς στοιχειώδη μέσα και τεχνικές.  

Δείτε αρχείο: (αρχείο 3) 

  

https://www.geogebra.org/m/KNhXYjta
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Για το επόμενο τεύχος 

Πώς μπορεί να κατασκευαστεί το ακόλουθο σχήμα με το λογισμικό 

Geogebra; Σας δίνουμε τα πρώτα βήματα. 

 

Δεδομένα 

Δίνεται ότι  το ΑΒΓΔΕΖ είναι ένα κανονικό εξάγωνο πλευράς    και 

τα τόξα που συνδέουν το κέντρο με τις κορυφές είναι τόξα κύκλων με ακτίνα ίση 

με r    . Τα υπόλοιπα τόξα μπορείτε να τα επιλέξετε όπως εσείς θέλετε.  

 

Το κόκκινο τμήμα της ακόλουθης έλλειψης είναι ίσο, μεγαλύτερο ή 

μικρότερο από το ένα τέταρτο του χωρίου που περικλείει η έλλειψη αυτή; 

Δικαιολογείστε την απάντησή σας.  
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Βιβλιογραφία   

Δόρτσιος Κώστας, Ξεδιπλώνοντας καμπύλες στο επίπεδο και στον χώρο. 34ο 
Πανελλήνιο Συνέδριο της Ε.Μ.Ε. Λευκάδα, 2017, Πρακτικά σελ. 217. 
 

Λογισμικά 

Geogebra, Cabri3D 
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Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία 
και στις Επιστήμες 

 

Τα Μαθηματικά που διδάσκονται στο Ελληνικό σχολείο δεν 
αναδεικνύουν  σχεδόν ποτέ την εφαρμογή τους στην Τεχνολογία, στις 
Επιστήμες, στην Τέχνη και σε άλλους τομείς της ανθρώπινης 
δραστηριότητας. Αυτό είναι κατάφορα αντιφατικό με την εκπαιδευτική 
διαδικασία, διότι είναι μόνιμο ερώτημα και διαχρονικό ερώτημα των μαθητών 
είτε ενδιαφέρονται πολύ είτε λίγο με τα Μαθηματικά να γνωρίσουν και να 
μάθουν κάποιες πλευρές της «χρησιμότητάς» το υς. 

Ένας στόχος λοιπόν, αυτής της στήλης είναι να αναδείξει όψεις της 
χρήσης των Μαθηματικών στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες.  

Ένας δεύτερος στόχος αυτής της στήλης είναι να δείξει πώς 
ερωτήματα και προβλήματα που αντιμετωπίζει η Τεχνολογία και οι 
Επιστήμες μπορεί να αποτελέσουν για τα Μαθηματικά πηγή για νέες 
δημιουργικές προτάσεις και ενδιαφέρουσες λύσεις.  
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Πτυσάγωνα 

Δημήτρης Παπάρας 

Μαθητής της Α’ Λυκείου του Π.Σ.Π.Θ. 

Τα πτυσάγωνα είναι χάρτινα πολύγωνα, τα οποία κατασκευάζονται από 

λωρίδες χαρτιού, άλλοτε ίσιες, άλλοτε ακαθόριστου σχήματος και έχουν την 

ιδιότητα να αλλάζουν «πρόσωπα» όταν αναδιπλώνονται. Στα αγγλικά η κοινή 

ονομασία είναι «Flexagons», δεν υπάρχει αντίστοιχη βιβλιογραφία στα ελληνικά, 

οπότε ο όρος «πτυσάγωνα» είναι προσωπικός μου νεολογισμός. Κατέληξα σε 

αυτήν την ονομασία καθώς έχουν πολλαπλές πτυχές, έχουν την ιδιότητα της 

αναδίπλωσης (Α.Ε. πτύσσω: διπλώνω) και είναι πολύγωνα. 

Ιστορικά Στοιχεία 

Όλα άρχισαν το φθινόπωρο του 1939. Ο Arthur H. Stone, 

εικοσιτριάχρονος απόφοιτος μαθητής από την Αγγλία, διέμενε στο πανεπιστήμιο 

Princeton ως μέρος της μαθηματικής του υποτροφίας και είχε μόλις σκίσει μία 

ίντσα από τα χαρτιά του αμερικάνικου τετραδίου, ώστε να χωρέσουν στο αγγλικό 

του ντοσιέ (το αμερικάνικο μέγεθος σελίδας τετραδίου ήταν μεγαλύτερο). Για να 

ψυχαγωγηθεί άρχισε να διπλώνει τα αποκόμματα το χαρτιού με διάφορους 

τρόπους και ένα από τα δημιουργήματα του ήταν ιδιαίτερα ενδιαφέρον. Είχε 

διπλώσει την λωρίδα χαρτιού διαγώνια σε τρία σημεία και ένωσε τα άκρα 

φτιάχνοντας ένα εξάγωνο. Όταν δίπλωνε τα δύο προσκείμενα τρίγωνα και πίεζε 

την απέναντι γωνία, το τρίγωνο αναδιπλώνονταν εμφανίζοντας ένα τελείως 

διαφορετικό «πρόσωπο». Αυτό ήταν το πρώτο πτυσάγωνο που ανακαλύφθηκε και 

είχε τρεις πτυχές (τρία πρόσωπα). Ο Stone σκεφτόταν την νέα του ανακάλυψη το 

βράδυ και το πρωί επιβεβαίωσε την πρόβλεψη του πως πιο σύνθετα μοντέλα με  

περισσότερες πτυχές μπορούν να κατασκευαστούν με έξι πτυχές αντί για τρείς. Σε 

αυτό το σημείο ο Stone είχε βρει το θέμα τόσο ενδιαφέρον, που το μοιράστηκε 

με τους φίλους του. Σύντομα τα πτυσάγωνα εμφανιζόντουσαν σε αφθονία στα 

μεσημεριανά και βραδινά τραπέζια. Οργανώθηκε λοιπόν μία επιτροπή, με σκοπό 

να αποκαλυφθούν τα μυστήρια των πτυσαγώνων. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Harold_Stone
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Ονοματολογία και θεωρία 

Στα αγγλικά οι λέξεις παίρνουν δύο συνθετικά ανάλογα με τον αριθμό των 

πτυχών και τον αριθμό των γωνιών του πολυγώνου. Για παράδειγμα, το 

«trihexaflexagon» είναι ένα τρίπτυχο εξάγωνο ή ένα τριεξαπτυχάγωνο (προτιμώ το 

περιφραστικό). Ένα «hexahexaflexagon» είναι ένα εξάπτυχο εξάγωνο 

(εξαεξαπτυχάγωνο) κ.ο.κ.. Αν για κάποιο λόγο δεν θέλουμε να προσδιορίσουμε 

αριθμό πτυχών προσάπτουμε μόνο το ένα συνθετικό, π.χ. εξαπτυχάγωνο, 

τετραπτυχάγωνο κ.τ.λ.. 

Τα πτυσάγωνα εντάσσονται σε έναν κλάδο των μαθηματικών που 

ονομάζεται τοπολογία. Τα πτυσάγωνα με περιττό αριθμό πτυχών είναι στην βάση 

τους παραλλαγές της λωρίδας Mobius. Η λωρίδα Mobius είναι μία ταινία η οποία 

έχει μόνο μια πλευρά και μόνο μία ακμή. Αν κάποιος προσπαθούσε να την 

διασχίσει, θα έφτανε ξανά από εκεί που άρχισε. 

 

[Ταινία Moebius] 

Ένα τρίπτυχο εξάγωνο είναι μια ταινία Mobius με 3 ημί-στροφές. Δεν έχει 

όμως το ακαθόριστο σχήμα μιας ταινίας, αποτελείται από ισόπλευρα τρίγωνα και 

έχει σχήμα εξάγωνου. 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%86%CE%BF%CF%85%CE%B3%CE%BA%CE%BF%CF%85%CF%83%CF%84_%CE%A6%CE%AD%CF%81%CE%BD%CF%84%CE%B9%CE%BD%CE%B1%CE%BD%CF%84_%CE%9C%CE%AD%CE%BC%CF%80%CE%B9%CE%BF%CF%85%CF%82
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Όταν αναδιπλώνουμε το πτυσάγωνο, μπορούμε να παρατηρήσουμε πως η 

πλευρά που βλέπουμε μεταφέρεται πίσω. Χρωματίζοντας όλες τις πλευρές μία 

προς μία καθώς το αναδιπλώνουμε παρατηρούμε ότι η μπροστινή πηγαίνει πίσω, 

μετά εξαφανίζεται και επανεμφανίζεται στην επόμενη αναδίπλωση. Χρωματίζοντας 

τις πλευρές επιβεβαιώνουμε πως είναι μόνο τρείς και αυτές εναλλάσσονται με την 

παρακάτω σειρά: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3… 

ή και 

3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2 1…, 

καθώς και η πίσω πλευρά μπορεί να αναδιπλωθεί. 

Αυτός ακριβώς είναι και ο σκοπός του διαγράμματος Tuckerman. 

 

Το συγκεκριμένο πτυσάγωνο έχει και μία ακόμα ιδιότητα: Οι αρθρώσεις 

που του επιτρέπουν να αναδιπλώνεται δεν είναι παράλληλες, όπως οι μεντεσέδες 

μιας πόρτας. Ως αποτέλεσμα τα τρίγωνα περιστρέφονται κατά 120 μοίρες ως προς 

τα βαρύκεντρά τους. 

Διάγραμμα 
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Αν για παράδειγμα διπλώναμε το εξάγωνο έτσι, ώστε να δημιουργηθεί ένα 

τρίγωνο και βουτούσαμε την κάθε πλευρά σε μελάνι διαφορετικού χρώματος κατά 

την αναδίπλωση του πτυσάγωνου, θα παρατηρούσαμε αλλαγές των χρωμάτων 

σύμφωνα με την παραπάνω εικόνα. Ένα τέτοιο πτυσάγωνο θα έμοιαζε κάπως έτσι: 

 

Κατασκευή 

Αφού αυτό το άρθρο παρουσιάζει ένα νέο θέμα στο κοινό, παρουσιάζω 

μόνο την κατασκευή ενός τρίπτυχου εξάγωνου καθώς αυτό είναι μακράν το 

ευκολότερο για έναν αρχάριο και δεν απαιτεί μεγάλη ποσότητα χαρτιού. 

Ο λόγος για τον οποίο το ανάπτυγμα έχει δύο σειρές τριγώνων είναι διττός: 

Αρχικά δημιουργεί ένα πτυσάγωνο με συνεχές πάχος και κατά δεύτερον 

καταλήγουμε με μια πιο ανθεκτική κατασκευή και μια καλύτερη αίσθηση στο χέρι. 

Αυτό είναι εξάλλου το ιδιαίτερο με τα πτυσάγωνα, μπορούν να φτιαχτούν με 

ελάχιστο κόπο και τα πιο βασικά υλικά, αλλά μπορούν να αναβαθμιστούν με λίγο 

πιο χοντρό χαρτί, σχέδια κ.τ.λ.. 
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Ένα ενδιαφέρον βίντεο για την κατασκευή των πτυσάγωνων θα βρείτε εδώ. 

  

Οδηγίες Κατασκευής 

Βήμα πρώτο: 

Αρχικά κόβουμε το περίγραμμα του αναπτύγματος 

Βήμα δεύτερο: 

Διπλώνουμε και κολλάμε τα κάτω τρίγωνα, ώστε να δημιουργηθούν  δύο 

επιφάνειες με γραμμές 

Βήμα τρίτο: 

Τσακίζουμε μπρος πίσω στις γραμμές 

Βήμα τέταρτο: 

 

Διπλώνουμε προς τα πίσω στο a-b 

Βήμα πέμπτο: 

 

Διπλώνουμε προς τα πίσω στο c-d 

Βήμα έκτο: 

 

Το ελεύθερο κομμάτι περνάει μπροστά από το πρώτο τρίγωνο και το 

τελευταίο τρίγωνο το κολλάμε στην πίσω μεριά του πρώτου 

 

https://www.youtube.com/watch?v=j0pOO1z-65Q
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Διάγραμμα 
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Οδηγίες Χρήσης 

Διπλώνουμε με το ένα χέρι δύο προσκείμενα τρίγωνα και με το άλλο χέρι 

πιέζουμε το κάτω μέρος της απέναντι γωνίας τραβώντας το άνω. Αν δεν μπορεί με 

τίποτα να ξεδιπλωθεί, διπλώνουμε τα αμέσως επόμενα ή προηγούμενα 

προσκείμενα τρίγωνα και επαναλαμβάνουμε την παραπάνω διαδικασία. 

 

 

Επίλογος 

Για όσους επιθυμούν να μάθουν να δημιουργούν και άλλα, πιο σύνθετα, 

πτυσάγωνα, υπάρχει μία εξαιρετική ιστοσελίδα, η www.flexagon.net, στην οποία 

εμπεριέχονται οδηγίες κατασκευής πολλών πτυσαγώνων. Για περισσότερες 

πληροφορίες μπορείτε να συμβουλευτείτε τις πηγές που αναγράφονται στην 

βιβλιογραφία. Ελπίζω να σας άρεσε το περιεχόμενο αυτού του άρθρου και να 

βρήκατε το θέμα ενδιαφέρον. 

http://www.flexagon.net/
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Θα ήθελα επίσης να αποδώσω ευχαριστίες στον καθηγητή μου στο Σχολείο Παντελή 

Βενάρδο, ο οποίος με προέτρεψε να αναζητήσω το συγκεκριμένο γνωστικό πεδίο, στην 

φιλόλογο μου, Σοφία Νικολαΐδου, η οποία συνέβαλλε στην προσεγμένη εικόνα του κειμένου 

και στον Ανδρέα Πούλο, ο οποίος μου πρότεινε να δημοσιεύσω αυτό το άρθρο. 

Βιβλιογραφία 

Gardner, Martin (1988). Hexaflexagons and Other Mathematical Diversions: the 

First Scientific American Book of Puzzles and Games. The University of Chicago 

Press. 

Conrad, Antony, (1962). The Theory of the Flexagon. RIAS. 
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Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 

Ο σκοπός αυτής της στήλης είναι να αναδεικνύει πρακτικές και 
τεχνικές που ακολουθούμε για να μεταβάλουμε ένα δεδομένο πρόβλημα ή 
άσκηση, να το «πειράξουμε», ώστε να προκύψει κάτι που έχουμε κατά νου 
με βάση κάποιο σχέδιο. Σε μερικές περιπτώσεις αυτό το μεταλλαγμένο 
πρόβλημα πηγάζει και με αυθόρμητο τρόπο ως μία μορφή πειραματισμού.  

Στη διεθνή βιβλιογραφία αυτή η πρακτική ονομάζεται problem 
posing .  Στην ελληνική βιβλιογραφία την αποδίδουμε με τον όρο «σύνθεση 
προβλημάτων». Επειδή ο σκοπός της στήλης δεν είναι η διατύπωση 
θεωριών, θα δίνουμε παραδείγματα σύνθεσης νέων προβλημάτων 
βασισμένων σε κάποια που ήδη έχουν διατυπωθεί.  Στην πραγματικότητα αυτή 
την πρακτική την ακολουθούν πολλοί δάσκαλοι των Μαθηματικών για να 
συνθέσουν νέα προβλήματα με στόχο π.χ. ένα τεστ ικανοτήτων των μαθητών 
τους, ή να διαμορφώσουν ένα «καλό» θέμα για ένα διαγώνισμα ή ακόμα να 
λύσουν μια προσωπική τους απορία διατυπώνοντας ή μεταβάλλοντας  ένα 
συγκεκριμένο πρόβλημα.  

Ένας από τους ποιο συνηθισμένους τρόπους «πειράγματος» 
προβλημάτων είναι η τροποποίηση κάποιων δεδομένων με στόχο είτε να τα 
μετατρέψουμε σε δυσκολότερα είτε σε ευκολότερα προβλήματα. Στα 
παραδείγματα που θα δίνουμε κάθε φορά στη στήλη αυτή θα είναι 
σχολιασμένα ώστε να φαίνεται ο σκοπός των αλλαγών.  
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Το θεώρημα του Pick 
Ένα θεώρημα για τον υπολογισμό εμβαδών σχημάτων 

Ανδρέας Πούλος 

             𝛦 = 𝚰 +
𝐑

𝟐
− 𝟏                    

Στα σχολικά Μαθηματικά υπάρχουν αρκετά θεωρήματα τα οποία δίνουν 

αλγεβρικούς τύπους για τον υπολογισμό εμβαδών επίπεδων σχημάτων. Με βάση 

τον τύπο για το εμβαδόν τετραγώνου έχουμε τύπους για τα εμβαδά των 

παραλληλογράμμων, των τριγώνων, των τραπεζίων κλπ., γνωρίζοντας μήκη 

κατάλληλων αποστάσεων. 

Επίσης, έχουμε και τύπους εμβαδών τριγώνων και τετραπλεύρων, όταν 

γνωρίζουμε κάποια μήκη και κάποιες γωνίες. Στους τύπους αυτούς εμφανίζονται 

και τύποι με τριγωνομετρικούς αριθμούς επειδή έχουμε γνωστές γωνίες. 

Για τα υπόλοιπα ευθύγραμμα σχήματα που δεν ανήκουν στις συνήθεις 

περιπτώσεις μια πρακτική που εφαρμόζουμε είναι αυτή της τριγωνοποίησης. 

Προσπαθούμε δηλαδή, να χωρίσουμε το ευθύγραμμο σχήμα σε κατάλληλα 

τρίγωνα ή σε παραλληλόγραμμα και να υπολογίσουμε το εμβαδόν τους. Κυρίως, 

μας ενδιαφέρει να γνωρίζουμε αποστάσεις από πλευρές, ώστε να εφαρμόσουμε 

γνωστούς τύπους εμβαδών, όπως συμβαίνει με τα παρακάτω σχήματα. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Triangulation_(geometry)
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Για παράδειγμα, σε περιπτώσεις όπως στο επόμενο σχήμα για να υπολο-

γίσουμε το εμβαδόν του μια πρακτική θα ήταν να βρούμε τα εμβαδά των τριγώνων 

EDC, ECB, EBA και να τα προσθέσουμε. Απαιτείται βέβαια να γνωρίζουμε ή 

κάποια ύψη, τα οποία στο συγκεκριμένο σχήμα δεν γνωρίζουμε ή τα μήκη των 

διαγωνίων EC και EB ώστε να εφαρμόσουμε τον τύπο του Ήρωνα για εμβαδά 

τριγώνων. Στον τύπο αυτόν αρκεί να γνωρίζουμε μόνο τα μήκη των πλευρών 

τριγώνου. 

 

Υπάρχει ένας τύπος που υπολογίζει άμεσα το εμβαδόν ενός επίπεδου 

σχήματος, αρκεί οι κορυφές του να είναι σημεία ενός πλέγματος. Στην έννοια 

«πλέγμα» θα αναφερθούμε και στη συνέχεια του άρθρου, διότι σχετίζεται άμεσα 

με τον τύπο εμβαδού που συζητάμε. Για τις ανάγκες του άρθρου θα αναφερθούμε 

σε ευθύγραμμα σχήματα που οι κορυφές τους έχουν συντεταγμένες ακέραιες. 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A4%CF%8D%CF%80%CE%BF%CF%82_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%89%CF%81%CF%89%CE%BD%CE%B1
http://mathworld.wolfram.com/Grid.html
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Για να διαπιστώσουμε πώς λειτουργεί ο τύπος στον οποίο αναφερόμαστε 

δίνουμε το παρακάτω σχήμα, του οποίου ζητάμε το εμβαδόν. 

 

Με κόκκινο χρώμα έχουν βαφεί τα σημεία του ευθύγραμμου σχήματος 

(υπενθυμίζουμε ότι ως σχήμα εννοούμε την κλειστή γραμμή που το διακρίνει από 

το υπόλοιπο επίπεδο) που είναι σημεία με ακέραιες συντεταγμένες. Με γαλάζιο 

χρώμα έχουν βαφεί τα σημεία του χωρίου που ορίζεται από το ευθύγραμμο 

σχήμα, (πάλι υπενθυμίζουμε τη διάκριση π.χ. μεταξύ των εννοιών τρίγωνο και 

τριγωνικό χωρίο), τα οποία έχουν και αυτά ακέραιες συντεταγμένες. 

Αν συμβολίσουμε με Ι το πλήθος των σημείων του χωρίου του σχήματος 

με ακέραιες συντεταγμένες και με R το πλήθος των σημείου του σχήματος με 

ακέραιες συντεταγμένες τότε το εμβαδόν Ε του σχήματος δίνεται από τον τύπο: 

𝛦 = 𝛪 +
𝑅

2
− 1 

Για τον υπολογισμό λοιπόν, του εμβαδού τέτοιων σχημάτων, αρκεί να 

μετράμε μόνο το πλήθος χαρακτηριστικών σημείων τους. Αυτό ακούγεται εύκολο 

και πρακτικό. Μας απαλλάσσει από την πρακτική της τριγωνοποίησης που απαιτεί 

μήκη και κυρίως να βρίσκουμε (κάθετες) αποστάσεις. Για παράδειγμα, στο ίδιο 

πρόβλημα για να βρούμε το εμβαδόν του έπρεπε να ακολουθήσουμε μια πρακτική 

που φαίνεται στο επόμενο σχήμα.  
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Έπρεπε δηλαδή, από το εμβαδόν ενός ορθογωνίου που περιβάλει το 

σχήμα, να αφαιρέσουμε τα εμβαδά τριγώνων και τραπεζίων. 

Θα προσπαθήσουμε να απαντήσουμε σε ερωτήματα που άμεσα προκύπτουν 

από όσα γράφτηκαν έως εδώ. 

1. Πώς προέκυψε αυτός ο τύπος;  

2. Πώς είμαστε σίγουροι ότι λειτουργεί σε όλες τις περιπτώσεις;  

3. Από πότε είναι γνωστός;  

4. Ποιος ή ποιοι τον ανακάλυψαν; 
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Δοκιμάστε να τον εφαρμόσετε στον υπολογισμό των εμβαδών των έξι 

παραπάνω σχημάτων. Για παράδειγμα, στο σχήμα Νο1, έχουμε Ι = 9, R = 7, Άρα, 

το εμβαδόν είναι Ε = 9 + 7/2 – 1 = 11.5 κάτι που επιβεβαιώνεται από την 

πρακτική του τριγωνισμού. Επίσης, στο σχήμα Νο5, έχουμε Ι = 9, R = 5, Άρα, 

το εμβαδόν είναι Ε = 9 + 5/2 – 1 = 10.5 κάτι που επιβεβαιώνεται και αυτό από 

την πρακτική του τριγωνισμού. 

Ο τύπος αυτός για τον υπολογισμό εμβαδών ευθύγραμμων σχημάτων φέρει 

το όνομα του αυστριακού Georg Pick (1859-1942), εβραϊκής καταγωγής, ο 

οποίος εργάστηκε ως καθηγητής Μαθηματικών στο Γερμανικό Πανεπιστήμιο της 

Πράγας. Σε μια από τις δημοσιευμένες εργασίες του (το 1899) αναφέρεται στο 

θεώρημα που έχει το όνομά του για τον υπολογισμό εμβαδών. Με την ευκαιρία 

σημειώνουμε ότι ο Pick ήταν φίλος του Αϊνστάιν, όσο ζούσε στην Γερμανία και 

αυτός τον συμβουλεύονταν για το μαθηματικό μέρος της Γενικής Θεωρίας της 

Σχετικότητας. Η αυθεντική παρουσίαση του θεωρήματος του Pick υπάρχει εδώ. 

 

Ο Georg Pick σε νεαρή ηλικία 

Η αρχική προσέγγιση που έκανε ο Pick για τον υπολογισμό ήταν μέσω της 

θεωρίας των Αριθμών. Για τον λόγο αυτό η δημοσίευση του 1899 φέρει τον τίτλο 

«Γεωμετρική προσέγγιση της θεωρίας των Αριθμών». 

Θα ορίζουμε στο άρθρο ως πλέγμα ένα σύνολο σημείων που οι 

συντεταγμένες τους είναι ακέραιοι αριθμοί και σε κάθε δυάδα ακεραίων αντιστοιχεί 

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Pick.html
https://www.biodiversitylibrary.org/item/50207#page/326/mode/1up
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ένα σημείο του πλέγματος. Αυτό το κάνουμε για μην «λείπουν» σημεία από το 

πλέγμα. Πιθανώς, ο Pick ανακάλυψε εμπειρικά τον τύπο του και στη συνέχεια 

απέδειξε ότι είναι σωστός. Πώς όμως έκανε αυτή την απόδειξη; 

Πληροφορούμε τον αναγνώστη ότι η απόδειξη του θεωρήματος δεν είναι 

απλή, αν και οι περισσότερες γνώσεις που απαιτούνται για αυτήν ανήκουν στο 

πεδίο των στοιχειωδών Μαθηματικών. Κατά τη διάρκεια των 120 ετών από τότε 

που εμφανίστηκε το θεώρημα έχουν δοθεί διάφορες αποδείξεις, η κάθε μια έχει το 

ενδιαφέρον της διότι χρησιμοποιεί μια άλλη προσέγγιση. Δεν είναι εξάλλου τυχαίο 

ότι το θεώρημα του Pick είναι αγαπημένο θέμα διαλέξεων σε Ομίλους 

Μαθηματικών, σε Θερινά Μαθηματικά Σχολεία, για επιμόρφωση εκπαιδευτικών, 

για ακριβώς τον λόγο ότι επιδέχεται πολλαπλές προσεγγίσεις και συνδέεται με 

πολλούς κλάδους των Μαθηματικών.  

Αυτό που θα επιχειρήσουμε στη συνέχεια είναι να δώσουμε όχι μια πλήρη 

απόδειξη του θεωρήματος του Pick, αλλά να περιγράψουμε ορισμένες από αυτές 

και να υποδείξουμε που μπορεί κάποιος να τις βρει στην πλήρη τους μορφή για 

να τις μελετήσει.  

Είναι γνωστό ότι οι αποδείξεις θεωρημάτων με την τυπική μορφή τους είναι 

το τελικό αποτέλεσμα μιας διαδικασίας που μπορεί να διαρκέσει από λίγα λεπτά 

έως και πολλά χρόνια. Συνήθως, δεν αναφέρεται το ιστορικό των δύσκολων 

αποδείξεων, διότι και αυτό απαιτεί χρόνο και επειδή οι ίδιοι οι δημιουργοί τους 

δεν έχουν καμιά διάθεση να την καταγράψουν.  

Αν προσπαθήσουμε να «αποδείξουμε» το θεώρημα του Pick σε ένα 

ορθοκανονικό πλέγμα, θα διαπιστώσουμε μερικά δεδομένα.  

1. Όλα τα ευθύγραμμα του πλέγματος, επειδή έχουν άκρα σημεία του 

πλέγματος, έχουν μήκη «προβλέψιμα». Με τη λέξη αυτή εννοούμε ότι τα μήκη 

τους μπορεί να είναι: 

Α) φυσικοί αριθμοί 1, 2, 3, …  
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Β) αριθμοί της μορφής √𝑛2 + 1 με n>1. 

Γ) αριθμοί της μορφής √𝑛2 + 22 με n>1. 

Δ) γενικά αριθμοί της μορφής √𝑛2 + 𝑘2 με n>1 και k φυσικό αριθμό. 

Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ο παραπάνω ισχυρισμός είναι 

ορθός. 

2. Τα τρίγωνα με κορυφές σημεία του πλέγματος έχουν όλα εμβαδόν 

μεγαλύτερο από ½ . Για παράδειγμα, όλα τα τρίγωνα με κορυφές (α, α) (α, α+1) 

(α+1, α+1) δηλαδή που κορυφές είναι κορυφές ενός μοναδιαίου τετραγώνου 

(αυτού που έχει πλευρά μήκους 1) έχουν εμβαδόν ½. Τίθεται το ερώτημα αν 

υπάρχουν και άλλα τρίγωνα με εμβαδόν ½ που δεν είναι όλες κορυφές μοναδιαίων 

τετραγώνων; Φυσικά και υπάρχουν. Στο επόμενο σχήμα δίνουμε δύο από αυτά. 

 

 

Το αριστερό τρίγωνο έχει κορυφές τις (0, 0) (1, 1) (3, 2) και μήκη πλευρών 

√2, √5, √13 , το δεξί τρίγωνο έχει κορυφές με συντεταγμένες (3, 1) (4, 1) (6, 0) 

και μήκη πλευρών 1, √5, √10. 

Βασική έννοια για τις περισσότερες αποδείξεις του θεωρήματος του Pick 

είναι η έννοια του πρωταρχικού τριγώνου. Αυτό ορίζεται ως το τρίγωνο που έχει 

κορυφές σημεία του πλέγματος, αλλά το τριγωνικό του χωρίο δεν περιέχει σημεία 

του πλέγματος. Στην ποιο απλή μορφή πρωταρχικού τριγώνου – που έχει κορυφές 

τρεις από τις τέσσερεις κορυφές ενός μοναδιαίου τετραγώνου, το εμβαδόν του 
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είναι προφανώς ½. Είναι όμως το εμβαδόν κάθε πρωταρχικού τριγώνου ½; Αυτό 

είναι ένα ερώτημα που πρέπει να απαντηθεί. 

 

Για παράδειγμα, από τα τρία τρίγωνα που υπάρχουν στο παραπάνω πλέγμα, 

κανένα δεν είναι πρωταρχικό, διότι εκτός από τις κορυφές του τα τριγωνικά χωρία 

περιέχουν και σημεία του πλέγματος. Τα δύο τρίγωνα στο παρακάτω πλέγμα είναι 

πρωταρχικά και πράγματι έχουν εμβαδόν ½. 

Αυτό που έχουμε να κάνουμε στη συνέχεια είναι να αποδείξουμε ότι το 

εμβαδόν σε κάθε πρωταρχικό τρίγωνο είναι ½. Επίσης, πρέπει να αποδείξουμε 

και το αντίστροφο, δηλαδή αν ένα τρίγωνο με κορυφές σημεία του πλέγματος έχει 

εμβαδόν ½, τότε αυτό είναι πρωταρχικό. 

Πριν τη διατύπωση μιας από τις αποδείξεις αυτής της πρότασης κάνουμε 

την εξής παρατήρηση. Αν μία πλευρά του πρωταρχικού τριγώνου έχει μήκος 1 και 

η μια κορυφή είναι η (α, β) μια άλλη κορυφή θα είναι η (α+1, β) ή (α-1, β) ή (α, 

β-1) ή (α, β+1). Η τρίτη κορυφή μπορεί να είναι οποιοδήποτε σημείο του 

πλέγματος που απέχει κατά 1 από την πλευρά με μήκος 1, όπως φαίνεται στο 

επόμενο σχήμα.  
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Τέτοιου είδους πρωταρχικά τρίγωνα είναι «φανερό» - με την έννοια ότι η 

αιτιολόγηση του ισχυρισμού είναι απλή - ότι το τριγωνικό τους χωρίο δεν περιέχει 

εκτός του τριγώνου σημεία του πλέγματος. 

Άρα, η δυσκολία της απόδειξης βρίσκεται στο γεγονός ότι υπάρχουν και 

πρωταρχικά τρίγωνα με μήκος μιας πλευράς διαφορετικό από 1, όπως αυτό στο 

επόμενο σχήμα.  

 

Άρα, αυτό που πρέπει να κάνουμε είναι να αποδείξουμε ότι το εμβαδόν 

κάθε πρωταρχικού τριγώνου είναι ½. Επίσης, πρέπει να αποδείξουμε και το 

αντίστροφο, δηλαδή αν ένα τρίγωνο με κορυφές σημεία του πλέγματος έχει 

εμβαδόν ½, τότε αυτό είναι πρωταρχικό. 

Αποδείξεις για αυτές τις προτάσεις θα βρείτε στο μεταπτυχιακό του Κώστα 

Κατσιγιάννη που συσχετίζει το θεώρημα του Pick με το «Οστομάχιον» του 

Αρχιμήδη. Επίσης, για τις ανάγκες του άρθρου, επειδή πρόκειται για μαθητικό 

περιοδικό, θα τροποποιήσουμε και τους ορισμούς και τις μεθόδους απόδειξης. 

Ορίζουμε ως στοιχειώδες ένα τρίγωνο του πλέγματος με εμβαδόν ½. Θα 

αποδείξουμε ότι τα στοιχειώδη τρίγωνα δεν περιέχουν άλλα σημεία του πλέγματος 

– ούτε στο τριγωνικό τους χωρίο - εκτός από αυτά των κορυφών τους. Δηλαδή 

στοιχειώδες είναι αυτό που στις αποδείξεις του θεωρήματος του Pick ονομάζονται 

πρωταρχικά. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1η: Δεν υπάρχει τρίγωνο με κορυφές σημεία του πλέγματος 

που να έχει εμβαδόν μικρότερο από 1/2.  

http://www.math.uoa.gr/me/dipl/dipl_katsigiannis.kostas.pdf
http://www.math.uoa.gr/me/dipl/dipl_katsigiannis.kostas.pdf
https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%83%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%AC%CF%87%CE%B9%CE%BF%CE%BD
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Απόδειξη: Αυτό συμβαίνει επειδή το ελάχιστον μήκος πλευράς ενός 

τέτοιου τριγώνου είναι 1 και η απόσταση της τρίτης κορυφής από μια τέτοια 

πλευρά είναι επίσης 1. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2η: Έστω ότι ένα τρίγωνο έχει σε μια τουλάχιστον πλευρά 

του εκτός από τις κορυφές του και άλλο ένα σημείο του πλέγματος. Τότε αυτό δεν 

είναι στοιχειώδες. 

Απόδειξη: Θα αποδείξουμε ότι ένα τέτοιο τρίγωνο έχει εμβαδόν 

μεγαλύτερο του ½.  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ έχει το σημείο Δ της πλευράς ΑΓ ως 

σημείο του πλέγματος, όπως στο παρακάτω σχήμα. 

 

Το μήκος του τμήματος αυτού θα είναι τουλάχιστον 2 √2 . Το δεδομένο 

αυτό από μόνο δεν σημαίνει ότι το τρίγωνο δεν είναι στοιχειώδες, διότι είδαμε 

προηγούμενα ότι υπάρχουν τρίγωνα π.χ. με μήκη √2, √5, √13 που έχουν 

εμβαδόν ½. Το χαρακτηριστικό ενός τέτοιου τριγώνου είναι ότι η κορυφή Β στη 

θέση που βρίσκεται σε σχέση με την πλευρά ΑΓ δίνει τρίγωνο με εμβαδόν 

τουλάχιστον 1. Το ίδιο συμβαίνει και για οποιοδήποτε σημείο του πλέγματος που 

φαίνεται στο παραπάνω σχήμα και το οποίο δημιουργεί με τα σημεία Α και Γ 

τρίγωνο. Το ίδιο θα συνέβαινε αν η πλευρά ΑΓ είχε περισσότερα από ένα σημεία 

πλέγματος στο εσωτερικό της. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 3η: Έστω ότι ένα τρίγωνο έχει κορυφές σημεία του πλέγματος 

και περιέχει στο εσωτερικό του τουλάχιστον ένα άλλο σημείο του πλέγματος. Τότε 

αυτό δεν είναι στοιχειώδες. 
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Απόδειξη: Έστω ότι το τρίγωνο του παρακάτω σχήματος έχει κορυφές 

σημεία του πλέγματος και επιπλέον ένα σημείο του πλέγματος στο εσωτερικό του. 

Συνδέουμε το σημείο αυτό με τις κορυφές του τριγώνου και παράγονται 3 τρίγωνα 

που έχουν κορυφές σημεία του πλέγματος. 

 

Λόγω της πρότασης 1, το εμβαδόν ενός τέτοιου τριγώνου είναι τουλάχιστον 

τριπλάσιο από το εμβαδόν ενός στοιχειώδους τριγώνου. Άρα, ένα τέτοιο τρίγωνο 

δεν είναι στοιχειώδες. 

Το ίδιο συμβαίνει αν ένα τέτοιο τρίγωνο περιέχει στο εσωτερικό του 

περισσότερα σημεία πλέγματος. 

Διαδικασία απόδειξης του τύπου  𝛦 = 𝛪 +
𝑅

2
− 1. 

Έστω ότι έχουμε το επόμενο σχήμα. Αυτό έχει 12 σημεία πλέγματος πάνω 

στις πλευρές του (στη γενική μορφή R τέτοια σημεία) και 34 σημεία πλέγματος 

εσωτερικά (στη γενική μορφή I τέτοια σημεία). 
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Το πρώτο βήμα της διαδικασίας είναι να ενώσουμε δύο διαδοχικά σημεία 

τύπου R με ένα από τα πλησιέστερα σημεία στο πολύγωνο ώστε να σχηματιστεί 

ένα στοιχειώδες τρίγωνο (εμβαδού ½) και να έχουμε τρίγωνα που οι πλευρές τους 

να είναι τμήματα των πλευρών του πολυγώνου. Αυτό φαίνεται στο επόμενο σχήμα. 

 

Έτσι, δημιουργήσαμε 12 τέτοια στοιχειώδη τρίγωνα (στη γενική περίπτωση 

R τέτοια τρίγωνα) που έχουν άθροισμα εμβαδών 12:2 = 6 (στη γενική περίπτωση 

άθροισμα εμβαδών R/2) . 

Στο επόμενο βήμα θα καλύψουμε το πολύγωνο με στοιχειώδη τρίγωνα 

κατά στρώματα. Το πρώτο στρώσιμο φαίνεται στο παρακάτω σχήμα και είναι τα 

πράσινα στοιχειώδη τρίγωνα. 

Θα σχηματιστούν 2∙34 – 2 = 66 στοιχειώδη τρίγωνα και στη γενική 

περίπτωση 2∙Ι – 2 στοιχειώδη τρίγωνα με άθροισμα εμβαδών  (2∙Ι – 2): 2 = Ι -1. 
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Είναι εμφανές ότι η αιτιολόγηση ότι το πλήθος των «εσωτερικών» 

στοιχειωδών τριγώνων είναι 2∙34 – 2 = 66 και στη γενική περίπτωση 2∙Ι – 2 δεν 

είναι πλήρης. Απαιτείται σαφής τεκμηρίωση και αυτή θα γίνει σε επόμενο τεύχος.  

Στη συνέχεια δίνουμε έναν δεύτερο τρόπο απόδειξης του θεωρήματος του 

Pick, όπως αυτός περιγράφεται μέσω αθροιστικών συναρτήσεων  στο άρθρο του 

Tom Davis, (2003) με την ελπίδα αυτός να είναι σαφέστερος. 

Έστω ότι το Α είναι κυρτό πολύγωνο του επιπέδου με κορυφές που έχουν 

ακέραιες συντεταγμένες. Ορίζουμε ως F συνάρτηση τη συνάρτηση του εμβαδού 

του σχήματος Α. 

Πρέπει να αποδείξουμε ότι:   F(A) = Ε(Α) + Π(Α)/2 – 1  

όπου με Ε(Α) και Π(Α) συμβολίζουμε το πλήθος των σημείων του 
πλέγματος που περιέχονται στο εσωτερικό του πολυγώνου και πάνω σε αυτό 
αντίστοιχα. 

 

Λήμμα: Η συνάρτηση F(Α) είναι αθροιστική, δηλαδή αν ένα ευθύγραμμο 

τμήμα με άκρα ακέραια σημεία της περιμέτρου του πολυγώνου A διαιρεί το 

πολύγωνο  σε δύο άλλα (κυρτά) πολύγωνα Α1 και Α2, τότε 

F(A) =F(A1) + F(A2). 

Απόδειξη: Αν α είναι το ευθύγραμμο τμήμα που φέραμε, ας υποθέσουμε 

ότι αυτό περιέχει k ακέραια σημεία εκτός από τα άκρα του. Στο σχήμα μας η τιμή 

k ισούται με 3. 

Τότε: E(A) = E(A1) + E(A2) + k 

Π(Α) = Π(Α1) + Π(Α2) – 2k – 2. Άρα, Π(Α)/2 = Π(Α1)/2 + Π(Α2)/2 – 

k – 1. 

Οπότε, η συνάρτηση είναι αθροιστική.  

http://www.geometer.org/mathcircles/pick.pdf
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Αποδεικνύουμε τώρα το θεώρημα του Pick (δηλαδή ότι F(A) = |A|) στις 

περιπτώσεις που το Α είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, ορθογώνιο τρίγωνο, 

τυχαίο τρίγωνο και τυχαίο κυρτό πολύγωνο. 

Περίπτωση 1η:  

Το Α είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με κορυφές ακέραια σημεία και 

πλευρές παράλληλες στους άξονες.  

 

Τότε αν υπάρχουν m ακέραια σημεία στην οριζόντια πλευρά του και n στην 

κάθετη, θα υπάρχουν συνολικά mn σημεία στην περίμετρο και στο εσωτερικό του 

ορθογωνίου. Ισχύει, 

Π(Α) = 2m + 2n – 4, οπότε Ε(Α) = mn – 2m–2n+ 4 

Άρα, F(A) = mn – m – n + 1= (m–1 )(n–1 ) = |A|. 
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Περίπτωση 2η: Το Α είναι ορθογώνιο τρίγωνο με κορυφές ακέραια 

σημεία. 

Ονομάζουμε Α΄ το συμπληρωματικό ορθογώνιο τρίγωνο του Α ώστε το 

Α∪Α΄ να είναι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο της πρώτης περίπτωσης. Τότε 

ισχύει, 

F(Α∪Α΄) = | Α∪Α΄ |=2|A|. 

Όμως F(Α∪Α΄) = F(A) + F(A΄) και F(A) = F(Α΄) λόγω συμμετρίας, άρα 

τελικά F(A) = |A|. 

Περίπτωση 3η: Το Α είναι τυχαίο τρίγωνο. 

Τότε μπορούμε να βρούμε ορθογώνιο Ρ της πρώτης περίπτωσης που 

περιέχει το τρίγωνο και το πολύ άλλα τρία ορθογώνια τρίγωνα Τ1, Τ2 και Τ3 της 

δεύτερης περίπτωσης. Άρα F(P) = |P|, F(Τ1) = | Τ1|, F(Τ2) = | Τ2| και F(Τ3) 

= | Τ3|  

Οπότε από τις σχέσεις  |Α| = |Ρ| - ( | Τ1| + | Τ2| + | Τ3| ) και  

F(Α) = F(Ρ) - [F(Τ1) + F(Τ2) + F(Τ3)] 

προκύπτει το ζητούμενο F(Α) = |Α|. 

 

Περίπτωση 4η: Το Α είναι τυχαίο κυρτό πολύγωνο. 
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Από μία κορυφή του φέρνουμε όλες τις διαγώνιες του, οπότε το πολύγωνο 

διαιρείται σε n τρίγωνα. Συνεπώς, 

F(A) = F(A1) +…+ F(An) = |A1| + … + |An| = |A|. 

 

Ερωτήματα που σχετίζονται με το θεώρημα του Pick όπως αυτό 

παρουσιάστηκε έως τώρα. 

Στα προηγούμενα παραδείγματα όλα τα σχήματα ήταν κυρτά πολύγωνα. 

Το ερώτημα είναι αν το θεώρημα του Pick ισχύει και για μη κυρτά πολύγωνα, 

όπως αυτό που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα; 

 

Αν το πολύγωνο έχει «τρύπες» όπως οι περιπτώσεις των σχημάτων που 

εμφανίζονται παρακάτω, τότε ισχύει το θεώρημα του Pick; Μήπως, ο τύπος του 

αρχικού θεωρήματος πρέπει να τροποποιηθεί; 
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Για την απόδειξη σε «απλά» σχήματα μπορούμε να εφαρμόσουμε τον ήδη 

γνωστό τύπο του Pick θεωρώντας τα σημεία Ρ του εσωτερικού σχήματος ως 

σημεία Ι του εξωτερικού σχήματος. Ενδιαφέρον έχει ο τύπος που προκύπτει. Τον 

αφήνουμε ως άσκηση για όσους πραγματικά ενδιαφέρονται για το θέμα. Για όσους 

θέλουν μόνο τον τύπο εύρεσης του εμβαδού αυτός είναι: 

𝛦 = 𝛪 +
𝑅

2
+ ℎ − 1, όπου h ο αριθμός των οπών. 

Το θεώρημα ισχύει και για στερεά που οι κορυφές του είναι σημεία 

τρισδιάστατου πλέγματος; 

Ενδιαφέρον έχει η προσέγγιση του θέματος και με τη βοήθεια του τύπου 

του Euler Κ + Ε = Α + 2 που αναφέρεται στις κορυφές (Κ), στις έδρες (Ε) και 

στις ακμές (Α) ενός πολυέδρου. Για τον τύπο αυτόν δείτε εδώ.  

Αν το πλέγμα δεν είναι ορθοκανονικό, (όπως για παράδειγμα το πλέγμα 

που φαίνεται παρακάτω) τι συμβαίνει με την ορθότητα του θεωρήματος Pick; 

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A7%CE%B1%CF%81%CE%B1%CE%BA%CF%84%CE%B7%CF%81%CE%B9%CF%83%CF%84%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CE%8C%CE%B9%CE%BB%CE%B5%CF%81
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Σε άρθρα που αναφέρονται στη βιβλιογραφία δίνονται αποδείξεις του 

θεωρήματος και για άλλου είδους πλεγμάτων εκτός από το ορθοκανονικό. 

Μερικά θέματα που σχετίζονται με το θεώρημα του Pick 

Με την βοήθεια του θεωρήματος του Pick μπορούμε να αποδείξουμε ότι 

δεν υπάρχει ισόπλευρο τρίγωνο που και οι τρεις κορυφές του έχουν ακέραιες 

συντεταγμένες. Για το θέμα αυτό δείτε εδώ, είχε συζητηθεί στο Φόρουμ 

Mathematica. 

Το θεώρημα του Pick σχετίζεται και με μια πρακτική διδασκαλίας 

Μαθηματικών που ακολουθούν πολλά σχολεία στο εξωτερικό. Πρόκειται για τη 

διδασκαλία μέσω Γεωπίνακα, η οποία συνδυάζει στοιχεία Αναλυτικής Γεωμετρίας 

και θεωρίας Αριθμών για τη διδασκαλία θεμάτων της Γεωμετρίας. Μάλιστα, 

υπάρχουν και σχετικά μαθήματα που αφορούν το θέμα αυτό, δείτε εδώ. 

Με το θεώρημα του Pick μπορούμε να έχουμε μερικές απρόσμενες 

αποδείξεις σε προβλήματα μαθηματικών διαγωνισμών Γεωμετρίας, αλλά και 

Συνδυαστικής, όπως αυτό εδώ, αυτό εδώ, αυτό εδώ, αυτό εδώ.  
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Χρειάζεται η κοινωνία τους διακριθέντες στις Δ.Μ.Ο.;1 

Man Keung Siu 

Τμήμα Μαθηματικών, Πανεπιστήμιο του Χονγκ-Κονγκ 

Μετάφραση – επιμέλεια: Μαρία Πουλούδη 
Μαθηματικός - 1ο ΓΕΛ Κερατσινίου – mpouloudi@gmail.com 

Σύνοψη 

Αυτό το άρθρο, παρότι έχει ένα τίτλο που ακούγεται προκλητικός, δεν έχει 

την πρόθεση να φέρει σε δύσκολη θέση τους οργανωτές και συμμετέχοντες των 

Διεθνών μαθηματικών Ολυμπιάδων (Δ.Μ.Ο.). Θα πρέπει να το δούμε ως 

παρουσίαση απόψεων γύρω από αυτή τη δράση, ή και γενικότερα, γύρω από τους 

μαθηματικούς διαγωνισμούς. Συγγραφέας είναι ένας καθηγητής μαθηματικών που 

βοήθησε παλαιότερα στην προετοιμασία της πρώτης ομάδας του Χονγκ-Κονγκ, 

η οποία έλαβε μέρος στην 29η Δ.Μ.Ο. στην Καμπέρα το 1988, αλλά και στον 

συντονισμό της 35ης Δ.Μ.Ο., που πραγματοποιήθηκε στο Χονγκ-Κονγκ το 1994. 

Ο συγγραφέας προσπαθεί να προσεγγίσει το θέμα από διδακτική και από 

κοινωνικο-πολιτιστική σκοπιά. 

Εισαγωγή 

Είναι κοινωνικά χρήσιμοι οι διακριθέντες στις Δ.Μ.Ο.; Όχι, η κοινωνία δεν 

«χρειάζεται» διακριθέντες σε Δ.Μ.Ο. Η κοινωνία δεν «χρειάζεται» καν 

μαθηματικούς. Μήπως αυτό σημαίνει ότι το παρόν άρθρο τελειώνει εδώ; Κάτι 

τέτοιο θα ισοδυναμούσε με παραδοχή λανθασμένης επιλογής επαγγέλματος εκ 

μέρους μου, οπότε θα πρέπει να εξακολουθήσω. Θα παρατηρήσατε ότι έβαλα 

εισαγωγικά στη λέξη «χρειάζεται». Η κοινωνία δεν «χρειάζεται» (σε εισαγωγικά!) 

ούτε διακριθέντες στις Δ.Μ.Ο., ούτε μαθηματικούς, όμως χρειάζεται (χωρίς 

εισαγωγικά!) εργάτες καθαριότητας, υδραυλικούς, ηλεκτρολόγους κ.λπ. Ίσως 

καταλαβαίνετε τι εννοώ. Όμως, ας επιστρέψουμε στις Δ.Μ.Ο. 

                                           
1 Το παρόν άρθρο είναι μια εκτεταμένη εκδοχή ομιλίας που δόθηκε στο Forum της Δ.Μ.Ο., 

στο Πολυτεχνείο του Χονγκ-Κονγκ, στις 11 Ιουλίου 2016. 

mailto:mpouloudi@gmail.com
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Έπειτα από 22 χρόνια, η Δ.Μ.Ο επέστρεψε στο Χονγκ-Κονγκ. Το Χονγκ-

Κονγκ φιλοξένησε την 35η Δ.Μ.Ο. το καλοκαίρι του 1994. Θα ήθελα να αναφερθώ 

σε δύο διακριθέντες της συγκεκριμένης Δ.Μ.Ο. Η μία είναι η Maryam Mirzakhani 

από το Ιράν, η οποία ήταν η πρώτη γυναίκα μαθηματικός που έλαβε μετάλλιο 

Fields στο Διεθνές Συνέδριο Μαθηματικών (International Congress of 

Mathematicians) το 2014. Ο άλλος είναι ο Subash Ajit Khot από την Ινδία, που 

έλαβε το βραβείο Nevanlinna στο ίδιο συνέδριο. 

Τα «καλά» και τα «κακά» των μαθηματικών διαγωνισμών 

Σε μια ομιλία που έδωσα το 2012 με τίτλο «Τα καλά, τα κακά και η 

απόλαυση (όχι πίεση2) των μαθηματικών διαγωνισμών», παρουσίασα ορισμένα 

θετικά και αρνητικά στοιχεία των μαθηματικών διαγωνισμών. Επιτρέψτε μου να 

τα επαναλάβω κι εδώ συνοπτικά [7, 8]. 

Τα «καλά» στοιχεία των μαθηματικών διαγωνισμών είναι η καλλιέργεια των 

ακόλουθων δεξιοτήτων:  

(1) ξεκάθαρης και λογικής παρουσίασης,  
(2) επιμονής και επιμέλειας και  
(3) «ακαδημαϊκής εντιμότητας».  

Επιπλέον, οι μαθηματικοί διαγωνισμοί ξυπνούν το πάθος για τα 

μαθηματικά και διεγείρουν το ενδιαφέρον για αυτά. 

Τα «κακά» στοιχεία των μαθηματικών διαγωνισμών σχετίζονται με δύο 

ζητήματα:  

(1) θέματα που στοχεύουν στον ανταγωνισμό κι όχι στην καλλιέργεια 

ερευνητικού πνεύματος και (2) «υπερπροπόνηση».  

Επιπλέον, αναρωτιόμαστε: Είναι γνήσιο το πάθος του συμμετέχοντα για τα 

Μαθηματικά; Μπορεί το ενδιαφέρον του συμμετέχοντα να διατηρηθεί; 

Μια επικρατούσα ένσταση στους μαθηματικούς διαγωνισμούς είναι η 

απαίτηση να γίνεται η επεξεργασία των προβλημάτων σε συγκεκριμένο χρόνο, κάτι 

                                           
2 Στ.Μ.: λογοπαίγνιο με τις λέξεις pleasure και pressure 

https://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
https://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
https://en.wikipedia.org/wiki/Subhash_Khot
https://en.wikipedia.org/wiki/Nevanlinna_Prize
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το οποίο υπονομεύει την πνευματική και εγγενή απόλαυση του να κάνεις 

Μαθηματικά. Ο Peter Kenderov επισημαίνει ότι αυτή η απαίτηση αδικεί τους 

δημιουργικούς νέους που είναι «αργοί» [6]. Επίσης, επισημαίνει ορισμένα 

σημαντικά χαρακτηριστικά που δεν ενθαρρύνονται στους παραδοσιακούς 

μαθηματικούς διαγωνισμούς, τα οποία, ωστόσο, είναι αναγκαία προκειμένου να 

γίνει καλή δουλειά στα Μαθηματικά, όπως την «ικανότητα να θέτουν ερωτήματα 

και προβλήματα, να παράγουν, αξιολογούν και απορρίπτουν υποθέσεις, να 

βρίσκουν νέες και πρωτότυπες ιδέες» [6]. Επιπλέον, τονίζει ότι όλες οι παραπάνω 

δραστηριότητες «απαιτούν εύλογο χρόνο επεξεργασίας, πρόσβαση σε πηγές 

πληροφόρησης, όπως βιβλιοθήκες και ίντερνετ, επικοινωνία με συνομηλίκους αλλά 

και ειδικούς που εργάζονται πάνω σε παρόμοια προβλήματα, ενώ κανένα από τα 

παραπάνω δεν επιτρέπεται σε παραδοσιακούς διαγωνισμούς» [6]. 

Στην ομιλία που έδωσα το 2012 ισχυρίστηκα ότι «η μαθηματική έρευνα δεν 

αποσκοπεί στην εύρεση μιας προκαθορισμένης λύσης, αλλά στη διερεύνηση ενός 

προβλήματος προκειμένου να γίνει όσο το δυνατόν περισσότερο κατανοητό. 

Επίσης, «είναι πολύ πιο σημαντικό να μπορεί κάποιος να θέσει μια καλή ερώτηση, 

παρά να μπορεί να λύσει ένα πρόβλημα που έχει τεθεί από κάποιον άλλον και έχει 

συγκεκριμένη λύση». Στην έρευνα στόχος μας είναι να κατανοήσουμε το 

πρόβλημα σε όσο το δυνατόν μεγαλύτερο βάθος και με όποια μέσα διαθέτουμε, 

οπότε μπορούμε ακόμα και να μετασχηματίσουμε το πρόβλημα, είτε θέτοντας 

περισσότερους περιορισμούς, είτε αφαιρώντας τις υποθέσεις, έτσι ώστε να 

μπορούμε να προχωρήσουμε. Δυστυχώς, αυτό δεν είναι κάτι το οποίο επιτρέπεται 

να κάνουν οι συμμετέχοντες σε μαθηματικούς διαγωνισμούς! 

Τρία παραδείγματα 

Αρχικά, επιτρέψτε μου να παραθέσω τρία παραδείγματα, από τα οποία κάτι 

μπορούμε να αποκομίσουμε. 

1ο Παράδειγμα 

Το πρώτο παράδειγμα είναι ένα αρκετά γνωστό πρόβλημα που τέθηκε σε 

μία Δ.Μ.Ο. Ήταν φυσικό να προσέξω ιδιαίτερα τα θέματα του 1988, καθώς είχα 
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προετοιμάσει την 1η Ομάδα του Χονγκ-Κονγκ που έλαβε μέρος στην 29η Δ.Μ.Ο. 

της Καμπέρας. To 6o θέμα της 29ης Δ.Μ.Ο. ήταν: 

« Έστω a και b θετικοί ακέραιοι, ώστε ο 𝑎𝑏 + 1 να διαιρεί τον 𝑎2 + 𝑏2. 

Να αποδειχθεί ότι ο    
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
  είναι τετράγωνο ακεραίου αριθμού.» 

Μια κομψή λύση που δόθηκε σε αυτό το πρόβλημα από ένα νεαρό 

Βούλγαρο (Emanouil Atanassov), ο οποίος έλαβε ειδικό βραβείο γι’ αυτήν, ξεκινά 

με την υπόθεση ότι ο αριθμός 

𝑘 =
𝑎2 + 𝑏2

𝑎𝑏 + 1
 

δεν είναι τέλειο τετράγωνο και συνεχίζει μετασχηματίζοντας την παραπάνω 

έκφραση στη μορφή 

𝑎2 − 𝑘𝑎𝑏 + 𝑏2 = 𝑘.    (*) 

Να σημειωθεί ότι για κάθε ακέραια λύση (𝑎, 𝑏) της (*) ισχύει ότι 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 

καθώς ο 𝑘 δεν είναι τέλειο τετράγωνο. Έστω ότι (𝑎, 𝑏) είναι μια ακέραια λύση της 

(*) με 𝑎, 𝑏 > 0 και 𝑎 + 𝑏 ελάχιστο. Θα παράγουμε από αυτή μια δεύτερη ακέραια 

λύση (𝑎′, 𝑏) της (*) με 𝑎′, 𝑏 > 0 και 𝑎′ + 𝑏 < 𝑎 + 𝑏 και θα οδηγηθούμε σε 

άτοπο. Για να φτάσουμε σε μία τέτοια λύση (𝑎′, 𝑏), θα θεωρήσουμε την (*) ως 

εξίσωση β΄ βαθμού με μία θετική ρίζα 𝛼 και μία δεύτερη ρίζα 𝑎′. Έτσι προκύπτει 

ότι 𝑎 + 𝑎′ = 𝑘𝑏 και 𝑎𝑎′ = 𝑏2 − 𝑘. Οπότε, ο 𝑎′ είναι επίσης ακέραιος και 

η (𝑎′, 𝑏)είναι ακέραια ρίζα της (*). Επειδή 𝑎′𝑏 > 0 και 𝑏 > 0 θα έχουμε ότι 

𝑎′ > 0 και 

𝑎′ =
𝑏2 − 𝑘

𝑎
≤

𝑏2 − 1

𝑎
≤

𝑎2 − 1

𝑎
< 𝑎. 

Αν και αυτή απόδειξη είναι κομψή, εγείρει κάποια ερωτήματα. 

Πως υποψιάζεται κανείς ότι ο 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 είναι τετράγωνο ακεραίου; 
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Η απόδειξη θα έπρεπε να βασίζεται στην υπόθεση ότι ο k δεν είναι τέλειο 

τετράγωνο. Στην απόδειξη αυτή η υπόθεση φαίνεται να εισήχθη χαλαρά κι έτσι 

δεν μπορεί κάποιος να αντιληφθεί τι χαλάει αν ο k δεν είναι τέλειο τετράγωνο. Πιο 

συγκεκριμένα, αυτή η απόδειξη με άτοπο επιβεβαιώνει ότι ο 

𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 είναι τέλειο τετράγωνο, όμως δεν εξηγεί γιατί. 

Ας την αντιπαραβάλουμε με μια πολύ λιγότερο κομψή λύση, δικής μου 

έμπνευσης. Όταν πρωτoάκουσα το πρόβλημα, βρισκόμουν σε ταξίδι στην Ευρώπη 

και είχα μια λανθασμένη «έμπνευση» να θέσω 
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 και 𝑏 = 𝛮 ώστε 

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑁2(𝑁4 + 1) = 𝑁2(𝑎𝑏 + 1). 

Έχοντας την εντύπωση ότι κάθε ακέραια λύση 𝑎, 𝑏, 𝑘 της 𝑘 =
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 

θα είναι της μορφής (𝑁3, 𝑁, 𝑁2), κατέστρωσα μια στρατηγική με την 

οποία να συνάγω από την 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑘(𝑎𝑏 + 1) μια άλλη ισότητα 

(𝑎 − (3𝑏2 − 3𝑏 + 1))2 + (𝑏 − 1)2

= (𝑘 − (2𝑏 − 1))((𝑎 − (3𝑏2 − 3𝑏 + 1))(𝑏 − 1) + 1). 

Αν κατάφερνα να το πετύχω αυτό, θα μείωνα το b διαδοχικά κατά 1, ώσπου 

θα έφτανα στη μορφή 𝑘 =
𝑎2+1

𝑎+1
,για την οποία 𝑎 = 𝑘 = 1. Αντιστρέφοντας τα 

βήματα, θα είχα λύσει το πρόβλημα. Μάταια προσπάθησα να εφαρμόσω αυτή τη 

στρατηγική, καθώς ταξίδευα με το τρένο. Με το που θα επέστρεφα σπίτι θα 

μπορούσα να καταφύγω σε εξαντλητικές δοκιμές και αναζήτηση ορισμένων 

πραγματικών λύσεων. Αυτή η προσπάθεια απέδωσε μια (μερική) λίστα όπως 

παρουσιάζεται παρακάτω. 
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Τότε διαπίστωσα ότι η στρατηγική μου ήταν καταδικασμένη να αποτύχει, 

διότι υπάρχουν και άλλες λύσεις πέραν της μορφής (𝑁3, 𝑁, 𝑁2). Ωστόσο, όμως, 

δεν ήταν όλα χαμένος κόπος. Όταν εστίασα στο μοτίβο, παρατήρησα ότι για 

συγκεκριμένο k, οι λύσεις μπορούσαν να παραχθούν αναδρομικά ως (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑘𝑖) 

με 

𝑎𝑖+1 = 𝑎𝑖𝑘𝑖 − 𝑏𝑖  
𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑖

𝑘𝑖+1 = 𝑘𝑖 = 𝑘
 

Απέμενε μόνο να γίνει επαλήθευση. Μόλις έγινε κι αυτή, ξεκαθάρισαν όλα. 

Υπάρχει ένα σύνολο «βασικών λύσεων» της μορφής (𝑁3, 𝑁, 𝑁2) με 𝑁 = 1,2,3. .. 

Όλες οι άλλες λύσεις προκύπτουν αναδρομικά από μία βασική λύση, όπως 

περιγράφηκε παραπάνω. Συγκεκριμένα, το 𝑘 =
𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
 είναι η τετραγωνική ρίζα 

ενός ακεραίου. Αισθάνομαι ότι μέσα από αυτή τη διαδικασία κατάλαβα το 

φαινόμενο πολύ καλύτερα απ’ ότι αν είχα απλώς διαβάσει την κομψή λύση. 

2ο Παράδειγμα 

Το 5ο πρόβλημα του 21ου Μαθηματικού Διαγωνισμού Πρωτοβάθμιας 

Εκπαί-δευσης του Χονγκ-Κονγκ που πραγματοποιήθηκε τον Μάιο του 2010 ήταν 

το εξής:Χρησιμοποιώντας μόνο χάρακα σχεδιάστε σε χαρτί μεγέθους Α3 ένα 

τρίγωνο 𝐴𝐵𝐶έτσι ώστε 𝐴𝐵 = 20𝑐𝑚, 𝐵𝐴𝐶̂ = 45𝑜και 𝐴𝐵𝐶̂ = 60𝑜. Βρείτε την 

ελάχιστη απόσταση του 𝐶από το 𝐴𝐵με ακρίβεια ενός δεκαδικού ψηφίου (Σχήμα 

1). 

 

 
Σχήμα 1: Το τρίγωνο του 5ου προβλήματος. 
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Υπάρχουν πολλοί τρόποι προσέγγισης αυτού του προβλήματος, το οποίο 

πιθανόν τέθηκε, αρχικά, ώστε να ελεγχθεί αν ένας μαθητής Δημοτικού ξέρει να 

κάνει χρήση δίπλωσης χαρτιού ώστε να φτάσει στο επιθυμητό τρίγωνο, στη 

συνέχεια να ξαναδιπλώνει ώστε να φέρει κάθετη προς πλευρά και, τέλος, να 

μετρήσει το μήκος του ύψους. 

Κάποιοι «βιαστικοί/γρήγοροι» προσπάθησαν να το λύσουν 

χρησιμοποιώντας Τριγωνομετρία, η οποία συνήθως δεν διδάσκεται στην 

πρωτοβάθμια εκπαίδευση. Γνώριζαν, ακόμη και τον νόμο των ημιτόνων! Αλλά 

ζορίστηκαν όταν συνάντησαν γωνία διαφορετική από 30, 45 ή 60 μοίρες! 

Να μία έξυπνη λύση, η οποία δεν απαιτεί χρήση Μαθηματικών της 

Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης. Επεκτείνουμε το τρίγωνο ώστε να γίνει ορθογώνιο, 

όπως φαίνεται στο Σχήμα 2, και αξιοποιούμε τη σοφία των αρχαίων Κινέζων 

μαθηματικών. 

 

Στο πρόβλημα 15 του Κεφαλαίου 9 του αρχαίου Κινέζου μαθηματικού 

κειμένου Jiuzhang Suanshu, (Τα εννέα κεφάλαια της μαθηματικής τέχνης), το 

οποίο συντάχθηκε μεταξύ του 1ου αι. π.Χ. και του 1ου αι. μ.Χ. Σε αυτό ζητείται η 

 
Σχήμα 2: Εκτεταμένο τρίγωνο 5ου προβλήματος. 

https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-jiuzhang-suanshu
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πλευρά του εγγεγραμμένου τετραγώνου σε ορθογώνιο τρίγωνο, η οποία ισούται 

με 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
. Στο Σχήμα 3 δίνεται μια «απόδειξη χωρίς λόγια» αυτής της όμορφης 

σχέσης, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο «αναλύω και ανασυνθέτω», η οποία 

αποδίδεται στον Κινέζο μαθηματικό του 3ου αιώνα Liu Hui. Απλά εξισώστε το 

εμβαδόν των δυο ξεχωριστών τετραγώνων στα αριστερά και στα δεξιά [2]. 

 

Σχήμα 3: Απόδειξη με τη μέθοδο «αναλύω και ανασυνθέτω». 

Εφαρμόζοντας αυτή την απλή σχέση στη μεγάλη δεξιά γωνία του 

Σχήματος 2, μπορούμε να υπολογίσουμε το ύψος του αρχικού τριγώνου. Αν, 

όμως, τα μεγέθη των γωνιών της βάσης ήταν τυχαία, αυτή η έξυπνη λύση δεν θα 

μπορούσε να χρησιμοποιηθεί, ενώ αντίθετα η όχι-και-τόσο-έξυπνη και «στεγνή» 

μέθοδος που βασίζεται στον νόμο των ημιτόνων θα λειτουργούσε καλά. 

3ο Παράδειγμα 

Υπάρχει ένα γνωστό ανέκδοτο που αφορά στον διάσημο μαθηματικό John 

von Neumann (1903-1957). Ένας φίλος του, του έδωσε κάποτε να λύσει ένα 

πρόβλημα. Δύο ποδηλάτες Α και Β που απέχουν μεταξύ τους 20 μίλια πλησίαζαν 

ο ένας τον άλλο, πηγαίνοντας με 10 μίλια την ώρα ο καθένας. Μια μέλισσα πετούσε 

ανάμεσα στον Α και στον Β με ταχύτητα 15 μιλίων την ώρα, ξεκινώντας από τον 

Α και πηγαίνοντας πέρα δώθε ανάμεσα στον Α και στον Β. Πόσο ταξίδεψε η 

μέλισσα ώσπου να συναντηθούν οι ποδηλάτες; Αμέσως ο von Neumann έδωσε 

την απάντηση: 15 μίλια. Ο φίλος του αντέδρασε λέγοντας ότι μάλλον ο von 

Neumann γνώριζε ήδη το κόλπο και γι’ αυτό απάντησε τόσο γρήγορα. Ο φίλος 

είχε υπόψη του την γρήγορη λύση σε αυτό το γρίφο, δηλαδή ότι οι ποδηλάτες 

https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
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συναντήθηκαν μετά από μία ώρα, οπότε η μέλισσα σε μία ώρα έκανε 15 μίλια. 

Προς έκπληξη του φίλου, ο von Neumann είπε ότι δεν ήξερε κανένα κόλπο, απλά 

πρόσθεσε μια απειροσειρά! 

Για εμένα, αυτό το ανέκδοτο είναι πολύ διδακτικό. (1) Διαφορετικοί 

άνθρωποι έχουν διαφορετικούς τρόπους επίλυσης του ίδιου μαθηματικού 

προβλήματος. Δεν έχει νόημα το να προσπαθείς να κάνεις τους άλλους να το 

λύσουν με το δικό σου τρόπο. Κατ’ αναλογία, δεν έχει νόημα να πιέζεις τους 

άλλους να μάθουν Μαθηματικά με τον τρόπο που τα έμαθες εσύ. (2) Και οι δύο 

μέθοδοι επίλυσης έχουν ξεχωριστά θετικά στοιχεία. Η πρώτη μέθοδος 

υπολογισμού του χρόνου συνάντησης των δύο ποδηλατών είναι κομψή και 

εντοπίζει το κεντρικό σημείο του προβλήματος. Η άλλη μέθοδος της άθροισης 

απειροσειράς, η οποία είναι πιο αργή (αν και όχι για τον von Neumann) και 

δείχνει λιγότερο έξυπνη και περισσότερο επίπονη, προσεγγίζει το πρόβλημα με 

ένα συστηματικό τρόπο. Υποδηλώνει υπομονή, αποφασιστικότητα, ρεαλισμό και 

σχολαστικότητα. Επιπλέον, μπορεί να βοηθήσει να εδραιωθούν μερικές βασικές 

δεξιότητες και να καλλιεργήσει στον σπουδαστή καλές συνήθειες μελέτης και 

εργασίας. 

Δύο προσεγγίσεις στη διδασκαλία και στη μάθηση των Μαθηματικών 

Τι καταλάβαμε από τα τρία παραδείγματα της 3ης ενότητας; Αυτά τα 

παραδείγματα με κάνουν να σκέφτομαι ότι υπάρχουν δύο προσεγγίσεις στο πώς 

κάνουμε μαθηματικά. Για να δώσω μία στρατιωτική παρομοίωση, η μία αναλογεί 

σε πόλεμο με τακτικό στρατό και η άλλη σε αντάρτικο [8]. Η πρώτη προσέγγιση, 

που χρησιμοποιείται στις τάξεις των περισσότερων σχολείων και πανεπιστημίων, 

είναι να παρουσιάζεται το αντικείμενο με τρόπο συστηματικά οργανωμένο και 

προσεκτικά σχεδιασμένη μορφή, η οποία συμπληρώνεται από ασκήσεις και 

προβλήματα. Η άλλη προσέγγιση, η οποία χρησιμοποιείται στην προετοιμασία 

για μαθηματικούς διαγωνισμούς, είναι να βρεθούν οι σπουδαστές αντιμέτωποι με 

διαφόρων ειδών προβλήματα και να εξασκηθούν στο να αναζητούν σημεία εφόδου, 

συσσωρεύοντας κατ’ αυτό τον τρόπο πλήθος κόλπων και στρατηγικών. Κάθε 
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μέθοδος έχει τα πλεονεκτήματά της και, τελικά, οι δύο μέθοδοι συμπληρώνουν 

και επεκτείνουν η μία την άλλη. Κάθε μέθοδος απαιτεί καθημερινή προετοιμασία 

και στέρεα γνωστική βάση. Όπως στο συμβατικό πόλεμο απαιτείται ευελιξία και 

αυθορμητισμός, ενώ στο αντάρτικο χρειάζεται προσεκτική εκ των προτέρων 

προετοιμασία, έτσι και στη διδασκαλία και μάθηση των μαθηματικών δε θα έπρεπε 

να διδάσκουμε μόνο κόλπα και στρατηγικές επίλυσης ειδικού τύπου προβλημάτων 

ή να ξοδεύουμε χρόνο εξηγώντας γενική θεωρία και δουλεύοντας τετριμμένα 

προβλήματα. Θα έπρεπε να χρησιμοποιούμε τις δύο μεθόδους συμπληρωματικά 

τη μία προς την άλλη. Στη βιογραφία του διάσημου Κινέζου στρατηγού και 

εθνικού ήρωα της νότιας δυναστείας των Σονγκ, Yue Fei (1103-1142) βρίσκουμε 

την περιγραφή: Το να στήσεις τον σχηματισμό μάχης είναι η ρουτίνα της τέχνης 

του πολέμου. Το να ελίσσεις τον σχηματισμό μάχης με μαεστρία εναπόκειται 

αποκλειστικά στο μυαλό. 

Μερικές φορές η πρώτη προσέγγιση μπορεί να μοιάζει απλή και βαρετή, 

συγκρινόμενη με τον ενθουσιασμό που νιώθει κανείς λύνοντας θέματα 

διαγωνισμών με τη δεύτερη προσέγγιση. Ωστόσο, δεν θα πρέπει να παραβλέ-

ψουμε τη σημασία αυτής της φαινομενικά αδιάφορης προσέγγισης, η οποία είναι 

πιο γενική και τελικά πολύ πιο ισχυρή από μια ad hoc μέθοδο, η οποία αν και 

κομψή, επιλύει μόνο μία ειδική περίπτωση. Φυσικά, είναι αλήθεια ότι συχνά μια 

ad hoc μέθοδος μπορεί να εξελιχθεί σε ισχυρή γενική μέθοδο ή να αποτελέσει 

μέρος της συνολικής εικόνας. Ένα τέτοιο κλασικό παράδειγμα είναι η ιστορική 

εξέλιξη του απειροστικού λογισμού. Στα αρχαία χρόνια, μόνο μαθηματικές 

αυθεντίες μπορούσαν να υπολογίσουν εμβαδά και όγκους γεωμετρικών 

αντικειμένων, όπως ο Αρχιμήδης (περ. 287 π.Χ. – περ. 212 π.Χ.) και ο Liu Hui 

(3ος αι.). Εκ των υστέρων, ο τύπος τους για τον υπολογισμό του εμβαδού κύκλου 

𝛢 = (1 2⁄ ) × 𝐶 × 𝑟 εμπεριέχει την ουσία του Θεμελιώδους θεωρήματος του 

Απειροστικού Λογισμού. Χάρη στην ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισμού τον 

17ο και τον 18ο αιώνα, μπορεί ο σημερινός μέσος μαθητής που έχει διδαχθεί 
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Απειροστικό Λογισμό, να χειριστεί αυτά που μόνο μεγάλοι μαθηματικοί του 

παρελθόντος μπορούσαν. 

Καθώς πολλοί μαθηματικοί διαγωνισμοί έχουν στόχο περισσότερο να 

ελέγξουν την ικανότητα επίλυσης προβλημάτων και λιγότερο τη γνώση 

συγκεκριμένων αντικειμένων, τα προβλήματα τίθενται σε γενικές θεματικές, που 

μπορούν να γίνουν κατανοητά από νέους της συγκεκριμένης ηλικιακής ομάδας, 

ανεξάρτητα από το περιεχόμενο των αναλυτικών προγραμμάτων σε διαφορετικές 

χώρες και γεωγραφικές περιοχές. Έτσι, θα κάλυπτε τις γνωστικές περιοχές της 

βασικής θεωρίας αριθμών, άλγεβρα, συνδυαστική απαρίθμηση, σειρές, ανισότητες, 

συναρτησιακές εξισώσεις, επιπεδομετρία, στερεομετρία και τα συναφή. Σταδιακά, 

ο όρος «Μαθηματικά των Ολυμπιάδων» κοινώς αναφέρεται σε αυτή τη σύνθεση 

γνωστικών αντικειμένων. Συχνά αναλογίζομαι: δε θα μπορούσαν αυτά τα λεγόμενα 

«Μαθηματικά των Ολυμπιάδων» να αξιοποιηθούν και μέσα στη σχολική τάξη; Αν 

ο στόχος της μαθηματικής εκπαίδευσης είναι να γνωρίσουν οι μαθητές το 

αντικείμενο και να διεγερθεί το ενδιαφέρον τους για αυτό, τότε ενδιαφέροντα μη 

συνηθισμένα προβλήματα θα μπορούσαν να παίξουν σημαντικό ρόλο αν 

χρησιμοποιούνταν συμπληρωματικά προς την καθημερινή μαθησιακή διαδικασία. 

Η χρήση «Μαθηματικών των Ολυμπιάδων» στην τάξη δε θα σήμαινε άμεση 

μεταφορά προβλημάτων από τους διαγωνισμούς στην τάξη, αλλά μάλλον χρήση 

τέτοιου είδους θεμάτων, του πνεύματος και της μορφής με τα οποία 

διαμορφώνονται οι ερωτήσεις, μέσα στο πλαίσιο των επίσημων προγραμμάτων 

σπουδών. Καλές ερωτήσεις θα ήταν επωφελής για αυτούς που μαθαίνουν. Η 

κατασκευή καλών ερωτήσεων είναι πρόκληση για τους διδάσκοντες. Με αυτήν την 

οπτική, οι μαθηματικοί διαγωνισμοί μπορούν να βοηθήσουν τους διδάσκοντες να 

αναβαθμιστούν στην προσπάθειά τους να χρησιμοποιήσουν θέματα διαγωνισμών 

για να εμπλουτίσουν τις μαθησιακές εμπειρίες των διδασκομένων. 

Φίλοι των Μαθηματικών 

Ας επιστρέψουμε στην αρχική ερώτηση: χρειάζεται η κοινωνία διακριθέντες 

των Δ.Μ.Ο.; Όχι, η κοινωνία δεν τους «χρειάζεται». Η κοινωνία δεν «χρειάζεται» 



Περιοδικό Μελέτη 3 71 Μάρτιος 2018 
Περιεχόμενα 

ούτε καν μαθηματικούς. Όμως, η κοινωνία χρειάζεται (εδώ χωρίς εισαγωγικά!) 

«φίλους των Μαθηματικών». Ένας «φίλος» μπορεί να μην ξέρει πολλά 

Μαθηματικά, θα καταλάβαινε όμως τι αφορούν και θα εκτιμούσε τον ρόλο που 

παίζουν στον σύγχρονο κόσμο. 

Ο μαθηματικός Paul Halmos είπε κάποτε: «με θλίβει ότι μορφωμένοι 

άνθρωποι ούτε καν γνωρίζουν την ύπαρξη του αντικειμένου μου» [3]. O Allen 

Hammond, συντάκτης του περιοδικού Science, περιέγραψε κάποτε τα Μαθηματικά 

ως την «αόρατη κουλτούρα» [4]. Από την άλλη, ίσως είναι καλύτερα να παραμένεις 

ολίγον μη ορατός! Δεν έχει περάσει πολύς καιρός που διάβασα στις ειδήσεις 

(Associated Press, May 7, 2016): «Καθηγητής της Ivy League3 ύποπτος για 

τρομοκρατία επειδή έλυνε Μαθηματικά σε διάρκεια πτήσης». Ένας Αμερικανός 

επιβάτης που καθόταν στην πτήση δίπλα στον Guido Menzio του Πανεπιστημίου 

της Πενσυλβάνια υποπτεύθηκε ότι τα ακατανόητα γραπτά του καθηγητή ήταν 

κάποιος κώδικας για βόμβα, με αποτέλεσμα να απομακρυνθεί ο καθηγητής 

Menzio από το αεροπλάνο και να οδηγηθεί σε ανάκριση. 

 Πραγματικά χρειαζόμαστε «φίλους των Μαθηματικών». 

Στην αρχαία Κίνα ο μαθηματικός του 3ου αιώνα ο Liu Hui είπε: «Το 

αντικείμενο (των Μαθηματικών) δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο καθώς χρησιμοποιεί 

μεθόδους που μεταδίδονται από γενιά σε γενιά, όπως οι πυξίδες και οι γνώμονες 

που χρησιμοποιούνται για τις μετρήσεις, αντικείμενα κατανοητά στους 

περισσότερους. Ωστόσο, σήμερα, είναι λίγοι οι ενθουσιώδεις με τα Μαθηματικά, 

και πολλοί σπουδαστές, αν και πολυμαθείς, δεν είναι κατ’ ανάγκη γνώστες του 

αντικειμένου».  Γιατί άραγε; 

Ιδού ένα απόσπασμα από βιβλίο: «Κεντρικό επιχείρημά μου είναι η ιδέα 

ότι η ***** ξεχωρίζει εξαιτίας μια συνειδητής έμφασης στην ίδια της τη ***** 

γλώσσα. Η απαίτησή της να λειτουργεί ως τέχνη πηγάζει από την ιδιάζουσα 

                                           
3 Στ.Μ: H Ivy League είναι ομάδα οκτώ πανεπιστημίων των βορειοδυτικών ΗΠΑ (Χάρβαρντ, 

Γέιλ, Πρίνστον, Κολούμπια, Μπράουν, Ντάρτμουθ, Κορνέλ και Πανεπιστήμιο της 
Πενσυλβάνια). 

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Halmos
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ενασχόλησή της με τα ίδια της τα δομικά υλικά και την επίσημη έκφρασή τους, 

πέρα από σκέψεις που αφορούν στο κοινό της ή στην κοινωνική της χρήση» [5]. 

Μπορείτε να μαντέψετε τις λέξεις που λείπουν; Αυτό το απόσπασμα προέρχεται 

από το βιβλίο Ποιος χρειάζεται την Κλασσική Μουσική; Πολιτιστική Επιλογή και 

Μουσική Αξία του Julian Johnson [5]. Οι λέξεις που λείπουν είναι «κλασσική 

μουσική» και «μουσική». Ωστόσο, το κείμενο θα ακουγόταν εξίσου σωστό αν η 

«κλασσική μουσική» αντικαθίστατο με τα «Μαθηματικά» και τη «Μαθηματική»! 

Στο ίδιο βιβλίο, ο συγγραφέας λέει «… ότι σχετίζεται (εννοώντας την κλασσική 

μουσική) με την αμεσότητα της καθημερινής ζωής, όμως όχι άμεσα. Δηλαδή, 

παίρνει πλευρές της άμεσης εμπειρίας μας και τις επεξεργάζεται, επιστρέφοντάς 

τις με αλλαγμένη μορφή. Έτσι, δημιουργεί μια απόσταση ανάμεσα στην ίδια και 

στο καθημερινό, διατηρώντας ταυτόχρονα και μια σχέση προς αυτό» [5]. Και τα 

μαθηματικά το κάνουν αυτό. Γι’ αυτό και δεν είναι εύκολο να γίνουν προσιτά στο 

ευρύ κοινό. Για να γίνει κανείς «φίλος των Μαθηματικών» πρέπει να ανατραφεί από 

τα σχολικά του χρόνια σε ένα περιβάλλον όπου τα Μαθηματικά δεν είναι μόνο 

απολαυστικά, αλλά έχουν και νόημα. Στον πρόλογό τους σε ένα διδακτικό 

εγχειρίδιο για προπτυχιακούς οι συγγραφείς John Baylis και Rod Haggarty 

σημειώνουν: «Ο επαγγελματίας μαθηματικός θα γνωρίζει ότι η διασκέδαση και η 

σοβαρότητα δεν είναι ασύμβατα: το ζήτημα για μας είναι να βεβαιωθούμε ότι οι 

αναγνώστες μας θα απολαύσουν τη διασκέδαση, αλλά δεν θα χάσουν και το 

μαθηματικό νόημα» [1]. 

Επίλογος 

Ο καλός μου φίλος Tony Gardiner, ένας πεπειραμένος τέσσερεις φορές 

αρχηγός αποστολής του Ηνωμένου Βασιλείου σε Δ.Μ.Ο., επισήμανε κάποτε ότι 

δεν θα έπρεπε να κατηγορώ για τα αρνητικά στοιχεία των μαθηματικών 

διαγωνισμών τους ίδιους τους διαγωνισμούς. Συνεχίζοντας, με διαφώτισε πάνω στο 

εξής σημείο, ότι ένας μαθηματικός διαγωνισμός θα έπρεπε να αντιμετωπίζεται ως 

η κορυφή ενός μεγάλου, πιο ενδιαφέροντος παγόβουνου, διότι θα έπρεπε να δίνει 

σε κάθε χώρα το κέντρισμα να δημιουργήσει μια πυραμίδα δραστηριοτήτων για 
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πολλούς σπουδαστές που έχουν ενδιαφέρον για τα Μαθηματικά [7]. Θα ήταν προς 

όφελος όλων να σκεφτούμε τι άλλες μαθηματικές δραστηριότητες πέρα από τους 

διαγωνισμούς θα μπορούσαν να οργανωθούν για να τους υποστηρίξουν. Τέτοιες 

δράσεις θα μπορούσαν να είναι η δημιουργία μαθηματικών λεσχών ή περιοδικών 

που να επιτρέπουν σε νέους που ενδιαφέρονται να μοιραστούν τον ενθουσιασμό 

και τις ιδέες τους, η διοργάνωση συναντήσεων για επίλυση προβλημάτων, η 

οργάνωση διαγωνισμών εκπόνηση εργασιών διαφόρων επιπέδων, η συγγραφή 

εκθέσεων, βιβλιοπαρουσιάσεις, δημιουργία κόμικς, βίντεο, λογισμικού, 

παιχνιδιών, παζλ, … 

Εν κατακλείδι, η αρχική ερώτηση εντάσσεται σε ένα ερώτημα με ευρύτερο 

νόημα: Η κοινωνία χρειάζεται εμένα; Συχνά ακούμε το κλισέ «Ουδείς 

αναντικατάστατος!» Ας έχουμε κατά νου ότι ο καθένας έχει την αξία του και μπορεί 

να συνεισφέρει στο να γίνει ο Κόσμος καλύτερος. Και οι διακριθέντες των Δ.Μ.Ο. 

δεν αποτελούν εξαίρεση! 

Βιβλιογραφικές αναφορές 
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Διάφορα Μαθηματικά θέματα 

 

Σε αυτήν τη στήλη θα παρουσιάζονται διάφορα άλλα θέματα 

μαθηματικών που δεν ταξινομούνται στις μόνιμες στήλες, όπως παιχνίδια, 

διασκεδαστικά Μαθηματικά, διάφορες εφαρμογές και άλλα.  
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Παλινδρομώντας... 
στα Διασκεδαστικά Μαθηματικά 

Σωτήρης Δ. Χασάπης 

www.arithmoi.gr 

Η αρχή... 

«Νίψον ἀνομήματα, μὴ μόναν ὄψιν4» είναι φράση που βρισκόταν γραμμένη 

σε  μία ιερή πηγή έξω από την Αγία Σοφία της Κωνσταντινούπολης και αποδίδεται 

στον εξαιρετικό ρήτορα και Αρχιεπίσκοπο Κωνσταντινουπόλεως του 4ου αι. μ.Χ., 

Άγιο Γρηγόριο τον Ναζιανζηνό. 

 

 

Τι το ενδιαφέρον έχει όμως η συγκεκριμένη φράση; Αν την παρατηρήσουμε 

προσεκτικότερα θα διαπιστώσουμε ότι διαβάζεται ακριβώς ίδια τόσο από τα 

αριστερά προς τα δεξιά, αλλά και ανάποδα από τα δεξιά προς τα αριστερά. Τέτοιες 

φράσεις λέγονται καρκινικές ή παλίνδρομες. Πρωτεργάτης τέτοιου είδος φράσεων 

θεωρείται από πολλούς ο Έλληνας ποιητής Σωτάδης ο Μαρωνίτης ή Κρής, του 

3ου αι. π.Χ., διάσημος για την ερωτική του ποίηση. Η παλαιότερη παλινδρομική 

φράση που έχει βρεθεί, σύμφωνα με την en.wikipedia.org είναι το τετράγωνο Sator 

που βρέθηκε στην πόλη Herculaneum, η οποία θάφτηκε στη στάχτη του 

Βεζούβιου μαζί με την Πομπηία το 79 μ.Χ. 

                                           
4 Η φράση σημαίνει: «Ξέπλυνε τις αμαρτίες σου και όχι μόνο το πρόσωπό σου». 

http://www.arithmoi.gr/
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Το τετράγωνο Sator έχει γραμμένη στα Λατινικά την πρόταση «Sator Arepo Tenet 

Opera Rotas5» και διαβάζεται στο τετράγωνο όχι μόνο ανάστροφα, αλλά ξεκινώντας 

από την πάνω αριστερή ή την κάτω δεξιά γωνία και διαβάζοντας είτε προς τα δεξιά 

και κάτω, είτε προς τα αριστερά και πάνω αντίστοιχα. Άλλα παραδείγματα 

παλίνδρομων λέξεων είναι και οι ΣΕΡΡΕΣ, ΣΑΒΒΑΣ, ΑΝΝΑ κ.ά. Υπάρχουν 

πολλές φράσεις που είναι παλίδρομες ή έχουν γίνει ρητά.  

Never odd or even 

Ποτέ περιττός ή άρτιος γράφει ο τίτλος, αλλά προφανώς υπάρχουν και 

αριθμοί που είναι παλίνδρομοι, όπως ο 121 ή ο 2235322. Υπάρχουν ακριβώς 9 

παλίνδρομοι διψήφιοι αριθμοί: 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99. Είναι όμως 

δυνατό να παραχθούν παλίνδρομοι αριθμοί με την εξής απλή διαδικασία: Επιλέξτε 

έναν διψήφιο αριθμό, γράψτε τον ανάποδα και προσθέστε τους. Επαναλάβετε τη 

διαδικασία μέχρι το αποτέλεσμα να είναι παλίνδρομος αριθμός:  

12 + 21 = 33 

27 + 72 = 99 

29 + 92 = 121 

79+97=176, 176+671=847, 847+748=1595, 1595+5951=7546, 

7546+6457=14003, 14003 +30041 = 44044 

 

                                           
5 Η φράση σημαίνει  Ο σπορέας Arepo κρατάει με προσπάθεια τους τροχούς. 
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Προφανώς, όταν το άθροισμα των ψηφίων του διψήφιου αριθμού είναι 

μικρότερο του 10, τότε με την πρώτη εφαρμογή της διαδικασίας λαμβάνεται ένας 

παλίνδρομος. 

Ένα παιχνίδι είναι να «μαντέψει» κανείς για ένα διψήφιο αριθμό μετά από 

πόσα βήματα της προηγούμενης διαδικασίας θα προκύψει παλίνδρομος αριθμός. 

Με μία γρήγορη διερεύνηση μπορεί να υποψιαστεί ότι αυτό εξαρτάται από το 

άθροισμα των ψηφίων του αριθμού εκκίνησης. Μάλιστα, αποδεικνύεται ότι ισχύει 

ο παρακάτω πίνακας:  

Άθροισμα 

ψηφίων 
<10 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

Επαναλήψεις 

διαδικασίας 
1 2 1 2 2 3 4 6 24 6 

 

Γενικά, φαίνεται ότι η διαδικασία δίνει γρήγορα παλίνδρομους αριθμούς 

εκτός από την περίπτωση του αθροίσματος ψηφίων 17, δηλαδή των αριθμών 89, 

98. Πάντως, μπορεί να είναι και περισσότερο άτυχος κάποιος, αφού υπάρχουν 249 

ακέραιοι μικρότεροι από 10.000 που δεν παράγουν παλίνδρομο αριθμό μετά από 

τουλάχιστον 100 επαναλήψεις της διαδικασίας. Στατιστικά, το 80% των αριθμών 

που είναι μικρότεροι από 10.000 παράγουν παλίνδρομο μετά από 4 βήματα το 

πολύ, ενώ το 90% μετά από 7 βήματα το πολύ. 

Στην επόμενη εικόνα φαίνεται η κατανομή των 1000 πρώτων παλίνδρομων 

αριθμών, ξεκινώντας από την πάνω αριστερή γωνία. Το τετράγωνο αυτό είναι 

μεγέθους 100 x 100, οπότε σε κάθε γραμμή απεικονίζονται με κουκίδα οι αριθμοί 

που είναι παλίνδρομοι. 
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Πηγή: http://www.mathematische-basteleien.de/palindromes.html 

Κάποιες διερευνήσεις... 

Υπάρχουν πολλά ερωτήματα που μπορεί να δημιουργηθούν στην 

παραπάνω διαδικασία παραγωγής παλίνδρομων αριθμών.  

Για παράδειγμα ποιος είναι ο μικρότερος αριθμός που παράγει παλίνδρομο 

με τη διαδικασία αναστροφής και πρόσθεσης, όπως περιγράφηκε προηγουμένως 

σε ακριβώς ν βήματα; 

Αν θεωρήσουμε ότι όλοι οι μονοψήφιοι αριθμοί είναι παλίνδρομοι, τότε για 

ν=0, ο 0 είναι μικρότερος αριθμός που σε 0 βήματα παράγει παλίνδρομο(δηλαδή 

ήδη είναι). Για ν=1, παρατηρούμε ότι ο 10 γίνεται 10+01 =11 άρα θα είναι ο 

μικρότερος αριθμός που σε ένα βήμα παράγει παλίνδρομο. Για ν=2, αφού μέχρι 

το 18, όλοι οι αριθμοί έχουν μονοψήφιο άρθοισμα ψηφίων θα παράγουν 

παλίνδρομο στο πρώτο βήμα. Όμως, δε συμπεριλαμβάνονται στην ακολουθία, 

αφού για ν=1 έχει επιλεχθεί ο μικρότερος να είναι ο 10. Συνεπώς, ο 19 είναι ο 

μικρότερος που παράγει τον 121 σε ν=2 βήματα. Είναι άραγε αύξουσα αυτή η 

ακολουθία; 

Προφανώς και όχι, όπως φαίνεται στον επόμενο πίνακα με τους 55 πρώτους 

αριθμούς της. 
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0, 10, 19, 59, 69, 166, 79, 188, 193, 1397, 829, 167, 2069, 1797, 849, 177, 

1496, 739, 1798, 10777, 6999, 1297, 869, 187, 89, 10797, 10853, 10921, 

10971, 13297, 10548, 13293, 17793, 20889, 700269, 106977, 108933, 

80359, 13697, 10794, 15891, 1009227, 1007619, 1009246, 1008628, 

600259, 131996, 70759, 1007377, 1001699, 600279, 141996, 70269, 10677, 

10833, 10911. 

Ο επόμενος αλγόριθμος, γραμμένος σε Python, επιστρέφει τον ν-οστό 

όρο της ακολουθίας και είναι καταχωρημένος στο oeis.org στην ακολουθία 

Α023109:  

def A023109(n): 

    if n > 0: 

        k = 0 

        while True: 

            m = k 

            for i in range(n): 

                if str(m) == str(m)[::-1]: 

                    break 

                m += int(str(m)[::-1]) 

            else: 

                if str(m) == str(m)[::-1]: 

                    return k 

            k += 1 

        else: 

            return 0  

 

Ένας άλλος τρόπος παραγωγής παλίνδρομων αριθμών είναι με την 

αντικατάσταση της πρόσθεσης στην προηγούμενη διαδικασία με 

πολλαπλασιασμό. Η ακολουθία των αριθμών που παράγουν παλίνδρομους με 

αυτόν τον τρόπο βρίσκεται στην εγκυκλοπαίδεια του Sloane με τον αριθμό 

Α004086. Μπορείτε να ακούσετε τη «μουσική της ακολουθίας», γράφοντας τον 

αριθμό της στη σελίδα http://oeis.org/play?q=A005132&language= 

english&go=Search. 

http://oeis.org/A062936
http://oeis.org/play?q=A005132&language
http://oeis.org/play?q=A005132&language
http://oeis.org/play?q=A005132&language=english&go=Search
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Παλίνδρομοι και πρώτοι 

Υπάρχουν πρώτοι παλίνδρομοι αριθμοί; Ο 11 είναι ένας τέτοιος διψήφιος, 

προφανώς και οι μονοψήφιοι πρώτοι κατά τετριμμένο τρόπο. Ας παρατηρήσουμε 

τώρα τους διψήφιους και μερικούς τριψήφιους παλίνδρομους αριθμούς: 11, 22, 33, 

44, 55, 66, 77, 88, 99, 111, 121, 131,..., 1001, 1111,... 

Παρατηρούμε ότι όλοι οι διψήφιοι και οι τετραψήφιοι παλίνδρομοι 

αριθμοί, της λίστας αυτής, διαιρούνται από το 11, ενώ δε συμβαίνει το ίδιο για 

όλους τους τριψήφιους αριθμούς. Ισχύει η εξής:  

Πρόταση: Ο αριθμός 11 είναι ο μοναδικός πρώτος παλίνδρομος αριθμός 

με άρτιο πλήθος ψηφίων. 

Απόδειξη: Γνωρίζουμε ότι ένας αριθμός διαιρείται με το 11 αν το 

άθροισμα των ψηφίων του στις άρτιες θέσεις αφαιρούμενο από το άθροισμα των 

ψηφίων του στις περιττές θέσεις δίνει 0 ή πολλαπλάσιο του 11. 

Για παράδειγμα 128.293 = 11 ⋅ 11663. Ισχύει ότι 1 + 8 + 9 = 18 και 

2 + 2 + 3 = 7. Η διαφορά τους είναι 11 και γι’ αυτό ο αριθμός 128.293 

διαιρείται από το 11.  Οπότε, είναι προφανές ότι σε έναν παλίνδρομο αριθμό με 

άρτιο πλήθος ψηφίων, θα είναι παράγοντας το 11. Αυτό διότι το πρώτο του ψηφίο 

(1ο  = σε περιττή θέση) θα είναι ίσο με το τελευταίο ( τελευταίο = σε άρτια θέση), 

το δεύτερο (άρτια θέση) ίσο με το προτελευταίο (περιττή θέση) κ.ο.κ. Συνεπώς, 

όλα τα ψηφία στις περιττές θέσεις θα είναι ίσα με αντίστοιχα ψηφία στις άρτιες 

θέσεις, άρα η διαφορά των αθροισμάτων είναι μηδέν και σύμφωνο με γνωστό 

κριτήριο διαιρετότητας, ο αριθμός διαιρείται με το 11. Τελικά, κανένας 

παλίνδρομος αριθμός με άρτιο πλήθος ψηφίων δε θα είναι πρώτος (εκτός από το 

11), διότι θα διαιρείται από το 11. 

Τώρα, η παραπάνω πρόταση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για παιχνίδι 

εντυπωσιασμού στην παρέα σας. Ζητείστε από κάποιον φίλο σας να γράψει έναν 

3-ψήφιο τουλάχιστον αριθμό και να παράξει έναν παλινδρομικό αριθμό, 

γράφοντας δίπλα του τον ανάστροφό του. Για παράδειγμα να γράψει τον 153, τότε 
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να παράξει τον 153.351 και θα του απαντήσετε εσείς αμέσως αν είναι ή δεν είναι 

πρώτος. 

Και ένα ανοικτό πρόβλημα... 

Τελικά, όλοι οι αριθμοί εκκίνησης, με την παραπάνω διαδικασία παράγουν 

έναν παλίνδρομο αριθμό; Μάλλον όχι! 

Ένας φυσικός αριθμός που με την παραπάνω διαδικασία δεν έχει καταλήξει 

να δίνει παλίνδρομο αριθμό λέγεται αριθμός Lychrel. Το «μάλλον όχι» αφορά στο 

ότι μέχρι τώρα δεν έχει αποδειχθεί η ύπαρξη ενός τέτοιου αριθμού. Το 196 

εικάζεται ότι είναι ένας τέτοιος αριθμός. Σε μία λίστα με άλλους αριθμούς που 

εικάζεται ότι ανήκουν σε αυτήν την κατηγορία υπάρχουν αριθμοί που μετά από 

δεκάδες εκατομμύρια επαναλήψεις του αλγορίθμου δεν καταλήγουν σε 

παλίνδρομο αριθμό, έχοντας φτάσει σε μήκος μερικών δεκάδων εκατομμυρίων 

ψηφίων. Η ακολουθία των αριθμών Lychrel έχει καταχωριστεί στη βάση του 

Sloane, των ακεραίων ακολουθιών με τον αριθμό A0230108. 

Επίλογος 

Αυτό το διασκεδαστικό ερώτημα και οι συναφείς διαδικασίες παραγωγής 

παλίνδρομων αριθμών που αναπτύχθηκαν συνοπτικά εδώ, αν και δεν πρόκειται για 

μεγάλης έκτασης και σημασίας μαθηματικά ερωτήματα, εντούτοις έχουν οδηγήσει 

πολύ κόσμο (Μαθηματικούς και προγραμματιστές κυρίως) να ασχοληθούν με 

αυτά. Εξάλλου σε κάθε βήμα της παραπάνω διαδικασίας μπορεί να προκύψει και 

ένα νέο ερώτημα. Η βιβλιογραφία είναι εκτενής και οι πηγές αναρίθμητες, μερικές 

από τις οποίες καταγράφονται στη συνέχεια.  

Αναφορές 

Digit Reversal Sums Leading to Palindromes, http://www.mathpages.com/ 

home/kmath004/kmath004.htm. 

Gardner Martin, The Colossal Book of Mathematics, W.W.Norton& Company, 

2001. 

Lychrel Number, https://en.wikipedia.org/wiki/Lychrel_number. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Lychrel_number
http://www.p196.org/news.html
http://www.p196.org/lychrel_records.html
http://www.mathpages.com/
http://www.mathpages.com/
http://www.mathpages.com/home/kmath004/kmath004.htm
https://en.wikipedia.org/wiki/Lychrel_number
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http://users.tmok.com/~pla/Lychrel/Lychrel.shtml
http://www.mathematische-basteleien.de/
http://www.mathematische-basteleien.de/
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https://nrich.maths.org/2574
https://www.youtube.com/watch?v=bN8PE3eljdA
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Μαθηματικών όρων και συμβόλων «επίσκεψις» 

 

 

 

Είναι πολύ ενδιαφέρον, όχι μόνο από μαθηματικής άποψης, αλλά και 
από γλωσσολογικής, να γνωρίζουμε το πλάτος και το βάθος που ορίζουν και 
σηματοδοτούν οι λέξεις που χρησιμοποιούμε στα σχολικά Μαθηματικά.  

Η γνώση της σημασιολογικής έκτασης λέξεων και συμβόλων μας 
βοηθά να τα χειριζόμαστε σωστά, να κατανοούμε καλύτερα τη σημασία τους 
στο κείμενο και η ανάγνωσή του ίδιου του κειμένου να γίνει 
αποτελεσματικότερη.  

Αυτή η αντίληψη αποτυπώνεται με σαφήνεια στο γνωμικό του κυνικού 
φιλοσόφου της Αρχαίας Αθήνας, του Αντισθένη που σώθηκε μέχρι σήμερα:  

          «ἀρχή παιδεύσεως ἡ τῶν ὀνομάτων ἐπίσκεψις» * 

 

Θεωρούμε ότι λέξεις όπως: υποτείνουσα, περίκεντρο, ημίτονο, 
σκαληνό τρίγωνο, αφαίρεση, παρονομαστής και πολλές άλλες που έχουν την 
αφετηρία τους στην αρχαία ελληνική γλώσσα ή σε άλλες  γλώσσες, έχουν 
ανάγκη ανάλυσης, ερμηνείας και μεταφοράς στη σημερινή νεοελληνική 
γλώσσα.  

Στο ψηφιακό μας περιοδικό «Μελέτη» καθιερώνουμε τη στήλη με τον 
τίτλο: «Μαθηματικών όρων και συμβόλων επίσκεψις» στην οποία θα 
περιγράφονται μαθηματικές λέξεις ως έννοιες, ως ιστορία, ως ετυμολογία 
και ως εργαλεία. Επίσης, η ιστορική καταγωγή των μαθηματικών συμβόλων 
θα βρίσκει μια θέση στη στήλη αυτή.  

* Αντισθένης.  Αρχαία Κείμενα: TLG. Fragmenta varia 38.8 to 38.9  
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Η παραλληλία  
Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη  

 Κώστας Δόρτσιος  

Γενικά 

 Η λέξη «παραλληλία» σήμερα είναι μια λέξη που χρησιμοποιείται 

στον καθημερινό λόγο και μάλιστα με πολλές παράγωγες μορφές της όπως, 

«παράλληλος», «παραλληλισμός», «παράλληλα», «παραλληλίζω», «παραλληλότητα» κ.ά. οι 

οποίες έχουν μια γενικότερη χρήση, όμως η λέξη αυτή αποκτά μια πιο 

συγκεκριμένη και αυστηρή έννοια στο χώρο της Γεωμετρίας και γενικότερα των 

Μαθηματικών καθώς και των συναφών επιστημών.  

Ακόμα, η λέξη αυτή από την ελληνική αρχαιότητα μεταφέρθηκε με την ίδια 

δομή στη Λατινική γλώσσα καθώς και σ’ όλες τις λατινογενείς και μεταγενέστερες 

γλώσσες του κόσμου.  

Έχει λοιπόν ένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον να μελετηθεί η δομή της λέξης αυτής 

από την ομηρική της μορφή μέχρι και την κορύφωσή της στην εποχή του 

Ευκλείδη. Η έννοια της «παραλληλίας» βρίσκει στη Γεωμετρία την πιο 

συγκεκριμένη της έκταση και νοηματική υπόσταση. Διαβάζοντας ακόμα και 

σήμερα το λεγόμενο «Ευκλείδειο αίτημα» το οποίο αναφέρεται και ως «αξίωμα 

των παραλλήλων» ή ακόμα ως το «πέμπτο αξίωμα» του Ευκλείδη θαυμάζουμε την 

σαφήνεια και την αυστηρότητα της ανθρώπινης σκέψης που λειτουργεί με την λέξη 

αυτή της  «παραλληλίας». 

Η πρόδρομος λέξη: «αλλήλων» 

 
 Η λέξη «παραλληλία» είναι μια σύνθετη λέξη που συντίθεται από 

την πρόθεση «παρά» και από την περίεργη λέξη «αλλήλων» η οποία, σύμφωνα με 

τη γραμματική της αρχαίας ελληνικής γλώσσας, είναι μια «αλληλοπαθητική 

αντωνυμία». Η αντωνυμία αυτή επειδή είναι μια λέξη που φανερώνει δύο ή 

περισσότερα πρόσωπα, έχει μόνο το λεγόμενο δυϊκό αριθμό καθώς και 
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πληθυντικό. Δεν έχει δηλαδή ενικό αριθμό στην κλίση της παρά μόνο δυϊκό και 

πληθυντικό.   

 Το νόημα της λέξης αυτής μπορούμε να το αντιληφθούμε 

διαβάζοντας κάποια χωρία από την Ιλιάδα. 

Για παράδειγμα:  

ἤτοι τὸν Λητώ τε καὶ Ἄρτεμις ἰοχέαιρα 

ἐν μεγάλῳ ἀδύτῳ ἀκέοντό τε κύδαινόν τε: 

αὐτὰρ ὃ εἴδωλον τεῦξ  ἀργυρότοξος Ἀπόλλων 

αὐτῷ τ᾿ Αἰνείᾳ ἴκελον καὶ τεύχεσι τοῖον, 

ἀμφὶ δ᾿ ἄρ᾿ εἰδώλῳ Τρῶες καὶ δῖοι Ἀχαιοὶ 

δῄουν ἀλλήλων ἀμφὶ στήθεσσι βοείας 

ἀσπίδας εὐκύκλους λαισήϊά τε πτερόεντα. 

δηλαδή: 

Την ώρα που η Λητώ κι η Αρτέμιδα μαζί η σαϊτεύτρα έστεκαν 

στο μέγα το άδυτο από πάνω του γιατροπορεύοντας τον, 

ο ασημοδόξαρος Απόλλωνας φτιάνει γοργά ένα σκιάχτρο, 

με τον Αινεία τον ίδιο που 'μοιάζε και στ᾿  άρματά του ακόμα, 

γύρω απ᾿  το σκιάχτρο τούτο αρχίνισαν ο ένας του άλλου να σπάζουν 

οι Τρώες κι οι Αργίτες οι αρχοντόγεννοι στα στήθη τους τρογύρα 

τα καλοστρόγγυλα σκουτάρια τους και τ᾿  αλαφριά τους σκούδα.[1] 

Στο χωρίο αυτό η λέξη «αλλήλων» δηλώνει στη σημερινή γλώσσα την 

έκφραση «ο ένας του άλλου». 

Σε ένα άλλο χωρίο στην Ιλιάδα διαβάζουμε: 

Καί ῥ᾽ ἵππους μὲν ἔρυξαν ἐπὶ στίχας,  

ἐκ δ᾽ ἔβαν αὐτοί,τεύχεά τ᾽ ἐξεδύοντο· 

τὰ μὲν κατέθεντ᾽ ἐπὶ γαίῃ πλησίον ἀλλήλων,  

ὀλίγη δ᾽ ἦν ἀμφὶς ἄρουρα. 

δηλαδή: 

Σειρές σειρές έστησαν τ᾿  άτια τους  

κι εκείνοι εκατεβήκαν, 
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κι ως βγάλαν τ᾿  άρματα από πάνω τους, 

στο χώμα τ᾿  απίθωσαν κοντά κι οι δυο, 

τι δεν τους χώριζε πολύς στη μέση τόπος.[2] 

 

Εδώ η λέξη «αλλήλων» δηλώνει πως μια πράξη συντελείται από δυο 

πρόσωπα, δηλαδή «κι οι δυο». 

Η αντωνυμία «αλλήλων» στη σημερινή γλώσσα έχει τη θέση της αόριστης 

αντωνυμίας «άλλος, άλλη, άλλο». Εξάλλου η λέξη άλλος, υπάρχει και στην αρχαία 

ελληνική γλώσσα και σύμφωνα με το Μέγα Λεξικό της Ελληνικής Γλώσσης των 

Liddel – Scott από τη λέξη αυτή προήλθαν άλλες, όπως: αλλά, αλλήλων, 

αλλότριος, αλλάσσω κλπ. Ειδικότερα και σύμφωνα με το λεξικό αυτό η λέξη 

«αλλήλων» προκύπτει από τον διπλασιασμό της λέξης «άλλος». 

 Εξάλλου ακόμα  και σήμερα η λέξη αυτή χρησιμοποιείται με την 

ίδια ακριβώς δομή σε στερεότυπες εκφράσεις όπως: «αγαπάτε αλλήλους», 

«αλλήλων τα βάρη βαστάζετε» ή ακόμα σε παράγωγες λέξεις, όπως: 

«αλληλογραφία», «αλληλένδετος» κλπ. 

Το ρήμα «αλληλίζω» 

Ένα ρήμα που προκύπτει από την αντωνυμική λέξη «αλλήλων» είναι και το 

«αλληλίζω».  Το ρήμα αυτό το συναντάμε σε κείμενα της ύστερης αρχαιότητας 

και συγκεκριμένα σε κείμενα χριστιανών θεολόγων.  

Συγκεκριμένα ο Κλήμης ο Αλεξανδρινός, που ζει κατά τον 3ο μ.Χ. αιώνα, 

χρησιμοποιεί τη λέξη αυτή στο έργο του με τίτλο Παιδαγωνός,  καθώς επίσης 

ερμηνεία της λέξης αυτής διαβάζουμε στο λεξικό του Ησύχιου του Αλεξανδρινού 

που ζει στον 5ο μ. Χ. αιώνα. Εκεί διαβάζουμε: 

ἀλληλίζεσθαι=τό ἀλλήλους ἐπιχειρῆσαι… 

ἀλληλίζειν = ἄλλως καί ἄλλως λέγειν [3] 

Από τις αναφορές αυτές και όπως δηλώνεται στο Μέγα Λεξικόν των Liddel 

– Scott  η έννοια του ρήματος αυτού γενικά μπορούμε να πούμε ότι δηλώνει το 
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γεγονός ότι κάποιος «βρίσκεται μαζί με κάποιον άλλο ή αλλους», αλλά σε 

γενικές γραμμές το νόημα του ρήματος αυτού είναι ασαφές και αόριστο για το 

λόγο και οι σημερινές μεταφράσεις είναι δύσκολες.  

Παρ’ αλλήλοισι: ο ένας σιμά στον άλλο 

Αναζητώντας στη συνέχεια τη λέξη «παραλληλία» στα Ομηρικά έπη 

παρατηρούμε ότι αυτή δεν υπάρχει! Έχει ενδιαφέρον όμως να δούμε στα αρχικά 

αυτά κείμενα της ελληνικής γλώσσας πώς άρχισε να διαμορφώνεται και πώς 

ξεκίνησε να συντίθεται η λέξη αυτή που οριστικά θεμελιώνεται με τα Στοιχεία του 

Ευκλείδη. 

Στην Ιλιάδα καθώς και στην Οδύσσεια μπορούμε να βρούμε πολλές 

χρήσεις της έκφρασης που περιέχει την αντωνυμία αυτή μαζί με την πρόθεση 

«παρά». Συγκεκριμένα στα έπη αυτά εμφανίζεται η πρόδρομος έκφραση της 

σημερινής λέξης «παράλληλα» η οποία έχει τη μορφή: 

παρ’ αλλήλοισι 

που στη σημερινή γλώσσα σημαίνει:  

ο ένας σιμά στον άλλο 

Αναφέρουμε μερικά παραδείγματα:  

 

Ὣς τώ γ ̓ ἐν κονίῃσι παρ ̓ ἀλλήλοισι τετάσθην, 

ἤτοι ὃ μὲν Θρῃκῶν, ὃ δ ̓ Ἐπειῶν χαλκοχιτώνων 

ἡγεμόνες· πολλοὶ δὲ περὶ κτείνοντο καὶ ἄλλοι. 

Δηλαδή: 

Έτσι στη σκόνη μέσα εκοίτουνταν σιμά σιμά κι οι δυο τους, 

στους Επειούς τους χαλκοθώρακους ο πρώτος, 

στους Θρακιώτες ο άλλος ρηγάρχης·  

και τρογύρα τους κορμιά περίσσια έπεφταν. [4] 
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Στην εικόνα αυτή, η οποία είναι ένα στιγμιότυπο της μάχης μεταξύ 

Ελλήνων και Τρώων, ο ποιητής στην τέταρτη ραψωδία προσπαθεί να περιγράψει 

τους δυο σκοτωμένους άντρες καθώς ήταν πεσμένοι στο έδαφος ο ένας κοντά στον 

άλλο. Τη φράση λοιπόν «παρ’ αλλήλοισι» την εννοούμε σήμερα ως μια θέση όπου 

«ο ένας βρίσκεται κοντά και σιμά στον άλλο» ή «σιμά σιμά κι οι δυο τους» ή «ο ένας στον 

άλλο πλάι» ή γενικά «δίπλα». 

Μια άλλη εικόνα επίσης από την τέταρτη πάλι ραψωδία της Ιλιάδας:  

πολλοὶ γὰρ Τρώων καὶ Ἀχαιῶν ἤματι κείνῳ 

πρηνέες ἐν κονίῃσι παρ ̓ ἀλλήλοισι τέταντο. 

δηλαδή: 

τι πλήθος Τρώες κι Αργίτες πίστομα μαθές τη μέρα εκείνη 

στη σκόνη ξαπλωμένοι εκοίτουνταν ο ένας στον άλλον πλάι. [5] 

 

Επίσης σε άλλο χωρίο διαβάζουμε: 

Αἰνείας δ ̓ οὐ μεῖνε θοόςπερ ἐὼν πολεμιστὴς 

ὡς εἶδεν δύο φῶτε παρ ̓ ἀλλήλοισι μένοντε. 

Δηλαδή 

ο Αινείας δεν κράτησε, πολέμαρχος κι ας ήταν ψυχωμένος, 

τους δυο τους άντρες αναντιάζοντας να παραστέκουν δίπλα. [6] 

Με την ίδια περίπου σημασία τη φράση αυτή τη βλέπουμε και στην 

Οδύσσεια για παράδειγμα: 

«μή μοι, Ὀδυσσεῦ, σκύζευ, ἐπεὶ τά περ ἄλλα 

μάλιστα ἀνθρώπων πέπνυσο: θεοὶ δ  ̓ὤπαζον ὀϊζύν, 

οἳ νῶϊν ἀγάσαντο παρ  ̓ἀλλήλοισι μένοντε 

ἥβης ταρπῆναι καὶ γήραος οὐδὸν ἱκέσθαι. 

δηλαδή: 

«Μη μου κακιώνεις! Σέ όλα το 'δειξες το πιο ξύπνο πως έχεις 

μυαλό, Οδυσσέα! Μα αλήθεια βάσανα πολλά οι θεοί μας δώκαν, 
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που ζούλεψαν και δε μας αφήκαν τη νιότη να χαρούμε 

ο ένας του άλλου και να γεράσουμε μαζί συντροφεμένοι. [7] 

 

Αλλά και αργότερα στην εποχή του Ησιόδου και στο έργο «Θεογονία» 

διαβάζουμε τη φράση: 

ὣς ἄρ᾽ ἐπ᾽ ἀλλήλοις ἵεσαν βέλεα στονόεντα· 
 φωνὴ δ᾽ ἀμφοτέρων ἵκετ᾽ οὐρανὸν ἀστερόεντα 

κεκλομένων· οἱ δὲ ξύνισαν μεγάλῳ ἀλαλητῷ. 

δηλαδή: 

Έτσι ο ένας στον άλλο έριχναν  

βλήματα που φέρνουν στεναγμούς. 
Κι έφτανε και των δυο η φωνή 

 στον έναστρο ουρανόκαθώς φωνάζανε. 

 Και με μεγάλο αλαλαγμό συγκρούστηκαν. [8] 

Στην εικόνα αυτή του Ησιόδου βλέπουμε τους στρατιώτες αυτούς να 

θεωρούνται ο ένας απέναντι στον άλλο και ο ένας να ρίχνει επιθετικά βλήματα 

στον άλλο και όχι απλά να συνυπάρχουν με την έννοια «ό ένας σιμά στον άλλο».  

Όπως και να θεωρηθεί είναι μάλλον σίγουρο ότι η έκφραση «παρ’ 

αλλήλοισι» είναι η πρόδρομος λέξη της γνωστής και σήμερα «παραλληλία» 

καθώς επίσης και η έκφραση «επ’ αλλήλοις» οδηγεί στην σημερινή «επαλληλία». 

Η έννοια της «παραλληλίας» στην εποχή του Θαλή 

Πριν φθάσουμε στην εποχή και σε κείμενα του Αριστοτέλη που ζει κατά 

τον τέταρτο αιώνα π.Χ. αξίζει να αναφερθούμε ότι τη λέξη αυτή δεν τη συναντάμε 

ακόμα και στην εποχή του Θαλή στον οποίο αποδίδονται μεταξύ άλλων και το 

αντίστοιχο θεώρημα που μιλά για παράλληλες γραμμές και αναλογίες.  

Από τη μικρή έρευνα σε κείμενα της ύστερης αρχαιότητας βλέπουμε την 

ακόλουθη αναφορά από τον Διογένη το Λαέρτιο για το έργο του Θαλή που 

σχετίζεται με τον υπολογισμό του ύψους των πυραμίδων της Αιγύπτου και 

ειδικότερα της πυραμίδας του Χέοπα: 
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Την βακτηρίαν στήσας ἐπί τῷ πέρατι τῆς σκιᾶς ἥν ἡ   πυραμίς ἐποίει, 
γενομένων τῇ επαφῇ τῆς ακτῖνος δυεῖν τριγώνων ἔδειξας, ὅν ἡ σκιά πρός τήν 
σκιάν λόγον εἶχε, τήν πυραμίδα πρός τήν βακτηρίαν ἔχουσαν.  

Δηλαδή: 

Αφού έστησε (ο Θαλής), στην άκρη της σκιάς που έριχνε η πυραμίδα στο έδαφος, 

μία ράβδο δημιούργησε με τις ακτίνες του Ηλίου δύο τρίγωνα και έδειξε ότι ο λόγος των 

δύο σκιών ήταν ίσος με τον λόγο του  ύψους της πυραμίδας προς το μήκος της ράβδου.[9] 

Στην αναφορά αυτή βλέπουμε ότι δεν γίνεται καμία χρήση της λέξης 

«παραλληλία» αν και η έννοια αυτή είναι μάλλον σίγουρο ότι λειτουργούσε στη 

σκέψη του Θαλή.  

Ενδιαφέρον  στο σημείο αυτό είναι να παρατηρήσουμε το Σχήμα 1 όπου 

μπορεί κανείς να ερμηνεύσει το ανωτέρω χωρίο του Διογένη του Λαέρτιου ο 

οποίος έζησε τον 3ο αιώνα  μ.Χ. και μιλά για τον τρόπο που ο Θαλής μέτρησε το 

ύψος της Πυραμίδας του Χέοπος. (Σχ.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βλέπουμε στο σχήμα αυτό τις δυο ακτίνες του ήλιου τη στιγμή του 

πειράματος οι οποίες, ως παράλληλες, δημιουργούν με τη σημερινή αντίληψη την 

ομοιότητα των τριγώνων (ΟΑΒ) και (CBD), όπου ΟΑ είναι το ύψος της 

Σχ. 1 
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πυραμίδας και BC το ύψος της ράβδου που έστησε ο Θαλής την ώρα εκείνη στην 

άκρη Β της σκιάς της πυραμίδας ΑΒ.  

Έτσι μπορεί κάποιος να συμπεράνει:  

OA BC

AB BD
   

και συνεπώς:  

 1
BC

OA AB
BD

    

Άρα, από τη σχέση (1) υπολογίζεται το ύψος της πυραμίδας καθόσον τα 

μεγέθη που υπάρχουν στο δεύτερο μέλος της (1) είναι γνωστά. [10] 

Η λέξη «παράλληλος» σε κείμενα του Αριστοτέλη 

Ο τέταρτος αιώνας είναι ο αιώνας των μεγάλων φιλοσόφων και όχι μόνο. 

Είναι η εποχή που μας άφησε πολλά γραπτά κείμενα κι έτσι μπορούμε κάθε φορά 

να μελετήσουμε διάφορες διαδρομές των εννοιών και των ιδεών που αναπτύχθηκαν 

και συζητήθηκαν την εποχή εκείνη.  

Ακόμα η εποχή του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη προηγούνται από την 

εποχή του Ευκλείδη όπου η έννοια της παραλληλίας έχει σταθεροποιηθεί με μια 

αξιωματική πλέον θεμελίωση. Για τον λόγο αυτό και διάφορες αποδεικτικές 

διαδικασίες στην εποχή του Αριστοτέλη είναι ακόμα ασαφείς. Βέβαια, ο 

Αριστοτέλης στο μεγάλο του έργο «Αναλυτικά Πρότερα» και «Αναλυτικά Ύστερα» 

που εντάσσονται μέσα σε ένα ευρύτερο έργο του Αριστοτέλη που ονομάζεται 

«Όργανον», προσπαθεί να θεμελιώσει τον λογικό τρόπο με τον οποίο ο άνθρωπος 

πρέπει να συλλογίζεται και να καταλήγει σε αξιόπιστα συμπεράσματα.  

Για παράδειγμα, ο Αριστοτέλης προσπαθώντας να χτίσει τους κανόνες της 

Λογικής, δηλαδή τον τρόπο με τον οποίο ο ανθρώπινος νους μπορεί να 

συλλογίζεται και με βάση κάποιες αληθείς προτάσεις να μπορεί να συμπεραίνει 

άλλες, χρησιμοποιεί παραδείγματα από το χώρο της Γεωμετρίας.  
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Τα Αναλυτικά Πρότερα είναι το πρώτο από  τα διασωθέντα μέχρι σήμερα 

κείμενα της ελληνικής αρχαιότητας όπου συναντάμε για πρώτη φορά τη λέξη 

«παραλληλία». Συγκεκριμένα, στο έργο αυτό ο Αριστοτέλης γράφει:  

 Τοῦτο δ’ἔστι μέν οὕτω ποιεῖν ὥστ’ εὐθύς ἀξιῶσαι τό προκείμενον, 
ἐνδέχεται δέ καί μεταβάντας ἐπ’ ἄλλα ἄττα τῶν πεφυκότων δι’ ἐκείνου δείκνυσθαι 
διά τούτων ἀποδεικνύναι τό ἐξ ἀρχῆς, οἷον εί τό Α δεικνύοιτο διά τοῦ Β, τό δέ Β 
διά τοῦ Γ, τό δε Γ πεφυκός εἴη δείκνυσθαι διά τοῦ Α˙ συμβαίνει γάρ αὐτό δι’ αὐτοῦ 
τό Α δεικνύναι τούς οὕτω συλλογιζομένους. Ὅπερ ποιοῦσιν οἱ τάς παραλλήλους 
οἰόμενοι γράφειν˙ λανθάνουσιν γάρ αὐτοί ἑαυτούς τοιαῦτα λαμβάνοντες ἅ οὐχ οἷόν 
τε ἀποδεῖξαι μή οὐσῶν τῶν παραλλήλων. Ὤστε συμβαίνει τοῖς οὕτω 
συλλογιζομένους ἕκαστον εἶναι  λέγειν, εἰ ἔστιν ἕκαστον˙ οὕτω δ’ ἅπαν ἔσται δι’ 
αὐτοῦ γνωστόν˙ ὅπερ ἀδύνατον.  

Δηλαδή: 

 Τούτο έγκειται στο να ενεργεί κανείς έτσι ώστε να αξιώνει ευθύς αμέσως [ως 

αρχικώς ζητούμενο] να αποδεικνύει μέσω αυτών το τελευταίο αυτό, όπως, επί παραδείγματι, 

αν το Α μπορούσε να αποδειχθεί μέσω του Β και το Β μέσω του Γ, και το Γ μπορούσε από 

τη φύση του να αποδειχθεί μέσω του Α, διότι έπεται γι’ αυτούς που συλλογίζονται έτσι ότι 

αποδεικνύουν το Α μέσω του εαυτού του. Είναι αυτό ακριβώς που πράττουν αυτοί οι οποίοι 

νομίζουν ότι σύρουν παράλληλες γραμμές, διότι τους διαφεύγει ότι λαμβάνουν [ως 

δεδομένα] πράγματα τα οποία δεν είναι σε θέση να αποδείξουν, αν οι παράλληλες 

γραμμές δεν είναι ήδη παρούσες. Άρα συμβαίνει γι’ αυτούς που συλλογίζονται κατ’ αυτόν 

τον τρόπο να λέγουν για κάθε πράγμα ότι είναι [παρόν], αν είναι [παρόν], οπότε έτσι κάθε 

πράγμα θα καθίσταται γνωστό μέσω του εαυτού του, πράγμα το οποίο είναι αδύνατο. [11] 

Στο ανωτέρω χωρίο βλέπουμε ότι ο μεγάλος φιλόσοφος προσπαθεί να 

παρουσιάσει την περίπτωση εκείνη όπου ένας συλλογισμός θεωρείται λαθεμένος 

όταν, θέλοντας να αποδείξει την αλήθεια μιας πρότασης Α, στηρίζεται τελικά στην 

αλήθεια της ίδιας της πρότασης Α. 

Υποστηρίζει λοιπόν ότι,  η αποδεικτική διαδικασία η οποία για την 

απόδειξη μιας πρότασης Α επικαλείται την αλήθεια μιας πρότασης Β και η αλήθεια 

της πρότασης Β απορρέει από την αλήθεια μιας τρίτης πρότασης Γ, όμως η 

αλήθεια της πρότασης Γ απορρέει από την αλήθεια της αρχικά ζητούμενης 

πρότασης Α, τότε ουσιαστικά έχουμε έναν φαύλο κύκλο! (Σχ.2) 
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Για να ερμηνεύσει ο Αριστοτέλης την άποψη αυτή, χρησιμοποιεί ένα 

παράδειγμα από τη Γεωμετρία της εποχής του. Δεν ξεχνάμε βέβαια, ότι στην 

εποχή κατά την οποία ο Αριστοτέλης γράφει αυτές τις σκέψεις είναι περίπου τα 

μέσα του τέταρτου αιώνα π. Χ., και η γεωμετρική σκέψη δεν είχε διαμορφωθεί σε 

μια ενιαία και ολοκληρωμένη δομή, πράγμα που έγινε λίγο αργότερα από τον 

Ευκλείδη με τη συγγραφή των Στοιχείων γύρω στο 300 π.Χ.  

Είναι ενδιαφέρον στο σημείο αυτό να παραθέσουμε ένα σχόλιο των 

μεταφραστών της φιλολογικής ομάδας του Εκδοτικού Οίκου «Κάκτος» το οποίο 

για το ανωτέρω γεωμετρικό παράδειγμα αναφέρει:  

«Έστω δυο παράλληλες ευθείες τεμνόμενες υπό τρίτης και έστω ότι θέλουμε να 

αποδείξουμε την παραλληλία των δυο ευθειών μέσω της ισότητας των γωνιών που 

σχηματίζει με αυτές η τέμνουσα. Επειδή η ισότητα των γωνιών δεν μπορεί ν’ αποδειχθεί 

παρά μόνο μέσω της παραλληλίας των δυο ευθειών, δεν καταλήγουμε παρά σε λήψη του 

ζητουμένου.  

Η πραγματική απόδειξη της παραλληλίας δίνεται από τον Ευκλείδη (Α,31)» [12] 

Το σχόλιο αυτό μας λέει πώς αν κάποιος στην εποχή εκείνη ήθελε να 

αποδείξει ότι οι δύο ευθείες 1 2
,   είναι παράλληλες και θελήσει να επικαλεσθεί την 

ισότητα των γωνιών ω και φ για να το αποδείξει, τότε αυτό αποτελεί φαύλο κύκλο 

διότι η ισότητα των γωνιών είναι αποτέλεσμα της παραλληλίας των ευθειών, 

δηλαδή κάτι που είναι ζητούμενο.  
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Αυτό σήμερα φαίνεται κάπως περίεργο, γιατί μετά την Ευκλείδεια εποχή 

και την αξιωματική θεμελίωση πλέον της γεωμετρίας ισχύουν οι δύο ακόλουθες 

προτάσεις των Στοιχείων: 

1η.  Ἐάν δύο εὐθεῖαι τέμνωνται ὑπό εὐθείας, ὥστε αἱ ἐναλλάξ γωνίαι νά 
γίνωνται ἴσαι πρός ἀλλήλας, αἱ δύο εὐθεῖαι εἶναι παράλληλοι πρός ἀλλήλας. 
(Πρόταση Α.27 των Στοιχείων) [13] 

2η. Διά δοθέντος σημείου, ν’ ἀχθῇ εὐθεῖα παράλληλος πρός δοθεῖσαν 
εὐθεῖαν. (Πρόταση Α.31 των Στοιχείων) [14] 

Στα Αναλυτικά Πρότερα η λέξη «παραλληλία» βρίσκεται ακόμα σε άλλα 

δύο χωρία και εξυπηρετούν πάλι στην επιχειρηματολογία του Αριστοτέλη για τη 

θεμελίωση της Λογικής του. Επίσης, η λέξη αυτή χρησιμοποιείται και στο έργο 

«Μηχανικά» του Αριστοτέλη. Την εποχή βέβαια αυτή εξακολουθούν να 

εμφανίζονται οι ομηρικές εκφράσεις «παρ’ αλλήλοισι», «επ’ αλλήλοις» καθώς 

επίσης ενδιαφέρουσα είναι και η φράση «παρ’ ἄλληλα» που συναντά κανείς σε 

κείμενα του Δημόκριτου.  

Η λέξη «παράλληλος» στην εποχή του Ευκλείδη 

Στα Στοιχεία του Ευκλείδη η έννοια της «παραλληλίας» έχει πλέον 

ωριμάσει και έχει συγκεκριμένο εύρος και βάθος στην γεωμετρική της αντίληψη. 

Είναι μια λέξη που δηλώνει μια θεμελιώδη σχέση μεταξύ δυο ευθειών που 

βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και που όσο κι αν προεκταθούν ποτέ δεν συναντώνται.  

Στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων και στον 23ο ορισμό διαβάζουμε «πότε» 

δυο ευθείες είναι μεταξύ των παράλληλες: 

χ.3 
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Παράλληλοί εἰσιν εὐθεῖαι, αἵτινες ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ οὗσαι καί 
ἐκβαλλόμεναι εἰς ἄπειρον ἐφ’ ἑκάτερα τά μέρη ἐπί μηδέτερα συμπίπτουσιν 
ἀλλήλαις. 

δηλαδή: 

Παράλληλοι εὐθεῖαι εἶναι ἐκεῖναι, αἱ ὁποῖαι εὑρισκόμενοι εἰς τό αὐτό 
ἐπίπεδον καί προεκβαλλόμεναι εἰς τό ἄπειρον ἀπό τά δύο μέρη δέν συμπίπτουν 
από κανέν μέρος. [15] 

Τέλος, η έννοια αυτή οδηγεί στο περίφημα Ευκλείδειο Αίτημα που είναι 

το 5ο αίτημα του Ευκλείδη και βρίσκεται στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων. Η 

διατύπωση του αξιώματος αυτού είναι η ακόλουθη: 

Καί ἐάν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τάς ἐντός καί ἐπί τά αὐτά μέρη 
γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τάς δύο εὐθείας ἐπ’ ἄπειρον 
συμπίπτειν, ἐφ’ ἅ μέρη εἰσιν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες.  

δηλαδή:  

 

Καί ἐάν εὐθεῖα τέμνουσα δύο εὐθείας σχηματίζῃ τάς ἐντός καί ἐπί τά αὐτά 

μέρη γωνίας μικροτέρας τῶν δύο ὀρθῶν, ὅταν αἱ δύο εὐθεῖαι προεκταθοῦν ἐπ’ 

ἄπειρον, θά συμπίπτουν πρός τά μέρη ὅπου σχηματίζονται αἱ μικρότεραι τῶν δύο 

ὀρθῶν γωνίαι. [16] 

Στο σχήμα 4 φαίνεται η σημασία του αξιώματος αυτού που δηλώνει ότι αν 

το άθροισμα φ+ ω < 180ο  τότε οι ευθείες 1 2( ), ( )   θα τμηθούν προς το ημιεπίπεδο 

εκείνο στο οποίο ανήκουν και οι γωνίες αυτές.  

Το αξίωμα αυτό έχει κι άλλες διατυπώσεις πλέον αυτής που διαβάζουμε στα 

Στοιχεία. Ισοδύναμες διατυπώσεις εμφανίστηκαν μετά τον Ευκλείδη  με στόχο 
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την καλύτερη ερμηνεία της πρότασης αυτής.  Η πλέον χρησιμοποιούμενη είναι η 

ακόλουθη: 

Υπάρχει ευθεία α και σημείο Α εκτός αυτής τέτοιο, ώστε από το Α διέρχεται μία 

μοναδική ευθεία που δεν τέμνει την α. [17] 

Ή πιο απλά:  

Από ένα σημείο Α εκτός μιας ευθείας α άγεται μια και μοναδική παράλληλη προς 

την α.     

Στο σχήμα 5 φαίνεται η ευθεία (α), ένα σημείο Α εκτός αυτής καθώς και η μια και 

μοναδική παράλληλη (α΄) που άγεται από το σημείο Α προς την (α). 

Αυτή η πρόταση είναι η  πλέον σημαντική στη θεμελίωση της Ευκλείδειας 

Γεωμετρίας και η πιο πολυσυζητημένη στους αιώνες που ακολούθησαν μετά τον 

Ευκλείδη ώσπου το 19ο αιώνα τη θέση της πήραν άλλες προτάσεις – αξιώματα 

που θεμελίωσαν τις λεγόμενες μη Ευκλείδειες Γεωμετρίες.  

Επίλογος 

Έγινε μια προσπάθεια να παρακολουθήσουμε το μακρύ ταξίδι της τόσο 

σημαντικής λέξης «παραλληλία» και με τα σχετικά παράγωγα αυτής από τον 

Όμηρο μέχρι και τον Ευκλείδη. Είναι φανερό ότι όλα τα ανωτέρω στηρίχθηκαν 

αποκλειστικά και μόνο στα μέχρι τώρα υπάρχοντα κείμενα των αρχαίων 

φιλοσόφων. Θυμίζουμε ότι η λέξη αυτή αποκτά τη γνωστή γεωμετρική της 

εννοιολογική σημασία στα κείμενα του Αριστοτέλη  και στη συνέχεια 

σταθεροποιείται στα Στοιχεία του Ευκλείδη. 
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