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- Το περιοδικό «Μελέτη» απευθύνεται σε μαθητές Γυμνασίου και Λυκείου και έχει ως θέμα τα Μαθηματικά. Ο σκοπός του είναι
να κεντρίσει το ενδιαφέρον των μαθητών για τα Μαθηματικά και να δώσει νέες πρωτότυπες ιδέες και παραδείγματα στους

ενδιαφερόμενους μαθητές και στους καθηγητές τους.

- Τα άρθρα επικεντρώνονται στην εμβάθυνση μαθηματικών εννοιών και διαδικασιών, ορισμένες από τις οποίες υπερβαίνουν τα

όρια της σχολικής ύλης. Θεωρούμε ότι έτσι διευρύνεται ο γνωστικός ορίζοντας των μαθητών.

- Το περιοδικό δεν αναφέρεται σε θέματα εξετάσεων, διότι τέτοια θέματα υπάρχουν σε αφθονία στο mathematica.gr και σε

διάφορα περιοδικά ή βιβλία ηλεκτρονικά και έντυπα.

- Τα άρθρα του περιοδικού δεν ακολουθούν τη χρονική σειρά με την οποία διδάσκονται οι μαθηματικές ενότητες στο σχολείο.

- Η «Μελέτη» είναι ηλεκτρονικό περιοδικό και επιδιώκει να αναδεικνύει τα πλεονεκτήματα και τις δυνατότητες της ψηφιακής

τεχνολογίας.

- Τα άρθρα κρίνονται από όλα τα μέλη της Συντακτικής Επιτροπής. Η απόφαση για τη δημοσίευση των άρθρων λαμβάνεται

κατά πλειοψηφία.

- Τα άρθρα και γενικά οι δημοσιεύσεις πρέπει να αξιοποιούν την ψηφιακή τεχνολογία, τα ελεύθερα λογισμικά και να δίνουν

ελκυστικά παραδείγματα για τους μαθητές.Το περιοδικό είναι έγχρωμο και όσο είναι δυνατόν με πλούσια εικονογράφηση.

- Τα κείμενα γράφονται σε κειμενογράφο Word ή ανάλογο άλλο ή ελεύθερο λογισμικό ή ακόμα και σε LaTex, χρησιμοποιώντας το

αντίστοιχο πρότυπο κειμένου της AMS, ώστε να έχουν τη δυνατότητα να γράφουν όσο γίνεται περισσότεροι συνάδελφοι και

μαθητές.

- Οι μαθηματικές εξισώσεις και τύποι γράφονται μέσω του αντίστοιχου συντάκτη εξισώσεων. Τα κείμενα γράφονται σε

γραμματοσειρά Garamond μεγέθους 14. Οι σελίδες είναι μεγέθους Α4 με περιθώρια σελίδας 2,5 εκ. πάνω - κάτω και 3εκ. δεξιά -

αριστερά. Όλες οι εικόνες του κειμένου πρέπει να είναι inline text, δηλαδή ως χαρακτήρες στη στοίχιση του κειμένου.

ΒΑΣΙΚΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ: Μην πιέζετε πάνω από μία φορά κανένα από τα πλήκτρα ΚΕΝΟΥ(space), ENTER, TAB.

- Η σαφήνεια, η ορθότητα στα κείμενα και στις μαθηματικές σχέσεις και προτάσεις συμπεριλαμβάνονται στους βασικούς στόχους

της «Μελέτης» .

- Κάθε άρθρο έχει μία σήμανση που να δείχνει ποιοι μαθητές (από ένα επίπεδο και πάνω) μπορούν να το διαβάσουν.

- Το περιοδικό μπορεί να φιλοξενεί και μεταφράσεις, αφού πρώτα έχει εξασφαλιστεί η άδεια από τους συγγραφείς.

- Δεν υπάρχει περιορισμός στην έκταση των άρθρων, αν και προωθείται ο σύντομος τρόπος γραφής των κειμένων, ώστε να μην

είναι κουραστικά στην ανάγνωση.

- Η υιοθέτηση μόνιμων στηλών με σαφές περιεχόμενο βοηθά τους μελλοντικούς συντάκτες των άρθρων να έχουν ένα πλαίσιο στο

οποίο θα κινούνται. Επίσης, οι αναγνώστες θα είναι από πριν ενήμεροι στο τι αναμένουν από κάθε συγκεκριμένη στήλη.

- Το περιοδικό θα εκδίδεται κάθε τέσσερεις ή έξι μήνες.
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Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα  
των Μαθηματικών 

Αυτή η στήλη σκοπεύει να περιλαμβάνει ότι δηλώνει ο τίτλος της.  

Ξεκινώντας  από ζητήματα, προβλήματα, έννοιες και διαδικασίες που 
υπάρ-χουν στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, θα τα εμπλουτίζει και θα 
αναδεικνύει όψεις τις οποίες τα σχολικά εγχειρίδια δεν είναι αναγκαίο να 
παρουσιάσουν. Στους στόχους της στήλης είναι η σύνδεση θεμάτων που 
φαινομενικά ανήκουν σε διαφορετικές ενότητες των  Μαθηματικών, ώστε να 
αποκαλυφθούν νέες σχέσεις που λόγω των περιορισμών δεν είναι δυνατόν 
να μελετηθούν στην τάξη.  
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Οι τύποι Vieta για τις ρίζες πολυωνύμων  

Θάνος Μάγκος 

Α. Τα βασικά θεωρήματα 

Από τα σχολικά μαθηματικά γνωρίζουμε ότι αν r1, r2 είναι οι ρίζες του 

δευτεροβάθμιου πολυωνύμου f(x) = ax2 + bx + c, a ≠ 0, τότε ισχύει  

r1 + r2 = −
b

a
, r1r2 =

c

a
             (𝟏) 

Οι τύποι αυτοί ονομάζονται στη βιβλιογραφία τύποι Vieta, καθώς τους 

οφείλουμε στον γάλλο μαθηματικό του 16ου αιώνα François Viète και η λέξη Vieta 

είναι η εκλατινισμένη λέξη Viète. 

Ένας τρόπος να αποδειχθούν οι τύποι αυτοί, είναι να κάνουμε χρήση των 

τύπων που μας δίνουν τις ρίζες του πολυωνύμου, εφόσον βέβαια αυτές είναι 

πραγματικές. Πράγματι, σε αυτή την περίπτωση έχουμε: 

r1 =
−b + √Δ

2a
,   r2 =

−b − √Δ

2a
, 

όπου Δ = b2 − 4ac η διακρίνουσα του f(x), οπότε 

r1 + r2 =
−b + √Δ

2a
+

−b − √Δ

2a
=

−2b

2a
= −

b

a
 

και  

r1r2 =
−b + √Δ

2a
⋅

−b − √Δ

2a
=

(−b)2 − (√Δ)
2

4a2
=

b2 − Δ

4a2
=

4ac

4a2

=
c

a
. 

Πριν προχωρήσουμε παρακάτω, ας δούμε ακόμα μια απόδειξη, η οποία 

έχει το πλεονέκτημα ότι δεν βασίζεται στους τύπους των ριζών του πολυωνύμου. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7ois_Vi%C3%A8te
www.mathematica.gr/meleti
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Γνωρίζουμε ότι αν r1, r2 είναι οι ρίζες του f(x), τότε ισχύει f(x) =

a(x − r1)(x − r2). Επομένως ισχύει  

ax2 + bx + c = a(x − r1)(x − r2), 

η οποία, αν γίνει ο πολλαπλασιασμός στο δεξί μέλος, γράφεται 

ax2 + bx + c = ax2 − a(r1 + r2)x + ar1r2. 

Ας τονιστεί ότι η ισότητα στη σχέση αυτή ερμηνεύεται ως ισότητα 

πολυωνύμων, οπότε πρέπει οι αντίστοιχοι συντελεστές στα δύο μέλη να είναι ίσοι. 

Επομένως προκύπτει  

{
b = −a(r1 + r2)

c = ar1r2
 

και λαμβάνουμε τις σχέσεις (𝟏). 

Εύλογα τίθεται το ερώτημα αν υπάρχουν ανάλογοι τύποι για πολυώνυμα 

μεγαλύτερου βαθμού. Καταρχάς, πρέπει να ξεκαθαρίσουμε τι ακριβώς εννοούμε.  

Αν x, y είναι δύο πραγματικοί αριθμοί, ονομάζουμε θεμελιώδεις 

συμμετρικές παραστάσεις των x, y τις εξής: 

s1 = x + y, s2 = xy. 

Αν x, y, z είναι τρεις πραγματικοί αριθμοί, ονομάζουμε θεμελιώδεις 

συμμετρικές παραστάσεις των x, y, z τις εξής: 

s1 = x + y + z, s2 = xy + yz + zx, s3 = xyz. 

Αν x, y, z, t είναι τέσσερις πραγματικοί αριθμοί, ονομάζουμε θεμελιώδεις 

συμμετρικές παραστάσεις των x, y, z, t τις εξής: 

s1 = x + y + z + t, s2 = xy + yz + zx + tx + ty + tz,  

s3 = xyz + yzt + ztx + txy, s4 = xyzt. 

www.mathematica.gr/meleti
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Η γενίκευση σε n το πλήθος αριθμούς r1, r2, … , rn είναι πλέον φανερή.  

• Ονομάζουμε s1 το άθροισμα των αριθμών.  

• Ονομάζουμε s2 το άθροισμα των γινομένων των αριθμών ανά δύο.  

• Ονομάζουμε s3 το άθροισμα των γινομένων των αριθμών ανά τρεις.  
.

.

.
 

• Ονομάζουμε sn το γινόμενο των αριθμών. 

 

Επίσης, για συντομία, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τους παρακάτω 

συμβολισμούς: 

s1 = ∑ ri , s2 = ∑ rirj

i<j

, s3 = ∑ rirjrk

i<j<k

, … ,

sn = ∏ ri. 

 

Είμαστε πλέον έτοιμοι να διατυπώσουμε το ακόλουθο βασικό  

 

Θεώρημα 1ο (Τύποι Vieta):  

Ας είναι 

f(x) = anxn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + ⋯ + a2x2 + a1x + a0 

πολυώνυμο με an ≠ 0 και r1, r2, … , rn οι ρίζες του. Ισχύει 

 

s1 = −
an−1

an
, s2 =

an−2

an
, s3 = −

an−3

an
, … ,

sn = (−1)n
a0

an
. 

 

Για απλότητα παραθέτουμε την απόδειξη στην περίπτωση n = 3, αλλά 

αυτή μεταφέρεται αυτούσια και στη γενική περίπτωση. Καταρχάς, είναι φανερό 

ότι κάθε προσέγγιση παρόμοια με την πρώτη απόδειξη των τύπων Vieta σε 

www.mathematica.gr/meleti
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δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, είναι καταδικασμένη. Ο λόγος είναι ότι οι τύποι που 

δίνουν τις ρίζες τριτοβάθμιου πολυωνύμου, είναι εξαιρετικά πολύπλοκοι. Όπως 

θα φανεί αμέσως, θα μιμηθούμε τη δεύτερη απόδειξη. 

Ας είναι λοιπόν f(x) = ax3 + bx2 + cx + d, a ≠ 0 πολυώνυμο τρίτου 

βαθμού με ρίζες τις r1, r2, r3. Γνωρίζουμε ότι τότε το πολυώνυμο λαμβάνει τη 

μορφή 

 

f(x) = a(x − r1)(x − r2)(x − r3) = 

 

= ax3 − a(r1 + r2 + r3)x2 + a(r1r2 + r2r3 + r3r1)x − ar1r2r3. 

 

Από την ισότητα των πολυωνύμων προκύπτει 

 

−a(r1 + r2 + r3) = b, a(r1r2 + r2r3 + r3r1) = c, −ar1r2r3 = d  

 

δηλαδή 

r1 + r2 + r3 = −
b

a
, r1r2 + r2r3 + r3r1 =

c

a
, r1r2r3 = −

d

a
  

 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Για παράδειγμα, αν r1, r2, r3, r4 είναι οι ρίζες του τεταρτοβάθμιου 

πολυωνύμου 

f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e, 

ισχύει 

r1 + r2 + r3 + r4 = −
b

a
,

r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4 =
c

a
, 

r1r2r3 + r2r3r4 + r3r4r1 + r4r1r2 = −
d

a
, r1r2r3r4 =

e

a
. 

www.mathematica.gr/meleti
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Από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει άμεσα το 

 

Θεώρημα 2ο : Οι n το πλήθος αριθμοί r1, r2, … , rn είναι οι ρίζες του 

πολυωνύμου 

 

f(x) = xn − s1xn−1 + s2xn−2 − ⋯ + (−1)nsn. 

 

Όπως είναι φανερό, το θεώρημα αυτό μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε 

πολυώνυμο βαθμού n το οποίο έχει τις ρίζες r1, r2, … , rn, αν γνωρίζουμε τις 

θεμελιώδεις συμμετρικές παραστάσεις αυτών. Για παράδειγμα, αν για τρεις 

αριθμούς p, q, r ισχύει p + q + r = 6, pq + qr + rp = 11, pqr = 6, τότε 

αυτοί είναι οι ρίζες του τριτοβάθμιου πολυωνύμου f(x) = x3 − 6x2 + 11x − 6. 

 

Β. Εφαρμογές 

 

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε δέκα εφαρμογές των παραπάνω 

θεωρημάτων. Ορισμένες από αυτές είναι θέματα που έχουν τεθεί σε 

μαθηματικούς διαγωνισμούς διαφόρων χωρών.  

 

Εφαρμογή 1η :  

Αν οι άνισοι αριθμοί a, b είναι ρίζες του πολυωνύμου  f(x) = x3 − 3x2 +

1, να αποδείξετε ότι ο αριθμός ab είναι ρίζα του πολυωνύμου g(x) = x3 − 3x −

1. 

Απόδειξη:  

Ας είναι c η τρίτη ρίζα του f(x). Από τους τύπους Vieta προκύπτει abc =

−1, δηλαδή c = −
1

ab
. Επειδή το c είναι ρίζα του f(x), ισχύει  

c3 − 3c2 + 1 = 0 

www.mathematica.gr/meleti
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άρα  

(−
1

ab
)

3

− 3 (−
1

ab
)

2

+ 1 = 0, 

οπότε  

(ab)3 − 3ab − 1 = 0. 

Επομένως ο αριθμός ab είναι ρίζα του πολυωνύμου g(x) = x3 − 3x −

1. 

 

Εφαρμογή 2η: Αν το πολυώνυμο f(x) = x3 + px2 + qx + r έχει τρεις, 

διαφορετικές ανά δύο, πραγματικές ρίζες, να αποδείξετε ότι p2 > 3q. 

 

Απόδειξη:  

Ας είναι a, b, c οι ρίζες του f(x). Από τους τύπους Vieta ισχύει 

a + b + c = −p, ab + bc + ca = q. 

Τότε είναι 

p2 − 3q = (a + b + c)2 − 3(ab + bc + ca)

= a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca = 

=
1

2
(2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab − 2bc − 2ca) = 

=
1

2
[(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2] ≥ 0 

Επειδή οι a, b, c είναι διαφορετικοί ανά δύο, η προηγούμενη ανισότητα 

είναι αυστηρή, οπότε προκύπτει το ζητούμενο. 

Σχόλιο: Το θέμα αντιμετωπίζεται και διαφορετικά, με χρήση του 

θεωρήματος Rolle. Αφού το πολυώνυμο f(x) = x3 + px2 + qx + r έχει τρεις, 

διαφορετικές ανά δύο, πραγματικές ρίζες, το f ′(x) = 3x2 + 2px + q έχει δύο 

άνισες πραγματικές ρίζες, άρα διακρίνουσα Δ θετική. Είναι Δ = 4p2 − 12q =

4(p2 − 3q), άρα p2 − 3q > 0. 
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Η επόμενη εφαρμογή είναι ένα θέμα από την Μαθηματική Ολυμπιάδα 

των Η.Π.Α του 1977. Αν και μοιάζει με την 1η εφαρμογή, είναι δυσκολότερη. 

 

Εφαρμογή 3η : Αν a, b είναι ρίζες του πολυωνύμου f(x) = x4 + x3 − 1, 

να αποδείξετε ότι ο αριθμός ab είναι ρίζα του πολυωνύμου  

g(x) = x6 + x4 + x3 − x2 − 1. 

 

Απόδειξη: Ας είναι a, b, c, d οι ρίζες του πολυωνύμου. Από τους τύπους 

Vieta έχουμε 

{

a + b + c + d = −1
ab + ac + ad + bc + bd + cd = 0

abc + bcd + cda + dab = 0
abcd = −1

⟹ {

a + b + c + d = −1
ab + cd + (a + b)(c + d) = 0

ab(c + d) + cd(a + b) = 0
abcd = −1

. 

Θέτουμε a + b = k, c + d = ℓ, ab = m, cd = n, οπότε οι 

προηγούμενες σχέσεις γράφονται k + ℓ = −1, m + n + kℓ = 0, mℓ +

kn = 0, mn = −1. Άρα ℓ = −1 − k, n = −
1

m
. Οπότε 

{
m + n + kℓ = 0

mℓ + kn = 0
⟹ {

m −
1

m
− k(k + 1) = 0             (∗)         

m(−1 − k) −
k

m
= 0 ⟹ k =

−m2

m2 + 1

 

Τότε, λόγω της (∗), η τελευταία σχέση γίνεται  

m −
1

m
+

m2

m2 + 1
(1 −

m2

m2 + 1
) = 0 ⟹ m6 + m4 + m3 − m2 − 1

= 0, 

δηλαδή η ζητούμενη. 

 (p q) άρα p 3q
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Εφαρμογή 4η : Το πολυώνυμο P(x) = x4 − 2x2 + ax + b έχει τέσσερις 

άνισες πραγματικές ρίζες. Να αποδείξετε ότι όλες έχουν απόλυτη τιμή μικρότερη 

από √3. 

(Ουγγαρία 1999) 

 

Απόδειξη: Ας είναι p, q, r, s οι ρίζες του P(x). Από τους τύπους Vieta 

ισχύει  

p + q + r + s = 0, pq + pr + ps + qr + qs + rs = −2, 

οπότε είναι  

p2 + q2 + r2 + s2

= (p + q + r + s)2 − 2(pq + pr + ps + qr + qs + rs)

= 4. 

Από την ανισότητα 3(p2 + q2 + r2) > (p + q + r)2 (η ισότητα δεν 

ισχύει, αφού οι p, q, r είναι άνισοι) προκύπτει 3(4 − s2) > (−s)2 ⟹ s2 <

3 ⟹ |s| < √3. 

 

Η επόμενη εφαρμογή είναι ένα θέμα από τον διαγωνισμό American 

Invitational Mathematics Examination (AIME) του 2001. 

 

Εφαρμογή 5η : Να βρείτε το άθροισμα των ριζών (πραγματικών ή μη) 

του πολυωνύμου  

P(x) = x2001 + (
1

2
− x)

2001

. 

Λύση: Σύμφωνα με το διωνυμικό ανάπτυγμα, το πολυώνυμο γράφεται 

P(x) = x2001 + (
1

2
)

2001

− 2001 ⋅ (
1

2
)

2000

x + ⋯ + 2001 ⋅
1

2
x2000

− x2001 

δηλαδή  
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P(x) =
2001

2
x2000 − (

2001

2
) (

1

2
)

2

x1999 + ⋯. 

Τότε, από τους τύπους Vieta, το άθροισμα των ριζών είναι ίσο με 

−
a1999

a2000
= (

2001

2
) (

1

2
)

2

⋅
2

2001
= 500. 

 

Εφαρμογή 6η : Να βρείτε όλα τα πολυώνυμα της μορφής  

 

P(x) = x2n + (2n − 10)x2n−1 + a2x2n−2 + ⋯ + a2n−2x2

+ (2n − 10)x + 1, 

     τα οποία έχουν όλες τους τις ρίζες θετικές πραγματικές.  

 

Λύση: Ας είναι r1, r2, … , r2n οι θετικές ρίζες του P(x). Από τους τύπους 

Vieta ισχύει 

∑ ri = 10 − 2n,   ∏ ri = 1

2n

i=1

  

2n

i=1

  και  (∏ ri

2n

i=1

) (∑
1

ri

2n

i=1

) = 10 − 2n, 

άρα είναι 

∑
1

ri

2n

i=1

= 10 − 2n. 

Από την ανισότητα Αριθμητικού Μέσου-Αρμονικού Μέσου έχουμε 

(∑ ri

2n

i=1

) (∑
1

ri

2n

i=1

) ≥ 4n2, 

επομένως λαμβάνουμε (10 − 2n)2 ≥ 4n2 ⇒ n ≤
5

2
. Επομένως ισχύει 

n = 1 ή n = 2. 

• Αν n = 1 προκύπτει το πολυώνυμο P(x) = x2 − 8x + 1, το οποίο έχει 

δύο θετικές ρίζες, τις 4 ± √15. 
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• Αν n = 2 προκύπτει το πολυώνυμο P(x) = x4 − 6x3 + ax2 − 6x + 1. 

Απομένει να βρούμε τις τιμές του a, για τις οποίες το πολυώνυμο αυτό έχει 

τέσσερις θετικές ρίζες. Είναι  

P(x) = 0 ⟺ (x +
1

x
)

2

− 6 (x +
1

x
) + a − 2 = 0

⟺ y2 − 6y + a − 2 = 0, 

όπου y = x +
1

x
≥ 2. Για τη διακρίνουσα Δ της δευτεροβάθμιας 

εξίσωσης, πρέπει να ισχύει Δ ≥ 0 ⟺ α ≤ 11, και τότε οι ρίζες είναι οι y = 3 ±

√11 − a. Από την y ≥ 2 προκύπτει a ≥ 10. Επομένως πρέπει a ∈ [10,11]. 

 

Η επόμενη εφαρμογή ήταν το πρώτο θέμα της μεσογειακής μαθηματικής 

ολυμπιάδας του 2011. 

Εφαρμογή 7η : Ένα μεσογειακό πολυώνυμο έχει μόνο πραγματικές ρίζες 

και είναι της μορφής 

 P(x) = x10 − 20x9 + 135x8 + a7x7 + a6x6 + a5x5 + a4x4 +

a3x3 + a2x2 + a1x + a0, 

όπου α0, α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7 ∈ ℝ. Να προσδιορίσετε τον 

μεγαλύτερο αριθμό, ο οποίος μπορεί να είναι ρίζα ενός μεσογειακού 

πολυωνύμου. 

Λύση: Ας είναι x1, x2, … , x10 οι ρίζες του P(x). Από τους τύπους Vieta 

ισχύει 

∑ xi

10

i=1

= 20, ∑ xixj = 135,

i<j

 

οπότε είναι 

∑ xi
2 =

10

i=1

(∑ xi

10

i=1

)

2

− 2 ∑ xixj = 202 − 2 ⋅ 135 = 130.

i<j

 

Από την ανισότητα Αριθμητικού Μέσου-Τετραγωνικού Μέσου ισχύει 
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9 ∑ xi
2 ≥ (∑ xi

9

i=1

)

29

i=1

 

άρα είναι 9(130 − x10
2 ) ≥ (20 − x10)2 ⟹ x10 ∈ [−7,11]. Εύκολα 

βλέπουμε ότι το πολυώνυμο (x − 11)(x − 1)9 είναι μεσογειακό, άρα η 

ζητούμενη τιμή είναι το 11. 

Εφαρμογή 8η : Να υπολογίσετε το άθροισμα x4 + y4 + z4 εάν ισχύει 

{

x + y + z = 2

x2 + y2 + z2 = 6

x3 + y3 + z3 = 10.

 

Λύση: Αρχικά θα υπολογίσουμε τις θεμελιώδεις συμμετρικές παραστάσεις 

των x, y, z. Γνωρίζουμε ότι x + y + z = 2. Από την ταυτότητα  

(x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) 

βρίσκουμε xy + yz + zx = −1. Ακόμα, από την ταυτότητα του Euler 

έχουμε 

x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx), 

οπότε προκύπτει xyz = −
4

3
. Σύμφωνα με το 2ο  θεώρημα, οι x, y, z είναι 

οι ρίζες του πολυωνύμου f(t) = t3 − 2t2 − t +
4

3
. Ισχύει δηλαδή x3 = 2x2 +

x −
4

3
 άρα και  

x4 = 2x3 + x2 −
4

3
x. Με τον ίδιο τρόπο λαμβάνουμε αντίστοιχες 

ισότητες για τα y, z. Επομένως έχουμε 

x4 + y4 + z4 = 2(x3 + y3 + z3) + (x2 + y2 + z2) −
4

3
(x + y + z)

= 2 ⋅ 10 + 6 −
4

3
⋅ 2 =

70

3
. 

 

Εφαρμογή 9η : Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα με συντελεστές από το 

σύνολο {−1,1}  και τα οποία έχουν όλες τους τις ρίζες πραγματικές. 
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Λύση: Έστω r1, r2, … , rn οι ρίζες του πολυωνύμου P(x) = anxn +

an−1xn−1 + ⋯ + a1x + a0, όπου α0, α1, … , αn ∈ {−1,1}. Από τους τύπους 

Vieta έχουμε  

∑ ri = −
an−1

an
= ±1,

n

i=1

 

 

∑ rirj =
an−2

an
i<j

= ±1, 

∏ ri = (−1)n
a0

an

n

i=1

= ±1. 

Επομένως ισχύει  

∑ ri
2 = (∑ ri

n

i=1

)

n

i=1

2

− 2 ∑ rirj = (−1)2 − 2(±1) = {
3

−1
i<j

. 

Επειδή όλες οι ρίζες είναι πραγματικές, το άθροισμα των τετραγώνων τους 

είναι μη αρνητικό, άρα  

∑ ri
2 = 3.

n

i=1

 

Από την ανισότητα Αριθμητικού Μέσου-Γεωμετρικού Μέσου ισχύει  

∑ ri
2 ≥ n √∏ ri

2

n

i=1

n
n

i=1

, 

η οποία λόγω των προηγούμενων σχέσεων δίνει n ≤ 3. Επομένως είναι 

n = 1 ή 2 ή 3. 

• Για n = 1 τα ζητούμενα πολυώνυμα είναι τα ±x ± 1. 

• Για n = 2 τα ζητούμενα πολυώνυμα είναι τα ±(x2 + x − 1), ±(x2 − x −

1) 

• Για n = 3 τα ζητούμενα πολυώνυμα είναι τα ±(x3 + x2 − x − 1) και τα 

±(x3 − x2 − x + 1).  
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Θα κλείσουμε την ενότητα με μία εφαρμογή των τύπων Vieta στη 

γεωμετρία. 

 

Εφαρμογή 10η : Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α, β, γ, ημιπερίμετρο τ, 

ακτίνα εγγεγραμμένου κύκλου ρ και ακτίνα περιγεγραμμένου κύκλου R. Ισχύει  

αβ + βγ + γα = τ2 + ρ2 + 4Rρ. 

 

Απόδειξη: Ας είναι I το έγκεντρο του τριγώνου. Αν ο εγγεγραμμένος 

κύκλος εφάπτεται στην πλευρά ΑΓ στο σημείο Δ, είναι γνωστό ότι ΑΔ = τ − α. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΙΔ έχουμε 

ημ
Α

2
= ημ ΙΑ̂Δ =

ρ

ΙΑ
,   

συν
Α

2
= συν ΙΑ̂Δ =

τ − α

ΙΑ
. 

 

Με διαίρεση αυτών των σχέσεων λαμβάνουμε 

εφ
Α

2
=

ρ

τ−α
. (𝟏) 

Επίσης, από τον νόμο των ημιτόνων και την ταυτότητα ημ2x =

2ημxσυνx έχουμε α = 2RημΑ και ημΑ = 4Rημ
Α

2
συν

A

2
, άρα 

 4Rημ
Α

2
συν

Α

2
= α. (𝟐) 

Με πολλαπλασιασμό των (𝟏), (𝟐) λαμβάνουμε  

ημ2
Α

2
=

αρ

4R(τ − α)
. 

Με διαίρεση των (𝟏), (𝟐) λαμβάνουμε  

συν2
Α

2
=

α(τ − α)

4Rρ
. 

Επειδή ισχύει ημ2 Α

2
+ συν2 Α

2
= 1, προκύπτει 

αρ

4R(τ−α)
+

α(τ−α)

4Rρ
= 1, 

οπότε τελικά  
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α3 − 2τα2 + (τ2 + ρ2 + 4Rρ)α − 4τRρ = 0. 

Ανάλογες ισότητες ισχύουν και για τις πλευρές β, γ του τριγώνου. Δηλαδή 

οι πλευρές α, β, γ είναι οι ρίζες του πολυωνύμου  

f(x) = x3 − 2τx2 + (τ2 + ρ2 + 4Rρ)x − 4τRρ. 

Τώρα, από τους τύπους Vieta λαμβάνουμε τις γνωστές ισότητες α + β +

γ = 2τ και αβγ = 4τRρ, καθώς και την ζητούμενη αβ + βγ + γα = τ2 + ρ2 +

4Rρ.  

 

Γ. Ασκήσεις για αυτενέργεια 

 

1) Να λυθεί το σύστημα  

{

x + y + z = 4

x2 + y2 + z2 = 14

x3 + y3 + z3 = 34

. 

 

2) Αν α + β + γ = 0 να αποδείξετε ότι ισχύει  

 

α5 + β5 + γ5

5
=

α2 + β2 + γ2

2
⋅

α3 + β3 + γ3

3
 

και  

α7 + β7 + γ7

7
=

α2 + β2 + γ2

2
⋅

α5 + β5 + γ5

5
 

3) Το πολυώνυμο P(x) = x8 − 4x7 + 7x6 + ax5 + bx4 + cx3 +

dx2 + ex + f έχει οκτώ θετικές ρίζες. Να βρείτε την τιμή του f. 

4) Το πολυώνυμο f(x) = xn + a1xn−1 + a2xn−2 + ⋯ + an−1x + an 

έχει πραγματικούς συντελεστές και ισχύει a1
2 < 2a2. Να αποδείξετε ότι το f(x) 

δεν έχει όλες τις ρίζες του πραγματικές. 

5) Δύο εκ των τεσσάρων ριζών της εξίσωσης x4 − 18x3 + kx2 + 200x −

1984 = 0  έχουν γινόμενο −32. Βρείτε το k. 
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6) Αν το πολυώνυμο P(x) = x10 − 10x9 + 39x8 + a7x7 + ⋯ + a1x +

a0 έχει  

 πραγματικούς συντελεστές και δέκα πραγματικές ρίζες, να αποδείξετε ότι 

όλες βρίσκονται  στο διάστημα (−
12

5
,

22

5
). 

 

7) Αν α, β, γ είναι οι ρίζες του πολυωνύμου f(x) = x3 − 3x + 1, να 

υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

Κ =
1 − α

1 + α
+

1 − β

1 + β
+

1 − γ

1 + γ
. 

 

8) Τρεις θετικοί αριθμοί α, β, γ ικανοποιούν τη σχέση 

(αβ + βγ + γα)3 = αβγ(α + β + γ)3. 

Να αποδείξετε ότι αυτοί αποτελούν, με κάποια σειρά, διαδοχικούς όρους 

γεωμετρικής προόδου. 

 

9) Αν m ∈ ℤ, να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο  

P(x) = x4 − 1994x3 + (1993 + m)x2 − 11x + m 

     έχει το πολύ μια ακέραια ρίζα. 

 

10) Αν το πολυώνυμο f(x) = x3 − ax2 + bx − c, a, b, c ∈ ℝ έχει τρεις, 

όχι απαραίτητα άνισες, θετικές πραγματικές ρίζες, να βρείτε την ελάχιστη τιμή της 

παράστασης 

Κ =
1 + a + b + c

3 + 2a + b
−

c

b
. 
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. 

Αξιοποιώντας τα λογισμικά προγράμματα 

 

Σε αυτήν  τη στήλη θα μελετώνται προβλήματα γεωμετρικά,  αλλά και 
αλγεβρικά  μέσω λογισμικών προγραμμάτων. Μια τέτοια διαδικασία, που 
εμπεριέχει «κινητικότητα», αποτελεί ένα ισχυρό ερέθισμα στον αναγνώστη 
και σε κάθε υποψήφιο λύτη.  

Για να μπορέσει ο εκπαιδευτικός δάσκαλος να εξαντλήσει τις δυνατό -
τητες της λεγόμενης «Ζώνης επικείμενης ανάπτυξης» του μαθητή, σύμφωνα 
με τις απόψεις του Lev Vygotsky(1896-1934), σίγουρα θα ξεκινήσει από 
ένα γενικό ερέθισμα στην αρχή, αλλά οπωσδήποτε στη συνέχεια θα βρεθεί 
στην ανάγκη να παράσχει «μικρά πακέτα βοήθειας» ώστε να επιτύχει τον 
διδακτικό του στόχο. Αυτός επιτυγχάνεται και διευκολύνεται από τα 
«εργαλεία» διαθέτουμε στο «ψηφιακό εργαστήριό».  

Στη σημερινή εποχή, η δραστηριότητα στην τάξη επηρεάζεται από τις 
δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία και βαθμιαία προσαρμόζετα ι σε 
αυτήν. Για το λόγο αυτό αξίζει να  αφιερώσουμε κάποιο χρόνο για τη μύηση 
στο νέο πνεύμα και την ουσιαστική αξιοποίησή της Τεχνολογίας. Θεωρούμε 
ότι ιδιαίτερα στα Μαθηματικά, το μέλλον της εκπαιδευτικής διαδικασί ας θα 
επηρεαστεί ριζικά από τη χρήση των λογισμικών και των άλλων 
υποστηρικτικών μηχανισμών. Αυτό θα αλλάξει και τη συνολική εικόνα της 
στρατηγικής της διδασκαλίας. Προς αυτή την κατεύθυνση στοχεύει η 
συγκεκριμένη στήλη.  
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Γεωμετρικές ενασχολήσεις 4 

Κώστας Δόρτσιος  

1. Δίνεται ένας κύκλος με ακτίνα ίση με τη μονάδα, με κέντρο το 
σημείο    και μια οριζόντια διάμετρος αυτού  . Θεωρούμε μεταβλητό 
σημείο   το οποίο διατρέχει τη διάμετρο   από αριστερά προς τα δεξιά και 
τη χορδή   που είναι κάθετη στη διάμετρο και διέρχεται από το σημείο  .  

Να μελετηθεί το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος ( )  κατά τη 

διαδρομή του σημείου   επί της διαμέτρου  .   

Επεξεργασία 

 Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν του κυκλικού αυτού τμήματος 

εργαζόμαστε στο ακόλουθο σχήμα: (Σχ.1) 

 

 Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. 

Σ

χήμα 1 
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1η Περίπτωση: 

Έστω ότι είναι:  

0
2

x


   

 Τότε ισχύει:  

( ). . ( ) . . ( ) . ( ) 1ή έ         =   −   

Όμως: 

( ) ( )
1

. . ( ) 2 2
2

έ x x    = =  

καθόσον το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα κύκλου ακτίνας ίσης με R  και 

επίκεντρης γωνίας ίσης με   δίνεται από το γνωστό τύπο:  

( )21
3

2
R  =   

Έτσι από τον τύπο (3) για 1R =  και 2x =  προκύπτει ο τύπος (2). 

Επίσης το εμβαδόν του τριγώνου  είναι:  

( )21
( ) sin(2 ) sin cos 4

2
R x x x  = =   

Τελικά από τις σχέσεις (2) και (4) ο τύπος (1) γίνεται:  

( ) ( )sin cos 5x x x  = −   

Επομένως η μεταβολή του εμβαδού του κυκλικού τμήματος που μελετάμε 

δίνεται από τη συνάρτηση: 

( ) ( )1 sin cos , 0 6
2

E x x x x x


= −     

2η Περίπτωση: 

 Έστω ότι είναι: 
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2
x


    

Τότε σύμφωνα με το σχήμα 2, είναι:  

( ). . ( ) . . ( ) . ( ) 7ή έ         =   +   

όπου:  

( ) ( )
1

. . ( ) 2 8
2

έ x x    = =  

και  

( ) ( )21 1
( ) sin(2 2 ) sin 2 sin cos 9

2 2
R x x x x   = − = − = −  

Έτσι από τις σχέσεις (8) και (9) ο τύπος (7) γίνεται: 

( ) ( )sin cos 10x x x  = −  

και επομένως το εμβαδόν στην περίπτωση αυτή δίνεται από τη συνάρτηση: 

( ) ( )2 sin cos , 11
2

E x x x x x


= −    

Οι τύποι (6) και (11) γράφονται τελικά με την ακόλουθη ενιαία μορφή: 

( ) ( )sin cos , 0 6E x x x x x = −    

 

Σ

χήμα 2 
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Μελέτη της συνάρτησης του Εμβαδού 

 Η συνάρτηση του τύπου (6) μπορεί να γραφεί και με την ακόλουθη 

μορφή: 

( ) ( ) ( )
1

sin 2 , 0 7
2

E x x x x = −    

η οποία έχει παράγωνο: 

( ) ( ) ( )22sin 0, 0,E x x x  =      

άρα η συνάρτηση στο διάστημα  0,  είναι γνησίως αύξουσα. Ακόμα η 

συνάρτηση ( )E x  έχει δεύτερη παράγωνο: ( ) ( )2sin 2E x x =  η οποία μηδενίζεται 

για 
2

x


=  κι ακόμα είναι:  

( )

( )

0, 0,
2

0, ,
2

E x x

E x x






  
    

  


        

 

Επομένως η συνάρτηση ( )E x  έχει ένα σημείο καμπής το ,
2 2

  
 
 

 κι 

αριστερά αυτού στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω και δεξιά του τα στρέφει προς τα 

κάτω. Όλα αυτά δηλώνονται στο ακόλουθο πίνακα τιμών και μεταβολών της 

συνάρτησης ( )E x . (Πίνακας 1) 

 

Πίνακας 1
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Γράφημα της συνάρτησης 

 

Σύμφωνα με τα προηγούμενα μπορούμε να σχεδιάσουμε το γράφημα της 

συνάρτησης του εμβαδού ( )E x . Το γράφημα αυτό είναι το ακόλουθο: (Σχ.3). Για 

να γίνει καλύτερα κατανοητό αλλά και να έχει το σχέδιο μας μια συνολική 

θεώρηση του προβλήματος μπορούμε, με τη βοήθεια λογισμικού, να εμφανίσουμε 

όλο το δρώμενο της κίνησης του σημείου   επί της διαμέτρου   και να 

παρατηρούμε κάθε φορά τις διάφορες φάσεις των μεταβολών που  συντελούνται 

στο πρόβλημα αυτό. Έτσι έχουμε το ακόλουθο στιγμιότυπο: (Σχ.4) 

 

Στο ανωτέρω στιγμιότυπο βλέπει κανείς το κυκλικό τμήμα του μοναδιαίου 

κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων τη γωνία x  καθώς και το γράφημα της 

Σχήμα 3 

Σχήμα 4 
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συνάρτησης ( )x . Έτσι το τμήμα 
1  έχει μήκος ίσο με το εμβαδόν του  

κυκλικού τμήματος που μελετούμε. (Αρχείο 1) 

Παραπέρα αξιοποίηση του σχήματος 

Χρωματίζοντας κατάλληλα τα δύο χωρία του τετραγώνου του σχήματος 4 

πετυχαίνουμε το χρωματιστό τετράγωνο του σχήματος 5.  

Στο τετράγωνο αυτό το γράφημα της συνάρτησης χωρίζει το τετράγωνο σε 

δύο περιοχές που η μία είναι συμμετρική της άλλης. Έτσι ο χρωματισμός μας 

δίνει την ευκαιρία για παραπέρα καλλιτεχνική αξιοποίηση.  

Στο σχήμα 6 έχουμε τοποθετήσει το σχήμα 5 σε κάποια σμίκρυνση. 

Συγκεκριμένα το όμορφο αυτό «δάπεδο» αποτελείται από 32 τετράγωνα καθένα 

από τα οποία συνταιριάστηκε από τέσσερα τετράγωνα του σχήματος 5, αφού 

Σχήμα 5 

Σχήμα 6 
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βέβαια έχουν περιστραφεί κατάλληλα. Έτσι η όλη συμμετρία του αρχικού 

σχήματος δίνει μια συνολική συμμετρία που αντανακλά μια αισθητική τελειότητα! 

 

Θα μπορούσαμε να επιλέξουμε και διαφορετικό τρόπο επικόλλησης των 

τετραγωνιδίων αυτών και με λίγη έμπνευση να φτάσουμε σε διάφορα άλλα 

σχήματα. Παράδειγμα αυτό του σχήματος 7 που αποτελείται από 36 τετράγωνα 

του σχήματος 5. 

 

2. Δίνεται ένα φύλλο χαρτιού ορθογωνίου σχήματος ΑΒΓΔ όπου η μία πλευρά 

του είναι 21cm= . Η μία όψη του ορθογωνίου αυτού χαρτιού έχει πράσινο 

χρώμα ενώ η άλλη κόκκινο. (Σχ.8)  

Διπλώνουμε το χαρτί αυτό κατά τη γραμμή   και παρατηρούμε ότι η 

κορυφή   πέφτει σε ένα σημείο   της πλευράς   και μάλιστα με τέτοιο 

τρόπο ώστε να είναι:  =  = .  (Αρχείο 2) 

Ζητούμε να βρούμε το μήκος της άλλης πλευράς του ορθογωνίου. 

Σχήμα 7 

Σχήμα 8 
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Επεξεργασία 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο   προκύπτει: 2 2 2 = +   

Άρα: ( ) ( )
22 2 21 1c a = + −   

Επίσης από το ορθογώνιο τρίγωνο   όμοια έχουμε: 

( )2 2 2 2 =  +    

Όμως από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο   είναι: ( )2 3 =   

άρα η (2) γίνεται:  ( )2 2 22 4c a = +  

Από τις (1) και (4) εύκολα υπολογίζεται ότι: ( ) ( )21 2 1 5a = −   

Συνεχίζοντας στο ορθογώνιο τρίγωνο   έχουμε: 2 2 2 =  +   

ή ακόμα: ( )
22 221c c a= + −  κι έτσι από την (5) η τελευταία σχέση γίνεται: 

( )( ) ( )
2

2 221 21 2 1 6c c= + − −  

Η σχέση (6) εύκολα λύνεται και δίνει: ( )21 2 7c =   

Σχόλιο 

Μετά τον υπολογισμό και της άλλης διάστασης του ορθογωνίου   

παρατηρούμε ότι ο λόγος των διαστάσεων του φύλλου αυτού είναι: 

( )2 8


=


  

Έχει ενδιαφέρον να παρατηρήσει κανείς ότι όταν σε ένα ορθογώνιο ισχύει 

η σχέση αυτή, τότε αν το διπλώσουμε κατά τη μεγάλη διάσταση ώστε να 

σχηματιστεί ένα νέο ορθογώνιο, τότε το νέο αυτό ορθογώνιο έχει λόγο διαστάσεων 

ίσο με τη 2 ! (Αρχείο 3)
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Αυτό εύκολα το διαπιστώνουμε στο ακόλουθο σχήμα:  (Σχ.9)  

Πράγματι στο πρώτο φύλλο, δηλαδή στο  , έστω ότι μεταξύ των διαστάσεων 

του ισχύει: 
21 2

2
21

 
= =


 

Τότε ο λόγος των διαστάσεων του δεύτερου φύλλου, δηλαδή του   το οποίο 

προέκυψε από το πρώτο μετά τη «δίπλωση» κατά την  , όπου τα σημεία ,   

είναι τα μέσα των πλευρών   και   αντίστοιχα, θα είναι:  

21
2

21 2

2 2

 
= = =
 

  

Έτσι, αν συνεχίσουμε τις «διπλώσεις» αυτές ο λόγος αυτός πάντα διατηρείται! Αυτό 

το παρατηρούμε στα χαρτιά εκτύπωσης στη σημερινή εποχή. 

 Παράδειγμα ένα χαρτί εκτύπωσης 4  έχει την ιδιότητα αυτή. [1] 

  

Σχήμα 9 
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Από το προηγούμενο τεύχος 3 

3. Πώς μπορεί να κατασκευαστεί το ακόλουθο σχήμα με το 
λογισμικό Geogebra; Σας δίνουμε τα πρώτα βήματα. 

 

Δεδομένα 

Δίνεται ότι  το ΑΒΓΔΕΖ είναι ένα κανονικό εξάγωνο πλευράς =  

και τα τόξα που συνδέουν το κέντρο με τις κορυφές είναι τόξα κύκλων με 

ακτίνα ίση με r = = . Τα υπόλοιπα τόξα μπορείτε να τα επιλέξετε όπως 

εσείς θέλετε.  

Επεξεργασία 

Μέσα σε ένα δυναμικό περιβάλλον γεωμετρίας(Cabri, Sketschpat, 

Geogebra, κλπ) κατασκευάζουμε ένα κανονικό εξάγωνο   με πλευρά ίση 

με r a= = .  

1η Φάση: 

 Με κέντρο το σημείο   κατασκευάζουμε τον κυκλικό τομέα με κέντρο το 

σημείο   και τόξο το  . Μετά χρωματίζουμε το κυκλικό τμήμα μεταξύ της 

χορδής   και του τόξου  , όπως αυτό φαίνεται στο σχήμα 10. 
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2η Φάση: 

Με κορυφή ένα τυχαίο σημείο  , εντός του τριγώνου   και εκτός του 

κυκλικού τμήματος που έχουμε κατασκευάσει μέχρι τώρα, και με βάση την ακτίνα 

  κατασκευάζουμε και χρωματίζουμε το τρίγωνο  , όπως αυτό φαίνεται στο 

σχήμα 11. 

3η Φάση:  

Κατασκευάζουμε το τρίγωνο   και το χρωματίζουμε με ένα 

διαφορετικό χρώμα, όπως φαίνεται στο σχήμα 12. 

 

4η Φάση: 

Τέλος χρωματίζουμε το μικτόγραμμο τρίγωνο   με ένα άλλο χρώμα 

κι έτσι καταλήγουμε στο σχήμα 13.  

Όλες οι ανωτέρω κατασκευές μπορούν με λίγη εμπειρία στη χρήση ενός 

λογισμικού να αντιμετωπιστούν. Ενδεχόμενα κανείς να δυσκολευτεί στο 

Σ Σχ. 11 

Σ Σχ. 13 ������
Σχ.12
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χρωματισμό του μικτόγραμμου τριγώνου  . Μπορεί όμως στην περίπτωση 

αυτή να αξιοποιήσει, ειδικότερα στο λογισμικό του Geogebra την ικανότητα που 

αυτό έχει με την εντολή «στρώση». 

5η Φάση: 

 

Αφού πετύχουμε το σχήμα 13, τότε περιστρέφουμε τα τέσσερα αυτά 

σχήματα που περιλαμβάνονται στο ισόπλευρο τρίγωνο   γύρω από το κέντρο 

του εξαγώνου   κατά τις γωνίες 60 ,120 ,180 , 240     και 300 . Τότε 

καταλήγουμε στο ζητούμενο σχήμα 14. ) 

4. Το κόκκινο τμήμα της ακόλουθης έλλειψης είναι ίσο, μεγαλύτερο ή 

μικρότερο από το ένα τέταρτο του χωρίου που περικλείει η έλλειψη αυτή; 

 

Δικαιολογείστε την απάντησή σας.  

Σχήμα 14 

Σχήμα 15

 

(Αρχείο  4   
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Επεξεργασία 

 Κατ’ αρχήν η έλλειψη αυτή, επειδή γνωρίζουμε τα σημεία στα οποία 

τέμνει τους άξονες του συστήματος στο οποίο αναφέρεται, έχει εξίσωση: 

2 2

2 2
1

4 2

x y
+ =  

και σύμφωνα μ’ αυτήν την έχουμε σχεδιάσει στο σχήμα 15. 

 Τη μεγάλη διάμετρο αυτής την έχουμε διαιρέσει σε τέσσερα 

τμήματα από τα σημεία:  

( ) ( ) ( ) ( )4,0 , 2,0 , 2,0 , 4,0− −   

και το ερώτημά μας είναι αν η έλλειψη χωρίζεται σε τέσσερα ισοδύναμα 

χωρία. 

 

Εφαρμόζουμε, στο «κόκκινο» χωρίο της έλλειψης του σχήματος 15, το 

μετασχηματισμό της στροφής γύρω από το μέσο της χορδής   κατά γωνία ίση 

με 180  και παρατηρούμε ότι αυτό βρίσκεται στο εσωτερικό του δεύτερου χωρίου 

το οποίο λόγω συμμετρίας της έλλειψης είναι ίσο με το τρίτο χωρίο. 

Αν τώρα θεωρήσουμε ότι:  

Σχήμα 16 
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1 ( )ό ί     =   

και ( )2    =    τότε θα είναι: ( )1 2 1    

Από την (1) εύκολα προκύπτει: ( )1 1 1 2 2
2


 +   + =   

όπου: ( )έ  =   

Έτσι από τη (2) αμέσως προκύπτει: ( )1 3
4


    

Άρα το «κόκκινο» χωρίο είναι μικρότερο από το τέταρτο της έλλειψης στην 

οποία ανήκει.  

Παρατήρηση 

Θεωρώντας πάλι τη σχέση (1) μπορούμε όμοια να γράψουμε ότι: 

( )

1 2 2 2

2

2

2
2

4
4

 +   + 


  


 

  

Η σχέση (4) δηλώνει ότι το εμβαδόν του χωρίου ( )    είναι 

μεγαλύτερο από ένα τέταρτο του εμβαδού της έλλειψης στην οποία ανήκει.  

Για την άλλη φορά 

5. Τα μήκη των διαδοχικών πλευρών AB, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ, ενός 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔΕ είναι 6, 33, 47  και 34  μονάδες μέτρησης. Ποια είναι η 

γωνία των διαγωνίων του;  
(Παρόλο που τα μεγέθη αυτά φαίνονται τυχαία, εν τούτοις αυτά δεν επιλέχτηκαν 

τυχαία) 
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6. Το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΜΝ είναι εγγεγραμμένο μέσα σε ένα 
τετράγωνο ABCD,  όπως φαίνεται στο συνημμένο σχήμα. Να αποδειχθεί ότι 
ισχύει η σχέση: 

( ) ( ) ( )ABM ADN MNC   + =   
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Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία 
την καθημερινότητα και τις Επιστήμες 

 

Τα Μαθηματικά που διδάσκονται στο Ελληνικό σχολείο δεν 
αναδεικνύουν  σχεδόν ποτέ την εφαρμογή τους στην Τεχνολογία, στις 
Επιστήμες, στην Τέχνη και σε άλλους τομείς της ανθρώπινης 
δραστηριότητας. Αυτό είναι κατάφορα αντιφατικό με την εκπαιδευτική 
διαδικασία, διότι είναι μόνιμο ερώτημα και διαχρονικό ερώτημα των μαθητών 
είτε ενδ ιαφέρονται πολύ είτε λίγο με τα Μαθηματικά να γνωρίσουν και να 
μάθουν κάποιες πλευρές της «χρησιμότητάς» τους.  

Ένας στόχος λοιπόν, αυτής της στήλης είναι να αναδείξει όψεις της 
χρήσης των Μαθηματικών στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες.  

Ένας δεύτερος στόχος αυτής της στήλης είναι να  δείξει πώς 
ερωτήματα και προβλήματα που αντιμετωπίζει η Τεχνολογία και οι 
Επιστήμες μπορεί να αποτελέσουν για τα Μαθηματικά πηγή για νέες 
δημιουργικές προτάσεις και ενδιαφέρουσες λύσεις.  
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Παίζοντας το Μαθηματικό παιχνίδι ΝΙΜ 

Σωτήρης Δ. Χασάπης 

Πρότυπο ΓΕ.Λ. Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης 

shasapis@gmail.com 

www.arithmoi.gr 

Παιχνίδια με στρατηγική 

Τα διάφορα παιχνίδια βρίσκονται στη φύση του ανθρώπου από πάντα και 

αποτελούν καθημερινή δραστηριότητα, τόσο για διασκέδαση, αλλά κυρίως και για 

μάθηση μέσω αυτών. Τα παλαιότερα παιχνίδια, σύμφωνα με αρχαιολόγους 

ανάγονται μερικές χιλιάδες χρόνια πριν και οι ανακαλύψεις τους αφορούν αρχικά 

αγώνες ταχύτητας και άλλα αγωνίσματα δύναμης. Ωστόσο και παιχνίδια 

στρατηγικής, όπως επιτραπέζια ή ζάρια εμφανίζονται σε τοιχογραφίες με αναφορά 

από το 2000 π.Χ. και νωρίτερα. 

 

Εικόνα 1: Επιτραπέζιο παιχνίδι στην Αρχαία Αίγυπτο 2000 π.Χ. 

 

http://www.arithmoi.gr/
www.mathematica.gr/meleti
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Εφόσον, λοιπόν, τα παιχνίδια φαίνεται ότι αποτελούν μία φυσική 

δραστηριότητα του ανθρώπου, είναι φυσιολογικό να αναζητείται και ο τρόπος 

νίκης σε καθένα από αυτά. Συνεπώς, διερεύνηση για απαντήσεις σε ερωτήσεις 

όπως, «Ποιος πρέπει να κερδίσει;», «Ποια είναι η καλύτερη κίνηση;», «Υπάρχει 

πάντα νικητής;», «Κερδίζει πάντα ο ίδιος παίκτης, ανάλογα με τη σειρά που παίζει 

ή ανάλογα με τις κινήσεις που επιλέγει;». Όλα τα παραπάνω ερωτήματα οδηγούν 

στη διερεύνηση και τη δημιουργία αυτού που ονομάζεται στρατηγική παιχνιδιού. 

Σύμφωνα με τον [Beasley], τα παιχνίδια χωρίζονται σε τέσσερεις κύριες 

κατηγορίες: α) παιχνίδια τύχης, β) παιχνίδια τύχης και δεξιοτήτων, γ) παιχνίδια 

δεξιοτήτων, δ) αυτόματα παιχνίδια. Σε αυτό το κείμενο θα ασχοληθούμε 

αποκλειστικά με ένα παιχνίδι δεξιοτήτων, το ΝΙΜ. 

Περιγραφή και σύντομη ιστορία του ΝΙΜ 

Στο ΝΙΜ δύο παίκτες αφαιρούν αντικείμενα (πχ βότσαλα) από δύο ή 

περισσότερους σωρούς, παίζοντας εναλλάξ και με την προϋπόθεση να αφαιρεί κάθε 

φορά αντικείμενα, όσα θέλει, αλλά τουλάχιστον ένα, από έναν μόνο σωρό. Νικητής 

θεωρείται όποιος αναγκάσει τον άλλο παίκτη να πάρει το τελευταίο αντικείμενο 

από το τραπέζι. Το παιχνίδι, σε διάφορες παραλλαγές του πιστεύεται ότι παιζόταν 

από τους Αρχαίους χρόνους στην Κίνα [Jorgensen 2009]. Στην παρούσα μορφή 

του, οφείλει το όνομά του στον Charles Bouton, του Πανεπιστημίου του Harvard, 

ο οποίος το ανέλυσε το 1902. Το 1951, η εταιρεία ηλεκτρονικών Ferranti 

δημιούργησε έναν υπολογιστή που έπαιζε ΝΙΜ, τον NIMROD. 

 

Εικόνα 2: O NIMROD της εταιρείας Ferranti, το1951, ένα από τα πρώτα 

ηλεκτρονικά παιχνίδια 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Ferranti
www.mathematica.gr/meleti
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Παίζοντας το παιχνίδι 

Καταρχάς να επισημανθεί ότι μπορεί κάποιος να παίξει στο διαδίκτυο το 

παιχνίδι σε διάφορες σελίδες. Με τυχαίο αριθμό σωρών 2-6 μπορεί να το βρει 

εδώ, ενώ με 5 σωρούς μπορεί να το βρει εδώ. Το παιχνίδι παίζεται με δύο τρόπους: 

είτε αυτός που παίρνει το τελευταίο αντικείμενο κερδίζει (κανονικό παιχνίδι – 

normal), είτε αυτός που παίρνει το τελευταίο αντικείμενο από τις στοίβες χάνει 

(misere game). 

Ας υποθέσουμε ότι παίζουμε το παιχνίδι κανονικά, δηλαδή κερδίζει όποιος 

αφαιρέσει το τελευταίο αντικείμενο. Στην απλούστερη εκδοχή του θεωρούμε ότι 

έχουμε δύο στοίβες με αντικείμενα, για παράδειγμα από 4 αντικείμενα η καθεμία. 

Ας προσπαθήσουμε να διερευνήσουμε αν υπάρχει στρατηγική νίκης και για ποιον 

από τους δύο παίκτες. Είναι προφανές ότι αν κάποιος αδειάσει τη μία στοίβα, τότε 

ο άλλος παίκτης μπορεί να κερδίσει στην επόμενη κίνηση, αφού θα αφαιρέσει όλα 

τα αντικείμενα της μίας εναπομείνασας στοίβας. Σε πολλά από αυτά τα παιχνίδια 

εξυπηρετεί να διερεύνησουμε τι μπορεί να συμβεί στο τέλος του παιχνιδιού. Για 

παράδειγμα αν θεωρήσουμε ότι αναπαριστούμε το πλήθος των αντικειμένων σε 

κάθε στοίβα με μία διατεταγμένη ν-άδα, τότε στο παιχνίδι με τις δύο στοίβες θα 

έχουμε αρχικά την κατάσταση (4,4). Σε ποια περίπτωση όμως θα έχανε κάποιος; 

Αν για παράδειγμα παίζω και βρεθώ στη θέση (1,1), τότε αυτή αποτελεί θέση 

ήττας. Ομοίως, συνάγεται εύκολα ότι και η θέση (2,2) αποτελεί θέση ήττας, όπως 

και οι αντίστοιχες θέσεις. Υπάρχει λοιπόν στρατηγική νίκης; Πράγματι, αν 

παίζουμε και καταφέρουμε να φέρουμε τον αντίπαλο πριν παίξει στη θέση (ν,ν), 

τότε μπορούμε να είμαστε σίγουροι ότι θα κερδίσουμε, αφού στη συνέχεια 

μπορούμε να ακολουθούμε τις κινήσεις του κάνοντας την αντίστοιχη κίνηση με 

αυτόν στην άλλη στοίβα και αφήνοντάς τον πάντα πριν μία κατάσταση (ν,ν). 

Συνεπώς, η θέση (κ,λ) κερδίζει αν και μόνο αν  

Τι συμβαίνει όμως αν έχουμε περισσότερες από δύο στοίβες; Ας 

υποθέσουμε για παράδειγμα ότι έχουμε παιχνίδι με τρεις σωρούς και 

καταφθάνουμε στην κατάσταση (1,1,2). Σε αυτήν την περίπτωση, κάνοντας μία 

κ διάφορο του λ.

 

https://nrich.maths.org/drips/
https://www.archimedes-lab.org/game_nim/play_nim_game.html
www.mathematica.gr/meleti
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ανάλυση περιπτώσεων έχουμε τις εξής επόμενες δυνατές καταστάσεις: (1,2), 

(1,1,1), (1,1). Από αυτές οι δύο πρώτες μπορούν να αναχθούν σε μία κατάσταση 

δύο σωρών με ίσους αριθμούς αντικειμένων, ενώ η τρίτη ήδη βρίσκεται σε αυτήν 

την κατάσταση, οπότε αποτελεί κατάσταση ήττας για τον παίκτη του οποίου είναι 

η σειρά να παίξει. Αντίθετα, στις δύο πρώτες περιπτώσεις μπορεί να οδηγηθεί σε 

νίκη, εφόσον επιλέξει να παίξει με σωστό τρόπο. 

Επίλογος 

Θα δούμε σε επόμενα τεύχη την ανάλυση του παιχνιδιού για τυχαίο αριθμό 

από στοίβες και την υπάρχουσα στρατηγική νίκης. Μέχρι, τότε μπορείτε να 

παίξετε και να ανακαλύψετε μόνοι σας ίσως μία στρατηγική στους συνδέσμους που 

δόθηκαν ή ζωντανά με τους φίλους σας. Καλή τύχη και παρατηρήσεις. 

Αναφορές 
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http://muse.jhu.edu/journals/ieee_annals_of_the_history_of_computing/v031/31.3.jorgensen.html
http://muse.jhu.edu/journals/ieee_annals_of_the_history_of_computing/v031/31.3.jorgensen.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Digital_object_identifier
https://doi.org/10.1109%2FMAHC.2009.41
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https://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2767447
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Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 

Ο σκοπός αυτής της στήλης είναι να αναδεικνύει πρακτικές και 
τεχνικές που ακολουθούμε για να μεταβάλουμε ένα δεδομένο πρόβλημα ή 
άσκηση, να το «πειράξουμε», ώστε να προκύψει κάτι που έχουμε κατά νου 
με βάση κάποιο σχέδιο. Σε  μερικές περιπτώσεις αυτό  το μεταλλαγμένο 
πρόβλημα πηγάζει και με αυθόρμητο τρόπο ως μία μορφή πειραματισμού.  

Στη διεθνή βιβλιογραφία αυτή η πρακτική ονομάζεται problem 
posing .  Στην ελληνική βιβλιογραφία  την αποδίδουμε με τον όρο «σύνθεση 
προβλημάτων». Επειδή ο σκοπός της στήλης δεν είναι η δ ιατύπωση 
θεωριών, θα δίνουμε παραδείγματα σύνθεσης νέων προβλημάτων 
βασισμένων σε κάποια που ήδη έχουν διατυπωθεί.  Στην πραγματικότητα αυτή 
την πρακτική την ακολουθούν πολλοί δάσκαλοι των Μαθηματικών για να 
συνθέσουν νέα προβλήματα με στόχο π.χ . ένα τεστ ικανοτήτων των μαθητών 
τους, ή να διαμορφώσουν ένα «καλό» θέμα για ένα διαγώνισμα ή ακόμα να 
λύσουν μια προσωπική τους απορία διατυπώνοντας ή μεταβάλλοντας ένα 
συγκεκριμένο πρόβλημα.  

Ένας από τους ποιο συνηθισμένους τρόπους «πειράγματος» 
προβλημάτων είναι η  τροποποίηση  κάποιων δεδομένων με στόχο είτε να τα 
μετατρέψουμε σε δυσκολότερα είτε σε ευκολότερα προβλήματα. Στα 
παραδείγματα που θα δίνουμε  κάθε φορά στη στήλη αυτή θα είναι 
σχολιασμένα ώστε να φαίνεται ο σκοπός των αλλαγών.  

 

 

 

www.mathematica.gr/meleti
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Το θεώρημα του Ceva 
Ένα θεώρημα που αφορά ευθείες που διέρχονται από το ίδιο 

σημείο 

Ανδρέας Πούλος 

Στη Γεωμετρία μας ενδιαφέρει να έχουμε κάποιες προτάσεις – θεωρήματα 

για να διαπιστώνουμε αν ένα σύνολο ευθειών (δέσμη ευθειών) διέρχονται από ένα 

συγκεκριμένο σημείο ή αντίστοιχα να μπορούμε να αποδείξουμε αν ένα σύνολο 

σημείων ανήκουν στην ίδια ευθεία.  

Ένα θεώρημα που μας βεβαιώνει ότι κάποιες ευθείες διέρχονται από ένα 

συγκεκριμένο σημείο είναι το αποκαλούμενο θεώρημα του Ceva. Αυτό το ανακά-

λυψε ο Giovanni Ceva (1647-1734). Ήταν Ιταλός καθηγητής των Μαθηματικών 

ο οποίος δίδαξε τα περισσότερα χρόνια της ζωής του Γεωμετρία στην πόλη 

Mantua. Το 1678 εξέδωσε ένα βιβλίο στα Λατινικά, την επίσημη γλώσσα της 

επιστήμης σε ολόκληρη την Ευρώπη, με τίτλο De Lineis Rectis, το οποίο 

σημαίνει «Για τις ευθείες Γραμμές». Στο βιβλίο αυτό αποδεικνύονται διάφορες 

γεωμετρικές προτάσεις οι οποίες έχουν σχέση κυρίως με την εύρεση του κέντρου 

βάρους σωμάτων επίπεδων και στερεών και του κέντρου βάρους σημείων τα οποία 

υποτίθεται έχουν βάρος ως μικρές σφαίρες. Σε αυτό υπάρχει και το θεώρημα που 

φέρει το όνομά του και θα παρουσιάσουμε στη συνέχεια. 

 

Το εξώφυλλο του βιβλίου του Giovanni Ceva, “De Lineis Rectis” που εκδόθηκε στο 

Μιλάνο, το οποίο στα Λατινικά αναφέρεται ως Μεδιολάνο και ήταν αφιερωμένο στον Μεγάλο 

Δούκα της Μάντουα Κάρολο Φερδινάδο. 

 

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Ceva_Giovanni.html
https://books.google.gr/books?id=AsNlAAAAcAAJ&printsec=frontcover&dq=inauthor:%22Giovanni+Ceva%22&hl=en&sa=X&ved=0ahUKEwiUvqHnxqLfAhXOa1AKHb1fBj8Q6AEINTAC#v=onepage&q&f=false
www.mathematica.gr/meleti
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Η σύγχρονη διατύπωση του θεωρήματος Ceva: 
 
Σε ένα τρίγωνο ABC υπάρχουν τρία σημεία, X επί της ευθείας BC, Y επί 

της ευθείας CA και Z επί της AB. Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε οι τρεις 

ευθείες AX, BY, CZ να συντρέχουν στο ίδιο σημείο (Σχήμα 1α) ή να είναι 

παράλληλες (Σχήμα 1β) είναι: 

𝑋𝐵

𝑋𝐶
∙

𝑌𝐶

𝑌𝐴
∙

𝑍𝐴

𝑍𝐵
= 1    (Σχέση 1)  ή ισοδύναμα  𝑋𝐵 ∙ 𝑌𝐶 ∙ 𝑍𝐴 = 𝑋𝐶 ∙ 𝑌𝐴 ∙

𝑍𝐵, 

 

          Σχήμα 1α                                               Σχήμα 1β  

Το θεώρημα του Ceva σχετίζεται άμεσα με ένα άλλο θεώρημα που είχε 

ανακαλύψει ο Έλληνας μαθηματικός Μενέλαος που έζησε την Αλεξανδρινή εποχή 

και αναφέρεται στη συνθήκη για να είναι τρία σημεία συνευθειακά. Το θεώρημα 

αυτό του Μενελάου υπάρχει στο έργο του «Σφαιρικά». Είναι χρήσιμο για την 

καλύτερη ανάγνωση και κατανόηση του κειμένου να παραθέσουμε και το θεώρημα 

του Μενελάου. 

Θεώρημα του Μενελάου 

Έστω τα σημεία X, Y και Z τα οποία ανήκουν στις ευθείες AB, BC και AC 

αντίστοιχα, που ορίζουν οι πλευρές ενός τριγώνου ABC. Η ικανή και αναγκαία 

συνθήκη ώστε τα σημεία X, Y, Z να είναι συνευθειακά (βλ. Σχήμα 2) είναι η εξής: 

𝐴𝑋

𝑋𝐵
∙

𝐵𝑌

𝑌𝐶
∙

𝑍𝐶

𝑍𝐴
= 1. 

 

http://users.sch.gr/afylakis/ME2012/ME2012dortsios.pdf
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Menelaus.html
www.mathematica.gr/meleti
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Σχήμα 2 

Στη συνέχεια θα δώσουμε κάποιες αποδείξεις του θεωρήματος του Ceva. 
Η πρώτη βασίζεται στο θεώρημα του Μενελάου. 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 1η:  

Βήμα 1ο: Απόδειξη της πρότασης «Αν ισχύει ότι οι ευθείες AX, BY, CZ 

συντρέχουν στο ίδιο σημείο, τότε η ισχύει η σχέση (1)».  

Υποθέτουμε ότι αυτές οι ευθείες διέρχονται από το σημείο Ρ. Βλέπε Σχήμα 

3α και 3β ανάλογα αν το σημείο Ρ είναι εσωτερικό ή εξωτερικό του τριγώνου ABC. 

Τότε η ευθεία ΒΡΥ (ή ΒΥΡ αντίστοιχα) τέμνει τις πλευρές του τριγώνου CAX και 

σύμφωνα με το θεώρημα του Μενελάου ισχύει 
𝛣𝛸

𝛣𝐶
∙

𝐶𝑌

𝐴𝑌
∙

𝛲𝐴

𝛲𝛸
= 1.   

Επίσης, επειδή η ευθεία CPZ τέμνει τις πλευρές του τριγώνου ABX,  από 

το θεώρημα του Μενελάου θα ισχύει η σχέση  
𝐴𝑍

𝑍𝐵
∙

𝐵𝐶

𝐶𝑋
∙

𝑋𝑃

𝑃𝐴
= 1.  Με 

πολλαπλασιασμό των δύο παραπάνω σχέσεων κατά μέλη παίρνουμε την 
𝑋𝐵

𝑋𝐶
∙

𝑌𝐶

𝑌𝐴
∙

𝑍𝐴

𝑍𝐵
= 1 και η πρόταση αποδείχθηκε.  

Βήμα 2ο: Απόδειξη της πρότασης «Αν ισχύει η σχέση (1) τότε οι ευθείες 

AX, BY, CZ συντρέχουν στο ίδιο σημείο Ρ».  
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                  Σχήμα 3α                                             Σχήμα 3β  

Απόδειξη: Έστω ότι μόνο οι ευθείες AX, BY συντρέχουν στο σημείο Ρ και 

ότι η ευθεία CP διέρχεται από το σημείο Z1 της AB, το οποίο δεν γνωρίζουμε αν 

είναι το ίδιο με το Ζ(αν τα σημεία συμπίπτουν). Εφαρμόζουμε το θεώρημα του 

Μενελάου δύο φορές για το τρίγωνο ABX με τέμνουσα της ευθεία CΡZ1 και για 

το τρίγωνο AXC με τέμνουσα την BPY και με την αξιοποίηση της σχέσης (1) 

καταλήγουμε στη σχέση 
𝛢𝛧1

𝛧1𝛣
=

𝑍𝐴

𝑍𝐵
. Αυτό σημαίνει ότι τα σημεία Ζ1, Ζ συμπίπτουν. 

Σημείωση: Ο παραπάνω ισχυρισμός δεν είναι εντελώς προφανής και απαιτεί 

κάποια αιτιολόγηση. Καλό είναι ο αναγνώστης να προσπαθήσει να δώσει μία σαφή 

ερμηνεία, δεδομένο ότι είμαστε στην εύκολη περίπτωση με τα  Z1 και Ζ να 

ανήκουν στο εσωτερικό του τμήματος ΑΒ. 

Η δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος του Ceva βασίζεται στο θεώρημα για 

τον λόγο εμβαδών δύο τριγώνων. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 2η:  

Βήμα 1ο: Απόδειξη της πρότασης «Αν ισχύει ότι οι ευθείες AX, BY, CZ 

συντρέχουν στο ίδιο σημείο, τότε η ισχύει η σχέση (1)».  

Υποθέτουμε ότι αυτές οι ευθείες διέρχονται από το σημείο Ρ, (βλέπε Σχήμα 

4). Τότε ο λόγος XB/XC ισούται με τον λόγο των εμβαδών των τριγώνων ABX, 

AXC. Έτσι, έχουμε τις σχέσεις: 
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𝐵𝑋

𝑋𝐶
=

(𝐴𝐵𝑃)

(𝐴𝑃𝐶)
             

𝐶𝑌

𝑌𝐴
=

(𝐵𝑃𝐶)

(𝐴𝐵𝑃)
            

𝐴𝑍

𝑍𝐵
=

(𝐴𝑃𝐶)

(𝐵𝑃𝐶)
 

 

Σχήμα 4 

Με πολλαπλασιασμό αυτών κατά μέλη προκύπτει η ζητούμενη σχέση. 

Μερικοί ορισμοί που σχετίζονται με το θεώρημα του Ceva. 

Σεβιανές και αντισεβιανές ενός τριγώνου. Σεβιανά τρίγωνα ενός τριγώνου. 

Αν δοθεί ένα τρίγωνο ABC, ένα σημείο P από οποίο διέρχονται οι ευθείες 

AX, BY, CZ, τότε αυτές ονομάζονται σεβιανές ευθείες του και το τρίγωνο XYZ 

ονομάζεται σεβιανό τρίγωνο του ABC σε σχέση με το σημείο P. Προφανώς, τα 

σεβιανά τρίγωνα του ABC είναι όσα και τα σημεία Ρ.   

Ένα σημείο P από το οποίο διέρχονται τρεις ευθείες που η κάθε περιέχει 

από μία κορυφή του τριγώνου ABC ονομάζεται σημείο Ceva του τριγώνου ABC. 

Ένα αντισεβιανό τρίγωνο προκύπτει από τις σεβιανές ευθείες ενός 

τριγώνου ABC όταν αυτές προεκταθούν εκτός του τριγώνου αυτού και 

σχηματίζουν νέο τρίγωνο A΄B΄C΄, (Βλέπε Σχήμα 5). Το τρίγωνο που 

σχηματίζεται λέγεται αντισεβιανό του ABC σε σχέση με το σημείο P. Οι ευθείες 

A΄B΄, A΄C΄, B΄C΄ λέγονται αντισεβιανές του τριγώνου ABC. 

 

http://mathworld.wolfram.com/Cevian.html
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/CevianTriangle.shtml
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Σχήμα 5 

Συνέπειες του θεωρήματος του Ceva 

Τα θεωρήματα που ακολουθούν αποδεικνύονται και με άλλες τεχνικές και 

με τη βοήθεια άλλων προτάσεων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Εδώ ο στόχος μας 

είναι να αναδειχθεί ο ρόλος και η σπουδαιότητα του θεωρήματος του Ceva και για 

τον λόγο αυτόν το αξιοποιούμε και το προβάλλουμε. Παράλληλα, αναδεικνύεται 

και η σχέση και η συνάφεια του θεωρήματος του Μενελάου με αυτό του Ceva. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο.  

Οι διάμεσοι ενός τριγώνου ABC διέρχονται από το ίδιο σημείο G, το 

οποίο έχει μάλιστα την ιδιότητα να χωρίζει την κάθε διάμεσο σε δύο τμήματα 

που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. 

Απόδειξη: Έστω ότι τα σημεία D, E και F είναι τα μέσα των πλευρών BC, 

CA, και AB του τριγώνου ABC. Επειδή ισχύει AF = FB, BD = DC, CE = EA 

προφανώς ισχύει και η σχέση:  
𝐵𝐷

𝐷𝐶
∙

𝐶𝐸

𝐸𝐴
∙

𝐴𝐹

𝐹𝐵
= 1. Σύμφωνα με το θεώρημα του  

Ceva από την προηγούμενη σχέση προκύπτει ότι οι διάμεσοι ενός τριγώνου 

διέρχονται από το ίδιο σημείο το οποίο ας το ονομάσουμε G.  

Επειδή η ευθεία BGE τέμνει τις πλευρές του τριγώνου ABC (Σχήμα 6), 

σύμφωνα με το θεώρημα του Μενελάου για το τρίγωνο ABC και διατέμνουσα την 

BGE ισχύει:  
𝐵𝐷

𝐷𝐶
∙

𝐶𝐸

𝐸𝐴
∙

𝐴𝐺

𝐺𝐷
= 1, άρα  

1

1
∙

1

2
∙

𝐴𝐺

𝐺𝐷
= 1. Αυτό σημαίνει ότι AG = 

2GD.  
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Σχήμα 6 

Με όμοιο τρόπο προκύπτει ότι BG = 2GE και CG = 2GF. Δηλαδή το 

σημείο G (το αποκαλούμενο κέντρο βάρους του τριγώνου) διαιρεί κάθε διάμεσό 

του σε δύο ευθύγραμμα τμήματα που έχουν λόγο 2:1. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο.  

Οι εσωτερικές διχοτόμοι ενός τριγώνου ABC διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

Απόδειξη: Έστω ότι τα σημεία D, E και F είναι τα σημεία τομής των 

εσωτερικών διχοτόμων με τις πλευρές BC, CA, και AB του τριγώνου ABC, (βλέπε 

Σχήμα 7). Από το θεώρημα της εσωτερική διχοτόμου ισχύουν οι σχέσεις: 

𝐵𝐷

𝐷𝐶
=

𝑐

𝑏 
     ,  

𝐶𝐸

𝐸𝐴
=

𝑎

𝑐
     ,   

𝐴𝐹

𝐹𝐵
=

𝑏

𝑎
   με πολλαπλασιασμό αυτών των σχέσεων 

κατά μέλη προκύπτει ότι :  
𝐵𝐷

𝐷𝐶
∙

𝐶𝐸

𝐸𝐴
∙

𝐴𝐹

𝐹𝐵
= 1. Σύμφωνα με το θεώρημα του  Ceva 

από αυτή τη σχέση προκύπτει ότι οι εσωτερικές διχοτόμοι ενός τριγώνου 

διέρχονται από το ίδιο σημείο.  

 

Σχήμα 7 
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Παρατήρηση: Με την ίδια τεχνική μπορούμε να αποδείξουμε ότι και 

εξωτερικές διχοτόμοι ενός τριγώνου ABC διέρχονται από το ίδιο σημείο. Επίσης, 

μπορούμε να αποδείξουμε ότι σε κάθε τρίγωνο οι δύο εξωτερικές διχοτόμοι και η 

αντίστοιχη εσωτερική διχοτόμος διέρχονται από ένα κοινό σημείο. 

Τριγωνομετρική μορφή του θεωρήματος του Ceva 

Το θεώρημα του Ceva έχει και μια μορφή που δεν απαιτεί τη γνώση των 

μηκών στα οποία τρεις συντρέχουσες ευθείες τέμνουν τις πλευρές ενός τριγώνου. 

Απαιτείται μόνο να γνωρίζουμε τα ημίτονα των γωνιών που προέρχονται από τις 

τρεις αυτές ευθείες καθώς αυτές διέρχονται από τις κορυφές του τριγώνου. 

Έτσι, το θεώρημα του Ceva για το τρίγωνο ABC μπορεί να πάρει τη μορφή 

σύμφωνα με το Σχήμα 8. 

𝑠𝑖𝑛𝑎1

𝑠𝑖𝑛𝑎2
∙

𝑠𝑖𝑛𝑎𝑏1

𝑠𝑖𝑛𝑏2
∙

𝑠𝑖𝑛𝑐1

𝑠𝑖𝑛𝑐2
= 1 

 

Σχήμα 8 

Απόδειξη: Η απόδειξη αυτού του τύπου βασίζεται στον Νόμο των 

Ημιτόνων. Στην αρχή αποδεικνύουμε τη σχέση 
𝐵𝑋

𝑋𝐶
=

𝑐

𝑏
∙

𝑠𝑖𝑛𝑎1

𝑠𝑖𝑛𝑎2
 . Αυτή 

αποδεικνύεται άμεσα με τη χρήση του Νόμου των Ημιτόνων στα τρίγωνα ΑΒΧ 

και ACX που έχουν για κοινή πλευρά την ΑΧ.  
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Έχουμε 
𝐵𝑋

𝑋𝐶
=

𝐵𝑋

𝐴𝑋
𝑋𝐶

𝐴𝑋

=
𝑠𝑖𝑛𝑎1
𝑠𝑖𝑛𝑏

𝑠𝑖𝑛𝑎2
𝑠𝑖𝑛𝑐

=
𝑠𝑖𝑛𝑐

𝑠𝑖𝑛𝑏
∙

𝑠𝑖𝑛𝑎1

𝑠𝑖𝑛𝑎2
=

𝑐

𝑏
∙

𝑠𝑖𝑛𝑎1

𝑠𝑖𝑛𝑎2
 . 

Με αντικατάσταση αυτής της σχέσης και των αντίστοιχων της στη σχέση  

 
𝑋𝐵

𝑋𝐶
∙

𝑌𝐶

𝑌𝐴
∙

𝑍𝐴

𝑍𝐵
= 1, που είναι η τυπική σχέση του θεωρήματος Ceva 

παίρνουμε τη ζητούμενη. 

Τα θεωρήματα Ceva και Μενελάου έχουν επεκτάσεις, γενικεύσεις και 

κυρίως αυτό που ενδιαφέρει τους στόχους της «ΜΕΛΕΤΗΣ», συνδέονται με 

πολλές έννοιες της Γεωμετρίας(π.χ. συμμετροδιάμεσοι), αξιοποιούνται στον 

κλάδο της Προβολικής Γεωμετρίας, επιλύουν σύντομα και κομψά προβλήματα 

της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Για τον λόγο αυτό θα επανέλθουμε σε αυτά σε 

επόμενα τεύχη, επιλέγοντας και προβάλλοντας ενδιαφέρον πληροφοριακό υλικό 

από την εκτενέστατη βιβλιογραφία που έχει δημοσιευθεί για αυτά τα δύο 

θεωρήματα. 

Ολοκληρώνοντας το άρθρο δίνουμε ως ασκήσεις τα παρακάτω θέματα, τα 

οποία πρέπει να επιλυθούν και να αποδειχθούν με τα θεωρήματα Ceva και 

Μενελάου. 

1. Αν AX, BY και CZ είναι σεβιανές τους τριγώνου ABC που διέρχονται από 

το σημείο P, τότε να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ABC είναι ισοσκελές, αν η 

ευθεία AX είναι διχοτόμος της γωνίας Α και ισχύει η BX∙CY= XC∙BZ 

2. Αν AX, BY και CZ είναι σεβιανές τους τριγώνου ABC που διέρχονται από 

το σημείο P, τότε να αποδείξετε ότι το ABC είναι ορθογώνιο, αν οι ευθείες 

AX, BY και CZ είναι διχοτόμοι των γωνιών του και επιπλέον ισχύει η σχέση 

BP∙ZP = BZ∙AP. 

3. Αν τρεις σεβιανές ενός τριγώνου τριχοτομούνται μεταξύ τους, να 

αποδείξετε ότι πρόκειται για τους φορείς των διαμέσων αυτού του τριγώνου. 

4. Στο παρακάτω σχήμα το τρίγωνο ABC είναι ορθογώνιο με ορθή γωνία την 

C. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες AP, BQ και CR διέρχονται από το ίδιο 

σημείο. 

Σημείωση: Το σχήμα αυτό σχετίζεται με την απόδειξη του θεωρήματος 
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του Πυθαγόρα με τον τρόπο που υπάρχει στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη.
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Διάφορα Μαθηματικά θέματα 

 

Σε αυτήν τη στήλη θα παρουσιάζονται διάφορα άλλα θέματα 

μαθηματικών που δεν ταξινομούνται στις μόνιμες στήλες, όπως παιχνίδια, 

διασκεδαστικά Μαθηματικά, διάφορες εφαρμογές και άλλα.  
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Η ΕΜΠΕΙΡΙΑ ΜΑΣ ΑΠΟ ΤΟΝ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟ 
MATH CUP 2018 

 
Γατούλα Μαρία, Παπάρας Δημήτρης,  

Παυλίδου Μιλένα, Τζιώρτζης Αλέξανδρος 
Μαθητές της Α΄ Λυκείου του Πειραματικού Σχολείου του Α.Π.Θ. 
 
Στο παρά τέσσερα! Είμαστε τέσσερις. Κοινό ενδιαφέρον και αγάπη για τα 

Μαθηματικά. Αλέξανδρος, Δημήτρης, Μαρία, Μιλένα. Είμαστε 16 χρόνων και 

φοιτούμε στο Πειραματικό Σχολείο Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης. Το χειμώνα 

του 2017, αποφασίσαμε να συμμετάσχουμε σε έναν φυσικό-μαθηματικό 

διαγωνισμό στο Βελιγράδι. Συντονιστής, καθοδηγητής, βοηθός και υποστηρικτής 

μας σε όλα ο κύριος Ανδρέας Πούλος, Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών στη 

Θεσσαλονίκη που μας έκανε και τα μαθήματα στον Όμιλο μας.  

Το Μαθηματικό Γυμνάσιο Βελιγραδίου (Mathematical Grammar School) 

είναι ένα ειδικό σχολείο για χαρισματικούς και ταλαντούχους μαθητές, οι οποίοι 

έχουν κλίση στις φυσικομαθηματικές επιστήμες και βρίσκεται στην πρωτεύουσα 

της Σερβίας, στο Βελιγράδι. Οι μαθητές του κατέχουν μια από τις πρώτες θέσεις 

στις Διεθνείς Ολυμπιάδες στις Επιστήμες. Το Σχολείο έχει αναπτύξει δικό 

του Πρόγραμμα Σπουδών. Οι μισοί από τους καθηγητές προέρχονται από 

το προσωπικό του Πανεπιστημίου του Βελιγραδίου, του Ινστιτούτου Φυσικής του 

Βελιγραδίου και από το Μαθηματικό Ινστιτούτο της Σερβικής Ακαδημίας 

Επιστημών και Τεχνών. Περισσότεροι από τους μισούς καθηγητές του είναι 

πρώην μαθητές του Σχολείου. Κατατάσσεται στα καλύτερα σχολεία στον κόσμο 

στον τομέα των Μαθηματικών και ανάμεσα τα 5 καλύτερα στη φυσική και στην 

πληροφορική στον κόσμο, για τις συνεχείς επιτυχίες του στις Διεθνείς Ολυμπιάδες. 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Intellectual_giftedness
https://en.wikipedia.org/wiki/Belgrade
https://en.wikipedia.org/wiki/International_Science_Olympiad
https://en.wikipedia.org/wiki/Matemati%C4%8Dka_gimnazija#Curriculum_and_core_subjects
https://en.wikipedia.org/wiki/University_of_Belgrade
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Από αριστερά προς τα δεξιά, Δημήτρης, Μαρία, Αλέξανδρος, Μιλένα   

κατά την τελετή απονομή των βραβείων στο Σερβικό Κοινοβούλιο 

Το σχολείο αυτό διοργανώνει ετησίως εδώ και κάποια χρόνια τον 

διαγωνισμό «Mathematical Grammar School Cup». Σε αυτόν διαγωνίζονται 

μαθητές 16 ετών και κάτω στα Μαθηματικά, στη Φυσική και στην Πληροφορική. 

Χορηγοί του διαγωνισμού αυτού είναι το υπουργείο Παιδείας, Επιστήμης και 

Τεχνολογικής ανάπτυξης, καθώς και το Υπουργείο Εμπορίου, Τουρισμού και 

Τηλεπικοινωνιών και μέχρι το 2016 η Τράπεζα Πειραιώς. Στόχος του 

διαγωνισμού είναι να καλλιεργήσει στους συμμετέχοντες το ενδιαφέρον για τα 

παραπάνω πεδία. Επίσης, να προάγει και να αναδείξει την αριστεία στη Σερβία. Η 

επίσημη γλώσσα του διαγωνισμού είναι η αγγλική και η συμμετοχή στον 

διαγωνισμό γίνεται μόνο μετά από αντίστοιχη πρόσκληση. Οι ομάδες αυτές έχουν 

δωρεάν διαμονή, διατροφή, ξεναγήσεις και άλλες δραστηριότητες. Όλες οι άλλες 

ομάδες πρέπει να πληρώσουν το ποσό των 200 ευρώ ανά μαθητή. Κάθε ομάδα 

πρέπει να αποτελείται από 4 μαθητές του ίδιου σχολείου και έναν αρχηγό – 

υπεύθυνο καθηγητή. Κάθε μαθητής έχει το δικαίωμα να διαγωνιστεί σε ένα, δύο ή 

και στα τρία μαθήματα.  
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Το Σερβικό Κοινοβούλιο εξωτερικά και εσωτερικά. 

Ο διαγωνισμός πραγματοποιείται στο τέλος Ιουνίου ώστε να έχουν 

τελειώσει τα μαθήματα σε όλες τις χώρες που συμμετέχουν. Τα θέματα των 

διαγωνισμών προετοιμάζονται από επιτροπές του Μαθηματικού Γυμνάσιου και οι 

αρχηγοί των ομάδων βοηθούν στη μετάφρασή τους στην γλώσσα των μαθητών 

τους, όποτε αυτό κρίνεται απαραίτητο. Οι μαθητές μπορούν να έχουν τα θέματα 

και στα αγγλικά και να απαντήσουν στη γλώσσα αυτή. Η κριτική επιτροπή 

συντελείται από τους αρχηγούς των ομάδων και έναν εκπρόσωπο του Γυμνασίου. 

Τα βραβεία δίνονται για ατομικές και ομαδικές διακρίσεις σε κάθε μάθημα και 

όλοι οι συμμετέχοντες λαμβάνουν βεβαίωση συμμετοχής στον διαγωνισμό. Ας 

παρουσιάσουμε τα πράγματα από την αρχή. 

Από την πρώτη στιγμή που ζητήθηκε από τους μαθητές της Α’ Λυκείου να 

δηλώσουν, αν ενδιαφέρονται να συμμετάσχουν στον Όμιλο Μαθηματικών 

Π.Σ.Π.Θ. τον οποίο συντόνιζε ο Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών Ανατολικής 

Θεσσαλονίκης, κ. Ανδρέας Πούλος, η θέση μας ήταν ξεκάθαρη. Πιστεύαμε πως 

θα ήταν μία μοναδική ευκαιρία να ασχοληθούμε με πιο προχωρημένα 

Μαθηματικά εκτός της σχολικής ύλης, δεδομένης φυσικά της αγάπης μας για το 

μάθημα αυτό. Έτσι, οι τέσσερις μας μαζί με πολλούς άλλους μαθητές της Α’ 

Λυκείου αποτελούσαμε την ομάδα του Ομίλου Μαθηματικών του Π.Σ.Π.Θ.. 

Συνεργαστήκαμε όλοι μας άψογα μεταξύ μας καθώς και με τον κ. Ανδρέα και ως 

το τέλος της λειτουργίας του Ομίλου αποκομίσαμε γνώσεις και εμπειρία που μας 

βοήθησαν να αντιμετωπίσουμε και να εκτιμήσουμε τα μαθηματικά.  
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Σε κάποιο από τα μαθήματα του Ομίλου Μαθηματικών Π.Σ.Π.Θ. μας 

ανακοινώθηκε από τον κ. Πούλο πως τέσσερις από τους μαθητές του ομίλου θα 

επιλέγονταν – εφόσον ήθελαν – για να σχηματίσουν μια τετραμελή ομάδα που με 

αρχηγό τον ίδιο θα συμμετείχε στον μαθηματικό διαγωνισμό CUP 2018 του 

Μαθηματικού Σχολείου του Βελιγραδίου (Mathematical Grammar School of 

Belgrade). Έτσι, μας ζητήθηκε να δηλώσουμε ποιοι ενδιαφέρονταν να 

συμμετάσχουν σε αυτόν τον διαγωνισμό και να ταξιδέψουν για 5 ημέρες στο 

Βελιγράδι με τα ελάχιστα έξοδα, εφόσον η διατροφή και η διαμονή καλύπτονταν 

από το Μ.Γ.Β. Όπως ήταν αναμενόμενο, πολλοί ήταν αυτοί που εξέφρασαν 

ενδιαφέρον και ανάμεσα τους κι εμείς, τόσο γιατί θέλαμε να έχουμε αυτήν την 

μοναδική εμπειρία του ταξιδιού και της συμμετοχής σε έναν διεθνή διαγωνισμό, 

όσο και γιατί θέλαμε να δοκιμάσουμε τα όρια μας και να εξασκήσουμε τα 

μαθηματικά μας με στόχο κάποια διάκριση. Η επιλογή των μελών της ομάδας 

βασίστηκε στις διακρίσεις σε μαθηματικούς διαγωνισμούς της Ε.Μ.Ε. και στον 

βαθμό σε διάφορα τεστ που γράψαμε στα πλαίσια του ομίλου. Εν τέλει, όταν μας 

ανακοινώθηκε πως θα αποτελούσαμε την τετραμελή ομάδα αποφασίσαμε εκτός 

από τα Μαθηματικά να συμμετάσχουμε και στον διαγωνισμό Φυσικής του 

Μ.Γ.Β., διότι θεωρούσαμε είμαστε ικανοί να πετύχουμε διακρίσεις και στους δύο 

τομείς, ακόμη κι αν η προετοιμασία μας θα περιοριζόταν κυρίως στα Μαθηματικά. 

Αυτό, όμως, που δεν είχαμε σκεφτεί εξαρχής, αλλά αποτέλεσε όφελος για εμάς 

ήταν το ότι ήρθαμε σε επαφή με μαθητές από άλλες χώρες με διαφορετική  

 

Αριστερά: στην είσοδο του Μ.Γ.Β.   Δεξιά: επίσκεψη στο Μουσείο Νίκολα Τέσλα. 
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κουλτούρα, αλλά με την ίδια αγάπη για την επιστήμη και επιθυμία για τη διάκριση 

μέσα σε ένα πνεύμα ευγενούς άμιλλας. 

Ένας διαγωνισμός μαθηματικών έχει πληθώρα κοινών στοιχείων και με 

άλλους διαγωνισμούς και αγωνίσματα. Όπως λοιπόν ένας αθλητής στίβου 

προπονείται συχνά και συστηματικά για την συμμετοχή του σε αγωνίσματα έτσι 

ακριβώς συμβαίνει και για τους διαγωνισμούς Μαθηματικών. Η προετοιμασία μας 

χωρίστηκε σε τρία στάδια.  

Όμιλος Μαθηματικών Π.Σ.Π.Θ. 

Από την αρχή της σχολικής χρονιάς είχε δημιουργηθεί ο Όμιλος 

Μαθηματικών ώστε να καλυφθούν τα ενδιαφέροντα όλων των μαθητών που έχουν 

κλίση προς τα Μαθηματικά. Αρχικά, χωρίς να υπάρχει ακόμα το ενδεχόμενο του 

διαγωνισμού, εξασκούμασταν στις βασικές αρχές της θεωρίας αριθμών και στην 

επίλυση αλγεβρικών και γεωμετρικών προβλημάτων πιο σύνθετα από τα 

συνηθισμένα σχολικά προβλήματα. Μετά την επιλογή μας για τον διαγωνισμό τα 

παραπάνω έγιναν ακόμα πιο σύνθετα αλλά πάλι στα πλαίσια και όρια του ομίλου 

που τον παρακολουθούσαν και μικρότεροι μαθητές. Μια λύση στο πρόβλημα αυτό 

είναι το να λαμβάνουμε ξεχωριστές ασκήσεις ώστε να προπονείται η ομάδα.  

Κλειστός Όμιλος Μαθηματικών 

Κάποια στιγμή προς το τέλος της σχολικής χρονιάς ο όμιλος 

Μαθηματικών έφτασε στο τέλος τους. Επειδή, ωστόσο, εμείς έπρεπε να έχουμε 

επαφή κάναμε μαθήματα σε κενές σχολικές ώρες, μετά το σχολείο και επειδή τα 

μέλη του Ομίλου ήταν μόνο η ομάδα το μάθημα μπορούσε να γίνει πιο ελεύθερο 

και εξατομικευμένο. Ο βαθμός δυσκολίας ανέβηκε περισσότερο. 

Κλειστή Προετοιμασία 

Τα μαθήματα του Ομίλου τα σταμάτησε αναγκαστικά το τέλος της 

σχολικής χρονιάς και φυσικά οι εξετάσεις, στις οποίες έπρεπε να αφοσιωθούμε στα 

μαθήματα του σχολείου. Μετά την περίοδο των εξετάσεων είχαμε μπει πλέον στην 

τελική ευθεία για τον διαγωνισμό. Τα μαθήματα έγιναν εντατικότερα και λάμβαναν 
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χώρα πάλι στο σχολείο, μέσα Ιουνίου. Εκεί έγινε η στρατηγική προετοιμασία ώστε 

να έχουμε στο νου μας σημαντικές πληροφορίες με βάση τα προηγούμενα θέματα 

και τις προσδοκίες μας.  

Ένα από τα στοιχεία που μας εντυπωσίασε στο σχολείο του Βελιγραδίου 

είναι τα κοινά που υπάρχουν με το σχολείο στο οποίο φοιτούμε (Π.Σ.Π.Θ.). 

Συγκεκριμένα, στα σχολεία αυτά οι καθηγητές δεν έχουν μια απλή εξειδίκευση 

στο αντικείμενο τους, αντιθέτως έχουν ασχοληθεί χρόνια και οι περισσότεροι 

προέρχονται από πανεπιστήμια της αντίστοιχης χώρας. Ακόμη, θαυμάσαμε την 

διαχρονικότητα του σχολείου - όχι μόνο για το πόσο περιποιημένο κτήριο ήταν, 

αλλά και για την αγάπη που του δείχνουν οι μαθητές του, καθώς και την ζήτηση 

που υπάρχει. Μεταξύ των άλλων, δεν θα μπορούσε να αγνοηθεί η ιστορία του 

σχολείου. Τέλος, θα θέλαμε να σημειωθεί ότι υπάρχει μεγάλη στήριξη του κράτους 

απέναντι στο σχολείο.  

 

Αναμνηστική φωτογραφία στην είσοδο- ξύλινη γέφυρα του Κάστρου του Βελιγραδίου 

με μαθητές - συνοδούς του Μ.Γ.Β. 

Η διαμονή στο Βελιγράδι διήρκησε πέντε ημέρες και κάθε μέρα ήταν 

ξεχωριστή και εξαιρετικά ενδιαφέρουσα! Την πρώτη μέρα, όταν φτάσαμε στο 

αεροδρόμιο του Βελιγραδίου μας καλωσόρισαν θερμά αρχικά ένας οδηγός του 

M.G.Β. και ακολούθως οι διοργανωτές του διαγωνισμού και κάποιοι εθελοντές 

 

www.mathematica.gr/meleti


Περιοδικό Μελέτη 4 61 Δεκέμβριος 2018 
Περιεχόμενα 

μαθητές 16-17 ετών. Ακολούθως οδηγηθήκαμε στο ξενοδοχείο όπου θα 

διαμέναμε, του οποίου οι εγκαταστάσεις ήταν ικανοποιητικές. Τη δεύτερη μέρα 

το πρόγραμμα είχε ως εξής: αρχικά, μας διέθετε πρωινό το ξενοδοχείο από τις 

7:00-8:15 και ο κ. Πούλος, έπρεπε να συναντήσει τους υπόλοιπους υπεύθυνους στις 

8:00. Για τις 9:45 είχε προγραμματιστεί η τελετή έναρξης του διαγωνισμού και 

ακολούθως οδηγηθήκαμε στις αίθουσες του σχολείου, οι οποίες ήταν εξοπλισμένες 

κατάλληλα, και από τις 10.30 έως τις 13.30 διαγωνιστήκαμε στη Φυσική. Στις 

αίθουσες κατανεμηθήκαμε ανάμεικτα, ώστε να μην υπάρχουν παιδιά από την ίδια 

ομάδα στην ίδια αίθουσα. Γενικότερα, ήταν φανερή η εξαιρετική οργάνωση του 

διαγωνισμού σε κάθε τομέα. Έπειτα, φάγαμε όλοι οι διαγωνιζόμενοι μαζί σε μια 

λέσχη και ακολούθησε ξενάγηση στο μουσείο του διάσημου Σέρβου εφευρέτη 

Νίκολα Τέσλα. Εκεί είδαμε ένα εξαιρετικό βίντεο για την ζωή του και τις 

σημαντικότερες ανακαλύψεις του και κάναμε ένα θεαματικό πείραμα ηλεκτρισμού 

υπό την καθοδήγηση και επίβλεψη των υπεύθυνων του μουσείου. Μετά πήγαμε για 

φαγητό μαζί με τους εθελοντές, οι οποίοι ήταν άψογοι στην συμπεριφορά, πολύ 

φιλικοί και μας συνόδευαν και ξεναγούσαν παντού κάθε μέρα, και τέλος το βράδυ 

στο ξενοδοχείο. Το πρόγραμμα ήταν παρόμοιο και την επόμενη μέρα, με 

διαφορά τον διαγωνισμό αυτή τη φορά στα Μαθηματικά και την απογευματινή 

ξενάγηση με λεωφορεία σε όλα τα αξιοθέατα του Βελιγραδίου. Η ξενάγηση ήταν 

υπέροχη, καθώς είχαμε την ευκαιρία να γνωρίσουμε καλύτερα αυτή την όμορφη 

πόλη και να μάθουμε πολλά ιστορικά γεγονότα για τον τόπο. Την επόμενη μέρα 

ήμασταν πιο χαλαροί και άνετοι για εμάς, καθώς διαγωνίζονταν όσοι είχαν 

δηλώσει το μάθημα της πληροφορικής, στο οποίο δεν δηλώσαμε.  
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Αναμνηστικές φωτογραφίες από την τελετή λήξης και τις βραβεύσεις στο Σερβικό 

Κοινοβούλιο, όπου η Μιλένα Παυλίδου έδωσε και συνέντευξη στην τηλεόραση 

Επισκεφτήκαμε, λοιπόν, με τους εθελοντές και πλέον φίλους μας, διάφορα 

καταστήματα του Βελιγραδίου, απ’ όπου αγοράσαμε αναμνηστικά, ρούχα, πίνακες 

με τον Νίκολα Τέσλα. Φάγαμε σε εστιατόρια με εκπληκτικά εύγευστο, 

ευπαρουσίαστο και συγχρόνως οικονομικό φαγητό, παραδοσιακό και gourmet. 

Για την προτελευταία μέρα, είχε οργανωθεί ξενάγηση με λεωφορεία στα αξιοθέατα 

Oplenac και Babina reka που είχαμε εκτός των άλλων την ευκαιρία να γνωρίσουμε 

καλύτερα τους υπόλοιπους διαγωνιζόμενους, αφού ήμασταν όλοι μαζί όλη την 

μέρα, με μερικούς από τους οποίους ακόμα είμαστε σε επικοινωνία!    

Μετά την ολοκλήρωση των εξετάσεων στα τρία πεδία και την διόρθωση των 

γραπτών που γινόταν αυθημερόν για κάθε μάθημα, διοργανώθηκε την 4η ημέρα η 
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βράβευση των ομάδων που πέτυχαν διακρίσεις. Η βράβευση έλαβε χώρα στο 

Κοινοβούλιο παρουσία της Υπουργού Παιδείας της Σερβίας, γεγονός που 

αποδεικνύει το ενδιαφέρον και την σοβαρότητα με την οποία αντιμετωπίζεται από 

την πολιτεία τόσο αυτός ο διαγωνισμός, όσο και το Μαθηματικό Γυμνάσιο 

Βελιγραδίου. Στην άριστη διεξαγωγή της βράβευσης συνετέλεσαν και εθελοντές-

μαθητές του Μ.Γ.Β. Αφού τακτοποιήθηκαν οι ομάδες στα αντίστοιχα έδρανα, 

ακολούθησαν ομιλίες από την Υπουργό Παιδείας και Έρευνας, τον Υπουργείου 

Τουρισμού, τον Διευθυντή του Σχολείου και άλλους επισήμους, τις οποίες είχαμε 

τη δυνατότητα να τις ακούσουμε μεταφρασμένες στα αγγλικά με τη βοήθεια 

ακουστικών που υπήρχαν σε κάθε θέση. Έπειτα, κάθε ομάδα ξεχωριστά πήρε τα 

βραβεία της και εν τέλει δόθηκαν 3 ειδικά χρυσά βραβεία στις 3 καλύτερες ομάδες. 

Η ομάδα μας έλαβε 3 χάλκινα μετάλλια, κάτι που ο κύριος Πούλος θεώρησε 

σημαντικό διότι οι περισσότερες ομάδες προέρχονται από ειδικά σχολεία με πολύ 

ενισχυμένο πρόγραμμα στις Επιστήμες. Η εκδήλωση ολοκληρώθηκε με μια μικρή 

δεξίωση σε μία άλλη αίθουσα, όπου εκτός από τα πλούσια εδέσματα που είχαμε 

την ευκαιρία να δοκιμάσουμε, βγάλαμε και αναμνηστικές φωτογραφίες. 

Εν κατακλείδι, από την όλη διαδικασία της προετοιμασίας, καθώς και από 

την συμμετοχή στον C.U.P. 2018 συμπεραίνουμε πως η σημασία ύπαρξης τέτοιων 

διαγωνισμών είναι μεγάλη, διότι ενισχύουν την αυτοπεποίθηση των 

συμμετεχόντων, καθώς οι ίδιοι αποκτούν με βιωματικό τρόπο εμπειρία, αλλά και 

πρακτικές γνώσεις, ενώ παράλληλα έρχονται σε γνωριμία και κατανοούν καλύτερα 

την αμιγώς επιστημονική πτυχή του μαθήματος για το οποίο τρέφουν ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον. Εξίσου σημαντική είναι και η προβολή και η προώθησή τους, ώστε να 

υπάρχει και η ανταπόκριση από την πλευρά των μαθητών που με την συμμετοχή 

και την προσπάθεια τους δίνουν πνοή στους διαγωνισμούς.   

Ωστόσο απαραίτητη προϋπόθεση για τη συμμετοχή και τη διάκριση είναι 

η κατάλληλη προετοιμασία. Όπως είναι φανερό, η προετοιμασία για διαγωνισμούς 

αυξημένης δυσκολίας δεν θα μπορούσε να γίνει στο σπίτι από τον μαθητή. Γι’ αυτό 

είναι ανάγκη να προωθηθεί η λειτουργία ομίλων στα σχολεία που να καλύπτουν τα 
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ενδιαφέροντα των μαθητών και να καλλιεργούν τις κλίσεις τους. Αλλά και αυτό από 

μόνο του δεν είναι πάντα αρκετό. Έτσι, εκτός από τους ομίλους στα Γενικά Λύκεια  

θα πρέπει να λειτουργούν επιστημονικά σχολεία, που, όπως το Mathematical 

Grammar School of Belgrade, να παρέχουν στους μαθητές ευκαιρίες εμβάθυνσης 

στην επιστημονική γνώση και ενασχόλησης κυρίως με αυτό που τους ελκύει, δίχως 

όμως να χάνεται η ολόπλευρη ανάπτυξη του χαρακτήρα τους και η γενική τους 

παιδεία, κάτι που μέσω της επαφής μας με τους μαθητές του Μ.Γ.Β. διαπιστώσαμε 

ότι είναι απολύτως εφικτό.  

Γενικά οι εντυπώσεις μας από τον διαγωνισμό, από το Μ.Γ.Β. και το 

Βελιγράδι ήταν οι καλύτερες και η εμπειρία θα μας μείνει αξέχαστη, καθώς 

γνωρίσαμε και ήρθαμε σε αναμέτρηση με ανθρώπους που είχαν τελείως 

διαφορετικές εμπειρίες και συγχρόνως τόσα πολλά κοινά στοιχεία με εμάς. 

Φωτογραφία από το φρούριο του Βελιγραδίου στο οποίο απαγχονίστηκε από τους Τούρκους 

ο σπουδαίος Έλληνας διανοούμενος και επαναστάτης Ρήγας Φεραίος. 

Καταλήγοντας θέλουμε να ευχαριστήσουμε το Mathematical Grammar 

School of Belgrade που μας έδωσε την ευκαιρία να πάρουμε μέρος στο 

διαγωνισμό και κάλυψε το χρηματικό ποσό της διαμονής και της διατροφής της 

ομάδας μας, όπως επίσης και τον κ. Ανδρέα Πούλο που μας ώθησε να 

συμμετάσχουμε σε αυτόν τον διαγωνισμό, μας συντόνισε και μας στήριξε με 

συνεχόμενη προσπάθεια μέσω της προετοιμασίας να πετύχουμε τους στόχους μας 

και να κερδίσουμε αυτή την αξέχαστη εμπειρία. Είμαστε ευγνώμονες για την 

ευκαιρία που μας δόθηκε και το συστήνουμε ανεπιφύλακτα. 
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Η ιστοσελίδα του Μ.G.Β. στα Αγγλικά είναι η ακόλουθη:  
 
https://en.wikipedia.org/wiki/Matemati%C4%8Dka_gimnazija 
 

Η επίσημη ιστοσελίδα του Μ.G.Β. http://www.mg.edu.rs/  

Η διεύθυνση του Face-book του Μ.Γ.Β.  
https://www.facebook.com/MathematicalGrammarSchoolCup/ 

Η σελίδα του Μ.Γ.Β. για τον διαγωνισμό C.U.P. 2018  

http://www.cup.mg.edu.rs/ 

Στην συνέχεια παρουσιάζουμε τα θέματα των Μαθηματικών στα οποία 

διαγωνιστήκαμε. 

THE MATHEMATICAL GRAMMAR SCHOOL CUP-
MATHEMATICS Belgrade, June 27, 2018. 

Τα μαθηματικά προβλήματα διαιρούνται σε δύο μέρη: ερωτήσεις 

πολλαπλών επιλογών και κλασικά προβλήματα. Οι μαθητές πρέπει να 

χρησιμοποιήσουν ξεχωριστές ενότητες από το τετράδιο που θα τους δοθεί για τα 

δύο μέρη. Η εξέταση διαρκεί 180 λεπτά (3 ώρες).  

Μέρος πρώτο 

Τα προβλήματα 1 έως 8 είναι προβλήματα πολλαπλών επιλογών. Από τις 5 

επιλογές που προσφέρονται για ένα πρόβλημα, ακριβώς μια είναι η σωστή 

απάντηση. Στη σελίδα των απαντήσεων πρέπει να κυκλώσετε μόνο το γράμμα που 

αντιστοιχεί στην απάντηση που έχετε επιλέξει. Κάθε σωστή απάντηση παίρνει 5 

βαθμούς. 

1) Εάν x > y,        x2 + y2 = 5 και x∙y = √6, τότε το  x –  𝑦 είναι ίσο με: 

(A) √6– 1;    (B) √2 − 1;    (C) √3 +  √2;     (D) √3−1;    (E) √3 − √2. 
 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Matemati%C4%8Dka_gimnazija
http://www.mg.edu.rs/
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2) Πόσοι διψήφιοι ακέραιοι αριθμοί n υπάρχουν για τους οποίους ο n είναι 

ακριβώς  κατά 10 μεγαλύτερο από το τριπλάσιο του αθροίσματος των ψηφίων του 

αριθμού n; 

(A) 0 ή 1;              (B) 2;             (C) 3;         (D) 4;        (E) 5 ή περισσότερα.

  

3) Η γωνία μεταξύ της μεγαλύτερης βάσης και μιας από τις πλευρές ενός 

ισοσκελούς τραπεζίου είναι ίσο με 600. Εάν το μήκος της μεγαλύτερης βάσης είναι 

9 cm και το μήκος κάθε μιας από τις ίσες πλευρές είναι 4 cm, τότε το εμβαδόν 

του τραπεζίου είναι ίσο με:  

(Α) 18 cm2 ;   (B) 24√3𝑐𝑚2  ;  (C) 14√3𝑐𝑚2  ;  (D) 16𝑐𝑚2   ; (E) 7√3𝑐𝑚2.   

 

4)  Έστω ότι το ABCD είναι ένα τετράγωνο με πλευρά α = 2. Η ακτίνα του 

κύκλου που διέρχεται από το μέσο Ε της πλευράς ΑΒ, από το κέντρο Ο του 

τετραγώνου και από την κορυφή C, είναι ίση με: 

(A) 
1 

2
√10          (B) 

3

2
            (C) √3;         (D) 2;        (E) 2√2. 

 

5) Το πλήθος όλων των τετραψήφιων θετικών ακεραίων που διαιρούνται με 

το 5 και των οποίων τα ψηφία είναι διαφορετικά και ανήκουν στο σύνολο {0, 1, 2, 

5, 9} είναι ίσο με:  

(A) 24;          (B) 48;                 (C) 64;        (D) 84;        (E) 42. 

 

6) Έστω ότι ο n είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος που αφήνει υπόλοιπο 

2, 4, 6, 8 και 10, όταν διαιρείται με το 4, 6, 8, 10 και το 12 αντίστοιχα. Το 

άθροισμα των ψηφίων του n ισούται με: 

      (A) 9;      (B) 10;      (C) 11;       (D) 12;     (E) 13. 
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7) Έστω ότι το ABC είναι τρίγωνο με α = BC = 3 cm και b = AC = 4 cm. 
Εάν το άθροισμα των μηκών των υψών από τις κορυφές Α και Β, το ha + hb, είναι 
ίσο με το μήκος  του τρίτου ύψους hc, τότε το μήκος c της πλευράς ΑΒ είναι ίσο 
με: 

 

(A) 
4

3
 cm;        (B) 

20

9
 cm;        (C)  

3

2
  cm;        (D) 

12

7
cm;      (E) 

6

5
cm. 

 
8) Εάν ισχύει a > b > 0, τότε το σύνολο όλων των λύσεων της ανισότητας                

ax + 
𝑏

𝑥
 < a + b είναι:     

 

(A) (− ∞,  
𝑏

𝑎
 ) ∪ (1, + ∞);                (B) ( 

𝑏

𝑎
, + ∞);               (C) (

𝑏

𝑎
, 1); 

        (D) (− ∞, 0) ∪ (
𝑏

𝑎
, 1);              (E) (0,  

𝑏

𝑎
 ) ∪ (1, + ∞). 

 
Μέρος δεύτερο 

 
Τα προβλήματα 9 με 12 είναι κλασικά προβλήματα και οι λύσεις πρέπει να 

εξηγηθούν λεπτομερώς. Κάθε πλήρης και σωστή λύση για κάθε πρόβλημα παίρνει 
15 βαθμούς.  

 
9) Δίνεται ένα κανονικό πολύγωνο με 2018 πλευρές. Να βρείτε τον 

μικρότερο θετικό ακέραιο k για τον οποίο μεταξύ οποιαδήποτε k κορυφών του 
πολυγώνου, να υπάρχουν 4 κορυφές του πολυγώνου ώστε το κυρτό τετράπλευρο 
που σχηματίζουν να έχει 3 κοινές πλευρές με το αρχικό κανονικό πολύγωνο. 

 
10) Ο εγγεγραμμένος κύκλος του οξυγώνιου τριγώνου ABC εφάπτεται με 

την πλευρά BC στο σημείο D. Συμβολίζουμε με X, Y και Z τα σημεία στα οποία 
ο  εγγεγραμμένος κύκλος του  τριγώνου ABD εφάπτεται με τις πλευρές  BD, AD  
και AB αντίστοιχα. Συμβολίζουμε με Τ και Y΄ τα σημεία στα οποία ο 
εγγεγραμμένος κύκλος του  τριγώνου ACD εφάπτεται με τις πλευρές  CD, AD, 
αντίστοιχα. 

 
a)  Να αποδείξετε ότι Y = Y΄, (τα σημεία συμπίπτουν). 

b) Εάν οι ευθείες XZ και YT τέμνονται στο σημείο P, τότε να αποδείξετε 

ότι η ευθείες PA και BC είναι παράλληλες. 
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11) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός Ν = 222018
- 1 έχει τουλάχιστον 2018 

πρώτους παράγοντες. Υπόδειξη: 222018
= 2(22018). 

 
 
12) Υποθέτουμε ότι οι  a, b, c είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί. Να 

αποδείξετε την παρακάτω ανισότητα: 
 

𝑎+𝑏

2
 ·  

𝑏+𝑐

2
 ·

𝑐+𝑎

2
 ≥ 

𝑎+𝑏+𝑐

3
 · √(𝑎𝑏𝑐)23

. 
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Μαθηματικών όρων και συμβόλων «επίσκεψις» 

 

 

 

Είναι πολύ ενδιαφέρον, όχι μόνο από μαθηματικής άποψης, αλλά και 
από γλωσσολογικής, να γνωρίζουμε το πλάτος και το βάθος που ορίζουν και 
σηματοδοτούν οι λέξεις που χρησιμοποιούμε στα σχολικά Μαθηματικά.  

Η γνώση της σημασιολογικής έκτασης λέξεων και συμβόλων μας 
βοηθά να τα χειριζόμαστε σωστά, να κατανοούμε καλύτερα τη σημασία τους 
στο κείμενο και η ανάγνωσή του ίδιου του κειμένου να γίνει 
αποτελεσματικότερη.  

Αυτή η αντίληψη αποτυπώνεται με σαφήνεια στο γνωμικό του κυνικού 
φιλοσόφου της Αρχαίας Αθήνας, του Αντισθένη που σώθηκε μέχρι σήμερα:  

«ἀρχή παιδεύσεως ἡ τῶν ὀνομάτων ἐπίσκεψις» * 

 

Θεωρούμε ότι λέξεις όπως: υποτείνουσα, περίκεντρο, ημίτονο, 
σκαληνό τρίγωνο, αφαίρεση, παρονομαστής και πολλές άλλες που έχου ν την 
αφετηρία τους στην αρχαία ελληνική γλώσσα ή σε άλλες  γλώσσες, έχουν 
ανάγκη ανάλυσης, ερμηνείας και μεταφοράς στη σημερινή νεοελληνική 
γλώσσα.  

Στο ψηφιακό μας περιοδικό «Μελέτη» καθιερώνουμε τη στήλη με τον 
τίτλο: «Μαθηματικών όρων και συμβόλων επίσκεψις» στην οποία θα 
περιγράφονται μαθηματικές λέξεις ως έννοιες, ως ιστορία, ως ετυμολογία 
και ως εργαλεία. Επίσης, η ιστορική καταγωγή των μαθηματικών συμβόλων 
θα βρίσκει μια θέση στη στήλη αυτή.  

* Αντισθένης.  Αρχαία Κείμενα: TLG. Fragmenta varia 38.8 to 38.9  
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Η καθετότητα  
Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη  

 Κώστας Δόρτσιος  

Γενικά 

Οι λέξεις κάθετος, καθετότητα, καθέτως, κάθετα, καθετή καθώς και 

άλλες που έχουν μ’ αυτές κοινή ετυμολογική αφετηρία αποτελούν ένα σύνολο 

λεκτικών σημείων που σχετίζονται με την επιστήμη της γεωμετρίας με έναν τρόπο 

άμεσο και πρωταρχικό. Αξίζει επομένως να πάρει κανείς το νήμα της 

εννοιολογικής εξέλιξης αυτών από την ομηρική εποχή μέχρι και την εποχή του 

Ευκλείδη.  

Η έννοια των λέξεων αυτών πέρα από τη γεωμετρική τους σημασία και τις 

σπουδαίες εφαρμογές τις οποίες υπηρετούν, όπως αστρονομικές παρατηρήσεις, 

αρχιτεκτονική, φυσική, καθώς και πολλές άλλες ανάγκες της καθημερινότητας του 

ανθρώπου, αποτελούν και γλωσσικά εργαλεία της επικοινωνίας των ανθρώπων σε 

διάφορα άλλα ζητήματα πέραν των μαθηματικών και της γεωμετρίας.  

Η αφετηρία: το ρήμα «καθίημι» 

Αναζητώντας στο λεξικό των Henry G. Liddell και Robert  Scott  τη λέξη 

«καθετότητα», οδηγούμαστε στο ρήμα «καθίημι» που στην Ιωνική διάλεκτο 

γράφεται ως «κατίημι». Το ρήμα αυτό είναι μια σύνθετη λέξη και αποτελείται από 

την πρόθεση «κατά» και το ρήμα «ἵημι».  

Δηλαδή: 

καθίημι =κατά +ἵημι=κατ’+ ἵημι=καθίημι. 

Παρατηρούμε δηλαδή ότι κατά τη δημιουργία της λέξης αυτής από τις δύο 

αρχικές, επειδή η δεύτερη αρχίζει από δασυνόμενο φωνήεν, το γράμμα «τ» 

μετασχηματίζεται στο γράμμα «θ».  

Το ρήμα «ἵημι» είναι ένα ρήμα που φθάνει μέχρι και τις μέρες μας 

κρυμμένο σε διάφορες λέξεις, απλές ή σύνθετες.  
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Για παράδειγμα οι ακόλουθες λέξεις: 

άνεση, άφεση, έφεση, σύνεση, εφέτης, χειραφέτηση, κάθετος,     

εγκάθετος, ένεση, αφετηρία, άνετος, δίεση, ύφεση κλπ. 

είναι λέξεις της σημερινής εποχής οι οποίες κρύβουν μέσα τους το ρήμα 

αυτό συνοδευόμενο από κάποια πρόθεση.  

Το ρήμα αυτό έχει πολλές ερμηνείες με πρώτη και κυρίαρχη την ακόλουθη: 

ἵημι = κάνω κάτι να κινηθεί, πέμπω, αποστέλλω κ.ά. 

Στα ομηρικά έπη βρίσκουμε πολλές φορές το ρήμα αυτό συνήθως στο 

απαρέμφατο. Για παράδειγμα στην τέταρτη ραψωδία της Οδύσσειας διαβάζουμε: 

 

Δηλαδή: 

«Είπε και διάλεξε άντρες είκοσι, τους πιο αντρειανούς του τόπου, 

και στο γοργό καράβι εκίνησαν να παν και στο ακρογιάλι» 

(Μετάφραση, Νικ .Καζαντζάκη-Ι.Κακριδή) 

Επίσης στην τρίτη ραψωδία της Ιλιάδας συναντά κανείς την ακόλουθη φράση:  

 

Δηλαδή:  

«Κι ο πρωταφέντης Αγαμέμνονας στα βαθουλά καράβια 

να τρέξει τον Ταλθύβιο πρόσταξε, το αρνί για να του φέρει» 

Προχωρώντας την αναφορά μας στο ρήμα «καθίημι» και πάλι μελετώντας 

το μεγάλο λεξικό Henry G. Liddell και Robert  Scott  διαβάζουμε: 

 
        

   

(Οδύσσεια, 4.778-779) 

 
      

      
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καθίημι = καταπέμπω, ρίπτω προς τα κάτω, αφήνω, κάνω κάτι να 

πέσει προς τα κάτω  

Έτσι και πάλι στην ραψωψία Φ της Ιλιάδας διαβάζουμε:  

Δηλαδή: 

«Κι ουδέ μπορεί κι ο ασημοστρόβιλος ο ποταμός καθόλου 

να σας συντράμει, κι ας του σφάζετε παλιάθε πλήθιους ταύρους, 

και ζωντανά ας του ρίχνετε άλογα στα στρουφιχτά νερά του» 

(Μετάφραση, Νικ .Καζαντζάκη-Ι.Κακριδή) 

Από τα παραπάνω παραδείγματα χρήσης των ρημάτων «ἵημι» και «καθίημι» 

στα ομηρικά έπη, γίνεται αντιληπτό ότι σηματοδοτείται σιγά – σιγά και η έννοια 

της καθετότητας, όπως αυτή θα ολοκληρωθεί στη εποχή του Πλάτωνα, 

Αριστοτέλη και στη συνέχεια στην εποχή του Ευκλείδη. Με άλλα λόγια τα ρήματα 

αυτά δηλώνουν αρχικά κάποια κίνηση και μάλιστα προς την κατεύθυνση από τα 

ψηλότερα  προς τα χαμηλότερα. Αρχίζει σιγά –σιγά να δηλώνεται η κατεύθυνση 

της βαρύτητας που θα μελετηθεί πολύ αργότερα κατά τον 18ο αιώνα από τον 

Νεύτωνα.  

Από το «καθίημι» στην «καθετότητα» 

Η λέξη «κάθετος» ως επίθετο δηλαδή ως «κάθετος, η ,ο» και πάλι από το 

μεγάλο λεξικό των Henry G. Liddell και Robert  Scott  μαθαίνουμε: 

κάθετος, η, ο =ο αφημένος προς τα κάτω, κάθετος προς τη γη 

 

«      
      

     » 
(Ιλιάδα, 21.130-132) 
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Τη λέξη αυτή τη συναντά κανείς πολλές φορές στα «Μηχανικά» του 

Αριστοτέλη με την ανωτέρω έννοια. Για παράδειγμα όταν ο Αριστοτέλης στο έργο 

αυτό περιγράφει τη ζυγαριά συγκεκριμένα γράφει :  

 

Δηλαδή:  

«Γιατί η ζυγαριά, όταν μεν είναι ανηρτημένη από το σχοινί, 

επιστρέφει στην αρχική της θέση, από την κάτω [θέση] στην οποία είχε 

στραφεί, όταν αφαιρείται το βάρος, ενώ όταν είναι στηριγμένη από κάτω 

δεν επιστρέφει αλλά μένει; 

Μήπως διότι όταν αναρτάται από το σχοινί η ζυγαριά (μετά την 

τοποθέτηση κάποιου βάρους], το μεγαλύτερο μέρος της ευρίσκεται πέρα από 

την κάθετο; Γιατί το σχοινί είναι η κάθετος; Ώστε είναι αναγκαίο το 

μεγαλύτερο βάρος της να κλίνει προς τα κάτω, έως ότου η γραμμή  που 

διχοτομεί την ζυγαριά να επιστρέψει στην κάθετο, αφού το περισσότερο 

βάρος ευρίσκεται στο ανυψωμένο μέρος της ζυγαριάς»  

(Μετάφραση:Καζάκος Π., Διπλωματική εργασία, σελ.55) 

 
«     

     
       

       
  

   

   
    

      


   »

(Αριστοτέλης, Μηχανικά. 850α.5-10) 
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Το παραπάνω απόσπασμα από τα Μηχανικά του Αριστοτέλη, θέλει με 

απλά λόγια να πει το τί ακριβώς συμβαίνει με μια ζυγαριά στις δυο περιπτώσεις 

που απεικονίζονται στα δύο επόμενα σχήματα.  

Στο σχήμα 1 το σημείο Μ, όπου δένεται το στέλεχος με το νήμα ΟΜ 

βρίσκεται προς την επάνω πλευρά και στο μέσον του στελέχους και συνεπώς όταν 

δεχθεί ένα βάρος στο αριστερό σκέλος τότε αυτό χαμηλώνει. Αν φθάσει σε ένα 

σημείο και στη συνέχεια αφαιρεθεί το βάρος τότε το αριστερό σκέλος επανέρχεται 

στην αρχική θέση γιατί το άλλο σκέλος που είναι δεξιά της καθέτου ΟΜ είναι 

βαρύτερο.  

Στο σχήμα 2 όπου το σημείο Μ πρόσδεσης είναι στο κάτω μέρος του 

στελέχους της ζυγαριάς και στο μέσον, συμβαίνει το αντίθετο. Το στέλεχος δεν 

επανέρχεται στην αρχική θέση γιατί το σκέλος που βρίσκεται αριστερά της 

καθέτου είναι βαρύτερο και έτσι όλο το στέλεχος της ζυγαριάς τείνει να λάβει τη 

θέση της κατακορύφου. Η σύγκριση των δύο σκελών είναι προφανής αφού τα δύο 

ορθογώνια τραπέζια γίνονται άνισα στη θέση αυτή και το στέλεχος αυτό είναι 

ομογενές.  

Σ
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Τη λέξη «κάθετος», ως ουσιαστικό, τη συναντούμε και στα 

«Μετεωρολογικά», ένα άλλο έργο του Αριστοτέλη όπου μελετά μια ποικιλία 

θεμάτων που σχετίζονται με το φυσικό κόσμο. Έτσι η λέξη αυτή, στη εποχή του 

Αριστοτέλη, δηλώνει αυτό που λέμε σήμερα «κατακόρυφη» του τόπου, δηλαδή 

μια ευθεία που δηλώνει για τον τόπο αυτό τη φορά της βαρύτητας, της δύναμης 

δηλαδή που ασκεί η γη σε ένα σώμα που έχει  μάζα ίση με m. 

Το νήμα της στάθμης  

Για να χαραχτεί η κάθετος ενός τόπου οι 

αρχαίοι τεχνίτες χρησιμοποιούσαν αυτό που και 

σήμερα ακόμα χρησιμοποιείται από τους 

οικοδόμους και είναι το λεγόμενο «νήμα της 

στάθμης» ή «σαούλι» ή «σαλαμαντρί».  

Στο σχήμα 3 απεικονίζεται ένα τέτοιο 

εργαλείο που ονομάζεται ακόμα και «Σταφύλη 

χαλκῆ» που αποτελείται από ένα νήμα και ένα 

βαρύδιο στην  άκρη. Με το εργαλείο αυτό και λόγω 

της βαρύτητας εύκολα μπορεί κανείς να 

αισθητοποιήσει την κατακόρυφο ενός τόπου.  

Σ

χ. 2 

Σχ.3 

Σταφύλη χαλκή  
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 Για το εργαλείο αυτό αναφέρεται με πολύ αναλυτικό τρόπο ο ακαδημαϊκός 

Αναστάσιος Κ. Ορλάνδος στο βιβλίο του με τίτλο: Τα υλικά δομής και οι τρόποι 

εφαρμογής αυτών. (Βιβλιοθήκη της Αρχαιολογικής 

εταιρείας. Αθήνα αρθμ. 37)  

Στο βιβλίο αυτό διαβάζουμε πολλές άλλες 

ονομασίες του εργαλείου αυτού από την 

αρχαιότητα μέχρι σήμερα.  

Μερικές από τις ονομασίες αυτές στην 

αρχαιότητα είναι: κάθετος, στάθμη, 

κατευθυντηρία, σταφύλη, μολυβδίς, μολύβδιον, 

μολύβδαινα.  

Σήμερα αναφέρεται με τις ονομασίες: βαρύδι, ζύγι, σαούλι, σαλαμαντρί, 

κ.ά.  

Η δουλειά που συντελούνταν με το εργαλείο αυτό στην αρχαία γλώσσα 

αναφέρονταν με τα απαρέμφατα: σταθμεῖν, σταθμᾶσθαι ή σταθμίζειν.   

Με το εργαλείο αυτό, όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, μπορεί να 

αισθητοποιήσει κανείς την κατακόρυφο ενός τόπου. Με άλλα λόγια οι κτίστες, 

εύκολα με το νήμα της στάθμης μπορούν να χτίσουν ένα τοίχο. (Σχ.4) Κάθε φορά 

που προσθέτουν μια σειρά από τούβλα ή λίθους, το χρησιμοποιούν για να 

πετύχουν όλο και καλύτερα την καθετότητα του τοίχου ως προς τον ορίζοντα.    

Το ερώτημα που προβάλλει σχετικά με τη χρήση του νήματος της στάθμης 

που ουσιαστικά είναι ένα εκκρεμές, με ό,τι αυτό σημαίνει, είναι, αν με το εργαλείο 

αυτό μπορεί κανείς να «σημαδέψει» την κατακόρυφο ενός τόπου από μεγάλο ύψος. 

Με άλλα λόγια: ένα νήμα της στάθμης μας δείχνει την κατακόρυφο του τόπου, αν 

το αναρτήσουμε από την κορυφή ενός ουρανοξύστη;  

Για να δούμε τη συμπεριφορά του νήματος της στάθμης ας προσέξουμε το 

ακόλουθο σχήμα:  

Σχ.4 

 

www.mathematica.gr/meleti


Περιοδικό Μελέτη 4 77 Δεκέμβριος 2018 
Περιεχόμενα 

Στο σχήμα 5 έχουμε θεωρήσει τη Γη ως μια σφαίρα και πάνω σ’ αυτή έναν 

τόπο Τ. Η κατακόρυφος του τόπου Τ είναι η ΟΤ και πάνω σ’ αυτή θεωρούμε ένα 

σημείο Κ. Στο σημείο αυτό έχουμε συνδέσει την άκρη του νήματος της στάθμης 

η οποία στο σχήμα αυτό εμφανίζεται με τη μορφή ενός βέλους. Επειδή ο τόπος 

Τ κινείται από δυτικά προς ανατολικά καθόσον η Γη περιστρέφεται γύρω από τον 

άξονά της ΒΝ, στο βαρίδιο του νήματος της στάθμης λειτουργεί εκτός της 

βαρύτητας και η φυγόκεντρος δύναμη η οποία έχει ως αποτέλεσμα να το εκτρέψει 

από την κατεύθυνση της κατακορύφου του τόπου. Μάλιστα η εκτροπή γίνεται έτσι 

ώστε το διάνυσμα αυτό και η κατακόρυφος του τόπου να αποτελούν το λεγόμενο 

μεσημβρινό επίπεδο του τόπου, δηλαδή ένα επίπεδο που διέρχεται από τον άξονα 

περιστροφής της Γης και το σημείο του τόπου Τ.  

Η γωνία εκτροπής του νήματος της στάθμης ενός τόπου είτε στο βόρειο 

ημισφαίριο είτε στο νότιο υπολογίζεται και είναι μια μικρή γωνία. Βέβαια αν το 

νήμα της στάθμης βρεθεί στο βόρειο ή στο νότιο πόλο ή ακόμα και σε σημεία του 

ισημερινού, τότε η απόκλιση αυτή είναι μηδενική.  

Σχ.5 
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Από τα ανωτέρω φαίνεται ότι η χρήση του νήματος της στάθμης για πολύ 

μεγάλα ύψη δεν οδηγεί στον πλήρη και ακριβή προσδιορισμό της κατεύθυνσης 

της κατακορύφου ενός τόπου.  

 Τέλος οι συνθήκες οι οποίες ισχύουν στο νήμα αυτό της στάθμης που 

περιγράφηκε ανωτέρω, λειτουργούν και με πιο πολύπλοκο τρόπο στο περίφημο 

πείραμα του Jean Bernard Lèon Foucault το οποίο συντελέστηκε στο Παρίσι το 

έτος 1851 και το οποίο αναφέρεται ως «εκκρεμές του Foucault».  

Η καθετότητα μέσα από τα Στοιχεία του Ευκλείδη 

Αξιολογώντας την όλη εξέλιξη της έννοιας της καθέτου μπορούμε να πούμε 

ότι η καθετότητα μάλλον ξεκίνησε ως μια έννοια που σήμερα θα λέγαμε έννοια της 

Στερεομετρίας και μετά ως μια έννοια της Επιπεδομετρίας. Η πλέον οριστική 

διατύπωση της καθετότητας συντελείται όπως και για όλες τις άλλες γεωμετρικές 

έννοιες από τον Ευκλείδη.  

4α.  Η καθετότητα στο επίπεδο 

Στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων διαβάζουμε τον 10ο ορισμό:  

«Ὅταν δέ εὐθεῖα, ἀφοῦ σταθεῖ ἐπ’ εὐθείας, σχηματίζῃ τάς ἐφεξῆς 

γωνίας ἴσας, ἑκάστη τῶν ἴσων γωνιῶν εἶναι ὀρθή, καί ἡ σταθεῖσα εὐθεῖα 

καλεῖται κάθετος ἐπί ἐκείνην, ἐπί την ὁποίαν ἐστάθη» 

(Ευάγγελος Σ. Σταμάτης, Ευκλείδου Γεωμετρία, Στοιχεία, τόμος Ι) 

Στο κατωτέρω σχήμα 6 και με σημερινούς συμβολισμούς φαίνεται η 

 

Σχ. 6 
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σημασία του 10ου αυτού ορισμού, στον οποίο δηλώνεται και η ορθή γωνία. Έτσι 

αν μια ευθεία, έστω για παράδειγμα η 1 , τέμνει μια άλλη, έστω την  , σε ένα 

σημείο Α και οι εφεξής γωνίες, έστω οι   και   είναι ίσες, τότε κάθε μια από τις 

γωνίες αυτές είναι ορθές και η ευθεία 1  θα λέγεται κάθετη προς την  .   

Στον ανωτέρω ορισμό εκτός της οριζόμενης έννοιας που είναι η 

«καθετότητα»  αξίζει να παρατηρήσει κανείς τις λέξεις: εφεξής, και ορθή γωνία.  

Η λέξη «εφεξής» είναι μια σύνθετη λέξη που στην πολυτονική γραφή έχει 

τη μορφή «ἐφεξῆς» και αναλύεται ως εξής: 

ἐφεξῆς = ἐπί +ἑξῆς = ἐπ’ +ἑξῆς = ἐφεξῆς 

Η δεύτερη συνθετική λέξη, δηλαδή η λέξη «ἑξῆς», είναι ένα επίρρημα, έχει την 

αφετηρία της στο μέλλοντα του ρήματος «ἔχω», δηλαδή στη λέξη «ἔξω» και 

σημαίνει: 

ἑξῆς = ο ένας δίπλα στον άλλο, κατά σειρά 

Έτσι η αρχική λέξη δηλώνει: 

ἐφεξῆς = κατά σειρά, ο ένας μετά τον άλλο, διαδοχικά 

Η λέξη ὀρθή γωνία, όπως αναφέρει και ο Πρόκλος στα Σχόλια που έγραψε 

για τα Στοιχεία του Ευκλείδη, είναι μια ονομασία που οι παλαιότεροι γεωμέτρες 

χρησιμοποιούσαν και μάλιστα με την έκφραση: «γωνία κατά γνώμονα», γιατί τα 

σκέλη του γνώμονα παλαιότερα ήταν κάθετα μεταξύ των.   

(Ευκλείδη Στοιχεία, Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ., τόμ. Ι, σελ. 103) 

Σχετικά με την ισότητα των γωνιών αυτή στα Στοιχεία ορίζεται στην έβδομη 

κοινή έννοια ως εξής: 

«Καί τά ἐφαρμοζόμενα ἐπ’ ἄλληλα εἶναι ἴσα μεταξύ των» 
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 Τέλος αξίζει να αναφέρουμε τον τρόπο που  ο Ευκλείδης παρουσιάζει την 

κατασκευή της καθέτου σε μια δοθείσα ευθεία. Ο τρόπος αυτός υπάρχει στην 

πρόταση 11 του πρώτου βιβλίου των Στοιχείων και αναφέρει: 

«Εἰς δοθεῖσαν εὐθεῖαν, ἀπό σημεῖον δοθέντος ἐπ’ αὐτῆς ν’ άχθῇ 

εὐθεῖα γραμμή σχηματίζουσα ὀρθάς γωνίας» 

Η κατασκευή της καθέτου αυτής με σημερινή σημειογραφία παρουσιάζεται 

με τον ακόλουθο τρόπο: 

Αν   είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα (Σχ.7) που ορίζει την δοθείσα ευθεία 

και   ένα τυχαίο σημείο πάνω σ’ αυτή, τότε αν θεωρήσουμε τα σημεία ,   πάνω 

σ’ αυτήν τέτοια ώστε: =   και στη συνέχεια κατασκευάσουμε το ισόπλευρο 

τρίγωνο  , τότε, συγκρίνοντας τα τρίγωνα ,  , διαπιστώνεται εύκολα ότι 

αυτά είναι ίσα. Άρα θα είναι: 

( )( ) ( ) 1  =    

 

καθόσον αυτές είναι απέναντι ίσων πλευρών.  

Έτσι η σχέση (1) σύμφωνα με τον ορισμό 10 εξασφαλίζει την καθετότητα 

της   επί της  .  

Σχ. 7 
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4α.  Η καθετότητα στο χώρο 

Στο 11ο βιβλίο των Στοιχείων και στους ορισμούς 3 και 4 διατυπώνεται και 

προσδιορίζεται η καθετότητα ευθείας και επιπέδου καθώς και η καθετότητα 

επιπέδου και επιπέδου.  

Ορισμός 3  

Εὐθεῖα εἶναι κάθετος ἐπί ἐπίπεδον, ὅταν εἶναι κάθετος ἐπί πάσας τάς 

εὐθείας τάς κειμένας ἐν τῷ (θεωρουμένῳ) ἐπιπέδῳ καί διερχομένας διά τοῦ 

ποδός αὐτῆς.  

Με άλλα λόγια στο ανωτέρω σχήμα 8 βλέπουμε ότι αν η ευθεία ( )  είναι 

κάθετος σε όλες τις ευθείες ( ) ( ) ( )1 2 3, , ,...    του επιπέδου ( )  οι οποίες 

διέρχονται από το σημείο  , τότε η ευθεία ( )  θα λέγεται κάθετη στο επίπεδο 

( )    

Ορισμός 4  Ἐπίπεδον εἶναι κάθετον ἐπί ἐπίπεδον, ὅταν αἱ κάθετοι ἐπί 

τήν κοινήν τομήν τῶν ἐπιπέδων αἱ κείμεναι ἐν ἑνί τῶν ἐπιπέδων εἶναι κάθετοι 

ἐπί τό ἄλλο.    

Σ

χ. 8 
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Στο ανωτέρω σχήμα 9 το επίπεδο ( )  είναι κάθετο στο επίπεδο ( )  αν, η 

οποιαδήποτε ευθεία   του επιπέδου ( )  η οποία είναι κάθετη στην τομή   

των επιπέδων ( )  και ( )  είναι κάθετη και στο επίπεδο ( ) . Με σημερινά 

σύμβολα αυτό γράφεται:  

Εκτός από τους δυο αυτούς ορισμούς στα Στοιχεία υπάρχει πλειάδα 

προτάσεων που αναφέρονται στην καθετότητα ευθείας προς ευθεία, ή ευθείας προς 

επίπεδο ή τέλος επιπέδου προς επίπεδο. Ένα κορυφαίο θεώρημα της καθετότητας 

στο χώρο θα λέγαμε ότι είναι και το θεώρημα των τριών καθέτων.  

Σχ. 9 

( )

( )

( ) ( )

  


 ⊥    ⊥ 
 ⊥  
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Επίλογος 

Κλείνοντας την αναφορά μας αυτή μπορούμε να πούμε ότι στην όλη 

εργασία έγινε μια προσπάθεια να παρακολουθήσουμε λεκτικά και νοηματικά την 

λέξη «καθετότητα» από την αρχή της γραπτής ελληνικής γλώσσας που είναι τα 

ομηρικά έπη, έως και την εποχή του Ευκλείδη. Η λέξη «κάθετος» καθώς και όλες 

οι λέξεις που έχουν το ίδιο θέμα, είδαμε ότι ξεκίνησε από το ρήμα «καθίημι» και 

μετά από ένα πολύπλοκο ταξίδι αιώνων έφτασε μέχρι και τον τρίτο αιώνα π.Χ., 

δηλαδή στην εποχή του Ευκλείδη, ο οποίος και την προσδιόρισε με τους ορισμούς 

που αναφέρθηκαν προηγούμενα. Βέβαια το ταξίδι αυτό συνεχίστηκε μέχρι και τις 

μέρες μας και θα συνεχίζεται στο μέλλον. Πάντα ένα τέτοιο ταξίδι έχει την 

ιδιαίτερη ομορφιά του. 
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1. Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα
Οι τύποι Vieta για τις ρίζες πολυωνύμων, σελ. 5-20

2. Αξιοποιώντας τα λογισμικά
Γεωμετρικές ενασχολήσεις 4, σελ.22-32
Από το προηγούμενο τεύχος, σελ.33-37

3. Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία
Παίζοντας το Μαθηματικό παιχνίδι ΝΙΜ, σελ. 39-43

4. Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων
Το θεώρημα του Ceva, σελ. 44-53

5. ΔιάφοραΜαθηματικά Θέματα.

Η εμπειρία μας από τον διαγωνισμό Math Cup 2018, σελ. 55-68
6. Επίσκεψις λέξεων και συμβόλων

Η καθετότητα. Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη, σελ. 70-85
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