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- Το περιοδικό «Μελέτη» απευθύνεται σε μαθητές Γυμνασίου και Λυκείου και έχει ως θέμα τα Μαθηματικά. Ο σκοπός του είναι
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- Τα άρθρα του περιοδικού δεν ακολουθούν τη χρονική σειρά με την οποία διδάσκονται οι μαθηματικές ενότητες στο σχολείο.

- Η «Μελέτη» είναι ηλεκτρονικό περιοδικό και επιδιώκει να αναδεικνύει τα πλεονεκτήματα και τις δυνατότητες της ψηφιακής

τεχνολογίας.

- Τα άρθρα κρίνονται από όλα τα μέλη της Συντακτικής Επιτροπής. Η απόφαση για τη δημοσίευση των άρθρων λαμβάνεται

κατά πλειοψηφία.

- Τα άρθρα και γενικά οι δημοσιεύσεις πρέπει να αξιοποιούν την ψηφιακή τεχνολογία, τα ελεύθερα λογισμικά και να δίνουν

ελκυστικά παραδείγματα για τους μαθητές.Το περιοδικό είναι έγχρωμο και όσο είναι δυνατόν με πλούσια εικονογράφηση.

- Τα κείμενα γράφονται σε κειμενογράφο Word ή ανάλογο άλλο ή ελεύθερο λογισμικό ή ακόμα και σε LaTex, χρησιμοποιώντας το

αντίστοιχο πρότυπο κειμένου της AMS, ώστε να έχουν τη δυνατότητα να γράφουν όσο γίνεται περισσότεροι συνάδελφοι και

μαθητές.

- Οι μαθηματικές εξισώσεις και τύποι γράφονται μέσω του αντίστοιχου συντάκτη εξισώσεων. Τα κείμενα γράφονται σε

γραμματοσειρά Garamond μεγέθους 14. Οι σελίδες είναι μεγέθους Α4 με περιθώρια σελίδας 2,5 εκ. πάνω - κάτω και 3εκ. δεξιά -

αριστερά. Όλες οι εικόνες του κειμένου πρέπει να είναι inline text, δηλαδή ως χαρακτήρες στη στοίχιση του κειμένου.

ΒΑΣΙΚΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ: Μην πιέζετε πάνω από μία φορά κανένα από τα πλήκτρα ΚΕΝΟΥ(space), ENTER, TAB.

- Η σαφήνεια, η ορθότητα στα κείμενα και στις μαθηματικές σχέσεις και προτάσεις συμπεριλαμβάνονται στους βασικούς στόχους

της «Μελέτης» .

- Κάθε άρθρο έχει μία σήμανση που να δείχνει ποιοι μαθητές (από ένα επίπεδο και πάνω) μπορούν να το διαβάσουν.

- Το περιοδικό μπορεί να φιλοξενεί και μεταφράσεις, αφού πρώτα έχει εξασφαλιστεί η άδεια από τους συγγραφείς.

- Δεν υπάρχει περιορισμός στην έκταση των άρθρων, αν και προωθείται ο σύντομος τρόπος γραφής των κειμένων, ώστε να μην

είναι κουραστικά στην ανάγνωση.

- Η υιοθέτηση μόνιμων στηλών με σαφές περιεχόμενο βοηθά τους μελλοντικούς συντάκτες των άρθρων να έχουν ένα πλαίσιο στο

οποίο θα κινούνται. Επίσης, οι αναγνώστες θα είναι από πριν ενήμεροι στο τι αναμένουν από κάθε συγκεκριμένη στήλη.

- Το περιοδικό θα εκδίδεται κάθε τέσσερεις ή έξι μήνες.
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Εμβαθύνοντας σε έννοιες και προβλήματα 
των Μαθηματικών 

Αυτή η στήλη σκοπεύει να περιλαμβάνει ότι δηλώνει ο τίτλος της.  

Ξεκινώντας από ζητήματα, προβλήματα, έννοιες και διαδικασίες που 
υπάρ-χουν στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, θα τα εμπλουτίζει και θα 
αναδεικνύει όψεις τις οποίες τα σχολ ικά εγχειρίδια δεν είναι αναγκαίο να 
παρουσιάσουν. Στους στόχους της στήλης είναι η σύνδεση θεμάτων που 
φαινομενικά ανήκουν σε διαφορετικές ενότητες των Μαθηματικών, ώστε 
να αποκαλυφθούν νέες σχέσεις που λόγω των περιορισμών δεν είναι 
δυνατόν να μελετηθούν  στην τάξη.  
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 Η μέθοδος του τριωνύμου δευτέρου βαθμού για την 
απόδειξη ανισοτήτων 

Θάνος Μάγκος 

 

Εισαγωγή 

Η χρήση της θεωρίας του τριωνύμου δευτέρου βαθμού για την απόδειξη 

ανισοτήτων, αποτελεί μια βασική και κλασική μέθοδο, την οποία διδάσκονται 

όλοι οι μαθητές στο σχολείο. Ο λόγος είναι ότι με αυτή τη μέθοδο, η απόδειξη 

μιας ανισότητας ανάγεται στον υπολογισμό του προσήμου του αριθμού που 

αποκαλούμε διακρίνουσα. Λόγου χάρη, αν μας ζητηθεί να αποδείξουμε ότι 

ισχύει 

5x2 − 3x + 1 > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 x ∈ ℝ, 

το μόνο που έχουμε να κάνουμε είναι να παρατηρήσουμε ότι ο 

συντελεστής του x2 είναι θετικός και ότι για τη διακρίνουσα ισχύει Δ = β2 −

4αγ = (−3)2 − 4 ⋅ 5 ⋅ 1 = <0. Όπως γνωρίζουμε, ο λόγος για τον οποίο 

συμβαίνει αυτό, οφείλεται στην ταυτότητα 

αx2 + βx + γ = α (x +
β

2α
)

2

−
Δ

4α
(∗) 

Η ταυτότητα αυτή μας πληροφορεί ότι: 

 (α > 0  𝜅𝛼𝜄  𝛥 < 0) ⟺ (αx2 + βx + γ > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 x ∈ ℝ) 

 (α > 0  𝜅𝛼𝜄  𝛥 ≤ 0) ⟺ (αx2 + βx + γ ≥ 0  για κάθε x ∈ ℝ) και η 

ισότητα πιάνεται μόνο όταν x = −
β

2α
 και Δ = 0 

 (α < 0  𝜅𝛼𝜄  𝛥 < 0) ⟺ (αx2 + βx + γ < 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 x ∈ ℝ) 

 (α < 0  𝜅𝛼𝜄  𝛥 ≤ 0) ⟺ (αx2 + βx + γ ≤ 0  για κάθε x ∈ ℝ) και η 

ισότητα πιάνεται μόνο όταν x = −
β

2α
 και Δ = 0 

 Αν α > 0, η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f(x) = αx2 + βx + γ είναι η 

−
Δ

4α
 

−11

www.mathematica.gr
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 Αν α < 0, η μέγιστη τιμή της συνάρτησης f(x) = αx2 + βx + γ είναι η 

−
Δ

4α
 

Στη συνέχεια θα δούμε τρόπους με τους οποίους μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε τις παρατηρήσεις αυτές για να αποδείξουμε διάφορες 

ανισότητες.  

 

Ενότητα Α. 

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω, η επίκληση στη διακρίνουσα, μας 

γλυτώνει από το να χρειάζεται κάθε φορά να φέρουμε το τριώνυμο δευτέρου 

βαθμού στην μορφή (∗). Ας δούμε μια εφαρμογή που αναδεικνύει την ισχύ της 

μεθόδου. 

Πρόβλημα 1ο Αν a, b, c ∈ ℝ, να αποδείξετε ότι ισχύει a2 + b2 + c2 ≥

ab + bc + ca. 

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca ≥ 0. 

Θεωρούμε ότι τα b, c είναι τυχαίοι, αλλά σταθεροί πραγματικοί αριθμοί και 

θεωρούμε το τριώνυμο δευτέρου βαθμού  

f(a) = a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca = a2 − (b + c)a + b2 − bc + c2. 

Η διακρίνουσα του f(a) είναι Δ = (b + c)2 − 4(b2 − bc + c2) =

−3(b − c)2 ≤ 0 και επειδή ο συντελεστής του a2 είναι θετικός, ισχύει f(a) ≥ 0 

για κάθε a ∈ ℝ. Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν ισχύει b = c και a =
b+c

2
, 

δηλαδή μόνο όταν a = b = c. 

Μάλιστα, από την παραπάνω διαδικασία μπορούμε να συμπεράνουμε μια 

αυστηρότερη ανισότητα από την αρχική. Όπως αναφέραμε στην εισαγωγή, αν 

a > 0, ισχύει 

ax2 + bx + c ≥
−Δ

4a
, 

www.mathematica.gr
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επομένως λαμβάνουμε  

a2 + b2 + c2 − ab − bc − ca ≥
3(b − c)2

4
. 

Πρόβλημα 2ο Αν x, y, z ∈ ℝ, να αποδείξετε ότι ισχύει 

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx + 2x − 2z +
4

3
≥ 0 

και να βρείτε όλους τους x, y, z για τους οποίους πιάνεται η ισότητα. 

Όπως και προηγουμένως, θεωρούμε ότι οι y, z είναι τυχαίοι, αλλά 

σταθεροί, και θεωρούμε το τριώνυμο δευτέρου βαθμού f(x) = x2 + y2 + z2 −

xy − yz − zx + 2x − 2z +
4

3
, δηλαδή 

f(x) = x2 − (y + z − 2)x + y2 + z2 − yz − 2z +
4

3
. 

Είναι Δ = (y + z − 2)2 − 4 (y2 + z2 − yz − 2z +
4

3
) = −3y2 −

3z2 − 4y + 4z + 6yz −
4

3
. Αρκεί τώρα, να αποδειχθεί ότι Δ ≤ 0, δηλαδή ότι 

3y2 + 3z2 + 4y − 4z − 6yz +
4

3
≥ 0. Αυτό προκύπτει άμεσα από την 

παρατήρηση ότι είναι 

3𝑦2 + 3𝑧2 + 4𝑦 − 4𝑧 − 6𝑦𝑧 +
4

3
=

9𝑦2 + 9𝑧2 + 12𝑦 − 12𝑧 − 18𝑦𝑧 + 4

9

=
(3𝑦 − 3𝑧 + 2)2

9
. 

Ωστόσο, θα μπορούσαμε να επαναλάβουμε το προηγούμενο σκεπτικό και 

να θεωρήσουμε το τριώνυμο g(y) = 3y2 + 3z2 + 4y − 4z − 6yz +
4

3
= 3y2 −

(6z − 4)y + 3z2 − 4z +
4

3
. 

Αρκεί αυτό να έχει διακρίνουσα Δ′ ≤ 0. Πράγματι, είναι  

www.mathematica.gr
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Δ′ = (6z − 4)2 − 12 (3z2 − 4z +
4

3
) = 0. 

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν είναι Δ = 0, δηλαδή z = y +
2

3
, οπότε με 

αντικατάσταση στην  

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx + 2x − 2z +
4

3
= 0 

λαμβάνουμε  

(x − y +
2

3
)

2

= 0, 

οπότε τελικά x − y +
2

3
= 0. Επομένως η ισότητα στην αρχική ισχύει για 

όλες τις τριάδες (x, y, z) με y = x +
2

3
, z = x +

4

3
. 

Πρόβλημα 3οΑν x, y, z ∈ ℝ με x + y + z = 0 και a, b, c μήκη πλευρών 

τριγώνου, να αποδείξετε ότι  

(y2 + z2 − x2)a2 + (z2 + x2 − y2)b2 + (x2 + y2 − z2)c2 ≥ 0. 

Επειδή είναι z = −x − y, η αποδεικτέα γράφεται  

(y2 + (x + y)2 − x2)a2 + ((x + y)2 + x2 − y2)b2

+ (x2 + y2 − (x + y)2)c2 ≥ 0 

δηλαδή (xy + y2)a2 + (xy + x2)b2 − xyc2 ≥ 0. Θεωρούμε τώρα το 

τριώνυμο  

f(x) = b2x2 + (a2 + b2 − c2)yx + a2y2. 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι η διακρίνουσά του είναι μη θετική. Πράγματι, 

είναι 

Δ = y2(a2 + b2 − c2)2 − 4y2a2b2 = y2[(a2 + b2 − c2)2 − 4a2b2] = 

www.mathematica.gr
www.mathematica.gr
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= y2(a2 + b2 − c2 − 2ab)(a2 + b2 − c2 + 2ab)

= y2((a − b)2 − c2)((a + b)2 − c2) = 

= −y2(a + b + c)(a + b − c)(b + c − a)(c + a − b) ≤ 0, 

με την τελευταία ανισότητα να είναι συνέπεια της ανισότητας του τριγώνου.  

Το επόμενο πρόβλημα είναι από τεστ επιλογής της Βουλγαρίας για την 

Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα του 2006. 

Πρόβλημα 4ο Οι πραγματικοί αριθμοί a, bικανοποιούν τη σχέσηb3 +

b ≤ a − a3. Να βρείτε τη μέγιστη τιμή του a + b. 

Θέτουμε x = a + b, δηλαδή b = x − a. Με αντικατάσταση στην 

δεδομένη ανισότητα, λαμβάνουμε 

(x − a)3 + x − a ≤ a − a3 ⟺ 3xa2 − (3x2 + 2)a + x + x3 ≤ 0. 

Αν x < 0, η ανίσωση έχει σίγουρα λύσεις ως προς α. Αν x = 0, η 

ανίσωση γίνεται α ≥ 0, οπότε απομένει να υποθέσουμε τώρα ότι x > 0. Τότε η 

διακρίνουσα του τριωνύμου πρέπει να είναι μη αρνητική, δηλαδή  

(3x2 + 2)2 − 12x(x + x3) ≥ 0 ⟺ 4 − 3x4 ≥ 0 ⟺ x ≤ √
4

3

4

. 

Η ισότητα πιάνεται όταν το a είναι η διπλή ρίζα της εξίσωσης  

3xa2 − (3x2 + 2)a + x + x3 = 0. 

Επομένως είναι  

max(a + b) = √
4

3

4

. 

Ενότητα Β. 

Στην ενότητα αυτή θα δούμε μερικές εφαρμογές της θεωρίας του 

δευτεροβάθμιου τριωνύμου, στις οποίες ο τρόπος με τον οποίο γίνεται χρήση 

www.mathematica.gr
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της διακρίνουσας δεν είναι τόσο εμφανής. Αφετηρία μας είναι μια κλασική 

απόδειξη της ανισότητας Cauchy-Schwarz. Για λόγους ευκολίας, θα 

χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα αυτή για δύο τριάδες πραγματικών αριθμών: 

Ανισότητα Cauchy-Schwarz: Αν a, b, c, d, e, f πραγματικοί αριθμοί, 

ισχύει  

(ad + be + cf)2 ≤ (a2 + b2 + c2)(d2 + e2 + f 2). 

Καταρχάς, αν a = b = c = 0, η ανισότητα ισχύει προφανώς. Ας είναι 

τώρα a2 + b2 + c2 > 0. 

Κοιτάζοντας καλύτερα τη μορφή που έχει η ανισότητα αυτή, 

παρατηρούμε ότι στο ένα μέλος υπάρχει ένα τετράγωνο, ενώ στο άλλο μέλος 

υπάρχει γινόμενο δύο παραγόντων. Δηλαδή έχουμε να αποδείξουμε μια 

ανισότητα της μορφής K2 − Λ ⋅ Μ ≤ 0. Αυτό μας θυμίζει τη μορφή που έχει η 

διακρίνουσα ενός δευτεροβάθμιου τριωνύμου. Πράγματι, θεωρώντας το  

f(x) = (a2 + b2 + c2)x2 − 2(ad + be + cf)x + (d2 + e2 + f 2), 

αρκεί να αποδείξουμε ότι αυτό έχει μη θετική διακρίνουσα. Αυτό όμως 

είναι προφανές, αφού είναι 

f(x) = (ax − d)2 + (bx − e)2 + (cx − f)2 ≥ 0   για κάθε x ∈ ℝ. 

Ας δούμε τώρα μερικές εφαρμογές αυτής της ιδέας.Ξεκινάμε με μια 

ανισότητα που μοιάζει με την ανισότητα Cauchy-Schwarz και ως εκ τούτου η 

απόδειξή της είναι παρόμοια. Πρόκειται για μια ανισότητα του Ούγγρου 

μαθηματικού JánosAczél: 

Πρόβλημα 5ο. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς 

a1, a2, … , an, b1, b2, … bn ισχύει 

a1
2 > a2

2 + ⋯ + an
2     και b1

2 > b2
2 + ⋯ + bn

2  

τότε ισχύει 

https://en.wikipedia.org/wiki/J%C3%A1nos_Acz%C3%A9l_(mathematician)
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(a1b1 − a2b2 − ⋯ − anbn)2 ≥ (a1
2 − a2

2 − ⋯ − an
2 )(b1

2 − b2
2 − ⋯ − bn

2). 

Για την απόδειξη, θεωρούμε το δευτεροβάθμιο τριώνυμο  

f(x) = (a1x − b1)2 − ∑(ajx − bj)
2

n

j=2

, 

δηλαδή το  

f(x) = (a1
2 − a2

2 − ⋯ − an
2 )x2 − 2(a1b1 − a2b2 − ⋯ − anbn)x

+ (b1
2 − b2

2 − ⋯ − bn
2). 

Για να αποδείξουμε την ανισότητα Aczél, αρκεί να αποδείξουμε ότι το 

τριώνυμο αυτό έχει διακρίνουσα μη αρνητική, δηλαδή ότι το τριώνυμο έχει 

πραγματική ρίζα. Παρατηρούμε ότι ισχύει  

f (
b1

a1
) = − ∑ (aj

b1

a1
− bj)

2n

j=2

≤ 0, 

δηλαδή το τριώνυμο γίνεται τουλάχιστον μια φορά μη θετικό. Επειδή ο 

συντελεστής του x2είναι θετικός, το τριώνυμο θα γίνεται σίγουρα και θετικό, άρα 

θα έχει τουλάχιστον μια πραγματική ρίζα και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.  

 

Πρόβλημα 6ο Αν a, b, c, d ∈ ℝ με a < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑, να αποδείξετε ότι  

(a + b + c + d)2 > 8(ac + bd). 

Θεωρούμε το τριώνυμο δευτέρου βαθμού  

f(x) = 2x2 + (a + b + c + d)x + ac + bd. 

Το ζητούμενο ισοδυναμεί με το να είναι η διακρίνουσά του θετική. 

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε ότι έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες. Ας 

παρατηρήσουμε ότι για να συμβαίνει αυτό, αρκεί το f(x) να λαμβάνει δυο 

ετερόσημες τιμές. Πράγματι, έχουμε 
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f(−a) = (b − a)(d − a) > 0    𝜅𝛼𝜄     f(−b) = (a − b)(c − b) < 0 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Με παρόμοιο σκεπτικό θα αποδείξουμε και την επόμενη ανισότητα για τις 

πλευρές τριγώνου, η οποία οφείλεται στον βιετναμέζο VõQuốcBáCẩn 

Πρόβλημα 7ο Αν a, b, cπλευρές τριγώνου, να αποδείξετε ότι 

(a2b + b2c + c2a)2 ≥ abc(a + b + c)(a2 + b2 + c2) 

 

Επειδή η ανισότητα είναι κυκλική, υποθέτουμε χωρίς βλάβη της 

γενικότητας ότι ισχύει a ≤ b ≤ c ή a ≥ b ≥ c. Θεωρούμε το τριώνυμο 

δευτέρου βαθμού  

f(x) = (a2 + b2 + c2)x2 − 2(a2b + b2c + c2a)x + abc(a + b + c) 

και θα αποδείξουμε ότι αυτό έχει μη αρνητική διακρίνουσα, δηλαδή ότι 

έχει τουλάχιστον μια πραγματική ρίζα. Πράγματι, είναι  

f(b) = (a2 + b2 + c2)b2 − 2(a2b + b2c + c2a)b + abc(a + b + c) = 

= b4 − 2b3c + b2c2 + a2bc + ab2c − a2b2 − abc2 = 

= b2(b − c)2 + ab(b − c)(c − a) = b(b − c)(b − a)(a + b − c) ≤ 0. 

Επίσης είναι  

f(a) = a(a − b)(a − c)(a + c − b) ≥ 0 

ή διαφορετικά, επειδή ο συντελεστής του x2 είναι θετικός, το τριώνυμο θα 

γίνεται σίγουρα και θετικό, άρα θα έχει τουλάχιστον μια πραγματική ρίζα και η 

απόδειξη ολοκληρώθηκε.  

Ενότητα Γ. 

Όπως είναι γνωστό, η συνάρτηση f(x) = ax2 + bx + c, a > 0 έχει 

ολικό ελάχιστο, όχι όμως μέγιστο, αφού μπορεί να πάρει οσοδήποτε μεγάλες 
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τιμές. Ωστόσο, αν η μεταβλητή περιοριστεί σε ένα κλειστό διάστημα [m, n],η 

συνάρτηση λαμβάνει μέγιστη τιμή, η οποία είναι η max{f(m), f(n)}. Αυτό είναι 

διαισθητικά προφανές από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης. 

 

Στην πραγματικότητα, η ιδιότητα αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι η 

συνάρτηση είναι κυρτή, αλλά δεν θα επεκταθούμε περισσότερο. Όπως είναι 

αναμενόμενο, ανάλογο συμπέρασμα ισχύει όταν είναι a < 0. Δηλαδή, αν f(x) =

ax2 + bx + c, a < 0, 𝑥 ∈ [m, n], η συνάρτηση λαμβάνει ελάχιστη τιμή, η 

οποία είναι η min{f(m), f(n)}.Στη συνέχεια θα δούμε πώς μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε αυτή την παρατήρηση στην πράξη. 

Πρόβλημα 8ο Αν x, y, z ∈ [0,1] να αποδείξετε ότι ισχύει x2 + y2 +

z2 ≤ xyz + 2. 

Θεωρούμε το τριώνυμο δευτέρου βαθμού f(x) = x2 − yzx + y2 + z2. 

Επειδή x ∈ [0,1], όπως είδαμε παραπάνω, θα ισχύει  

f(x) ≤ max{f(0), f(1)} = max{y2 + z2, y2 − yz + z2}. 
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Αρκεί να αποδειχθεί τώρα ότι y2 + z2 ≤ 2 και y2 − yz + z2 ≤ 2. Η 

πρώτη είναι προφανής, αφού y, z ∈ [0,1]. Για τη δεύτερη μπορούμε να 

εφαρμόσουμε ανάλογη διαδικασία. Για το τριώνυμο g(y) = y2 − zy + z2ισχύει  

g(y) ≤ max{g(0), g(1)} = max{z2, z2 − z + 1 } = z2 − z + 1 ≤ 2 

με την τελευταία ανισότητα να είναι συνέπεια του 𝑧 ∈ [0,1].Η απόδειξη 

ολοκληρώθηκε. 

Ενότητα Δ. 

Όλες οι ανισότητες που ακολουθούν μπορούν να αντιμετωπιστούν με τις 

ιδέες που παρουσιάστηκαν παραπάνω. 

1. Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς a, b ισχύει 

a2 + b2 + ab ≥ 3(a + b − 1). 

2. Αν a ≠ 0 και b ∈ ℝ, να αποδείξετε ότι 

a2 + b2 +
1

a2
+

b

a
≥ √3. 

3. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί a, b, c, για τους οποίους ισχύει  

a4 + b4 + c2 + 1 = 2a(ab2 − a + c + 1). 

4. Αν x, y ∈ ℝ με x2 + 3xy + 4y2 ≤
7

2
, να αποδείξετε ότι x + y ≤ 2. 

5. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης  

f(x) =
x + 3

x2 − x + 1
,    x ∈ ℝ. 

6. Αν x, y, z ∈ ℝ, να αποδείξετε ότι  

x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx + x + y + z +
3

8
≥ 0. 

7. Αν a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 να αποδείξετε ότι 

(a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6)2 > 12(a1a6 + a2a5 + a3a4). 

8. Αν a, b, c ∈ [0,1] να αποδείξετε ότι 

a2 + b2 + c2 ≤ a2b + b2c + c2a + 1. 

9. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς a1, a2, … , an, b1, b2, … bn ισχύει 
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(a1
2 + a2

2 + ⋯ + an
2 − 1)(b1

2 + b2
2 + ⋯ + bn

2 − 1)

> (a1b1 + a2b2 + ⋯ + anbn − 1)2, 

να αποδείξετε ότι  

a1
2 + a2

2 + ⋯ + an
2 > 1      και    b1

2 + b2
2 + ⋯ + bn

2 > 1.  

10. Αν x, y, z ∈ ℝ και a, b, c είναι τα μήκη πλευρών τριγώνου, να αποδείξετε ότι 

a2(x − y)(x − z) + b2(y − z)(y − x) + c2(z − x)(z − y) ≥ 0. 
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Μαθηματικές λιχουδιές με πυρήνα την εκθετική συνάρτηση 

 

Κυριαζής Χρήστος1 

Πρωτοπαπάς Ελευθέριος2 

Περίληψη. 

Πολύ συχνά μαθητές και καθηγητές κινούνται στα ακριβή  ίχνη της διδακτέας 

ύλης στην Α΄ και τη Β΄ Λυκείου, ώστε οι μαθητές να έχουν τα κατάλληλα εφόδια 

για να ανταποκριθούν στα Μαθηματικά της Γ΄ Λυκείου. Είναι δικαιολογημένο 

να μην γίνεται επέκταση σε έννοιες χρήσιμες που θα μπορούσαν να δώσουν στο 

μαθητή περεταίρω γνώσεις, οι οποίες αφενός μεν θα τον βοηθούσαν να σκέφτεται 

καλύτερα, αφετέρου δε να δει τα μαθηματικά και από άλλες οπτικές γωνίες. Με 

την εργασία αυτή και έχοντας ως πυρήνα την εκθετική συνάρτηση θα δώσουμε 

τέτοιες διδακτικές επεκτάσεις. 

 

1. Εισαγωγικές έννοιες. 

 

Ορισμός 

Η συνάρτηση  f : (0,+ )  με x
f(x)= α , 0 < α 1  ονομάζεται εκθετική 

συνάρτηση με βάση το α. 

 

Μελέτη της συνάρτησης f με 
x

f(x)= α , 0 < α 1 . 

 Το πεδίο ορισμού είναι το R . 

 Το σύνολο τιμών είναι το (0,+ ) .  

                                           
1 chriskyriazis@gmail.com 

2 lprotopapas@hotmail.com 
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 Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  0,1 , 

αφού   0f 0 = α =1 . 

 Η γραφική της παράσταση έχει ασύμπτωτη τον άξονα x΄x. 

 Είναι γνησίως φθίνουσα, δηλαδή για κάθε R1 2x , x , με 1 2x < x , 

ισχύει: 1 2x x
α > α . 

 

Γραφική παράσταση της συνάρτησης f με 
xf(x) = α , 0 < α 1 . 

 

Μελέτη της συνάρτησης f με x
f(x)= α , α >1 . 

 Το πεδίο ορισμού είναι το R . 

 Το σύνολο τιμών είναι το (0,+ ) .  

 Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  0,1 , 

αφού   0f 0 = α =1 . 

 Η γραφική της παράσταση έχει ασύμπτωτη τον άξονα x΄x. 

  Είναι γνησίως αύξουσα, δηλαδή για κάθε R1 2x , x , με 1 2x < x , 

ισχύει: 1 2x x
α < α . 
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Γραφική παράσταση της συνάρτησης f με xf(x) = α , α >1 . 

 

Παραδείγματα 

 

  

fC της συνάρτησης f με xf(x) = 5 . 
gC της συνάρτησης g με 

 
 
 

x
1

g(x) =
5

. 
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Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g με xf(x) = 5 , 
 
 
 

x
1

g(x) =
5

. 

 

Σχόλιο 

Θεωρούμε την ακολουθία 
* 

 
 

N

ν

ν

1
α = 1+ , ν

ν
 και κατασκευάζουμε έναν 

πίνακα τιμών της. 

 

Παρατηρούμε ότι όσο οι τιμές του ν μεγαλώνουν, οι τιμές της ακολουθίας να  

πλησιάζουν τον αριθμό (με προσέγγιση δεκάκις χιλιοστού) 2,7182. Η διαδικασία 

αυτή περιγράφει την έννοια του ορίου της ακολουθίας να  όταν το ν αυξάνεται 

προς το συν άπειρο και συμβολίζεται με 


νlim α . Το όριο της ακολουθίας να  (με 
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προσέγγιση δεκάκις χιλιοστού) είναι 2,7182, δηλαδή 


ν 2,lim α 7182 . Στην 

πραγματικότητα το όριο είναι ίσο με έναν μη ρητό πραγματικό αριθμό, που 

συμβολίζεται με e, για τον οποίο ισχύει e 2,71828  και 



 
 
 

ν
1

e = lim 1+
ν

.  

 

 

Γραφική παράσταση της συνάρτησης f με 
 
 
 

x
1

f(x) = 1+ , x > 0
x

 και της ευθείας με εξίσωση y = e. 

 

 

Γραφική παράσταση της ακολουθίας 

 
 

 
N

ν

*1
α = 1+ , ν

ν
 και της ευθείας με εξίσωση y = e. 

2. Η κυρτότητα της εκθετικής συνάρτησης. 

Ορισμοί 

1. Κυρτή συνάρτηση ονομάζεται η συνάρτηση  Rf : A   αν για κάθε 

1 2
x , x A  με 1 2

x x  και κάθε λ [0,1]  ισχύει: 
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 1 2 1 2
  f λx +(1 λ)x λf(x )+(1 λ)f(x ) . 

(
1)

 

2. Αυστηρά κυρτή συνάρτηση ονομάζεται η συνάρτηση  Rf : A   αν για κάθε 

1 2
x , x A  με 1 2

x < x  και κάθε (λ 0,1) ισχύει: 

 1 2 1 2
  f λx +(1 λ)x λf(x )+(1 λ)f(x ) . 

(
2)

 

3. Κοίλη συνάρτηση ονομάζεται η συνάρτηση  Rf : A  αν για κάθε 

1 2
x , x A  με 1 2

x x  και κάθε λ [0,1]  ισχύει: 

 1 2 1 2
  f λx +(1 λ)x λf(x )+(1 λ)f(x ) .  

4. Αυστηρά κοίλη συνάρτηση ονομάζεται η συνάρτηση  Rf : A   αν για κάθε 

1 2
x , x A  με 1 2

x < x  και κάθε (λ 0,1) ισχύει: 

 1 2 1 2
  f λx +(1 λ)x λf(x )+(1 λ)f(x ) .  

Παραδείγματα 

 

 

Κυρτή συνάρτηση

 

Αυστηρά κυρτή συνάρτηση.

 

  

(

(
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Κοίλη  συνάρτηση  Αυστηρά κοίλη συνάρτηση. 

Σχόλια 

1. Οι έννοιες της κυρτής και της κοίλης συνάρτησης στη Γ΄ Λυκείου 
εισάγονται με κάποιες παραπάνω προϋποθέσεις. Εδώ παρουσιάζουμε το 
γενικότερο ορισμό. 

2. Η συνάρτηση f με x
f(x)= α , 0 < α 1  είναι αυστηρά κυρτή. Η απόδειξη 

αυτή ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτής της εργασίας και δεν θα την 
παρουσιάσουμε. 

3. Ο μετασχηματισμός 1 2
t = λx +(1 λ)x , με λ [0,1]  και 1 2

x x  που 

παρουσιάζεται στους ορισμούς της κοίλης και την κυρτής συνάρτησης, έχει 

την ιδιότητα 1 2
 x t x  για κάθε λ [0,1] . 

Πρόταση 

Για τη συνάρτηση f με x
f(x)= α , 0 < α 1  να αποδειχθεί ότι το σημείο 

  
Γ x ,f(x )  με A B


Γ

x = λx +(1 λ)x , A B
x x  και (λ 0,1) βρίσκεται κάτω 

από τη χορδή AB της f
C  με  A A

A x ,f(x ) ,  B
Β x ,f(x ) . 

Απόδειξη 

����� (λ 0,1) ισχύει A B A B
 λx +(1 λ)x (x , x ) , A B

x x . 

Η εξίσωση της χορδής AB είναι: 



 


 



B Α

Α

x x
x α α

y α = (x x )
x x

, με A B
 x x x .  

δεδομένου ότι Αφού
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Θεωρούμε το σημείο  Δ Δ
Δ x , y  με   


Γ

x = x = λx +(1 λ)x  της 

χορδής AB, οπότε )
  

 






B Α

Α

x x
x α α

y = α + (x x
x x

 
 

)
   

 


 



B Α

Α

x x
x α α

y = α + (λx +(1 λ)x x
x x

  

 
 Α B Αx x x

y = α + α α (1 λ)   


Α Bx x

y = λα +(1 λ)α ,  

δηλαδή   
 Α Bx x

Δ λx +(1 λ)x ,λα +(1 λ)α  και αφού η συνάρτηση f είναι 

αυστηρά κυρτή προκύπτει ότι 

 

 
Γ Α Βx λx +(1 λ)x x x

y = α = α < λα +(1 λ)α = y ,  

άρα το σημείο Δ της χορδής AB είναι πιο πάνω από το σημείο Γ της f
C . 

3. Ανισότητα Jensen. 

     Έστω  Rf : I  μια κυρτή συνάρτηση, όπου το Ι είναι διάστημα και 

οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί 1 2 n
,.....,a ,a a  με 1 2 n

..... 1  a + a a . Τότε για 

κάθε 1 2 n
,....., Ix , x x  ισχύει ότι:  
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       1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n
.....  f a x +a x a x a f x +a f x +...+a f x . 

(

3) 

Απόδειξη 

Προκύπτει χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή και τον ορισμό της 

κυρτής συνάρτησης. 

Σχόλια 

1. Εάν η f είναι κοίλη, τότε η φορά της ανισότητας (3) αντιστρέφεται. 

2. Στην (3) η ισότητα ισχύει αν και μόνον αν 1 2 n
..... x = x x  ή αν η 

συνάρτηση f είναι γραμμική, δηλαδή αν η f έχει τη μορφή 

  f x αx +β , όπου Rα,β . 

   Εφαρμογή 

Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί x και y έτσι ώστε:  



2 22 2 x +yx y

2
e + e

e
2

.  

Λύση 

Η συνάρτηση f με x
Rf(x)= e ,x  είναι κυρτή, οπότε χρησιμοποιώντας την 

ανισότητα Jensen, προκύπτει 



x+y x y

2
e + e

e
2

, για κάθε Rx, y .  

Επομένως θέτοντας όπου x, y  τους αριθμούς 2 2
x , y  και κάνοντας 

χρήση της δοσμένης ανίσωσης έχουμε ότι:  

 

2 2 2 22 2x +y x +yx y

2 2
e + e

e e
2

, για κάθε Rx, y ,  

Οπότε  

2 2 2 2x +y x y

2
e + e

e
2

, για κάθε Rx, y ,  

  η οποία λόγω της ανισότητας Jensen (σχόλιο 2) ισχύει αν και μόνον αν  

(
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2 2
 x = y x = y ή x = y .  

Η επαλήθευση των λύσεων είναι απλή. 

4. Λόγω συμμετρίας... 

Ορισμός 

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού f
D  θα λέμε ότι έχει συμμετρική 

γραφική παράσταση ως προς το σημείο (α,β) αν και μόνο αν ισχύει 

  
f

f(2α x)+f(x)= 2β, όπου 2α x, x D . 
(

4) 

Σχόλιο 

Μια συνάρτηση που έχει συμμετρική γραφική παράσταση ως προς το σημείο 

(α,β) , έχει την ιδιότητα ότι αν τη περιστρέψουμε με κέντρο το σημείο (α,β)  τότε 

λαμβάνουμε την ίδια γραφική παράσταση.  

 

 

Γραφική παράσταση συνάρτησης f που έχει συμμετρική γραφική παράσταση ως προς σημείο (α, β). 

 

(

(
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Εφαρμογή 

Έστω η συνάρτηση f με 





R
2x 1

1
f(x) = ,x

1 3
. Να υπολογισθεί η τιμή της 

παράστασης ....
       

        
       

1 2 3 2018
Α = f +f +f f

2019 2019 2019 2019
. 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι για κάθε Rx  ισχύει: 



 


2x 1

1 2x 2x 1

1 3
f(1 x)= =

1+ 3 3 +1
.  

και f(x)+f(1 x)=1 ,  

δηλαδή η συνάρτηση f έχει συμμετρική γραφική παράσταση ως προς το (α,β) , 

όπου 

  
1 1

2α =1, 2β =1 α = , β =
2 2

,  

άρα έχουμε συμμετρία ως προς το σημείο 
 
 
 

1 1
A ,

2 2
.  

 

Συνεπώς έχουμε: 

   
   
   

1 2018
f +f =1

2019 2019
,  
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   
   
   

2 2017
f +f =1,

2019 2019
  

…  

   
   
   

1009 1010
f +f =1,

2019 2019
  

τις οποίες προσθέτοντας κατά μέλη βρίσκουμε ότι 

2018
Α = = 1009

2
.  

Εφαρμογή 

Να βρεθεί το άθροισμα των λύσεων της εξίσωσης 
2x x 5x

4 +64 = 2 , αν είναι 

γνωστό ότι έχει ακριβώς δύο λύσεις.  

Λύση 

Έστω x η μία λύση. Διαιρώντας με x2  έχουμε ότι ισχύει  


2x 6-x x 6x2 + 2 = 2   

ή 

 66 
 

x xx x
2 2 2 .  

 Παρατηρούμε πως αν η σχέση αυτή ικανοποιείται από τον αριθμό x, 

ικανοποιείται και από τον αριθμό 6 x .  

Επομένως οι δύο λύσεις της εξίσωσης είναι οι αριθμοί , x 6 x  και έχουν 

άθροισμα 6. 

5. Ισοδυναμία εξισώσεων. 

Ορισμοί  

1. Εξίσωση ως προς x με μέλη τα φ(x),σ(x)  ονομάζουμε τον προτασιακό 

τύπο 
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 φ(x)= σ(x), x Ω . 
(

 

Τα φ(x),σ(x)  λέγονται πρώτο (ή αριστερό) και δεύτερο (ή δεξιό) μέλος 

της εξίσωσης αντίστοιχα, το δε σύνολο Ω καλείται σύνολο αναφοράς της 

εξίσωσης.  

2. Δύο εξισώσεις ονομάζονται ισοδύναμες επί του συνόλου της τομής των 
συνόλων αναφορών τους όταν τα σύνολα των λύσεων τους ταυτίζονται. 

Παράδειγμα 

H πιο γνωστή περίπτωση ισοδύναμων εξισώσεων είναι όταν έχουμε μια 

κλασματική εξίσωση όπου η διαδικασία επίλυσης οδηγεί σε ισοδύναμη εξίσωση. 

2


 
 

2
+5 = 7x 2 +5x = 7x

x
x 0

x 0

.  

Σχόλιο 

Για τις ανάγκες των μαθηματικών στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση σε κάθε 

εξίσωση της μορφής (5) τα φ, σ είναι συναρτήσεις και το σύνολο Ω είναι η τομή 

των πεδίων ορισμού τους. 

Εφαρμογή 

Να αποδειχθεί ότι είναι ισοδύναμες οι εξισώσεις 





x 1

x

2

2

1
2 =

2 1
 και 





x+1

x 1

2

2

1
2 =

2 1
.  

Λύση 

Η εξίσωση 

0
  

x x x2 2 22 1= 0 2 =1 2 = 2   
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είναι αδύνατη, αφού 
x2 > 0  για κάθε Rx , άρα η πρώτη εξίσωση ορίζεται 

για κάθε πραγματικό αριθμό x.  

Ομοίως αποδεικνύεται ότι και η δεύτερη εξίσωση έχει σύνολο αναφοράς 

όλους τους πραγματικούς αριθμούς. 

Θέτουμε 
x 122 = y ,  

οπότε (από την προηγούμενη ενασχόληση) y > 1 και αφού 

 
x 1 x2

2 2 2y = 2 = 2 ,  

η πρώτη εξίσωση γράφεται 


2

1
y =

y 1
, 

(
5) 

ενώ αφού 

 
x 1 x+14

4 2 2
y = 2 = 2   

η δεύτερη γράφεται 


4 1
y =

y 1
. 

(
6) 

 Καταρχήν θα αποδείξουμε ότι αν η (5) έχει λύση, τότε ο αριθμός αυτός 

αποτελεί λύση και της εξίσωσης (6) και αντιστρόφως. 

Επομένως ξεκινώντας από τη πρώτη εξίσωση έχουμε 

  


3

2

1
y = y y 1= 0

y 1
  

και αφού  
2

y y +1 0  ισοδύναμα προκύπτει 

    
2 3y y +1 y y 1 = 0   

(

(
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 
5 4

y y 1= 0   



4 1
y =

y 1
,  

δεδομένου ότι y > 1. Η παραπάνω διαδικασία ισχύει και αντιστρόφως. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι αν εξίσωση (5) δεν έχει λύση στους 

πραγματικούς, τότε δεν έχει λύση και η εξίσωση (6) και αντιστρόφως. 

Έστω ότι η εξίσωση (5) δεν έχει λύση στους πραγματικούς και υποθέτουμε ότι 

η εξίσωση (6) έχει λύση στους πραγματικούς. Τότε χρησιμοποιώντας την 

προηγούμενη επιχειρηματολογία, προκύπτει ότι και η πρώτη έχει λύση στους 

πραγματικούς, το οποίο είναι άτοπο. Η διαδικασία ισχύει και αντίστροφα. 

Επομένως οι δύο εξισώσεις είναι ισοδύναμες. 

6. Μέγιστο - Ελάχιστο συνάρτησης. 

Ορισμοί 

1. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α, λέμε ότι παρουσιάζει στο 
0

x Α  

(ολικό) μέγιστο όταν: 

0
 f(x) f(x ), για κάθε x Α .  

2. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α, λέμε ότι παρουσιάζει στο 
0

x Α  

(ολικό) ελάχιστο όταν: 

0
 f(x) f(x ), για κάθε x Α .  

Εφαρμογή 

Να λυθεί στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η εξίσωση  

 
  

2x 6 x 3 2e 2e + 4 = x +6x 6 .  

Λύση 

Εφαρμόζοντας διαδικασίες συμπλήρωσης τετραγώνου έχουμε 
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   
  

2 2x 3e 1 +3= x 3 +3 .  

Επίσης αφού για κάθε Rx  ισχύει 

 
 

2
x 3e 1 +3 3 ,  

το πρώτο μέλος της εξίσωσης έχει ελάχιστη τιμή το 3 στη θέση x = 3 . 

Ομοίως αφού για κάθε Rx  ισχύει 

   
2

x 3 +3 3 ,  

το δεύτερο μέλος παρουσιάζει μέγιστο το 3 και στη θέση x = 3 .  

Αφού η ισότητα λαμβάνεται στην ίδια ακριβώς θέση ( x = 3 ), τότε προφανώς η 

λύση της εξίσωσης είναι αυτή ακριβώς η θέση, δηλαδή x = 3 . 
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7. Η μονοτονία συνάρτησης στην επίλυση εξισώσεων. 

Ορισμοί 

1. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 
1 2

x , x Δ  με 1 2
x < x  

ισχύει:    1 2
f x >f x . 

2. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 
1 2

x , x Δ  με 1 2
x < x  

ισχύει:    1 2
f x <f x . 

Εφαρμογή 

Να λυθεί η εξίσωση 
x x x x x

10 +11 +12 13 +14 . 

Λύση 

Αν διαιρέσουμε με το 
x13  η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την 

x x x x

       
       

       

10 11 12 14
+ + 1+

13 13 13 13
 

(
7) 

ή 

φ(x)= σ(x)   

θέτοντας  

x x x x

,
       

       
       

10 11 12 14
φ(x)= + + σ(x) 1+

13 13 13 13
.  

Λαμβάνοντας υπόψη ότι η εκθετική συνάρτηση με βάση μικρότερη της 

μονάδας είναι γνησίως φθίνουσα,  θεωρούμε R
1 2

x , x  με 1 2
x < x , οπότε 

1 2x x

   
   

   

10 10

13 13
, 

1 2x x

   
   

   

11 11

13 13
, 

1 2x x

   
   

   

12 12

13 13
,  

τις οποίες προσθέτοντας κατά μέλη βρίσκουμε 

(
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1 1 1 2 2 2x x x x x x

           
               

           

10 11 12 10 11 12

13 13 13 13 13 13
   

21
φ(x )> φ(x ) ,  

δηλαδή η συνάρτηση φ είναι γνησίως φθίνουσα. 

Ομοίως,  λαμβάνοντας υπόψη ότι η εκθετική συνάρτηση με βάση μεγαλύτερη 

της μονάδας είναι γνησίως αύξουσα, θεωρούμε R
1 2

x , x  με 1 2
x < x , οπότε 

1 2 1 2x x x x

2

       
          

       
1

14 14 14 14
1+ 1+ σ(x )< σ(x )

13 13 13 13
,  

δηλαδή η συνάρτηση σ είναι γνησίως αύξουσα. 

Προφανώς λύση της εξίσωσης είναι το 2x = , αφού 

2
365

φ(2) = σ( ) =
169

.  

 

Επίσης αν x > 2  και λαμβάνοντας υπόψη μας τη μονοτονία των συναρτήσεων 

φ, σ έχουμε: 
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2 2
365 365

φ(x) < φ( ) = και σ(x) > σ( ) =
169 169

,   

οπότε 

φ(x)< σ(x) , για x > 2 .  

Ομοίως αποδεικνύεται ότι 

φ(x)> σ(x) , για x < 2 .  

Επομένως η εξίσωση (7) έχει μοναδική λύση x = 2 . 

8. Επίλυση εκθετικής ανίσωσης. 

H χρήση της μεθόδου της συμπλήρωσης τετραγώνου ή η ισοδύναμη χρήση 

της διακρίνουσας σε ένα τριώνυμο είναι χρήσιμη και για την επίλυση ανισώσεων 

με εκθετικές συναρτήσεις. 

Εφαρμογή 

Να λυθεί η ανίσωση     
2 x x xx + 2 3 5 x +9 5 3 +4 > 0 . 

Λύση 

Η παράσταση      R
2 x x xf(x)= x + 2 3 5 x +9 5 3 +4, x  είναι τριώνυμο 

της μορφής     
2 x x xy + 2 3 5 y +9 5 3 +4  με διακρίνουσα  

       
2

x x xΔ = 2 3 5 4 9 5 3 +4 =9 ,  

οπότε  

    
  

x

x
2 3 5 3

x = 3 1
2

 ή 
    

 

x

x
2 3 5 3

x = 3 + 4
2

. 

Συνεπώς η ανίσωση έχει λύση 

  
x

x 3 1 ή  
x

x 3 + 4  
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ή 
xx + 3 1 ή 

xx + 3 4 . 
(

8) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση g με , R
x

g(x)= x +3 x , οπότε η (8) ισοδύναμα γίνεται:

 
g(x)< g(0)

 ή 
g(x)> g(1)

 

(

9) 

Έστω R
1 2

x , x  με 1 2
x < x , οπότε 1 2x x

3 < 3  και 1 2x x

1 2
3 + x < 3 x  ή 

21
g(x )< g(x ) , οπότε η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα. Συνεπώς από την (9) 

βρίσκουμε: 

x < 0  ή x > 1.  

9. Μια άλλη προσέγγιση της εκθετικής συνάρτησης ex. 

Για τη συνάρτηση f με x
f(x)= e  ισχύει η ισότητα 




ν 2 3 4 5

x

ν=0

x x x x x
e = =1+ x + + + + +...

ν! 2! 3! 4! 5!
, 

(
10) 

για τιμές του x «κοντά» στο 0, όπου το     ν! =1 2 3 ... (ν 1)ν  είναι το ν 

παραγοντικό και ο συμβολισμός 



ν=0

σημαίνει άθροισμα των όρων που 

προκύπτουν θέτοντας τιμές στο ν από μηδέν ως άπειρο. Η σχέση (10) είναι το 

ανάπτυγμα Taylor (ή McLaurin) του ex με κέντρο το 0 (ή γύρω από το 0). 

Σχόλιο 

Θεωρώντας τη συνάρτηση f με x
f(x)= e  και τις συναρτήσεις 

f  με 

,



N

2 3 4 5
x x x x x

f (x)=1+ x + + + + +...+ ν
2! 3! 4! 5! ν!

,  

παριστάνουμε στα ακόλουθα σχήματα τη γραφική παράσταση της f με τη 

γραφική παράσταση της 
f  για διάφορες τιμές του φυσικού αριθμού ν. 

 

(

(

(
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Από τα παραπάνω είναι φανερό πόσο κοντινές είναι οι γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων f και 
f  γύρω από το 0 όταν αυξάνεται το πλήθος ν των 

προσθετέων. 
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Εφαρμογή 

Να αποδειχθεί ότι o αριθμός e δεν είναι ρητός. 

Λύση 

Από την (10) για x = 1, βρίσκουμε 

...
1 1 1 1 1 1 1

e =1+1+ + + + +...+ + + +
2! 3! 4! 5! ν! (ν +1)! (ν + 2)!

,  

οπότε για ν 1 ισχύει 

 
  
 

1 1 1 1 1 1
0 < e 1+1+ + + +...+ + +...

2! 3! 4! ν! (ν +1)! (ν + 2)!
. 

(
11) 

Όμως 
1 1 1 1

+ +... = + +...
(ν +1)! (ν + 2)! ν!(ν +1) ν!(ν +1)(ν + 2)

 

και με κοινό παράγοντα το ν! γίνεται 

 
 
 

1 1 1 1 1
+ +... = + +...

(ν +1)! (ν + 2)! ν! ν +1 (ν +1)(ν + 2)
, 

Οπότε 
2

 
 
 

1 1 1 1 1
+ +... < + +...

(ν +1)! (ν + 2)! ν! ν +1 (ν +1)
. 

Όμως η ποσότητα στην αγκύλη είναι άθροισμα απείρων όρων γεωμετρικής 

προόδου με πρώτο όρο 
1

ν + 1
 και  λόγο 

1
< 1

ν + 1
, οπότε 

1





1

1 1 1 1ν +1+ +... <
1(ν +1)! (ν + 2)! ν! ν!ν

ν +1

 

και λόγω της (11) βρίσκουμε: 

(
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 
  
 

1 1 1 1 1
0 < e 1+1+ + + +...+

2! 3! 4! ν! ν!ν
 

 
  
 

1 1 1 1 1
0 < eν! 1+1+ + + +...+ ν!

2! 3! 4! ν! ν
. 

(

12) 

Αν ο αριθμός e είναι ρητός, τότε είναι ακέραιος ο αριθμός  

 
  
 

1 1 1 1
eν! 1+1+ + + +...+ ν!

2! 3! 4! ν!
, 

κάτι που οδηγεί σε άτοπο αφού δεν ισχύει η (12), άρα ο αριθμός e δεν είναι 

ρητός. 

Ασκήσεις για εξάσκηση 

1) Αν η f είναι μια αυστηρά κοίλη συνάρτηση, να αποδειχθεί ότι το σημείο 

 Γ Γ
Γ x ,f(x )  με A B


Γ

x = λx +(1 λ)x , A B
x x  και (λ 0,1) βρίσκεται 

πάνω από τη χορδή AB της f
C  με  A A

A x ,f(x ) ,  B B
B x ,f(x ) . 

2) Το υπερβολικό ημίτονο ορίζεται ως 
x x

2




R
e e

sinh(x)= , x  και το 

υπερβολικό συνημίτονο ως 
x x

2




R
e e

cosh(x)= , x . Έστω οι αντίστοιχες 

συναρτήσεις f, g με f(x)= sinh(x) , Rg(x)= cosh(x), x .  

  

fC της συνάρτησης f με f(x) = sinh(x) . gC της συνάρτησης g με g(x) = cosh(x) . 

Να αποδειχθεί ότι: 

(
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α) η συνάρτηση f είναι περιττή, 

β) η συνάρτηση g με  είναι άρτια, 

γ) η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 
f g

2
 και κάτω από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 
g f

2
, 

δ) η γραφική παράσταση της g βρίσκεται πάνω από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων 
g f

2
, 

g f

2
, 

ε) 2 2
 Rg (x) f (x)=1, x , 

στ) Rf(2x)= 2f(x)g(x), x , 

ζ) 2 2
Rg(2x)=f (x)+ g (x), x , 

η) Rf(x + y)= f(x)g(y)+f(y)g(x), x, y , 

θ) Rg(x + y)= g(x)g(y)+f(x)f(x), x, y . 

Παρατηρήστε τις ομοιότητες των σχέσεων (ε)-(θ) με τις αντίστοιχες των 

ημιτόνων και συνημίτονων. 

3) Να λυθεί η εξίσωση cosh(x)= cos(x)  στο σύνολο των πραγματικών 

αριθμών. 

4) Να λυθεί η εξίσωση 
x x x4 + 3 = 5 στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. 

5) Να λυθεί η εξίσωση 
3

 
x+1e + x = 1 x . 

6) Έστω η συνάρτηση f με 


R
2x

2x

2
f(x)= , x

2 2
. Να υπολογισθεί η τιμή της 

παράστασης .... (
     

      
     

1 2 3
Α = f +f +f f 1)

1986 1986 1986
. 

7) Να εξετασθεί αν το άθροισμα δύο εκθετικών συναρτήσεων είναι εκθετική 
συνάρτηση. 
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8) Να λυθεί η εξίσωση 
 

1






2
x 1

22e +1= x + 2x + e  στο σύνολο των 
πραγματικών αριθμών. 

9) Να βρεθεί για ποιους αριθμούς πραγματικούς αριθμούς x ισχύει η 

ανισότητα 



ημx+συνxημx συνx

2
e e

e
2

. 

10)  Να βρεθεί το άθροισμα των λύσεων της εξίσωσης 
2x x 7x

4 +256= 2  αν 
γνωρίζετε ότι έχει ακριβώς δύο λύσεις. 
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Το σημείο Fermat τριγώνου και εφαρμογές του σε 
αλγεβρικά θέματα 

Θάνος Μάγκος 

 

Εισαγωγή. 

Στο παρακάτω άρθρο θα ασχοληθούμε με το σημείο στο εσωτερικό 

τριγώνου, το οποίο έχει την ιδιότητα: το άθροισμα των αποστάσεών του από τις 

κορυφές του τριγώνου να είναι το ελάχιστο δυνατό. Ο πρώτος που ασχολήθηκε 

με το πρόβλημα αυτό ήταν ο Γάλλος Μαθηματικός Pierre de Fermat και ως εκ 

τούτου το σημείο αυτό το αποκαλούμε σημείο Fermatτου τριγώνου. Ωστόσο, λύση  στο 

πρόβλημα αυτό έδωσε και ο Evangelista Torricelli, για αυτό τον λόγο συχνά το 

σημείο αυτό ονομάζεται σημείο Torricelli ή Fermat-Torricelli. Όπως 

αποδεικνύεται σχετικά εύκολα, αν ένα τρίγωνο έχει μια γωνία μεγαλύτερη ή ίση 

από 120𝜊, το σημείο Fermatείναι η κορυφή αυτής της γωνίας. Περισσότερο 

ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση κατά την οποία όλες οι γωνίες του 

τριγώνου είναι μικρότερες από 120𝜊.  Στην συνέχεια θα ασχοληθούμε 

αποκλειστικά με αυτή την περίπτωση. Στο τέλος, θα παραθέσουμε μερικές 

εφαρμογές του σημείου Fermat στην αντιμετώπιση αλγεβρικών θεμάτων.  

Α μέρος 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με γωνίες μικρότερες από 120ο. Εξωτερικά του 

τριγώνου κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΒΓΑ1, ΓΑΒ1, ΑΒΓ1. Τότε 

ισχύει το ακόλουθο 

Θεώρημα: 

α) οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΒΓΑ1, ΓΑΒ1, ΑΒΓ1 

συντρέχουν 

β) οι ευθείες ΑΑ1, ΒΒ1, ΓΓ1 συντρέχουν σε σημείο Τ. 

γ) ισχύει ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ = ΑΑ1 = ΒΒ1 = ΓΓ1. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
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δ) αν Μ είναι σημείο του επιπέδου του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει ΤΑ + ΤΒ +

ΤΓ ≤ ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ. 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη:  

α) Ας είναι Τ το σημείο τομής των κύκλων ΑΒΓ1, ΓΑΒ1 (εκτός του Α). Τα 

τετράπλευρα ΑΤΒΓ1, ΑΤΓΒ1 είναι εγγράψιμα και επομένως ∠ATB =

120𝑜, ∠ATΓ = 120ο. Άρα ισχύει ∠BΤΓ = 120ο,το οποίο σημαίνει ότι το 

τετράπλευρο ΒΤΓΑ1 είναι επίσης εγγράψιμο, οπότε το σημείο Τ ανήκει στον 

περιγεγραμμένο κύκλο του ΒΓΑ1. 

β) Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΒΤΓΑ1 έχουμε ∠Α1ΤΓ =

∠Α1ΒΓ = 60ο. Επομένως είναι ∠Α1ΤΑ = ∠Α1ΤΓ + ∠ΓΤΑ = 60ο + 120ο =

180ο, οπότε το σημείο T ανήκει στην ευθεία ΑΑ1. Με τον ίδιο τρόπο 

αποδεικνύουμε ότι το σημείο Τ ανήκει και στις ευθείες ΒΒ1, ΓΓ1. Επομένως 

ισχύει ΑΑ1⋂ΒΒ1⋂ΓΓ1 = {Τ}. 

Ας δούμε και μία απόδειξη με τη βοήθεια του αντίστροφου του 

θεωρήματος Ceva. Ας είναι Δ, Ε, Ζ τα σημεία των AA1, BB1, ΓΓ1 με τις πλευρές 

ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ, αντίστοιχα. 
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Ισχύει  

ΒΔ

ΔΓ
=

(ΑΒΔ)

(ΑΓΔ)
=

(Α1ΒΔ)

(A1ΓΔ)
=

(ΑΒΔ) + (Α1ΒΔ)

(ΑΓΔ) + (Α1ΓΔ)
=

(ΑΒΑ1)

(ΑΓΑ1)

=
αγ sin(60o + B)

αβ sin(60o + Γ)
. 

Άρα είναι  

ΒΔ

ΔΓ
=

γ sin(60o + B)

β sin(60o + Γ)
. 

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε ότι ισχύει 

ΓΕ

ΕΑ
=

α sin(60o + Γ)

γ sin(60o + Α)
,

ΑΖ

ΖΒ
=

β sin(60o + Α)

α sin(60o + Β)
. 

Επομένως προκύπτει 

ΒΔ

ΔΓ
⋅

ΓΕ

ΕΑ
⋅

ΑΖ

ΖΒ
= 1, 

οπότε από το αντίστροφο του θεωρήματος Ceva οι AA1, BB1, ΓΓ1 

συντρέχουν. 

γ) Από το θεώρημα του Πτολεμαίου στο εγγεγραμμένο τετράπλευρο 

ΒΤΓΑ1 λαμβάνουμε 

ΤΒ ⋅ ΓΑ1 + ΤΓ ⋅ ΒΑ1 = ΒΓ ⋅ ΤΑ1, 
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η οποία, επειδή ΒΓ = ΒΑ1 = ΒΓ1, δίνει ΤΑ1 = ΤΒ + ΤΓ. Επομένως 

είναι  ΑΑ1 = ΤΑ + ΤΑ1 = ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ. 

Με ανάλογο τρόπο προκύπτει και BB1 = ΓΓ1 = ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ. 

δ) Έστω Μ τυχαίο σημείο του επιπέδου. Τουλάχιστον ένα από τα 

τετράπλευρα ΜΓΑ1Β, ΜΓΒ1Α, ΜΑΓ1Β είναι κυρτό. Ας υποθέσουμε ότι αυτό 

είναι το ΜΓΑ1Β. Σε αυτό εφαρμόζουμε την ανισότητα του Πτολεμαίου, οπότε 

προκύπτει 

 

 

 

 

 

 

ΜΑ1 ⋅ BΓ ≤ ΜΒ ⋅ Α1Γ + ΜΓ ⋅ BA1 ⟹ MA1 ≤ MB + MΓ 

Άρα ΑΑ1 ≤ ΑΜ + ΜΑ1 ≤ ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ ⟹ ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ ≤

ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ. 

Μια διαφορετική απόδειξη γίνεται με περιστροφή του τριγώνου ΑΒΓ π.χ. 

γύρω από το σημείο Β κατά 60ο.Η απόδειξη οφείλεται στους J.H. Hofmann και 

Tibor Gallai. 
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Είναι φανερό ότι ΜΜ′ = ΜΒ = ΜΒ′ και ΜΓ = ΜΓ′, ΜΑ = ΜΑ′. Τότε 

έχουμε  ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ = ΜΑ′ + ΜΜ′ + ΜΓ′ ≥ Α′Γ 

και η ισότητα ισχύει όταν τα σημεία Μ, Μ’ ανήκουν στην Α′Γ, οπότε τότε 

το Μ βλέπει την πλευρά ΒΓ υπό γωνία 120ο. 

Β μέρος. 

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ορισμένες μετρικές σχέσεις σχετικά με το 

σημείο T. Για ευκολία συμβολίζουμε TA = x, TB = y, TΓ = z. 

Ξεκινάμε με τον υπολογισμό της παράστασης (x + y + z)2 = x2 +

y2 + z2 + 2(xy + yz + zx). Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε 

y2 + z2 = a2 + 2yz cos ∠BTΓ = α2 − yz. 

Ομοίως λαμβάνουμε z2 + x2 = b2 − zx, x2 + y2 = γ2 − xy. 

Επομένως είναι 

(x + y + z)2 =
1

2
[x2 + y2 + y2 + z2 + z2 + x2 + 4(xy + yz + zx)] ⟹ 

(x + y + z)2 =
1

2
[α2 + β2 + γ2 + 3(xy + yz + zx)]. 

Επίσης είναι 

(ΤΒΓ) =
1

2
yz sin 120o =

√3

4
yz,   (ΤΓΑ) =

√3

4
zx,   (ΤΑΒ) =

√3

4
xy, 

οπότε  

(ΑΒΓ) = (ΑΒΤ) + (ΒΓΤ) + (ΓΑΤ) ⟹ Ε =
√3

4
(xy + yz + zx), 

άρα  

xy + yz + zx =
4

√3
E. 

Επομένως βρίσκουμε 
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(x + y + z)2 =
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε) ⟹ x + y + z

= √
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε). 

Θα μπορούσαμε να εργαστούμε και διαφορετικά για να βρούμε το x +

y + z. Όπως αποδείχθηκε προηγουμένως, ισχύει x + y + z = AA1, οπότε από 

τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε 

ΑΑ1
2 = ΑΒ2 + ΒΑ1

2 − 2ΑΒ

⋅ ΒΑ1 cos ∠ABA1 = γ2 + α2 − 2αγ cos(60o + B) = 

= α2 + γ2 − αγ(cos B − √3 sin B) = α2 + γ2 − αγ cos B + √3αγ sin B = 

= α2 + γ2 −
α2 + γ2 − β2

2
+ 2√3Ε =

α2 + β2 + γ2

2
+ 2√3Ε. 

Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο, έχουμε το 

ακόλουθο 

Θεώρημα: Αν όλες οι γωνίες τριγώνου ΑΒΓ είναι μικρότερες από 120ο, 

για κάθε σημείο Μ του επιπέδου ισχύει  

ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ ≥ √
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε) 

και η ισότητα ισχύει για το σημείο Fermat του τριγώνου. 

Παρατηρούμε ακόμα ότι ισχύει ∠ΒΤΔ = ∠BTΓ = 60o, οπότε από το 

θεώρημα της διχοτόμου έχουμε 

y

z
=

ΒΔ

ΔΓ
⟹

y

z
=

γ sin(60o + B)

β sin(60o + Γ)
=

√3 cot B + 1

√3 cot Γ + 1
. 

Με ανάλογο σκεπτικό βρίσκουμε ότι ισχύει 
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z

x
=

√3 cot Γ + 1

√3 cot Α + 1
. 

Τώρα, από τις σχέσεις  

y

z
=

√3 cot B + 1

√3 cot Γ + 1
,

z

x
=

√3 cot Γ + 1

√3 cot Α + 1
,

x + y + z = √
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε) 

λαμβάνουμε 

z =
2√2E

√α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε

(cot Γ +
1

√3
) =

3(α2 + β2 − γ2) + 4√3Ε

3√2√α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε

. 

Ανάλογες εκφράσεις έχουμε και για τα x, y. Ισχύει δηλαδή 

ΤΑ = κ (cot A +
1

√3
) , ΤΒ = κ (cot Β +

1

√3
) , ΤΓ = κ (cot Γ +

1

√3
), 

όπου  

κ =
2√2E

√α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε

. 

Μάλιστα, μπορούμε να υπολογίσουμε την απόσταση του Τ από το 

βαρύκεντρο του τριγώνου. Πράγματι, προηγούμενως βρήκαμε ότι  

ΤΑ2 + ΤΒ2 + ΤΓ2 =
α2 + β2 + γ2

2
−

2√3Ε

3
. 

Από το θεώρημα του Leibniz έχουμε 

ΤΑ2 + ΤΒ2 + ΤΓ2 =
α2 + β2 + γ2

3
+ 3TG2, 

οπότε λόγω της προηγούμενης σχέσης λαμβάνουμε 

TG2 =
α2 + β2 + γ2 − 4√3Ε

18
. 
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Από τη σχέση αυτή λαμβάνουμε την γνωστή ανισότητα του Weitzenböck: 

α2 + β2 + γ2 ≥ 4√3Ε. 

Μέρος Γ.  

Στη συνέχεια θα δούμε μερικές εφαρμογές των παραπάνω σε αλγεβρικά 

θέματα.Θα ξεκινήσουμε με ένα κλασικό σύστημα και θα συνεχίσουμε με 

εφαρμογές σε ανισότητες.  

Θέμα 1ο : Να βρεθούν οιx, y, z > 0αν ισχύουν οι σχέσεις  

{
x2 + xy + y2 = 37

y2 + yz + z2 = 61

z2 + zx + x2 = 49

. 

Λύση: Θεωρούμε στο επίπεδο σημείο Ο και ημιευθείες με αρχή το Ο που 

ανά δύο σχηματίζουν γωνία 120ο. Επί των ημιευθειών θεωρούμε τμήματα 

ΟΑ = x, OB = y, ΟΓ = z, οπότε δημιουργείται το τρίγωνο 

ΑΒΓ, όπως φαίνεται στο σχήμα.  

Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε: 

ΑΒ2 = x2 + xy + y2 = 37 ⟹ AB = √37, 

ΒΓ2 = y2 + yz + z2 = 61 ⟹ ΒΓ = √61, 

ΓΑ2 = z2 + zx + x2 = 49 ⟹ ΓΑ = 7. 

Από τον τύπο του Ήρωνα εύκολα υπολογίζεται το εμβαδόν Ε του 

τριγώνου και προκύπτει Ε =
47√3

4
. Επίσης είναι  

E = (OAB) + (ΟΒΓ) + (ΟΓΑ) ⟹
√3

4
(xy + yz + zx) =

47√3

4
, 

επομένως είναι xy + yz + zx = 47. Τώρα, με πρόσθεση των αρχικών 

εξισώσεων βρίσκουμε x2 + y2 + z2 = 50. Επομένως (x + y + z)2 = 50 + 2 ⋅
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47 = 144 ⟹ x + y + z = 12. Με αντικατάσταση π.χ. του z στην δεύτερη 

εξίσωση λαμβάνουμε το σύστημα  

{
x2 + xy + y2 = 37

y2 + y(12 − x − y) + (12 − x − y)2 = 61.
 

Είναι  απλή υπόθεση να βρούμε τις λύσεις του συστήματος αυτού. 

Προκύπτει x = 3, y = 4, z = 5. 

Ο αναγνώστης καλείται να λύσει το σύστημα και καθαρά αλγεβρικά. 

Οι ανισότητες που εμφανίζονται στο επόμενο θέμα προτάθηκαν όλες στο 

καναδικό περιοδικό Crux Mathematicorum. 

Θέμα 2ο : Αν x, y, z > 0 να αποδείξετε ότι: 

a) √x2 + xy + y2 + √y2 + yz + z2 + √z2 + zx + x2 ≥ 3√xy + yz + zx, 

 Problem 1394 

b) (x2 + xy + y2)(y2 + yz + z2)(z2 + zx + x2) ≥ (xy + yz + zx)3 

Problem2976 

c) 
x+y+z

3√3
≥

xy+yz+zx

√x2+xy+y2+√y2+yz+z2+√z2+zx+x2
 

Problem 805 

Απόδειξη: Στην απόδειξη των ανισοτήτων αυτών θα χρησιμοποιήσουμε 

το σχήμα του προηγούμενου θέματος. Σύμφωνα με αυτό, το τρίγωνο ΑΒΓ που 

δημιουργείται έχει πλευρές  

γ = √x2 + xy + y2, α = √y2 + yz + z2, β = √z2 + zx + x2 

και επίσης ισχύει  

xy + yz + zx =
4E

√3
. 

a) Πλέον η ανισότητα γράφεται ως  

α + β + γ ≥ 3√
4Ε

√3
, 

η οποία μετασχηματίζεται στη γνωστή ανισότητα τ ≥ 3√3ρ. 
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b) Η ανισότητα λαμβάνει διαδοχικά τη μορφή  

(αβγ)2 ≥ (
4Ε

√3
)

3

⟺ 16Ε2R2 ≥
16Ε3

3√3
⟺

Ε

R2
≤

3√3

8
⟺ sin A sin B sin Γ

≤
3√3

8
 

και η τελευταία είναι γνωστό ότι ισχύει.  

c) Η ανισότητα γράφεται ως 

x + y + z

3√3
≥

4E

√3
⋅

1

α + β + γ
⟺ ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ ≥ 6ρ, 

η οποία είναι γνωστό ότι ισχύει. 

Για λόγους πληρότητας παραθέτουμε και αλγεβρικές αποδείξεις των 

a),b),c). Η βασική παρατήρηση είναι ότι, όπως αποδεικνύεται εύκολα, ισχύει 

√x2 + xy + y2 ≥
√3

2
(x + y)   για κάθε x, y ∈ ℝ. 

Τότε είναι  

∑ √x2 + xy + y2 ≥ ∑
√3

2
(x + y) = √3(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) ≥ 3√xy + yz + zx. 

Είναι ακόμα 

(x2 + xy + y2)(y2 + yz + z2)(z2 + zx + x2)

≥
27

64
[(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥)]2, 

οπότε αρκεί να αποδείχθεί ότι ισχύει  

 

27

64
[(x + y)(y + z)(z + x)]2 ≥ (xy + yz + zx)3. 

Αυτή είναι η γνωστή ανισότητα του Carlson και μια απόδειξή της είναι η 

εξής: 

(x + y)(y + z)(z + x) = (x + y + z)(xy + yz + zx) − xyz = 
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= (x + y + z)(xy + yz + zx) − √xyz3 ⋅ √(xyz)23
≥ 

≥ (x + y + z)(xy + yz + zx) −
x + y + z

3
⋅

xy + yz + zx

3

=
8

9
(x + y + z)(xy + yz + zx) ≥ 

≥
8

9
√3(xy + yz + zx)(xy + yz + zx) = 8 (

xy + yz + zx

3
)

3

2

, 

όπου έγινε δύο φορές χρήση της ανισότητας Αριθμητικού Μέσου-

Γεωμετρικού Μέσου. Τέλος, η c) είναι άμεση συνέπεια της a) και της ανισότητας 

(x + y + z)2 ≥ 3(xy + yz + zx). 

Παρόμοιας μορφής, αλλά αυστηρότερη από την b) είναι και η ακόλουθη 

ανισότητα: 

Θέμα 3ο : Αν x, y, z > 0 να αποδείξετε ότι 

3(x2 + xy + y2)(y2 + yz + z2)(z2 + zx + x2)

≥ (x + y + z)2(xy + yz + zx)3. 

Απόδειξη: Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, η ανισότητα 

λαμβάνει τη μορφή  

3(αβγ)2 ≥ (x + y + z)2 (
4E

√3
)

2

⟺ x + y + z ≤ 3R 

η οποία είναι άμεση συνέπεια της ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ ≤ ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ, αν 

ως Μ επιλέξουμε το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

Στο επόμενο θέμα θα βρούμε την ελάχιστη τιμή μιας συνάρτησης δύο 

μεταβλητών. Όπως είναι φανερό, η προσέγγιση με χρήση διαφορικού λογισμού 

οδηγεί σε εξαιρετικά πολύπλοκες εξισώσεις. 
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Θέμα 4ο :Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f: ℝ2 → ℝ 

f(x, y) = √x2 + y2 + √x2 + y2 − 4√3x + 12 + √x2 + y2 − 12x + 36 

 

Λύση: Σε ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων θεωρούμε τα σημεία Α(0,0),

Β(2√3, 0), Γ(0,6)και ας είναι Μ(x, y). Τότε είναι  

f(x, y) = ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ, 

οπότε η συνάρτηση θα λάβει την ελάχιστη 

τιμή της όταν το σημείο Μ γίνει το σημείο Fermat 

του τριγώνου ΑΒΓ. Όπως αναφέρθηκε 

προηγουμένως, η ελάχιστη τιμή ισούται με  

√
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε). 

Στην περίπτωση αυτή είναι α2 = 48, β2 = 36, γ2 = 12 και Ε = 6√3, 

οπότε  

√
1

2
(α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε) = 2√21. 

 

Θέμα 5ο :Αν x, y, z > 0μεx + y + z = √3, να αποδείξετε ότι 

√x2 + 1 − yz + √y2 + 1 − zx + √z2 + 1 − xy ≥ 3. 

 

Απόδειξη:Λόγω της συνθήκης η αποδεικτέα γράφεται  

√3x2 + 3 − 3yz + √3y2 + 3 − 3zx + √3z2 + 3 − 3xy ≥ 3(x + y + z) 

δηλαδή 

√3x2 + (x + y + z)2 − 3yz + √3y2 + (x + y + z)2 − 3zx + 
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√3z2 + (x + y + z)2 − 3xy ≥ 3(x + y + z). 

Αυτή γράφεται και υπό τη μορφή 

∑ √2(x2 + xy + y2) + 2(x2 + xz + z2) − (y2 + yz + z2)

≥ 3(x + y + z). 

Όπως είδαμε και στη λύση του 1ου θέματος, οι παραστάσεις x2 + xy +

y2, y2 + yz + z2, z2 + zx + x2 είναι τα τετράγωνα των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ 

με σημείο FermatT, όπου TA = x, TB = y, TΓ = z. Επομένως είναι  

√2(x2 + xy + y2) + 2(x2 + xz + z2) − (y2 + yz + z2)

= √2γ2 + 2β2 − α2 = 2μα. 

Άρα η ζητούμενη ανισότητα γράφεται ως 

2(μα + μβ + μγ) ≥ 3(ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ) ⟺ GA + GB + GΓ

≥ ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ, 

το οποίο ισχύει.  

Μέρος Δ. 

Με βάση τα παραπάνω, ο αναγνώστης καλείται να αντιμετωπίσει τα 

ακόλουθα θέματα: 

1. Αν z ∈ ℂ, να βρεθεί η ελάχιστη τιμή της παράστασης Κ = |z + 1| + |z + 3| +

|z + 2 − i|. 

2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ στο επίπεδό του. Να αποδείξετε ότι ισχύει  

ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ ≥ 2√3
4

√Ε. 

3. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ (στο οποίο δεν είναι απαραίτητα όλες οι γωνίες μικρότερες 

από 120ο) και Τ το σημείο Fermat του τριγώνου. Να αποδείξετε ότι ισχύει  

ΤΒ + ΤΓ ≤
2α

√3
. 
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4. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου η γωνία Α είναι μικρότερη από 120ο και Τ το 

σημείο Fermat του τριγώνου. Να αποδείξετε ότι ισχύει 3(TB2 + TΓ2) ≥ 2α2. 

Να εξετάσετε αν η ανισότητα ισχύει και όταν είναι ∠A ≥ 120ο. 

5. Αν x, y, z > 0 να αποδείξετε ότι  

x2 + xy + y2

z
+

y2 + yz + z2

x
+

z2 + zx + x2

y
≥ 3(x + y + z). 

6. Έστω τρίγωνο ΑΒΓμε γωνίες μικρότερες από 120ο και Τ το σημείο Fermat του 

τριγώνου. Να αποδείξετε ότι  

TA2

α
+

TB2

β
+

ΤΓ2

γ
≥

ΤΑ + ΤΒ + ΤΓ

√3
. 

7. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς x. Να 

αποδείξετε ότι  

x ≥
2√2E

√α2 + β2 + γ2 + 4√3Ε

. 

(I.M.O. Shortlist, 1993) 

8. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και P σημείο στο επίπεδό του. Να αποδείξετε ότι  

(PA + PB + PΓ) (
1

α
+

1

β
+

1

γ
) > 5. 
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. 

Αξιοποιώντας τα λογισμικά προγράμματα 

 

Σε αυτήν  τη στήλη θα μελετώνται προβλήματα γεωμετρικά, αλλά και 
αλγεβρικά  μέσω λογισμικών προγραμμάτων. Μια τέτοια διαδικασία, που 
εμπεριέχει «κινητικότητα», αποτελεί ένα ισχυρό ερέθισμα στον αναγνώστη 
και σε κάθε υποψήφιο λύτη.  

Για να μπορέσει ο εκπαιδευτικός δάσκαλος να εξαντλήσει τις 
δυνατό -τητες της λεγόμενης «Ζώνης επικείμενης ανάπτυξης» του μαθητή, 
σύμφωνα με τις απόψεις του LevVygotsky(1896-1934), σίγουρα θα 
ξεκινήσει από ένα γενικό ερέθισμα στην αρχή, αλλά οπωσδήποτε σ τη 
συνέχεια θα βρεθεί στην ανάγκη να παράσχει «μικρά πακέτα βοήθειας» 
ώστε να επιτύχει τον διδακτικό του στόχο. Αυτός επιτυγχάνεται και 
διευκολύνεται από τα «εργαλεία» διαθέτουμε στο «ψηφιακό εργαστήριό».  

Στη σημερινή εποχή, η δραστηριότητα στην τάξη επηρεάζεται από τις 
δυνατότητες που παρέχει η Τεχνολογία και βαθμιαία προσαρμόζεται σε 
αυτήν. Για το λόγο αυτό αξίζει να αφιερώσουμε κάποιο χρόνο για τη μύηση 
στο νέο πνεύμα και την ουσιαστική αξιοποίησή της Τεχνολογίας. Θεωρούμε 
ότι ιδιαίτερα στα Μαθηματικά, το μέλλον της εκπαιδευτικής διαδικασίας θα 
επηρεαστεί ριζικά από τη χρήση των λογισμικών και των άλλων 
υποστηρικτικών μηχανισμών. Αυτό θα αλλάξει και τη συνολική εικόνα της 
στρατηγικής της διδασκαλίας. Προς αυτή την κατεύθυνση στοχεύει η 
συγκεκριμένη στήλη .  
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Γεωμετρικές ενασχολήσεις 5. 

Κώστας Δόρτσιος 

 

Να μελετηθεί η σχέση της ημιτονοειδούς συνάρτησης με την 
λεγόμενη αρμονική ταλάντωση.  

 

Αρχική αναφορά 

Είναι γνωστό ότι όταν έχουμε τον τριγωνομετρικό κύκλο (Σχ.1), σημαίνει 

ότι έχουμε έναν θετικά προσανατολισμένο κύκλο που έχει ακτίνα ίση με τη 

μονάδα. Τότε είναι: 

1

2

cos

sin

OM

OM








 

όπου 
1 2
,OM OM  είναι οι αλγεβρικές τιμές των διανυσμάτων 

1 2
,OM OM .   

Σ

χ. 1 
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Αν επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην ημιτονοειδή συνάρτηση, δηλαδή 

στην  

  sinf    

και τη θεωρήσουμε ορισμένη στο διάστημα  0,2 , τότε μπορούμε να 

μελετήσουμε τη γραφική της παράσταση. Η παράσταση αυτή μπορεί να γίνει 

εύκολα με τη βοήθεια λογισμικών και να μας δώσει μια πλήρη μορφή της 

δυναμικής εξέλιξης των τιμών της συνάρτησης αυτής στο πεδίο ορισμού της.   

Στο σχήμα 2 βλέπουμε ένα στιγμιότυπο της «εξέλιξης» της γραφικής 

παράστασης της ημιτονοειδούς συνάρτησης και μάλιστα τη «στιγμή» κατά την 

οποία το σημείο M  κινούμενο με σταθερή «γωνιακή ταχύτητα» κατά τη θετική 

φορά στον τριγωνομετρικό κύκλο και ξεκινώντας από το αρχικό σημείο A  

βρίσκεται στο τρίτο τεταρτημόριο.    

Στο στιγμιότυπο αυτό μπορεί να δει κανείς τα ακόλουθα: 

 Το   228AM
  το οποίο ορίζει τη θέση του σημείου M  και 

αντιστοιχεί στην επίκεντρη γωνία ( )AOM    

Σ

χ.2 
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 Το διάνυσμα OM  το οποίο αντιστοιχεί στο σημείο M .     

 Το διάνυσμα 
2OM  του οποίου η αλγεβρική τιμή ορίζει την τιμή του 

ημιτόνου στη θέση αυτή.  
Ακόμα στο στιγμιότυπο αυτό έχει σημειωθεί η θέση του σημείου S  με 

συντεταγμένες  ,sin  . Αυτό βέβαια σημαίνει ότι: 

Το μήκος  1
OS  είναι ίσο με το μήκος του τόξου AM . Έτσι οι συντεταγμένες 

του σημείου S  είναι ουσιαστικά: 

   

 
1

sin

x S OS ή ό ί

y S

        



 


 

Ύστερα από αυτά μπορούμε να δούμε το τελικό στιγμιότυπο, δηλαδή τη 

συνολική εικόνα του γραφήματος της ημιτονοειδούς συνάρτησης. Το γράφημα 

αυτό θα είναι όταν η γωνία   γίνει ίση με 360
 .   

Βέβαια αν θεωρήσουμε ότι η γωνία   συνεχίσει να αυξάνει και πέραν των 360
  ή 

ακόμα να επεκταθεί και σε αρνητικές τιμές, τότε το γράφημα αποκτά την 

συνολική μορφή που είναι γνωστή ως ημιτονοειδής καμπύλη.  

Συμπερασματικά η συνάρτηση του ημιτόνου είναι η ακόλουθη:  

     : 1,1 sin 1f R ύ f x x       

και έχει το ακόλουθο γράφημα: (Σχ.3) 

Παρατηρούμε ότι στη σχέση (1) έχει γραφεί στη θέση της μεταβλητής το 

γράμμα x  αντί του γράμματος   και η μεταβλητή αυτή δηλώνει πάντα το 

προσημασμένο μήκος του τμήματος 1
OS . (Σχ.2) (Δυναμικό σχήμα 1) 

Σ

χ.3 
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Η ταλάντωση 

Αν τώρα προσέχοντας το σχήμα 1 σκεφτούμε το σημείο M  να εκτελεί 

μια περιστροφική κίνηση πάνω στον τριγωνομετρικό κύκλο με σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα, τότε το σημείο 2M , δηλαδή η προβολή του σημείου M στον άξονα 

των 'y y , δηλαδή στον άξονα των ημιτόνων, τότε θα αντιληφθούμε ότι το σημείο 

αυτό εκτελεί μια ιδιαίτερη «παλινδρομική» κίνηση ανάμεσα από τα σημεία B  

και D  . (Σχ.4) 

Σ

χ.4 
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Ένα στιγμιότυπο της κίνησης αυτής του σημείου 2M  το οποίο 

σημειώθηκε με ένα χρωματισμένο κύκλο, βλέπουμε στο σχήμα 5.  

Το σχήμα αυτό προέκυψε από το σχήμα 4 μετά την αφαίρεση όλων των 

στοιχείων πλην του τριγωνομετρικού κύκλου. Στο σχήμα αυτό μπορεί κανείς να 

διακρίνει ένα «ελαστικό νήμα» (μορφή ελατηρίου), του οποίου το ένα άκρο είναι 

σταθεροποιημένο στην οροφή και στο άλλο είναι δεμένο ένα «υλικό σώμα» μιας 

κάποιας μάζας m . Η κίνηση επομένως του  σώματος αυτού, έτσι όπως 

περιγράφηκε ανωτέρω, είναι μια ταλάντωση που λέγεται «αρμονική ταλάντωση» 

στην πιο απλή της μορφή. (Δυναμικό σχήμα 2) 

Επέκταση της ημιτονοειδούς συνάρτησης 

Η ημιτονοειδής συνάρτηση   sinf x x  γενικά επεκτείνεται και 

γενικεύεται στη μορφή:  

     sin , , 2f x A x R R         

Σ

χ.5 

https://www.geogebra.org/m/fdk4gezn
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Οι αριθμοί   και   ονομάζονται κυκλική συχνότητα και αρχική φάση  

αντίστοιχα. Οι τιμές αυτών προσδιορίζουν κάθε φορά την περίοδο της 

συνάρτησης αυτής και την αρχική φάση αυτής. Είναι γνωστό ότι η περίοδος της 

συνάρτησης αυτής είναι:  

 
2

3
f

T



   

Ακόμα η αρχική φάση   προσδιορίζει τη θέση εκείνη του γραφήματος 

της f  που αντιστοιχεί στην τιμή 0x  . Έτσι στο ακόλουθο σχήμα (Σχ.6) 

μπορούμε να διακρίνουμε το γράφημα της συνάρτησης (2) και τη σημασία των 

τιμών του   και  .   

 

Στο σχήμα αυτό βλέπουμε στο διάστημα  0,2  το γράφημα της 

θεμελιώδους τριγωνομετρικής συνάρτησης   sinf x x  καθώς και το γράφημα 

της συνάρτησης (2) με τις τιμές των , , A   που φαίνονται στο ανωτέρω σχήμα. 

Δηλαδή: 

   1.5sin 3 1.05f x x    

Η τιμή 1.5A   προσδιορίζει το πλάτος της ταλάντωσης και δηλώνεται 

Σ

χ.6 
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από τον κύκλο με διακεκομμένη γραμμή. Η τιμή 3   προσδιορίζει τη περίοδο 

της συνάρτησης αυτή που είναι 
2

3
f

T


  ή αλλιώς ότι στο διάστημα  0,2  η 

συνάρτηση αυτή «γράφει» τρεις φορές την ίδια μορφή της. (Δυναμικό σχήμα 3) 

Μια άλλη μορφή μπορείτε να δείτε στο (Δυναμικό σχήμα 4) 

Σύνθετες ταλαντώσεις 

1. Να μελετηθεί η ταλάντωση που προκύπτει από τη συνάρτηση με 
τύπο:  

     sin sin(2 ), 0,2 4f x x x x      

Ο τύπος (3) εκφράζει το άθροισμα των συναρτήσεων:  

 1
sinf x x   

και 

   2
sin 2f x x   

Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι: 

η περίοδος της πρώτης είναι 1
2T   

και η περίοδος της δεύτερης 2

2

2
T


  . 

Έτσι μπορούμε να πούμε ότι στο διάστημα  0,2  η  πρώτη 

πραγματοποιεί έναν κύκλο ενώ η δεύτερη δύο κύκλους. Με άλλα λόγια η πρώτη 

στο διάστημα αυτό πραγματοποιεί μια πλήρη διαδρομή ενώ η δεύτερη δυο 

τέτοιες διαδρομές. 

https://www.geogebra.org/m/zgkyhcpb
https://www.geogebra.org/m/nvkftsea
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Αν στη συνέχεια σχεδιάσουμε τις δύο αυτές καμπύλες στο ίδιο σύστημα 

αξόνων τότε θα έχουμε το ακόλουθο σχήμα 7. (Σχ.7) 

 

Στο σχήμα αυτό παρατηρούμε τον τρόπο που σχηματίζεται το γράφημα 

της συνάρτησης f . Έτσι το σημείο M  του ζητούμενου αθροίσματος προκύπτει 

από την άθροιση των τεταγμένων των σημείων 1N  και 2
N  τα οποία ανήκουν στα 

γραφήματα των 1
f  και 2

f  αντίστοιχα. Η εξέλιξη του σχήματος έχει ενδιαφέρον 

και στο διάστημα  0,2  παίρνει την τελική μορφή που φαίνεται στο σχήμα 8. 

(Σχ.8) 

 

Σ

χ.7 

Σ

χ.8 
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Ερώτημα: Σε ποιες θέσεις η τριάδα των σημείων 1 2, ,N N M  γίνεται τέτοια ώστε ένα 

από τρία αυτά σημεία είναι το μέσο του τμήματος που ορίζουν τα άλλα δύο; 

(Δυναμικό σχήμα 5) 

Να μελετηθεί η ταλάντωση που προκύπτει από τη συνάρτηση με τύπο:  

        sin sin 16 , 0,2 5f x x x x    

Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση αυτή μπορεί να αναλυθεί σε άθροισμα 

στοιχειωδών τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Δηλαδή:  

  
      

         

1
cos 16 cos 16

2

1 1
cos 15 cos 17 , 0, 2 6

2 2

f x x x x x

f x x x x 

    

  

 

Επομένως η μελέτη αυτής ακολουθεί τη διαδικασία της προηγούμενης 

παραγράφου 1.  

Όμως από τη 

σχέση (5) έχουμε:  

 

 

Από τη σχέση (8) προκύπτει ότι το γράφημα της συνάρτησης f  

βρίσκεται μεταξύ των γραφημάτων των συναρτήσεων:  

   1
sin , 0,2f x x x     

και  

   1
sin , 0,2f x x x     

   

   

   

sin sin 16 sin

sin sin 16 sin 7

sin sin 8

f x x x x

x x x

x f x x

  



  

https://www.geogebra.org/m/n5kjqvfy
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Έτσι έχουμε το ακόλουθο γράφημα: (Σχ.9) 

Στους δύο αυτούς «βρόγχους» που παρατηρούνται στο διάστημα  0,2  

παρατηρούμε ότι μεταξύ του γραφήματος της    sin sin 16f x x x  και των 

γραφημάτων των  1
sinf x x  και  2

sinf x x   υπάρχουν 32 σημεία επαφής 

τα οποία προσδιορίζονται λύνοντας την εξίσωση: 

η οποία προέκυψε από τη σχέση (7). (Δυναμικό σχήμα 6) 

Λύση της (9) 

Η (9) ισοδυναμεί με τις ακόλουθες δύο εξισώσεις:  

και  

 Για την (10) έχουμε:  

Οι λύσεις της (12) στο διάστημα  0,2  είναι:  

Σ

χ.9 

     sin sin 16 sin , 0,2 9x x x x  

     sin sin 16 sin , 0,2 10x x x x  

     sin sin 16 sin , 0,2 11x x x x   

    
 

 

sin 0 12
sin sin 16 sin sin sin 16 1 0

sin(16 ) 1 13

x
x x x x x

x


    



https://www.geogebra.org/m/bnsdg8fv
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 1 2 3
0, , 2 14x x x      

Για την εξίσωση (13) έχουμε:  

   sin 16 1 sin(16 ) sin 16 2 15
2 2 8 32

k
x x x k x

   
          

Επειδή όμως πρέπει οι λύσεις αυτές να είναι μέσα στο διάστημα  0,2  

άρα θα είναι:  

0 2 0 2 0 4 64
8 32

1 63 1 3
4 63 15

4 4 4 4

k

k
x k

k k k

 
    

  

          

          

 

Άρα οι τιμές που μπορεί να πάρει ο ακέραιος k  είναι:  

0,1,2,...,15k    

Επομένως οι 16 λύσεις είναι:  

 

0

1

2 1

15

32

5

8 32 32

2 9

8 32 32

.............................

15 61

8 32 32

x

x

x

x



  

  

  


 


  




   



  



 

Όμοια για τη (11) έχουμε: 

 Η εξίσωση (16) έχει λύσεις τις λύσεις (14) και η εξίσωση (17) λύνεται 

όμοια με την εξίσωση (13) και δίνει ως λύσεις τις εξής:  

      

 

   

sin sin 16 sin sin sin 16 sin 0 sin sin 16 1 0

sin 0 16

sin 16 1 17

x x x x x x x x

x

x

        




 
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 18
8 32

m

m
x

 
    

Οι λύσεις (18) για να ανήκουν στο διάστημα  0,2  θα πρέπει, όπως και 

στην προηγούμενη περίπτωση (15),  να ισχύει:  

1 65 1
16

4 4 4
m     

δηλαδή: 1,2,3,...,16m  . Άρα οι λύσεις (18) είναι οι ακόλουθες 16.   

 1 1 1 1 2

3 7 11 63
, , , ,

32 32 32 32
x x x x

   
       

Οι λύσεις (Λ1) και (Λ2) είναι οι τετμημένες των σημείων επαφής της 

συνάρτησης f  με τις συναρτήσεις 1
f  και 2

f , ενώ οι λύσεις (14) είναι οι 

τετμημένες των σημείων ,   και   του σχήματος 9, από τα οποία διέρχονται 

και οι τρεις ανωτέρω συναρτήσεις. (Σχ.10)  

 

 

 

 

 

Επίλογος 

Όπως έγινε με τα ανωτέρω παραδείγματα, έτσι κανείς μπορεί να 

προχωρήσει σε γραφήματα τριγωνομετρικών συναρτήσεων με πιο σύνθετη 

μορφή και να συνδέσει «διαθεματικά» τα μαθηματικά με τη φυσική. Η βοήθεια 

της νέας τεχνολογίας που καλπάζει διαρκώς, μας λύνει τα χέρια για τέτοια 

σχήματα και τέτοιες διερευνήσεις.  

 

Σ

χ.10 
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Από το προηγούμενο τεύχος 4 

5. Τα μήκη των διαδοχικών πλευρών AB, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ, ενός 

τετραπλεύρου ΑΒΓΔΕ είναι 6, 33, 47  και 34  μονάδες μέτρησης.  

Ποια είναι η γωνία των διαγωνίων του;  

(Παρόλο που τα μεγέθη αυτά φαίνονται τυχαία, εν τούτοις αυτά δεν επιλέχτηκαν 

τυχαία) (Centrale maths) 

Λύση 

Σ

χ.1 
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Εργαζόμαστε στο σχήμα: (Σχ.1) 

Από τα τρίγωνα   και   καθώς και από το νόμο των συνημιτόνων 

έχουμε:  

 

 

2 2 2

2 2 2

6 2 cos( ) 1

47 2 cos( ) 2

y n yn

x m xm





  

  
 

Από τις (1) και (2) με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε:  

 2 2 2 2
2245 2 cos( ) 2 cos( ) 3x y m n xm yn         

Από τα τρίγωνα   και   καθώς και από το νόμο των συνημιτόνων 

έχουμε:  

 

 

2 2 2

2 2 2

33 2 cos( ) 4

34 2 cos( ) 5

y m ym

x n xn





  

  
 

Από τις (4) και (5) με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε:  

2 2 2 2
2245 2 cos( ) 2 cos( )x y m n ym xn        

και επειδή:     ,  η τελευταία σχέση γίνεται:  

 2 2 2 2
2245 2 cos( ) 2 cos( ) 6x y m n ym xn        

 Έτσι από τις (3) και (6) σχέσεις προκύπτει:  

2 cos( ) 2 cos( ) 2 cos( ) 2 cos( )xm yn ym xn        

ή ακόμα:  

 

     

     

     

   

 

cos( ) 0

cos 0

cos 0

cos 0

0

cos 0 90

xm yn ym xn

x m n y m n

x y m n











 

    

      

   

  


  

  

 

Επομένως οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου αυτού είναι κάθετες.  
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Παρατήρηση 

Γενικά ισχύει:  

 Όταν γνωρίζουμε τα μήκη των τεσσάρων πλευρών ενός τετραπλεύρου 

στο επίπεδο τότε μπορούμε να κατασκευάσουμε πλέον του ενός 

τετραπλεύρου.  

Αλλιώτικα  

 Όταν γνωρίζουμε τα μήκη των τεσσάρων πλευρών ενός τετραπλεύρου 

στο επίπεδο τότε το τετράπλευρο αυτό δεν ορίζεται μονοσήμαντα.  

 

Αυτό γίνεται αντιληπτό αν σκεφτούμε την κατασκευή ενός τέτοιου 

τετραπλεύρου. Για παράδειγμα το σχήμα 1 κατασκευάστηκε ως εξής:  

Θεωρήθηκε μια διαγώνιος, στην περίπτωσή μας η  τέτοια ώστε να 

ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα για τα δύο τρίγωνα   και  . Δηλαδή 

να ικανοποιεί ταυτόχρονα τις ανισοτικές σχέσεις:  

 27 39 7         

 13 81 8          

Έτσι πρέπει να είναι:  

 27 39 9    

Για την κατασκευή τώρα του 

τετραπλεύρου  , κατασκευάζουμε 

τα δύο τρίγωνα   και   

γνωρίζοντας την κοινή πλευρά   από 

τη σχέση (9) καθώς και τις δύο άλλες 

πλευρές αυτών από τα δεδομένα του 

προβλήματος.   
Σ

χ.2 
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Επομένως για κάθε μια τιμή της διαγωνίου   στο διάστημα  27,39  

έχουμε κι ένα νέο τετράπλευρο.  

Για όλα αυτά τα τετράπλευρα με τα δεδομένα του προβλήματος 

δείχθηκε ότι οι διαγώνιες τέμνονται κάθετα.  

Ένα τέτοιο τετράπλευρο βλέπουμε στο σχήμα 2. 

6. Το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΜΝ είναι εγγεγραμμένο μέσα σε ένα 
τετράγωνο ABCD,  όπως φαίνεται στο συνημμένο σχήμα.  

Να αποδειχθεί ότι ισχύει η σχέση: 

 

               ( ) ( ) ( ) 1ABM ADN MNC        

(Centrale maths) 

Λύση 
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1ος τρόπος. Εργαζόμαστε στο ακόλουθο σχήμα (Σχ.3). 

Παρατηρούμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα ABM  και ADN  είναι ίσα διότι 

έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές ίσες, δηλαδή: 

AB AD a   και AM AN m    

Επομένως γίνεται αντιληπτό ότι οι γωνίες που σημειώθηκαν στο σχήμα 3 

είναι εύκολα να υπολογιστούν.  

Από το τρίγωνο ABM  έχουμε:  

   cos75 2
o

x AM  

όμως είναι:  

 
2 3 2 1

cos75 cos 45 30 cos 45 cos30 sin 45 sin 30
2 2 2 2

o o o o o o o
          

άρα:  

 
6 2

cos 75 3
4

o 
   

 

Σ
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Έτσι από τη (2) προκύπτει:  

 
6 2

4
4

x m


  

Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο ABM  έχουμε: 

     

 

2 2 2

2 2 26 2

4

.......................................

2 2 3 5

AB BM AM

a m m

m a

  

 
    
 



 

  

Στη σχέση (5) το διπλό ριζικό 2 3  είναι της μορφής:    και 

είναι γνωστό ότι αν 2 2
   τότε θα είναι:  

2 2

   
      

 Έτσι στην περίπτωσή μας επειδή: 2 2
2 3 4 3 1     θα έχουμε:  

2 1 2 1 3 1 3 1 6 2
2 3

2 2 22 2 2

   
         

  
6 2

2 3 6
2


   

Έτσι η (5) σύμφωνα με την (6) έχουμε: 

 
6 2

2 2 3 2 6 2
2

m a  


      

δηλαδή: 

   6 2 7m    

Από τη σχέση (7) η σχέση (4) τελικά γίνεται:  
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 
 

 

2

6 26 2 6 2 2 6 2 8 2 12
6 2

4 4 4 4

8 2 2 3
2 3

4

x a a a

x a a

    
      

 
  

 

δηλαδή: 

   2 3 8x a   

Συνεχίζοντας μπορούμε να βρούμε και τη τιμή του  y MC .  

Έτσι είναι:  

   2 3 3 1y a x a a a          

   3 1 9y a    

Από την (8) έχουμε ότι το πρώτο μέλος της ζητούμενης σχέσης 

(1) είναι:  

   
1

( ) ( ) 2 2 2 3
2

ABM ADN ABM a x a x a a              

   2
( ) ( ) 2 3 10ABM ADN a      

Όμοια από την (9) το δεύτερο μέλος της ζητούμενης σχέσης (1) είναι: 

     
2

2 2 21 1 1
( ) 3 1 4 2 3 2 3

2 2 2
MNC y a a a          

 

   2
( ) 2 3 11MNC a     

Έτσι από τις (10) και (11) προκύπτει η ζητούμενη (1). 

2ος τρόπος (από το Ολλανδικό περιοδικό με τίτλο: Nieuw Tijdschrift voor 

Wiskunde 55(1967-1968), problème 1580, page 125) 
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 Αναφερόμαστε στο ακόλουθο σχήμα: (Σχ.4) 

Μετακινούμε τα τρία τρίγωνα της ζητούμενης σχέσης από την αρχική 

θέση τους μέσα στο τετράγωνο ABCD  σε ένα κύκλο διαμέτρου ίσης με την 

πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου AMN , έτσι ώστε:  

 Το τρίγωνο CMN  να οδηγηθεί με περιστροφή στη θέση C EF . 

 Το τρίγωνο ABM  να οδηγηθεί με περιστροφή στη θέση EB F . 

 Το τρίγωνο AND  να οδηγηθεί με περιστροφή στη θέση ED F .  
Αν τώρα θεωρήσουμε τα σημεία , ,B C D    ως τα συμμετρικά αντίστοιχα 

των κορυφών , ,B C D    ως προς τη διάμετρο EF , τότε εύκολα διαπιστώνουμε 

ότι το εξάπλευρο B C D D C B       είναι ένα κανονικό εξάγωνο.  

Ακόμα τα τρία αυτά τρίγωνα έχουν την ίδια βάση που είναι η διάμετρος 

του κύκλου και τα ύψη των είναι: 

 Η ακτίνα του κύκλου YC   για το EC F  και η μισή ακτίνα 

1

2
B P D Q YC      για τα άλλα δύο.  

Έτσι αμέσως προκύπτει η ζητούμενη σχέση (1).  (Δυναμικό σχήμα 7)  

Για την άλλη φορά 

7. Το «μανιτάρι» του κατωτέρω σχήματος είναι εγγεγραμμένο στο 
τετράγωνο ABCD  με πλευρά 10AB cm . Να βρεθεί το εμβαδόν του και η 
περίμετρός του.  

Σ

χ.4 

https://www.geogebra.org/m/dxtewnjj
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8. Τί μπορείτε να πείτε για τις γωνίες του τριγώνου ABC   στο 
οποίο μεταξύ των πλευρών του ισχύει η σχέση:  

3 3 3
2a b c

a
a b c

 


 
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9. Να δημιουργήσετε, με κάποιο λογισμικό, ένα δυναμικό 
περιβάλλον «κατασκευής» της σπείρας του αρχιμήδη με τελική ακτίνα ίση με 
4cm  και η οποία  να έχει τέσσερες περιστροφές, χωρίς τη χρήση της 
αναλυτικής εξίσωσης αυτής, αλλά με τη γεωμετρική της ιδιότητα η οποία 
λέει:  

«Αν μια ημιευθεία Ox  περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα   γύρω από την αρχή της O  και ένα σημείο M  κινείται με 

σταθερή ταχύτητα επί της ημιευθείας αυτής ξεκινώντας από την αρχή 

O , τότε το σημείο αυτό διαγράφει τη λεγόμενη σπείρα του Αρχιμήδη»  

Ιστότοποι 

1. http://centraledesmaths.uregina.ca/ 
 

Λογισμικό 

2. Geogebra 
 

  

http://centraledesmaths.uregina.ca/
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Χρήση των Μαθηματικών στην Τεχνολογία την 
καθημερινότητα και τις Επιστήμες 

 

Τα Μαθηματικά που διδάσκονται στο Ελληνικό σχολείο δεν 
αναδεικνύουν  σχεδόν ποτέ την εφαρμογή τους στην Τεχνολογία, στις 
Επιστήμες, στην Τέχνη και σε άλλους τομείς της ανθρώπινης 
δραστηριότητας. Αυτό είναι κατάφορα αντιφατικό με την εκπαιδευτική 
διαδικασία, διότι είναι μόνιμο ερώτημα και διαχρονικό ερώτημα των 
μαθητών είτε ενδιαφέρονται πολύ είτε λίγο με τα Μαθηματικά να 
γνωρίσουν και να μάθουν κάποιες πλευρές της «χρησιμότητάς» τους.  

Ένας στόχος λοιπόν, αυτής της στήλης είναι να αναδείξει όψεις της 
χρήσης των Μαθηματικών στην Τεχνολογία, στις Επιστήμες.  

Ένας δεύτερος στόχος αυτής της στήλης είναι να δείξει πώς 
ερωτήματα και προβλήματα που αντιμετωπίζει η Τεχνολογία και οι 
Επιστήμες μπορεί να αποτελέσουν για τα Μαθηματικά πηγή για νέες 
δημιουργικές προτάσεις και ενδιαφέρουσες λύσεις.  
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Αναζητώντας στρατηγική νίκης στο ΝΙΜ 

Σωτήρης Δ. Χασάπης3 

Εισαγωγή – Υπενθυμίσεις 

Στο ΝΙΜ έχουμε ένα πλήθος από σωρούς με αντικείμενα που μπορούμε 

να πάρουμε. Για να έχει νόημα το παιχνίδι διαθέτουμε από 2 σωρούς και πάνω. 

Δύο παίκτες παίζουν εναλλάξ και σε κάθε τους κίνηση μπορούν να αφαιρέσουν 

όσα αντικείμενα θέλουν(τουλάχιστον ένα όμως), πχ βότσαλα, από έναν και μόνο 

σωρό. Νικητής θα είναι αυτός που θα πάρει το τελευταίο αντικείμενο από το 

τραπέζι. Το ερώτημα που προκύπτει είναι αν δοθεί μία αρχική κατάσταση του 

παιχνιδιού με k πλήθος σωρών, καθένας από τους οποίους περιέχει βότσαλα, 

υπάρχει η δυνατότητα να προσδιοριστεί ένας τρόπος, δηλαδή μία διαδοχή 

κινήσεων, δοθέντος ότι και οι δύο παίκτες παίζουν όσο καλύτερα μπορούν, ώστε 

να είναι γνωστό ποιος από τους δύο, αν υπάρχει κάποιος, μπορεί να κερδίσει; Για 

παραδείγματα του παιχνιδιού μπορείτε να δείτε το τεύχος 4 του περιοδικού 

Μελέτη. Μία λύση δόθηκε από τον Charles Bouton ήδη από το 1901 στο 

[Bouton]. Παρακάτω κάνουμε μία διερεύνηση προς αυτήν.  

Διερευνώντας στρατηγική νίκης 

Θα κάνουμε μία διερεύνηση για την εύρεση στρατηγικής νίκης, 

ακολουθώντας πορεία από το τέλος προς την αρχή του παιχνιδιού, δηλαδή με 

επαγωγή προς τα πίσω (backwards induction [GymrekLi]). Αν 

υποθέσουμε ότι παίζουμε ένα παιχνίδι με 3 σωρούς, τότε σε κάθε βήμα με ( k, l, 

m) θα συμβολίσουμε το πλήθος των βοτσάλων – μετρητών (counters είναι ο 

όρος που χρησιμοποιείται στη βιβλιογραφία ο γενικός όρος αντί για 

συγκεκριμένα αντικείμενα) σε καθέναν από τους σωρούς. 

Για να το πετύχουμε αυτό χαρακτηρίζουμε μία θέση ως Α-θέση, αν 

εξασφαλίζει νίκη στον παίκτη που μόλις έχει παίξει και ως Β-θέση, αν 

εξασφαλίζει νίκη στον επόμενο παίκτη από αυτόν που μόλις έχει παίξει. Έτσι, σε 

                                           
3 shasapis@gmail.com – Πρότυπο ΓΕΛ Ευαγγελικής Σχολής Σμύρνης – www.arithmoi.gr  

http://mathematica.gr/meleti/meleti4.pdf
http://mathematica.gr/meleti/meleti4.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_L._Bouton
mailto:shasapis@gmail.com
http://www.arithmoi.gr/
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ένα παιχνίδι με 3 σωρούς η θέση (0,0,ν) είναι Β – θέση, για ενώ η θέση (0,1,1) 

είναι Α-θέση. 

Για να πετύχουμε την επαγωγή προς τα πίσω χαρακτηρίζουμε τις θέσεις 

με την εξής διαδικασία:  

1. Κάθε τερματική θέση, που έχει κερδίσει αυτός που έπαιξε, είναι μία Α-

θέση. 

2. Κάθε θέση που μπορεί να οδηγήσει σε Α-θέση είναι μία Β-θέση. 

3. Για τις θέσεις που οδηγούν αποκλειστικά σε Β-θέσεις τις 

χαρακτηρίζουμε ως Α-θέσεις. 

4. Αν όλες οι θέσεις έχουν χαρακτηριστεί, τότε έχουμε στρατηγική, 

διαφορετικά συνεχίζουμε από το βήμα 2 παραπάνω έως χαρακτηριστούν όλες οι 

θέσεις. 

Έτσι, στο ΝΙΜ ως τερματική θέση, είναι η (0,0,0) που χαρακτηρίζεται ως 

Α-θέση, αφού αυτός που έπαιξε και κατέληξε σε αυτήν έχει κερδίσει. Επομένως, 

κάθε θέση της μορφής (0,0,ν), (0,ν,0), (ν,0,0) είναι μία Β-θέση, αφού ο επόμενος 

παίκτης μπορεί να πάρει τα υπόλοιπα ν-βότσαλα του μοναδικού σωρού και να 

κερδίσει. Στον επόμενο πίνακα χαρακτηρίζονται μερικές ακόμα θέσεις, ώστε να 

γίνει αντιληπτή μία πιθανή στρατηγική:  

Βλέπουμε Χαρακτηρισμός Παίζουμε 

(1,0) Β- θέση (0,0) 

(1,1) Α-θέση  

(2,1) Β-θέση (1,1) 

(ν,μ), ν>μ Β-θέση (μ,μ) 

(μ,μ),  Α-θέση  
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(1,1,1) Β-θέση (1,1,0) 

(5,3,3) Β-θέση (0,3,3) 

(κ,ν,ν) Β-θέση (0,ν,ν) 

(1,2,3) Α-θέση (0,2,3) → (0,2,2)  

(1,1,3) → (1,1,0)  

(1,2,2) → (0,2,2)  

(1,2,1) → (1,0,1)  

σε ό,τι άλλο χάνει επίσης 

 

Για να κερδίσεις λοιπόν, πρέπει να τον φέρεις τον άλλο στη θέση (1,1) από 

όσους σωρούς κι αν ξεκινήσετε. Αυτό σημαίνει ότι κάθε φορά που θα κάνει ο 

άλλος μία κίνηση να μπορείς εσύ να την αντιγράφεις στον άλλο σωρό, όταν έχετε 

δύο σωρούς και αυτό μπορεί να γίνει μόνο αν κάποια στιγμή στους δύο σωρούς 

εμφανιστεί μπροστά στον άλλο η θέση (ν,ν).  

Πώς γενικεύεται όμως η στρατηγική αυτή, αν οι σωροί είναι περισσότεροι 

από 2; Στον πίνακα είδαμε ότι οι θέσεις (1,1,1), (κ,ν,ν) είναι Β-θέσεις, δηλαδή 

μπορεί να κερδίσει αυτός που παίζει αμέσως μετά από αυτήν την κατάσταση, 

αφού μπορεί να οδηγήσει το παιχνίδι στο νικητήριο για αυτόν παιχνίδι δύο 

ισοπληθικών σωρών, όπου μετά απλά θα μπορεί να αντιγράφει τις κινήσεις που 

κάνει ο αντίπαλός του στον ένα σωρό, κάνοντάς τις αυτός στον άλλο και 

διατηρώντας πάντα τη σχέση (ν,ν), μέχρι να καταλήξει στην (0,0) που σημαίνει 

νίκη. Η θέση (1,2,3) επίσης σημαίνει νίκη για αυτόν που μόλις έπαιξε, δηλαδή 

είναι μία Α-θέση. Αυτό συμβαίνει, διότι και εδώ υπάρχει η δυνατότητα 

«αντιγραφής» της κίνησής του, ώστε να καταλήξουμε σε δύο ισορροπημένους 

σωρούς που οδηγούν όπως είδαμε πάντα σε νίκη.  
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Η κωδικοποίηση αυτής της διαδικασίας μπορεί να γίνει ευκολότερα και 

περιγράφηκε κατ’ αυτόν τον τρόπο ήδη από τον [Bouton] με χρήση της 

δυαδικής αναπαράστασης του πλήθους των «βοτσάλων» σε καθέναν από τους 

σωρούς, όπως περιγράφεται αναλυτικά παρακάτω. 

Η βασική ιδέα 

Υποθέτουμε ότι έχουμε χωρίσει καθέναν από τους σωρούς του ΝΙΜ σε 

υποομάδες κάθε μία από τις οποίες διαθέτει ακριβώς μία δύναμη του δύο, 

πλήθος αντικειμένων. Έτσι κάθε ομάδα θα έχει 1 ή 2 ή 4 ή 8 βότσαλα κλπ. Αυτό 

αντιστοιχεί στο ανάπτυγμα του πλήθους των αντικειμένων του σωρού στο 

δυαδικό σύστημα αρίθμησης, οπότε πάντα είναι εφικτό να γίνει. Για παράδειγμα, 

αν ένας σωρός διαθέτει 48 βότσαλα, τότε έχουμε άρα μπορούμε να τον 

χωρίσουμε σε δύο ομάδες: μία των και μία βοτσάλων. Μία θέση θα λέγεται 

ισορροπημένη θέση, αν έχει άρτιο πλήθος υποομάδων αντικειμένων καθενός 

μεγέθους, ενώ αν έχει περιττό πλήθος υποομάδων αντικειμένων για κάποιο 

μέγεθος δεν θα είναι ισορροπημένη. Ας δούμε ένα 

Παράδειγμα 1 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τρεις σωρούς από βότσαλα με 48, 37 και 13 

βότσαλα αντίστοιχα, τότε η δυαδική τους αναπαράσταση είναι 110000, 100101 , 

1101 αντίστοιχα. Συνεπώς οι υποομάδες σε κάθε σωρό έχουν ως εξής:  

Υποομά

δα 

Σωρός 1 

: 48 β. 

Σωρός 

2: 37 β. 

Σωρός 

3: 13 β. 

Πλήθος 

Υπ 

 1 1 0 2 

 1 0 0 1 

 0 0 1 1 

 0 1 1 2 

https://www.jstor.org/stable/1967631
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 0 0 0 0 

 0 1 1 2 

 

Η παραπάνω θέση δεν είναι ισορροπημένη, διότι οι υποομάδες πλήθους 

16 και 8 βοτσάλων είναι περιττό πλήθος από 1 υποομάδα. Διαφορετικά, 

μπορούμε να το δούμε ως άθροισμα των υποομάδων mod2, όπως στον 

παρακάτω πίνακα.  

Σωρός 1: 48 

βότσαλα 

 1 1 0 0 0 0  

Σωρός 2: 37 

βότσαλα 

 1 0 0 1 0 1  

Σωρός 3: 13 

βότσαλα 

 0 0 1 1 0 1  

Άθροισμα mod2 σε κάθε ψηφίο: 0 1 1 0 0 0 Μη 

ισορροπημένο Β-

θέση 

 

Κάθε κατάσταση μη ισορροπίας μπορεί να μεταβληθεί σε ισορροπημένη, 

αφαιρώντας κατάλληλο πλήθος βοτσάλων από τη μεγαλύτερη ανισόρροπη 

υποομάδα. Έτσι, αν στο παράδειγμά μας αφαιρέσουμε 8 βότσαλα από την 

υποομάδα των 16 του 1ου σωρού θα έχουμε την επόμενη κατάσταση:  

Υποομά

δα 

Σωρός 1 

: 47 β. 

Σωρός 

2: 37 β. 

Σωρός 

3: 13 β. 

Πλήθος 

Υπ 
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 1 1 0 2 

 0 0 0 0 

 1 0 1 2 

 0 1 1 2 

 0 0 0 0 

 0 1 1 2 

 

Η οποία, χρησιμοποιώντας πίνακα της δεύτερης μορφής μπορεί να 

γραφεί:  

Σωρός 1: 47 

βότσαλα 

 1 0 1 0 0 0  

Σωρός 2: 37 

βότσαλα 

 1 0 0 1 0 1  

Σωρός 3: 13 

βότσαλα 

 0 0 1 1 0 1  

Άθροισμα mod2 σε κάθε ψηφίο: 0 0 0 0 0 0 Ισορροπημέν

ο Α-θέση 

 

Στο δυαδικό ανάπτυγμα επιπλέον κάθε αριθμός μπορεί να 

μετασχηματιστεί σε οποιονδήποτε μικρότερο, ώστε τελικά να επιτυγχάνεται 

ισορροπημένη θέση. Αυτό συμβαίνει διότι ισχύουν τα εξής δύο θεωρήματα:  
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Θεώρημα Ι. Αν στο τραπέζι βρίσκεται μία ισορροπημένη θέση, τότε η 

επόμενη κίνηση θα την καταστήσει μη ισορροπημένη. 

Αυτό συμβαίνει, διότι στην επόμενη κίνηση μπορεί να αλλάξει το πλήθος 

των βοτσάλων σε έναν μόνο σωρό και αναγκαστικά θα γίνει μία τέτοια αλλαγή, 

αφού ο επόμενος παίκτης οφείλει να παίξει. Όμως, εφόσον οι αριθμοί στους 

άλλους δύο σωρούς είναι δεδομένοι, τότε ο τρίτος σωρός είναι μονοσήμαντα 

καθορισμένος, ώστε να υπάρχει ισορροπία, άρα η ισορροπία θα αλλάξει. 

Θεώρημα ΙΙ. Αν στο τραπέζι υπάρχει μία ισορροπημένη θέση και ένας 

παίκτης την αλλάξει, τότε ο άλλος στη συνέχεια μπορεί να την φέρει πάλι σε 

ισορροπία. 

Λόγω της μοναδικότητας κάθε κατάστασης ισορροπίας μπορούμε πάντα 

αλλάζοντας το μεγαλύτερης αξίας ψηφίο σε έναν από τους τρεις σωρούς, να 

μεταβάλλουμε όσα από τα κάθετα αθροίσματα είναι αναγκαίο, ώστε τελικά να 

φέρουμε θέση ισορροπίας. 

Συμπέρασμα 

Συνεπώς, αν η αρχική κατάσταση του παιχνιδιού είναι ισορροπημένη, 

τότε μπορούμε να πούμε ότι ο δεύτερος παίκτης έχει στρατηγική νίκης, αφού 

σύμφωνα με το θεώρημα Ι, ο πρώτος παίκτης θα αναγκαστεί να φέρει το παιχνίδι 

σε μη ισορροπημένη θέση και τότε ο δεύτερος παίκτης μπορεί να το φέρει και 

πάλι σε ισορροπία, οδηγώντας το στη νικητήρια θέση (0,0). Είναι ιδιαίτερα 

ενδιαφέρον, ότι η στρατηγική του ΝΙΜ μπορεί να εφαρμοστεί σε μία ολόκληρη 

κατηγορία παιχνιδιών που λέγονται impartial games, αλλά αυτό είναι θέμα που 

θα μας απασχολήσει σε άλλο άρθρο. 
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Επίλυση και σύνθεση προβλημάτων 

Ο σκοπός αυτής της στήλης είναι να αναδεικνύει πρακτικές και 
τεχνικές που ακολουθούμε για να μεταβάλουμε ένα δεδομένο πρόβλημα ή 
άσκηση, να το «πειράξουμε», ώστε να προκύψει κάτι που έχουμε κατά νου 
με βάση κάποιο σχέδιο. Σε μερικές περ ιπτώσεις αυτό το μεταλλαγμένο 
πρόβλημα πηγάζει και με αυθόρμητο τρόπο ως μία μορφή πειραματισμού.  

Στη διεθνή βιβλιογραφία αυτή η πρακτική ονομάζεται 
problemposing .  Στην ελληνική βιβλιογραφία την αποδίδουμε με τον όρο 
«σύνθεση προβλημάτων». Επειδή ο σκοπός της στήλης δεν είναι η 
διατύπωση θεωριών, θα δίνουμε παραδείγματα σύνθεσης νέων 
προβλημάτων βασισμένων σε κάποια που ήδη έχουν διατυπωθεί. Στην 
πραγματικότητα αυτή την πρακτική την ακολουθούν πολλοί δάσκαλοι των 
Μαθηματικών για να συνθέσουν νέα προβλήματα με στόχο π.χ. ένα τεστ 
ικανοτήτων των μαθητών τους, ή να διαμορφώσουν ένα «καλό» θέμα για 
ένα διαγώνισμα ή ακόμα να λύσουν μια προσωπική τους απορία 
διατυπώνοντας ή μεταβάλλοντας ένα συγκεκριμένο πρόβλημα.  

Ένας από τους ποιο συνηθισμένους τρόπους «πειράγμα τος» 
προβλημάτων είναι η τροποποίηση κάποιων δεδομένων με στόχο είτε να τα 
μετατρέψουμε σε δυσκολότερα είτε σε ευκολότερα προβλήματα. Στα 
παραδείγματα που θα δίνουμε  κάθε φορά στη στήλη αυτή θα είναι 
σχολιασμένα ώστε να φαίνεται ο σκοπός των αλλαγών.  
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Το τρίγωνο του Πασκάλ και οι παραλλαγές του βάσει του 
(xα+β)ν

 

Λεωνίδας Λιπώνης4 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Σε αυτό το άρθρο θα παρουσιαστεί το τρίγωνο του Πασκάλ μαζί με 

κάποιες μη γνωστές έως τώρα παραλλαγές του. Αρχικά, θα σχηματιστεί το 

τρίγωνο του Πασκάλ και θα αναλυθούν κάποιες γνωστές ιδιότητές του. 

Αργότερα, θα κατασκευαστούν παραλλαγές του τριγώνου και θα αναλυθούν οι 

ιδιότητες των νέων τριγώνων, με σκοπό να βρεθεί η γενική περίπτωση και γενική 

μορφή των ιδιοτήτων. Για διευκόλυνση του αναγνώστη, στο παρόν άρθρο 

χρησιμοποιήθηκαν κεφαλαία γράμματα της ελληνικής αλφαβήτου για το 

συμβολισμό αυτών των ιδιοτήτων - μία πράξη που θεωρήθηκε απαραίτητη για 

ευκολότερη εφαρμογή των ιδιοτήτων στις παραλλαγές το τριγώνου του Πασκάλ. 

Επίσης, όσες από τις ακολουθίες που θα εμφανιστούν στη συνέχεια υπάρχουν 

στο https://oeis.org θα δίνονται τα ID τους (π.χ. ID: Α000045). 

                                           
4 Μαθητής 8ου ΓΕΛ Θεσσαλονίκης. 

https://oeis.org/
https://oeis.org/
https://oeis.org/
https://oeis.org/
https://oeis.org/
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ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ 

Τρίγωνο του Πασκάλ, ιδιότητες, ακολουθίες, συνεκτικοποίηση, 

γενικευμένη περίπτωση παραλλαγής του τριγώνου Πασκάλ 

Ο Blaise Pascal ήταν ένας Γάλλος μαθηματικός και φιλόσοφος του 17ου 

αιώνα. Μία από τις πιο διάσημες επιστημονικές μελέτες του είναι το “τρίγωνο 

του Πασκάλ”, το οποίο έχει εφαρμογές στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη 

Συνδυαστική. 

Το τρίγωνο κατασκευάζεται σε σειρές από τους συντελεστές των όρων της 

ανάπτυξης του (α+β)ν. Στην Εικόνα 1.0 παρουσιάζεται η ανάπτυξη του (α+β)ν 

για ν = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

 

 

Αυτοί οι συντελεστές παρατεταγμένοι σε σειρές σχηματίζουν το τρίγωνο 

του Πασκάλ, όπου ν είναι η νιοστή σειρά του τριγώνου (ξεκινάει από τη μηδενική 

σειρά). Στις Εικόνες 1.1 και 1.2 αποτυπώνονται γνωστές ιδιότητες του τριγώνου 

με ονομασίες που υιοθετήθηκαν για τους σκοπούς του παρόντος άρθρου. 

 

 

Εικόνα 1.0 - Ανάπτυξη του (α+β)ν 
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Εικόνα 1.1 Τρίγωνο Πασκάλ και απεικόνιση ιδιοτήτων Υ, Ω, Ξ 

 
Εικόνα 1.2 - Τρίγωνο Πασκάλ και απεικόνιση ιδιοτήτων Κ, Φ, Ζ 
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Ας περιγραφούν σύντομα οι ιδιότητες που φαίνονται στις Εικόνες 1.1 και 1.2. 

Σύμφωνα με την ιδιότητα Y, κάθε στοιχείο (αριθμός) προκύπτει ως το 

άθροισμα των δυο στοιχείων άνω από αυτό. Για παράδειγμα, το 2ο στοιχείο της 

4ης σειράς (ο αριθμός) 4 είναι το άθροισμα των 1 και 3 που βρίσκονται ακριβώς 

πάνω από αυτό. 

Η ιδιότητα Ω ορίζει ότι το άθροισμα των αριθμητικών τιμών των 

στοιχείων στη νιοστή σειρά του τριγώνου ισούται με την ν-οστή δύναμη του 2. 

Δηλαδή, στην 3η σειρά βρίσκονται τα στοιχεία 1, 3, 3, 1 και το άθροισμά των 

αριθμητικών τιμών τους είναι 1+3+3+1 = 8, ή αλλιώς 23. 

Η ιδιότητα Ξ λέει ότι αν εκλάβουμε τη ν-οστή σειρά του τριγώνου ως 

έναν αριθμό σχηματιζόμενο από τις αριθμητικές τιμές των στοιχείων της σειράς 

αυτής παρατεταγμένους σε σειρά (π.χ. για τις πρώτες τέσσερις σειρές 

προκύπτουν οι αριθμοί: 1, 11, 121, 1331), οι παραγόμενοι αριθμοί είναι ίσοι με 

τη ν-οστή δύναμη του 11. Για παράδειγμα, το 1331 της 3ης σειράς ισούται με 

113. 

Η ιδιότητα Κ δείχνει πως υπάρχουν διάφορες ακολουθίες αριθμών που 

προκύπτουν από τα στοιχεία που ανήκουν στις ευθείες που διαπερνούν νοητά τις 

πλάγιες στήλες κ του τριγώνου. Σημειωμένες είναι στην Εικόνα 1.2 (από 

αριστερά προς τα δεξιά) οι άσοι (ID: Α000012), οι φυσικοί αριθμοί (ID: 

Α000027), οι τριγωνικοί αριθμοί (ID: Α000217) και οι τετραεδρικοί αριθμοί 

(ID: Α000292) . 

Η ιδιότητα Φ έχει να κάνει με την ακολουθία Fibonacci (ID: Α000045): 

το άθροισμα των αριθμητικών τιμών των στοιχείων που ανήκουν στην ευθεία που 

διαπερνά νοητά τη φ-ιοστή πλάγια σειρά του τριγώνου αποτελεί τον φ-ιοστό όρο 

της ακολουθίας Fibonacci. Για παράδειγμα, στην 5η πλάγια σειρά φ βρίσκονται 

οι αριθμητικές τιμές των στοιχείων 1, 4, 3 οι οποίες αθροιζόμενες δίνουν τον 5ο 

όρο αυτής της ακολουθίας, το 8. 
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Τέλος, η ιδιότητα Ζ είναι ο τύπος που χρησιμοποιεί τις συντεταγμένες (ν, 

κ) ενός στοιχείου πάνω στο τρίγωνο για να υπολογίσει την αριθμητική τιμή του. 

Για παράδειγμα, για ένα στοιχείο Α με συντεταγμένες Α(3, 1) ισχύει: 

 

(
𝜈
𝜅

) = (
3
1

) =
3!

1! 2!
=

6

1 ⋅ 2
= 3 

 

Πράγματι, το στοιχείο σε αυτή τη θέση έχει αριθμητική τιμή ίση με 3. 

Σημειώνεται πως ο τύπος αυτός είναι όμοιος με τον τύπο της γενικής περίπτωσης 

για τις πλάγιες στήλες κ. 

1η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Αυτό ήταν εν συντομία το τρίγωνο του Πασκάλ, με κάποια από τα βασικά 

του γνωρίσματα που είναι έως σήμερα γνωστά. Στη συνέχεια, θα κατασκευαστούν 

παραλλαγές του τριγώνου του Πασκάλ, στις οποίες θα εφαρμοστούν οι ιδιότητες 

που αναλύθηκαν προηγουμένως. Για την κατασκευή απαιτείται όμοια διαδικασία 

με πριν. Το ακόλουθο τρίγωνο δημιουργείται σε σειρές από τους συντελεστές 

των όρων της ανάπτυξης του (2α+β)ν, όπου το ν εξακολουθεί να είναι η νιοστή 

σειρά του τριγώνου. Στην Εικόνα 2.0 παρουσιάζεται η ανάπτυξη του (2α+β)ν για 

ν = 0, 1, 2, 3, 4, 5: 

 

 
Εικόνα 2.0 - Ανάπτυξη του (2α+β)ν 
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Οι συντελεστές που παρουσιάζονται στην Εικόνα 2.0 αν παραταχθούν 

όπως προηγουμένως σχηματίζουν μία παραλλαγή του τριγώνου του Πασκάλ, η 

οποία απεικονίζεται στις Εικόνες 2.1, 2.2 και 2.3. Στις εικόνες αυτές 

αποτυπώνονται, επίσης, οι ιδιότητες που αναφέραμε προηγουμένως, αν και 

τροποποιημένες, όπως επίσης και νέες ιδιότητες που όλες περιγράφονται στη 

συνέχεια. 

 

 

 

Εικόνα 2.3 – Παραλλαγή του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (2α+β)ν και απεικόνιση των 

ιδιοτήτων Λ, Ψ 

 
Εικόνα 2.1 – Παραλλαγή του Τριγώνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (2α+β)ν και απεικόνιση ιδιοτήτων Υ, Ω, Ξ 
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Σε αυτήν την παραλλαγή του τριγώνου του Πασκάλ οι ιδιότητες 

αλλάζουν, ενώ προστίθενται καινούριες λόγω ασυμμετρίας του νέου τριγώνου. 

Σύμφωνα με την ιδιότητα Υ του παραλλαγμένου τριγώνου, κάθε στοιχείο 

προκύπτει από τα άνω στοιχεία του ως εξής: το άνω δεξί στοιχείο διπλασιάζεται 

(προσθετέος) και προστίθεται στο άνω αριστερό στοιχείο (προσθέτης). 

Παραδείγματος χάρη, το στοιχείο 6 που βρίσκεται στην 3η θέση της 3ης σειράς, 

είναι το άθροισμα των 4 και 2·(1) που βρίσκονται ακριβώς πάνω από αυτό 

(Εικόνα 2.1). 

Στην ιδιότητα Ω, το άθροισμα των αριθμητικών τιμών των στοιχείων στη 

ν-ιοστή σειρά του τριγώνου ισούται τώρα πια με την ν-ιοστή δύναμη του 3. Για 

παράδειγμα τα στοιχεία στη δεύτερη σειρά (8, 12, 6, 1) έχουν άθροισμα 

αριθμητικών τιμών 8+12+6+1 = 27, και πράγματι 27 = 33. 

Η ιδιότητα Ξ τώρα ορίζει ότι αν εκλάβουμε τη ν-ιοστή σειρά του 

τριγώνου ως έναν ενιαίο αριθμό σχηματιζόμενο από τις αριθμητικές τιμές των 

στοιχείων της σειράς αυτής παρατεταγμένους σε σειρά (π.χ. 1, 21,441, 9261), 

τότε οι  

 

 

Εικόνα 2.2 – Παραλλαγή του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (2α+β)ν και απεικόνιση των 

ιδιοτήτων Κ, Φ, Ζ 

 

παραγόμενοι αριθμοί είναι ίσοι με τη ν-ιοστή δύναμη του 21. Για 

παράδειγμα, το 9261 προκύπτει από τα στοιχεία 8, 12, 6, 1 αλλά ακολουθείται η 
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λογική του κρατούμενου στην κάθετη πρόσθεση. Δηλαδή, το ψηφίο 1 του 12 

προστίθεται ως μονάδα στο 8, και προκύπτει ο αριθμός 9261. 

Οι ακολουθίες που δημιουργούνται στις ευθείες που διαπερνούν νοητά τις 

πλάγιες στήλες κ του τριγώνου, σύμφωνα με την ιδιότητα Κ έχουν τους τύπους 

που αναγράφονται στην Εικόνα 2.2 (από δεξιά προς αριστερά: ID: A000012, 

ID: Α005843, ID: Α046092, ---). Αξίζει να σημειωθεί ότι η ομοιότητά τους με 

τις ακολουθίες στο τρίγωνο του Πασκάλ είναι μεγάλη. 

Η ιδιότητα Φ εκφράζει μία παραλλαγή της ακολουθίας Fibonacci (ID: 

Α000129). Το άθροισμα των αριθμητικών τιμών των στοιχείων που ανήκουν 

στην ευθεία που διαπερνά τη φ-οστή πλάγια σειρά του τριγώνου αποτελεί τον φ-

ιοστό όρο αυτής της ακολουθίας (π.χ. για τη σειρά 5 ισχύει: 32+32+6 = 70). 

Τέλος, ο τύπος της ιδιότητας Ζ σε αυτήν την παραλλαγή του τριγώνου 

αναγράφεται στην Εικόνα 2.2 με δύο διαφορετικές διατυπώσεις. Σημειώνεται 

πως οι συντεταγμένες ενός στοιχείου μπορούν να εκφραστούν και με τη βοήθεια 

των πλαγίων στηλών λ διότι υπάρχει μία σχέση που συνδέει τις στήλες κ με τις 

στήλες λ, δηλαδή: λ = ν-κ ή κ = ν-λ. Αυτό το συμπέρασμα είναι σημαντικό γιατί 

δείχνει πως είναι δυνατή η αντικατάσταση των κ και λ με ν-λ και ν-κ αντίστοιχα 

σε διάφορους τύπους που εφαρμόζονται στα τρίγωνα. Για παράδειγμα, αυτός ο 

τύπος γράφεται και ως εξής: 
2𝜅⋅𝜈!

𝜅!𝜆!
 

Στη συγκεκριμένη παραλλαγή, παρατηρήθηκαν, επίσης, κάποιες νέες 

ιδιότητες οι οποίες δεν υπάρχουν στο τρίγωνο του Πασκάλ. 

Η νέα ιδιότητα Λ προκύπτει λόγω της ασυμμετρίας του παραλλαγμένου 

τριγώνου και εφαρμόζεται στις πλάγιες στήλες που ξεκινούν από τη δεξιά πλευρά 

του τριγώνου, την αντίθετη δηλαδή πλευρά σε σχέση με την ιδιότητα Κ. Οι τύποι 

των ακολουθιών που προκύπτουν από την ιδιότητα Λ ορίζονται από τους τύπους 

που είναι σημειωμένοι στην Εικόνα 2.3 (από δεξιά προς τα αριστερά, ID: 

Α000079, ID: Α001787, ID: Α001788, ---). Παρατηρείται ότι στο τρίγωνο του 
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Πασκάλ η ιδιότητα Κ συμπίπτει με τη Λ, καθώς το τρίγωνο είναι συμμετρικό και 

τα στοιχεία των πλάγιων στηλών κ και λ είναι, ως εκ τούτου, ίδια. 

Η νέα ιδιότητα Ψ είναι όμοια με τη Φ, ωστόσο οι πλάγιες σειρές ψ που 

εξετάζει ξεκινούν από αριστερά και είναι συμμετρικές με αυτές της ιδιότητας Φ. 

Έτσι,οι πρώτοι όροι της νέας ακολουθίας (ID: Α001045) είναι: 1, 1, 3, 5, 11, 21, 

43. 

2η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ 

 

Το επόμενο παραλλαγμένο τρίγωνο σχηματίζεται όπως και 

προηγουμένως, με τη διαφορά ότι τώρα κατασκευάζεται με τη βοήθεια του 

(3α+β)ν. Το νέο τρίγωνο που προκύπτει είναι παρόμοιο με αυτό της 

προηγούμενης παραλλαγής, καθώς αλλάζει μόνο ο συντελεστής του α στο 

(3α+β)ν. Στη συνέχεια από αυτήν την παραλλαγή θα ακολουθήσει η γενική 

περίπτωση του τριγώνου του Πασκάλ, σύμφωνα με τον τρόπο κατασκευής 

παραλλαγών σε αυτό το άρθρο. Στην Εικόνα 3.0 παρουσιάζεται η ανάπτυξη του 

(3α+β)ν για ν = 0, 1, 2, 3, 4, 5: 

 

 

Το παραλλαγμένο τρίγωνο που προκύπτει με βάση το (3α+β)ν καθώς και 

οι ιδιότητες που το διέπουν απεικονίζονται στις Εικόνες 3.1, 3.2 και 3.3. 

 
Εικόνα 3.0 - Ανάπτυξη του (3α+β)ν 
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Εικόνα 3.1 - Παραλλαγή του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (3α+β)ν και απεικόνιση των 

ιδιοτήτωνΥ, Ω, Ξ 

 

 

 

Εικόνα 3.2 - Παραλλαγή του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του(3α+β)ν και απεικόνιση των 

ιδιοτήτων Κ, Φ, Ζ 
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Εικόνα 3.3 - Παραλλαγή του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (3α+β)ν και απεικόνιση των 

ιδιοτήτων Λ, Ψ 

 

Σε αντίθεση με την πρώτη παραλλαγή του τριγώνου, εδώ στην ιδιότητα Υ 

ο προσθετέος τριπλασιάζεται αντί να διπλασιαστεί. Παραδείγματος χάρη, όπως 

φαίνεται στην Εικόνα 3.1 το στοιχείο 54 που βρίσκεται στην 3η θέση της 4ης 

σειράς, είναι το άθροισμα των 27 και 3·(9) που βρίσκονται ακριβώς πάνω από 

αυτό. Σημειώνεται πως ο προσθετέος πολλαπλασιάζεται με τον συντελεστή του α 

στο (3α+β)ν, κάτι που επαληθεύεται και στο προηγούμενο τρίγωνο, στο οποίο 

διπλασιάζεται. Στην πραγματικότητα, αυτό είναι κάτι που ισχύει και στο τρίγωνο 

του Πασκάλ με την έννοια ότι ο προσθετέος πολλαπλασιάζεται με το 1, που είναι 

ο συντελεστής του α στο (3α+β)ν. Αυτή η παρατήρηση μαζί με άλλες 

παρατηρήσεις που θα ακολουθήσουν αμέσως μετά θα χρησιμεύσουν στη 

διατύπωση των αντίστοιχων ιδιοτήτων της γενικής περίπτωσης. 

Το άθροισμα των αριθμητικών τιμών των στοιχείων της ν-ιοστής σειράς 

αυτής της παραλλαγής του τριγώνου ισούται με την ν-ιοστή δύναμη του 4, 
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σύμφωνα με όσα υπαγορεύει η ιδιότητα Ω στο παραλλαγμένο αυτό τρίγωνο. Το 

4 προκύπτει από το άθροισμα των συντελεστών του α και του β στο (3α+β)ν, 

κάτι που ισχύει τόσο στο τρίγωνο του Πασκάλ όσο και στις παραλλαγές που 

αναφέρθηκαν ως τώρα. 

Η ιδιότητα Ξ στη συγκεκριμένη παραλλαγή διαμορφώνεται ως εξής: αν 

εκλάβουμε τη ν-ιοστή σειρά του τριγώνου ως έναν αριθμό σχηματιζόμενο από 

τις αριθμητικές τιμές των στοιχείων της σειράς αυτής παρατεταγμένες σε σειρά, 

οι παραγόμενοι αριθμοί είναι ίσοι με την ν-ιοστή δύναμη του 31. Ο αριθμός 31 

δεν είναι τίποτα άλλο παρά οι συντελεστές του α και του β στο (3α+β)ν 

"συνεκτικοποιημένοι" (concatenated). Συνεκτικοποίηση (concatenation) είναι η 

διαδικασία κατά την οποία συνδέονται μέσω ιδιότυπης ένωσης από άκρο σε άκρο 

δύο η παραπάνω πράγματα, σε αυτή την περίπτωση αριθμοί. Στην παραπάνω 

περίπτωση οι αριθμοί 3 και 1, οι οποίοι συνεκτικοποιούνται σχηματίζοντας τον 

αριθμό 31. Αυτή η πράξη συνήθως συμβολίζεται με 3||1. Εδώ αξίζει να 

υπογραμμιστεί πως το συμπέρασμα αυτό επαληθεύεται και στα προηγούμενα 

τρίγωνα και είναι πολύ σημαντικό για τηδιαμόρφωση της ιδιότητας Ξ στη γενική 

περίπτωση που θα αναλυθεί παρακάτω. Η συνεκτικοποίηση είναι μια έννοια που 

θα χρησιμοποιηθεί αρκετά στη συνέχεια και για το λόγο αυτό παρατίθεται ο 

Πίνακας 3.0 για την καλύτερη κατανόησή της και την εξοικείωση του τρόπου 

εφαρμογής της. 

Συνεκτικοποίηση (concatenation) είναι η διαδικασία κατά την οποία δύο 

αριθμοί συνδέονται μέσω ιδιότυπης ένωσης των ψηφίων τους από άκρο σε άκρο. 

Η συνεκτικοποίηση δυο αριθμών γ και δ συμβολίζεται ως γ||δ, ενώ μπορεί να 

παρασταθεί αναλυτικά ως άθροισμα των αριθμών με τη σειρά, εφόσον αυτοί 

πρώτα πολλαπλασιαστούν με τα κατάλληλα πολλαπλάσια του 10 (από δεξιά προς 

τα αριστερά, ο πρώτος αριθμός μένει ως έχει και οι επόμενοι πολλαπλασιάζονται 

αντίστοιχα με 10, 100, 1000…). Στο συγκεκριμένο παράδειγμα, έχουμε γ·10 + 

δ·1. Ειδικότερα στο παράδειγμα που εξετάζεται εδώ,εφόσον ένας από τους δύο 

αριθμούς είναι διψήφιος (γ = 7, δ = 15), τότε ισχύει: 
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7∥15 = 7⋅10 + 15⋅1 = 70+15 = 85 

Αυτή η πράξη μπορεί να γίνει εύκολα με χρήση κρατούμενου, και το 

παραπάνω παράδειγμα μπορεί να γραφτεί ως εξής: 

7||15 = (7+1)||5 = 8||5 = 85 

 

Για περισσότερους αριθμούς ισχύει: γ||δ||ε||ζ = γ·1000 + δ·100 + 

ε·10 + ζ·1. 

Παράδειγμα με χρήση κρατούμενου: 

6||3||12||37 = 6||(3+1)||2||37 = 6||4||(2+3)||7 = 

6||4||5||7 = 6457 

 

Πίνακας 3.0 – Συνεκτικοποίηση (concatenation) δύο αριθμών, τρόπος 

γραφής και εφαρμογής 

Οι ακολουθίες στις πλάγιων στηλών κ (ιδιότητα Κ) έχουν διαφορετική 

μορφή (Εικόνα 3.2) αλλά είναι αντίστοιχες με αυτές των προηγούμενων τριγώνων 

(από δεξιά προς αριστερά: ID: Α000012, ID: Α008585, ID: Α027468, ID: 

Α134171). Στον γενικό τύπο της ιδιότητας Κ, για μία στήλη κ ο παράγοντας 3κ 

του γινομένου προκύπτει όπως και πριν από τον συντελεστή του α στο (3α+β)ν. 

Στο τρίγωνο του Πασκάλ αυτός ο παράγοντας είναι 1κ και παραλείφθηκε τόσο 

στο κείμενο όσο και στην Εικόνα 1.1. 

Η ιδιότητα Λ προκύπτει όπως και στην πρώτη παραλλαγή λόγω της 

ασυμμετρίας του παραλλαγμένου τριγώνου. Οι τύποι των ακολουθιών που 

προκύπτουν από τηνιδιότητα Λ ορίζονται από τους τύπους που είναι 

σημειωμένοι στην Εικόνα 3.3 (από δεξιά προς τα αριστερά: ID: Α000244, ID: 

Α027471, ---]. Με την ίδια λογική, ο παράγοντας 3ν-λ του γινομένου στον γενικό 

τύπο της ιδιότητας Λ βασίζεται στο (3α+β)ν κι επαληθεύεται από τα τρίγωνα που 
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εξετάστηκαν πιο πάνω. Για παράδειγμα, το 2ν-λ αντιστοιχεί στο (2α+β)ν (Εικόνα 

2.3). 

Η ιδιότητα Φ πραγματεύεται τις πλάγιες σειρές φ. Η ακολουθία που 

δημιουργείται (με αντίστοιχη διαδικασία) έχει τον τύπο που φαίνεται στην 

Εικόνα 3.1 (ID: Α006190). Σημειώνεται πως ο συντελεστής 3 τόσο στον τύπο 

αυτόν όσο και στον τύπο της ιδιότητας Ψ, προήλθε από το (3α+β)ν, κάτι που 

υποδηλώνει τη μεγάλη σημασία του (3α+β)ν σε όλες τις ιδιότητες του τριγώνου 

αλλά και των παραλλαγών του. 

Στην ιδιότητα Ψ, στην οποία μετέχουν οι πλάγιες σειρές ψ, διακρίνεται 

μια νέα ακολουθία (ID: Α006130) με τύπο που φαίνεται στην Εικόνα 3.3. Από 

την μορφή της διατύπωσης του τύπου αυτού συμπεραίνεται πως υπάρχει μεγάλη 

ομοιότητα με την ιδιότητα Ψ άλλων παραλλαγών. 

Τέλος, ο τύπος της ιδιότητας Ζ σε αυτήν την παραλλαγή του τριγώνου 

αναγράφεται στην Εικόνα 3.2 με δύο διαφορετικές διατυπώσεις. Για παράδειγμα, 

ένα στοιχείο με συντεταγμένες (ν = 4, κ = 2) έχει αριθμητική τιμή 54, σύμφωνα 

με τον τύπο (εφόσον ισχύει 0! = 1). Παρατηρείται η ύπαρξη μίας σταθεράς (σε 

αυτό το τρίγωνο είναι 3κ) με την οποία πολλαπλασιάζεται το διώνυμο (
𝜈
𝜅

). 

3η ΠΑΡΑΛΛΑΓΗ - ΓΕΝΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 

 

Ως εδώ εξετάστηκαν δύο παραλλαγές του τριγώνου του Πασκάλ σε 

συνάρτηση με ιδιότητες που διέπουν το αρχικό τρίγωνο. Δόθηκε ιδιαίτερη 

έμφαση στον τρόπο με τον οποίο αυτές οι ιδιότητες διαφοροποιούνται λόγω της 

μη συμμετρίας των παραλλαγών, όπως επίσης εξετάστηκαν και νέες ιδιότητες που 

εμφανίζονται μόνο στα παραλλαγμένα τρίγωνα ακριβώς λόγω της μη 

συμμετρίας. Καθώς δημιουργείται το ερώτημα του αν υπάρχει τρόπος να 

προβλέψουμε τις ιδιότητες των παραλλαγών που δημιουργούνται με το ίδιο 

σκεπτικό, το τελευταίο τρίγωνο που θα εξεταστεί είναι η γενική περίπτωση, 
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δηλαδή το τρίγωνο που προκύπτει βάσει του (xα+β)ν, η ανάπτυξη του οποίου 

φαίνεται στην Εικόνα 4.0. 

 

 

 

Εικόνα 4.0 - Ανάπτυξη του (xα+β)ν 

 

Το παραλλαγμένο τρίγωνο της γενικής περίπτωσης που προκύπτει με 

βάση το (xα+β)ν καθώς και οι ιδιότητες που το διέπουν απεικονίζονται στις 

Εικόνες 4.1, 4.2 και 4.3. 

 

 

 

Εικόνα 4.1 – Γενικευμένη περίπτωση παραλλαγής του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (xα+β)ν και 

απεικόνιση των ιδιοτήτων Υ, Ω, Ξ 

 

www.mathematica.gr


Περιοδικό Μελέτη 5 103 Νοέμβριος 2019 
Περιεχόμενα 

 

 

Εικόνα 4.2 – Γενικευμένη περίπτωση παραλλαγής του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (xα+β)ν και 

απεικόνιση των ιδιοτήτων Κ, Φ, Ζ 

 

 

 

Εικόνα 4.3 – Γενικευμένη περίπτωση παραλλαγής του Τρίγωνου Πασκάλ βασισμένη στην ανάπτυξη του (xα+β)ν και 

απεικόνιση των ιδιοτήτων Λ, Ψ 
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Στη γενικευμένη περίπτωση της παραλλαγής του τριγώνου, η ιδιότητα Υ 

ορίζει πως κάθε στοιχείο προκύπτει από τα άνω στοιχεία του με τον τρόπο που 

έχει περιγραφεί προηγουμένως, μόνο που ο προσθετέος πολλαπλασιάζεται με το 

x. Παραδείγματος χάρη, στην Εικόνα 4.1 το στοιχείο 3x2 που βρίσκεται στην 2η 

θέση της 3ης σειράς, είναι το άθροισμα των x2 και 2x·(x) που βρίσκονται 

ακριβώς πάνω από αυτό. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα παραλλαγμένα 

τρίγωνα που δεν έχουν ακέραιους αριθμούς ως συντελεστές του α στο (xα+β)ν, 

καθώς η αριθμητική τιμή των στοιχείων που παράγονται στο τρίγωνο με αυτό 

τον τρόπο δεν είναι πάντοτε ακέραια. 

Στην ιδιότητα Ω της γενικευμένης περίπτωσης, το άθροισμα των 

αριθμητικών τιμών των στοιχείων στη ν-οστή σειρά του τριγώνου ισούται με 

(x+1)ν. Είναι φανερό πως στο (x+1)ν περιέχονται οι συντελεστές των α και β από 

το (xα+β)ν, κάτι που επαληθεύεται από το γεγονός ότι οι συγκεκριμένοι 

χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή του τριγώνου. Ο τύπος εκφράζει το 

άθροισμα των αριθμητικών τιμών των στοιχείων, τα οποία πάντοτε αθροίζονται 

στο (xα+β)ν. 

Όσον αφορά την ιδιότητα Ξ και τον τρόπο με τον οποίο διαμορφώνεται, 

αν εκλάβουμε τη ν-οστή σειρά του τριγώνου ως έναν αριθμό σχηματιζόμενο από 

τις αριθμητικές τιμές των στοιχείων της σειράς αυτής παρατεταγμένες σε σειρά, 

οι παραγόμενοι αριθμοί είναι ίσοι με την νιοστή δύναμη του x||1. Αυτό το 

συμπέρασμα έχει ενδιαφέρον καθώς αυτός είναι ένας τρόπος ανάπτυξης 

δυνάμεων για αριθμούς με τη μορφή x||1. Για παράδειγμα, η τρίτη δύναμη του 

φυσικού αριθμού 81 σχηματίζεται στο τρίγωνο που προκύπτει από το (8α+β)ν, 

στην τρίτη σειρά (με συνεκτικοποίηση). 

Η ιδιότητα Κ της γενικής περίπτωσης δείχνει πως οι ακολουθίες που 

προκύπτουν έχουν τον τύπο που αναγράφεται στην Εικόνα 4.2. Η σταθερά xκ 

στον γενικό τύπο των στηλών κ είναι υπεύθυνη για τη διαφορετικότητα μεταξύ 

των παραλλαγών του τριγώνου του Πασκάλ. 
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Στην ιδιότητα Λ, οι ακολουθίες που προκύπτουν από τις πλάγιες στήλες λ 

έχουν τον γενικό τύπο που αναφέρεται στην Εικόνα 4.3. Υψίστης σημασίας είναι 

η σταθερά xκ στον τύπο της γενικής περίπτωσης για τις ακολουθίες στις πλάγιες 

στήλες κ και λ, καθώς δείχνει ότι είναι ανεξάρτητη από την ασυμμετρία του 

τριγώνου. Με άλλα λόγια, ο εκθέτης κ του xκ παραμένει κ ακόμα και στην 

περίπτωση των στηλών λ. 

Η γενική ιδιότητα Φ που δημιουργείται από τις πλάγιες σειρές φ έχει τον 

τύπο που φαίνεται στην Εικόνα 4.2. Ο συντελεστής x στο (xα+β)ν εμφανίζεται 

εδώ ως η σταθερά με την οποία πολλαπλασιάζεται το Φν-1 στη γενική μορφή των 

παραλλαγών της ακολουθίας Fibonacci. 

Η ιδιότητα Ψ η οποία αφορά τις πλάγιες σειρές ψ έχει την ακολουθία 

που περιγράφεται από τον τύπο της Εικόνας 4.3. Ο συντελεστής x δεν θα 

μπορούσε να λείπει από εδώ, καθώς είναι η σταθερά του Φν-2. Για παράδειγμα, 

αν ο συντελεστής x στο (xα+β)ν είναι ίσος με 4, τότε θα είχαμε Φν = Φν-1 + 

4·Φν-2. 

Τέλος, ο τύπος της ιδιότητας Ζ της γενικής περίπτωσης αναγράφεται στην 

Εικόνα 4.2. Ο εναλλακτικός τρόπος γραφής του τύπου (χρησιμοποιώντας τις 

πλάγιες στήλες κ και λ ταυτόχρονα ως συντεταγμένες) είναι ο εξής:
𝑥𝜅⋅𝜈!

𝜅!𝜆!
. 

Παραδείγματος χάρη, αν ένα στοιχείο ανήκει στο τρίγωνο που παράγεται από το 

(5α+β)ν και έχει συντεταγμένες (ν = 3, κ = 2, λ = 1), τότε η αριθμητική του τιμή 

υπολογίζεται ως εξής: 
𝑥𝜅⋅𝜈!

𝜅!𝜆!
=

52⋅3!

2!1!
=

25⋅6

2⋅1
= 25 ⋅ 3 = 75 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

Σε αυτό το άρθρο αναλύθηκαν οι ιδιότητες Υ, Ω, Ξ, Κ, Λ, Φ, Ψ και Ζ 

στο τρίγωνο του Πασκάλ και στις παραλλαγές του που προκύπτουν από το 

(xα+β)ν. Παρουσιάστηκαν διάφορα τρίγωνα αριθμών με ανάλυση των ιδιοτήτων 

και των ακολουθιών που προκύπτουν από αυτά με σκοπό τον προβληματισμό για 

άλλες παραλλαγές και περαιτέρω μελέτη. Έχει ήδη πραγματοποιηθεί περαιτέρω 
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έρευνα για τρίγωνα που παράγονται από το (xα+yβ)ν και για επιπλέον ιδιότητες 

που προκύπτουν και που δεν αναφέρθηκαν εδώ, η οποία έρευνα θα αποτυπωθεί 

σε επόμενο άρθρο. Επιπλέον, έχουν εξεταστεί τα τρίγωνα που οι συντελεστές x 

και y ισούνται με διάφορους αριθμούς όπως 
1

2
, √2, √3, −1και άλλους, με 

διάφορους συνδυασμούς. Επίσης, έχει βρεθεί τρόπος ανάπτυξης του τριγώνου 

για ν<0, δηλαδή με σειρές πάνω από το τρίγωνο του Πασκάλ, με ενδιαφέρουσες 

ιδιότητες που προκύπτουν. 
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Μαθηματικών όρων και συμβόλων «επίσκεψις» 

 

 

 

Είναι πολύ ενδιαφέρον, όχι μόνο από μαθηματικής άποψης, αλλά και 
από γλωσσολογικής, να γνωρίζουμε το πλάτος και το βάθος που ορίζουν 
και σηματοδοτούν οι λέξεις που χρησιμοποιούμε στα σχολικά Μαθηματικά.  

Η γνώση της σημασιολογικής έκτασης λέξεων και συμβόλων μας 
βοηθά να τα χειριζόμαστε σωστά, να κατανοούμε καλύτερα τη σημασία τους 
στο κείμενο και η ανάγνωσή του ίδιου του κειμένου να γίνει 
αποτελεσματικότερη.  

Αυτή η αντίληψη αποτυπώνεται με σαφήνεια στο γνωμικό του 
κυνικού φιλοσόφου της Αρχαίας Αθήνας, του Αντισθένη που σώθηκε 
μέχρι σήμερα:  

«ἀρχήπαιδεύσεωςἡτῶνὀνομάτωνἐπίσκεψις» * 

 

Θεωρούμε ότι λέξεις όπως: υποτείνουσα, περίκεντρο, ημίτονο, 
σκαληνό τρίγωνο, αφαίρεση, παρονομαστής και πολλές άλλες που έχουν 
την αφετηρία τους στην αρχαία ελληνική γλώσσα ή σε άλλες  γλώσσες, 
έχουν ανάγκη ανάλυσης, ερμηνείας και μεταφοράς στη σημερινή 
νεοελληνική γλώσσα.  

Στο ψηφιακό μας περιοδικό «Μελέτη» καθιερώνουμε τη στήλη με 
τον τίτλο: «Μαθηματικών όρων και συμβόλων επίσκεψις» στην οποία 
θα περιγράφονται μαθηματικές λέξεις ως έννοιες, ως ιστορία, ως 
ετυμολογία και ως εργαλεία. Επίσης, η ιστορική καταγωγή των 
μαθηματικών συμβόλων θα βρίσκει μια θέση στη στήλη αυτή.  

* Αντισθένης.  Αρχαία Κείμενα: TLG. Fragmentavaria 38.8 to 38.9  
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Η “γωνία” 
Από τον Όμηρο ως τον Ευκλείδη  

 Κώστας Δόρτσιος  

 

Γενικά 

Αναζητώντας τη σημερινή λέξη «γωνία» σε διάφορα λεξικά παρατηρούμε 

ότι αυτή εμφανίζεται για πρώτη φορά σε κείμενα του Ηρόδοτου, όμως η έννοια 

αυτής ανατρέχει στη μεγάλη δεξαμενή της ελληνικής γλώσσας που είναι τα 

ομηρικά κείμενα, η Ιλιάδα και η Οδύσσεια. Έτσι στην Ιλιάδα αλλά και στην 

Οδύσσεια συναντάμε τη λέξη «αγκών» η οποία είναι η πρόδρομη λέξη της 

σημερινής γωνίας. 

 Από τη λέξη «γωνία» σχηματίζονται πολλές άλλες όπως, «οπτική γωνία», 

«γωνία προσπτώσεως», «γωνία ανακλάσεως», «γωνιάζω», «γωνιά», «γωνιακός», 

«γωνιώδης» και πολλές άλλες.    

1.Η αφετηρία: Η λέξη «άγκών» 

Η λέξη « ὁ ἀγκών, τοῦ ἀγκῶνος » είναι η λέξη που σήμερα αλλά και 

στην ομηρική εποχή σημαίνει τον αγκώνα του χεριού. Σε πολλά σημεία της 

Ιλιάδας αλλά και της Οδύσσειας συναντάμε τη λέξη αυτή όπου ο ποιητής τη 

χρησιμοποιεί ανάλογα με τις ποιητικές του ανάγκες και τις λογοτεχνικές του 

αναζητήσεις.  

Ας δούμε μερικές από τις εκφράσεις αυτές που περιέχουν τη λέξη 

«αγκών». 

Ἀντίλοχος δε Μύδωνα βάλ’ ἡνίοχον θεράποντα ἐσθλόν Ἀτυμνιάδην, 

 ὅ δ’ὑπέστρεφε μώνυχας ἵππους, χερμαδίῳ ἀγκῶνα τυχών μέσον,  

ἐκ δ’ ἂρα χειρῶν ἡνία λεύκ’ ἐλέφαντι χαμαί πέσον ἐν κονίῃσιν. 

(Ιλιάδα Ραψ. 5 στιχ.580-583) 
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Δηλαδή: 

 Του Μύδωνα απ' την άλλη ο Αντίλοχος του αμαξολάτη ρίχνει,  

του γιου του Ατύμνιου, τα μονόνυχα φαριά καθώς γυρνούσε,  

μ' ένα λιθάρι, και μεσάγκωνα τον βρήκε, κι απ' τα χέρια  

στη σκόνη του 'πεσαν τα νιόλουρα τα λευκοφιλντισένια. 

( Μετάφραση: Ι. Κακριδής – Ν. Καζαντζάκης) 

 

Στη φράση αυτή βλέπουμε ότι η λέξη «αγκώνα» μεταφράζεται με τη 

σημερινή λέξη «μεσάγκωνα», δηλαδή έχουμε μια μακραίωνη διαδρομή και η 

λέξη αυτή παραμένει αναλλοίωτη.  

 Τα ίδια παρατηρούμε και στη φράση: 

ὀρθωθεὶς δ’ ἄρ’ ἐπ’ ἀγκῶνος κεφαλὴν ἐπαείρας 

            Ἀτρεΐδην προσέειπε καὶ ἐξερεείνετο μύθῳ· 

(Ιλιάδα Ραψ. 10 στιχ.80-81) 

Δηλαδή: 

Μεμιάς ανακουμπάει στον άγκωνα και το κεφάλι ασκώνει,  

και λέει στο γιο του Ατρέα ρωτώντας τον και μ' έτοια λόγια κρένει: 

(Μετάφραση: Ι. Κακριδής, Ν. Καζαντζάκης) 

Και στην περίπτωση αυτή η φράση «ἐπ’ ἀγκῶνος» σημαίνει και σήμερα 

«στον άγκωνα». 

Όμως στο παρακάτω απόσπασμα η λέξη «αγκώνας» στην Ιλιάδα παίρνει 

γενικότερη σημασία. 

Ἔνθά κεν ὑψίπυλον Τροίην ἕλον υἷες Ἀχαιῶν 

Πατρόκλου ὑπὸ χερσί, περὶ πρὸ γὰρ ἔγχεϊ θῦεν, 
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εἰ μὴ Ἀπόλλων Φοῖβος ἐϋδμήτου ἐπὶ πύργου 

ἔστη τῷ ὀλοὰ φρονέων, Τρώεσσι δ' ἀρήγων. 

τρὶς μὲν ἐπ' ἀγκῶνος βῆ τείχεος ὑψηλοῖο 

Πάτροκλος, τρὶς δ' αὐτὸν ἀπεστυφέλιξεν Ἀπόλλων 

χείρεσσ' ἀθανάτῃσι φαεινὴν ἀσπίδα νύσσων. 

(Ιλιάδα Ραψ. 16 στιχ. 698 - 704) 

Δηλαδή: 

Οι Αργίτες τότε το αψηλόπορτο της Τροίας θα παίρναν κάστρο, 

ως χίμα ο Πάτροκλος, τι φρένιαζε γύρω μπροστά χτυπώντας, 

αν δε στεκόταν στον καλόχτιστο τον πύργο απάνω ο Φοίβος,  

τους Τρώες βοηθώντας και λογιάζοντας πολλά κακά για κείνον. 

Τρεις πάτησε φορές ο Πάτροκλος στ' ολόρθο καστροτείχι, 

πα στη γωνιά, και τρεις ο Απόλλωνας του σπρώχνει το σκουτάρι 

με τα δυο χέρια του τ' αθάνατα, και τον τινάζει πίσω. 

(Μετάφραση: Ι. Κακριδής, Ν. Καζαντζάκης) 

 

Στο χωρίο αυτό, όπως ακριβώς μεταφράζεται από τους Ι. Κακριδή και Ν. 

Καζαντζάκη η ομηρική φράση, «ἐπ’ἀγκῶνος τείχεως», σημαίνει όχι τον 

αγκώνα ενός χεριού αλλά «τη γωνιά του τείχους».  Εξάλλου και σήμερα ακόμα 

χρησιμοποιούμε τη λέξη «αγκωνάρι» ή «αγκωνάρια» η οποία δηλώνει τις 

δουλεμένες από μαστόρους πέτρες που χρησίμευαν κατά το χτίσιμο του σπιτιού. 

Τα αγκωνάρια αυτά ήταν οι πέτρες που τοποθετούνταν στις γωνίες του τείχους 

και σχημάτιζαν γενικά μια ορθή γωνία.  

Αν για το ίδιο χωρίο διαβάσουμε τη μετάφραση του Ι. Πολυλά, βλέπουμε 

ότι τη φράση «ἐπ' ἀγκῶνος βῆ τείχεος» αποδίδεται απλά «στο τείχος». 

Δηλαδή: 
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Θα’παιρναν τότ’ οι Αχαιοί την υψηλήν Τρωάδα, 

τόσο τριγύρω εμάνιζεν η λόγχη του Πατρόκλου, 

στον πύργον αν δεν έστεκεν ο Φοίβος, που των Τρώων 

υπέρμαχος, τον όλεθρον εκείνου εμελετούσε. 

Και τρεις εσκάλωσε φορές ο Πάτροκλος στο τείχος 

και τρεις τον εξετίναξεν ο Φοίβος με τα χέρια 

τ’ αθάνατα κτυπώντας του την φωτεινήν ασπίδα. 

(Μετάφραση: Ι. Πολυλάς) 

Αυτό βέβαια γίνεται δεν γίνεται μόνο για την ελευθερία του στίχου από 

τον Ι. Πολυλά, αλλά κυρίως γιατί η ομηρική λέξη «αγκών» αρχίζει να έχει και 

κατά την εποχή του Ομήρου μια μεταφορική σημασία που οδεύει στη έννοια της 

γωνίας. Έτσι θα λέγαμε σήμερα ότι η φράση:   

«ἐπ' ἀγκῶνος τείχεος» 

σημαίνει:  

«στο αγκωνάρι του τείχους»  

ή γενικότερα ακόμα:  

«στη γωνιά του τείχους» 

ή απλούστερα όπως το μεταφράζει ο Ι. Πολυλάς:  

«στο τείχος». 

Τη λέξη «αγκών» τη συναντάμε με την ίδια έννοια, δηλαδή ως τον 

«αγκώνα του χεριού» και στη Οδύσσεια.  
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2. Η λέξη «ἀγκάς» 

Τη λέξη αυτή που έχει ως αρχικό θέμα το « αγκ », όπως και τη λέξη 

«αγκών», τη συναντάμε στα ομηρικά έπη και μεταφράζεται: «στην αγκαλιά». 

Για παράδειγμα: 

ἣ δ' ἀγκὰς ἐλάζετο θυγατέρα ἥν, 

χειρί τέ μιν κατέρεξεν ἔπος τ' ἔφατ' ἐκ τ' ὀνόμαζε· 

(Ιλιάδα Ραψ. 5 στιχ. 371 - 372) 

Δηλαδή: 

κι αυτή την κόρη της μες στην αγκάλη επήρε, 

και με το χέρι της τη χάιδεψε κι έτσι μιλεί και κρένει: 

(Μετάφραση: Ι. Κακριδής – Ν. Καζαντζάκης) 

Το θέμα «αγκ»  είναι το ίδιο με το θέμα «αγξ» που εμφανίζεται στους 

διάφορους χρόνους του ρήματος «άγχω» της αρχαίας ελληνικής γλώσσας και το 

οποίο σημαίνει «σφίγγω» 

Για παράδειγμα:  

Ἦ καὶ ἐπαΐξας κόρυθος λάβεν ἱπποδασείης, 

ἕλκε δ’ ἐπιστρέψας μετ’ ἐϋκνήμιδας Ἀχαιούς·  

ἄγχε δε μιν πολύκεστος ἱμὰς ἁπαλὴν ὑπὸ δειρήν, 

ὅς οἱ ὑπ’ ἀνθερεῶνος ὀχεὺς τέτατο τρυφαλείης. 

(Ιλιάδα Ραψ. 3 στιχ. 369 - 372) 

Δηλαδή:  

Ως είπε αυτά, χιμάει, τ' ολόφουντο του σφιχτοπιάνει κράνος 

κι επήρε πίσω στους αντρόκαρδους Αργίτες να τον σέρνει.  

Στον απαλό λαιμό τον έπνιγε το ξομπλιαστό λουρίκι,  

που κάτω απ' το σαγόνι του 'σφιγγε το κράνος τεντωμένο. 
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(Μετάφραση: Ι. Κακριδής – Ν. Καζαντζάκης) 

Αν θελήσουμε να πάμε σε προηγούμενους χρόνους από αυτούς του 

Ομήρου, δηλαδή  του 9ου αιώνα π. Χ., τότε σύμφωνα με το «Lexique 

Etymologie» και μάλιστα στο κεφάλαιο «Etymologie Français. Latin, Grec, 

Sanskrit», η ομηρική λέξη «αγκών» έχει αφετηρία τη σανσκριτική λέξη «anc» 

που σημαίνει «se courber» δηλαδή «διπλώνομαι» ή «καμπυλώνομαι».  Η 

σανσκριτική γλώσσα είναι μια από τις πολλές γλώσσες του Ινδουϊσμού και 

βέβαια ομιλούνταν από το 15ο αιώνα π. Χ.  

Από το ίδιο αυτό Λεξικό μαθαίνουμε πάλι, ότι αντίστοιχα από τη 

σανσκριτική αυτή λέξη, δηλαδή από τη λέξη «anc», προέρχεται και η λατινική 

λέξη «uncus» και με τη σειρά της η αγγλική λέξη «ankle»  η οποία σημαίνει 

«αστράγαλος». Βλέπουμε δηλαδή ότι οι λέξεις «αστράγαλος» και  «αγκών» 

είναι χαρακτηριστικά σημεία του ανθρώπινου σώματος που σηματοδοτούν την 

αφετηρία της έννοιας της λέξης «γωνία». Ο αγκών είναι η κορυφή της γωνίας 

του βραχίονα με τον πήχη του χεριού και ο αστράγαλος η κορυφή της γωνίας 

μεταξύ της κνήμης και του πέλματος του ποδιού.  

Επίσης στο Λεξικό αυτό διατυπώνεται η άποψη ότι η σανσκριτική λέξη 

«kona» που σημαίνει τη γωνία ή ένα βασικό σημείο που συμβολίζει τον αριθμό 

τέσσερα ή τη μπαγκέτα που χτυπά το ταμπούρλο ή ακόμα το μπαστούνι, 

παράγει τη λέξη «tricona», η οποία στα ελληνικά έγινε «τρίγωνος».  

3. Η λέξη «γωνία» στον Ηρόδοτο 

Από ό, τι μας πληροφορεί το «Μέγα 

Λεξικόν της Ελληνικής Γλώσσης» των Liddel 

&Scott η λέξη «γωνία» εμφανίζεται για πρώτη 

φορά σε κείμενα των αρχαίων ελλήνων από τον 

Ηρόδοτο, τον «πατέρα της ιστορίας», όπως τον 

αποκάλεσε για πρώτη φορά ο Κικέρωνας. Ο 

Ηρόδοτος στις ιστορίες που έγραψε κατά τις 

Ηρόδοτος (485 – 
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αρχές του πέμπτου π. Χ. αιώνα χρησιμοποιεί δυο φορές τη λέξη γωνία με την 

έννοια όχι τη μαθηματική έννοια αλλά με μια γενικότερη που σημαίνει έναν 

τοπικό προσδιορισμό. Ας δούμε τα δύο αυτά χωρία:  

Μετεκινήθησαν δὲ καὶ οὗτοι ὑπὸ τὸν νηὸν κατακαέντα, καὶ ὁ μὲν 

χρύσεος κεῖται ἐν τῷ Κλαζομενίων θησαυρῷ, ἕλκων σταθμὸν εἴνατον 

ἡμιτάλαντον καὶ ἔτι δυώδεκα μνέας, ὁ δὲ ἀργύρεος ἐπὶ τοῦ προνηΐου τῆς 

γωνίης, χωρέων ἀμφορέας ἑξακοσίους· ἐπικίρναται γὰρ ὑπὸ Δελφῶν 

Θεοφανίοισι. 

(Ηρόδοτος 1.51.5 – 1.51.9 TLG) 

Δηλαδή:  

Μετακινήθηκαν όμως κι αυτοί τότε που πυρπολήθηκε ο ναός, και ο 

χρυσός κρατήρας βρίσκεται τώρα στο θησαυρό των Κλαζομενίων ζυγίζοντας 

οκτώμισι τάλαντα και δώδεκα μνες, ενώ ο ασημένιος στη γωνιά του 

πρόναου, και χωρά εξακόσιους αμφορείς· μέσα σ᾽ αυτόν ανακατεύουν στους 

Δελφούς το κρασί με νερό στη γιορτή των Θεοφανίων. 

(Μετάφραση 1.51.2: Ψηφίδες για την ελληνική γλώσσα) 

Κι ακόμα:  

Αἰγινῆται δὲ πυθόμενοι ἀνέθεσαν ἀστέρας χρυσέους, οἳ ἐπὶ ἱστοῦ 

χαλκέου ἑστᾶσι τρεῖς ἐπὶ τῆς γωνίης, ἀγχοτάτω τοῦ Κροισείου κρητῆρος. 

(Ηρόδοτος 8.122.5 – 8.122.8 TLG) 

Δηλαδή:  

Κι όταν το έμαθαν αυτό οι Αιγινήτες, του αφιέρωσαν χρυσά αστέρια, 

τρία, που τα ᾽χουν κρεμασμένα σε χάλκινο κατάρτι εκεί στη γωνιά, ακριβώς 

δίπλα στον κρατήρα του Κροίσου. 

(Μετάφραση 8.122.1: Ψηφίδες για την ελληνική γλώσσα) 
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4. Η λέξη «γωνία» σε κείμενα του Πλάτωνα 

Κατά την εποχή του Πλάτωνα που είναι 

κυρίως ο τέταρτος αιώνας π. Χ. η λέξη «γωνία» 

φαίνεται να έχει πιο συγκεκριμένη έννοια και 

μάλιστα με την γεωμετρική πλέον σημασία όπως 

αυτό φαίνεται από αναφορές σε διάφορα κείμενα 

του μεγάλου αυτού φιλοσόφου. Τη λέξη αυτή τη 

διαβάζουμε στο Φίληβο, όπου ο Πλάτωνας τη 

χρησιμοποιεί για να δηλώσει ένα τριγωνικό 

εργαλείο του ξυλουργού, όμως στον Μένωνα καθώς 

επίσης και στον Τίμαιο η λέξη αυτή έχει ακριβώς 

την έννοια της γωνίας όπως ίσως και σήμερα τη θεωρούμε. Βέβαια η λέξη αυτή 

οδεύει στα κατοπινά χρόνια του Ευκλείδη, δηλαδή στον 3ο αιώνα π.Χ. σχεδόν 

έτοιμη ώστε να προσδιορίσει με επιστημονικό πλέον τρόπο το γεωμετρικό 

σχήμα της γωνίας.  

Ι. Απόσπασμα από τον Φίληβο 

Ας δούμε ένα απόσπασμα από το Φίληβο το έργο εκείνο του Πλάτωνα 

που μέσα από το διάλογο του Σωκράτη με τον Φίληβο και τον Πρώταρχο 

ερευνά το αγαθό και τη συνεισφορά της ηδονής και της γνώσης στην 

ευδαιμονία(περί ηδονής ή ηθικός). 

 

ΣΩΚΡΑΤΗΣ:  Πάνυ μέν οὗν οὐκ εὐθύς δῆλα ἐστιν ἅ λέγω, πειρατέον 

μήν δηλοῦν. Σχημάτων τε γάρ κάλλος οὐχ ὅπερ ἄν ὑπολάβοιεν οἱ πολλοί 

πειρῶμαι νῦν λέγειν, ἢ ζῴων ἢ τινων ζωγραφημάτων, ἀλλ’ευθύ τι λέγω, 

φησίν ὁ λόγος, καί περιφερές καί ἀπό τούτων δή τά τε τοῖς τόρνοις γιγνόμενα 

ἐπίπεδά τε καί στερεά καί τά τοῖς κανόσι καί γωνίαις, εἲ μου μανθάνεις. 

Ταῦτα γάρ οὐκ εἶναι πρός τι καλά λέγω, καθάπερ ἂλλα, ἀλλ’ ἀεί καλά καθ’ 

αὑτά πεφυκέναι καί τινας ἡδονάς οἰκείας ἒχειν, οὐδέν ταῖς τῶν κνήσεων 

Πλάτων (427 – 347 

π.Χ. 
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προσφερεῖς καί χρώματα δή τοῦτον τόν τύπον ἒχοντα[καλά και ἡδονάς] ἀλλ’ 

ἆρα μανθάνομεν, ἢ πῶς;   

(Πλάτων, Φίληβος, 51.b.9-51.d.3) 

Δηλαδή:  

Όσα λέω δεν είναι βέβαια καθαρά ευθύς αμέσως, αλλά πρέπει να τα 

ξεκαθαρίσω. Πραγματικά δεν επιχειρώ να μιλήσω τώρα για ομορφιά 

σχημάτων, όπως θα τη θεωρούσε ό πολύς κόσμος, είτε των ζώων δηλαδή 

είτε κάποιων ζωγραφικών έργων,  αλλά εννοώ την ευθεία (λέει ο λόγος)  και 

την καμπύλη και τα επίπεδα και στερεά σχήματα πού προέρχονται απ' αυτές 

και γίνονται με τους τόρνους και τους χάρακες και τα τρίγωνα, αν 

καταλαβαίνεις. Γιατί αυτά δεν παραδέχομαι πώς είναι όμορφα σχετικά με 

κάτι, όπως άλλα, παρά από τη φύση τούς έχουν παντοτινή ομορφιά στην 

ουσία τους και έχουν κάποιες ηδονές δικές τους, τελείως άσχετες με τις 

ηδονές της φαγούρας, όμοια υπάρχουν και χρώματα ωραία πού έχουν αυτά 

τα χαρακτηριστικά και αυτές τις ηδονές. Αλλά καταλαβαίνουμε άραγε ή έχεις 

αντίρρηση;  

(Μετάφραση, Μ. Ανδρόνικος, εκδόσεις Δαίδαλος – Ι. Ζαχαρόπουλος) 

Στο χωρίο αυτό βλέπουμε ότι η χρήση της λέξης «γωνία» δηλώνει ένα εργαλείο 

του ξυλουργού που μοιάζει με ένα «τρίγωνο» και με το οποίο σχεδιάζει γωνίες 

πάνω σε ξύλινες κατασκευές.  

ΙΙ. Αποσπάσματα από τον Μένωνα 

Ας δούμε στη συνέχεια μερικές φράσεις από τον Μένωνα, όπου ο 

Πλάτωνας για να τεκμηριώσει τη «θεωρία της ανάμνησης» περιγράφει τη 

διαδικασία όπου ένας αγράμματος δούλος καταφέρνει με κατάλληλες ερωτήσεις 

του δασκάλου του, δηλαδή του Σωκράτη, να διπλασιάσει το τετράγωνο.  

1η φράση - ερώτηση 

Σωκράτης: Οὐκοῦν προσαναπληρωσαίμεθ’ ἄν τό ἐν τῇ γωνίᾳ τόδε; 
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(Πλάτων, Μένων, 84.d.6-7. TLG) 

Δηλαδή: 

Σωκράτης: Δε θα συμπληρώσουμε και τούτο εδώ το κενό στην γωνία;  

(Μετάφρση: Β. Τατάκης) 

2η φράση - ερώτηση 

Σωκράτης: Οὐκοῦν  ἐστιν αὕτη γραμμή ἐκ γωνίας εἰς γωνίαν [τινά] 

τέμνουσα δίχα ἕκαστον τούτων τῶν χωρίων; 

(Πλάτων, Μένων, 84.e.4-85.a.1. TLG) 

Δηλαδή: 

Σωκράτης: Δεν έχομε εδώ τούτη τη γραμμή από γωνία σε γωνία(δηλ. 

τη διαγώνιο) που τέμνει σε δυο ίσα μέρη καθένα από τούτα τα επίπεδα; 

(Μετάφρση: Β. Τατάκης) 

3η φράση - ερώτηση 

 

Σωκράτης: Ἀπό τῆς ἐκ γωνίας εἰς γωνίαν τεινούσης τοῦ τετράποδος; 

(Πλάτων, Μένων, 85.b.2-85.b.3. TLG) 

Δηλαδή: 

Σωκράτης: Από αυτή που τείνει από γωνία σε γωνία του τετραγώνου 

των τεσσάρων ποδιών;  

(Μετάφρση: Β. Τατάκης) 

 

Στις ερωτήσεις αυτές η λέξη «γωνία» παίρνει πιο συγκεκριμένη 

γεωμετρική έννοια και δηλώνει πραγματικά κάθε φορά τις γωνίες του τετραγώνου 

πάνω στο οποίο σκέφτεται ο Σωκράτης και ο μαθητής του.  
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ΙΙΙ. Αποσπάσματα από τον Τίμαιο 

Ο Τίμαιος είναι ένα έργο του Πλάτωνα όπου σ’ αυτό ο μεγάλος 

φιλόσοφος εκθέτει τη δικιά του κοσμολογία. Μιλάει για τη δημιουργία του 

κόσμου και μέσα στο κείμενο συναντούμε πολλές αναφορές στη «γωνία» και 

γενικότερα στα μαθηματικά της εποχής του.  

1ο  απόσπασμα: 

Ἡ δέ ὀρθή τῆς ἐπιπέδου βάσεως ἐκ τριγώνων συνέστηκεν. Τά δέ 

τρίγωνα πάντα ἐκ δυοῖν ἂρχεται τριγώνοιν, μίαν ὀρθή ἒχοντος ἑκατέρου 

γωνίαν, τάς δέ ὀξείας, ὧν τό μέν ἕτερον ἑκατέρωθεν ἒχει μέρος γωνίας 

ὀρθῆς πλευραῖς ἲσαις διῃρημένης, τό δ’ ἕτερον ἀνίσοις ἂνισα μέρη 

νενεμημένης.  

(Πλάτων, Τίμαιος, 53.c.7-53.d.4. TLG) 

Δηλαδή: 

Και όσες από τις επιφάνειες είναι επίπεδες αποτελούνται από τρίγωνα. 

Όλα όμως τα τρίγωνα προέρχονται από δύο είδη τριγώνων, το καθένα από 

τα οποία έχει μία ορθή και δύο οξείες γωνίες. Από τα δύο αυτά ορθογώνια 

τρίγωνα, το ένα έχει εκατέρωθεν της ορθής γωνίας ίσες πλευρές που 

αντιστοιχούν σε ίσες γωνίες, ενώ το άλλο έχει άνισες πλευρές απέναντι σε 

άνισες γωνίες. 

(Μετάφρση: Β. Κάλφας) 

2ο Απόσπασμα  

Τρίγωνα δέ ἰσόπλευρα συνιστάμενα τέτταρα κατά σύν τρεις ἐπιπέδους 

γωνίας μίαν στερεάν γωνίαν ποεῖ, τῆς ἀμβλυτάτης τῶν ἐπιπέδων γωνιῶν 

ἐφεξῆς γεγονυῖαν, τοιούτων δέ ἀποτελεσθεισῶν τεττάρων πρῶτον εἶδος 

στερεόν, ὅλου περιφεροῦς διανεμητικόν εἰς ἲσα μέρη καί ὅμοια, συνίσταται. 
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Δεύτερον δέ ἐκ μέν τῶν αὐτῶν τριγώνων, κατά δέ ἰσόπλευρα τρίγωνα ὀκτώ 

συστάντων, μίαν ἀπεργασαμένων στερεάν γωνίαν ἐκ τεττάρων ἐπιπέδων.  

(Πλάτων, Τίμαιος, 54.e.3-55.a.6. TLG) 

Δηλαδή: 

Παίρνουμε τώρα τέσσερα ισόπλευρα τρίγωνα και τα συνθέτουμε με 

τέτοιο τρόπο ώστε οι επίπεδες γωνίες τους να σχηματίζουν ανά τρεις μία 

στερεά γωνία, το μέγεθος της οποίας προσεγγίζει οριακά την αμβλύτερη 

επίπεδη γωνία. Όταν δημιουργηθούν τέσσερις τέτοιες στερεές γωνίες, 

έχουμε κατασκευάσει το πρώτο είδος στερεού, αυτό που διαιρεί την 

περιγεγραμμένη σφαίρα σε τέσσερα ίσα και όμοια μέρη [το κανονικό 

τετράεδρο]. 

(Μετάφρση: Β. Κάλφας) 

Φαίνεται καθαρά από τα δύο ανωτέρω αποσπάσματα ότι στο έργο αυτό ο 

Πλάτων διαχειρίζεται τη λέξη «γωνία» σχεδόν όπως αργότερα θα 

στοιχειοθετήσει ο Ευκλείδης. Μάλιστα στο έργο αυτό ο μεγάλος αυτός 

φιλόσοφος εκτός της «επιπέδου γωνίας» αναφέρεται και στη «στερεά γωνία» 

θέλοντας να περιγράψει το πρώτο από τα πέντε στερεά του, δηλαδή το 

τετράεδρο.  

Τη λέξη «γωνία» με ξεκάθαρη πλέον γεωμετρική σημασία τη διαβάζουμε 

και σε κείμενα του Αριστοτέλη του οποίου η εποχή πλησιάζει πιο κοντά στην 

εποχή του Ευκλείδη. Στο έργο «Αναλυτικά Πρότερα και Αναλυτικά Ύστερα» 

του φιλοσόφου αυτού συναντάμε πάρα πολλές φορές τη λέξη αυτή.  

Βέβαια τη γωνία την ήξεραν και τη μελέτησαν και προσωκρατικοί 

φιλόσοφοι, όπως ο Πυθαγόρας και ο Θαλής ο Μιλήσιος. Όμως κείμενα από 

αυτούς δεν έχουμε παρά αναφορές μεταγενεστέρων, όπως ο Πρόκλος, ο 

Διογένης ο Λαέρτιος, ο Ιάμβλιχος , ο Πάππος και πολλοί άλλοι.  
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Μια ενδιαφέρουσα πληροφορία για το πώς ο Πυθαγόρας αποκαλούσε τη 

γωνία αντλούμε από κείμενο του Ήρωνα του Αλεξανδρέος (1ος αιώνας μ. Χ.).  

Έτσι στο έργο «Όροι των γεωμετρίας ονομάτων» ο Ήρων δίνει διάφορους 

ορισμούς γεωμετρικών σχημάτων. Έτσι για την «ευθεία γωνία» γράφει: 

Ἐπίπεδος δέ εὐθύγραμμος καλεῖται γωνία, ὅταν αἱ περιέχουσαι αὐτήν 

γραμμαί εὐθεῖαι ὦσιν (ἐπίπεδος δε γωνία ἡ ἐν ἐπιπέδῳ πρός ἑνί σημείῳ 

σύννευσις γραμμῆς), ἢ γραμμῆς εὐθείας πρός ἑνί σημείῳ κλάσις, οὕτω γοῦν 

γλωχίνας ἐκάλουν οἱ Πυθαγόρειοι τάς γωνίας. 

(Ήρων, Όροι των γεωμετρίας ονομάτων, 15.12 -15.17.  TLG) 

5. Η «γωνία» στα Στοιχεία του Ευκλείδη 

 Στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη και μάλιστα μεταξύ 

των εικοσιτριών (23) ορισμών διαβάζουμε πώς ο Ευκλείδης «τακτοποίησε» την 

έννοια της «γωνίας». Εκεί λοιπόν διαβάζουμε τον όγδοο ορισμό: 

η΄. Ἐπίπεδος δέ γωνία ἐστίν ἡ ἐν ἐπιπέδῳ δύο γραμμῶν ἁπτομένων 

ἀλλήλων καί μή ἐπ’ εὐθείας κειμένων πρός ἀλλήλας τῶν γραμμῶν κλίσις.  

Δηλαδή: 

8. Ἐπίπεδος δέ γωνία εἶναι ἡ εἰς ἐπίπεδον κλίσις πρός ἀλλήλας δύο 

γραμμῶν μή ἐπ’ εὐθείας κειμένων, αἱ ὁποῖαι ἅπτονται μεταξύ των.  

( Μετάφραση: Ευάγγελος Σ. Σταμάτης) 

Ή ακόμα η ίδια πρόταση στη δημοτική: 

8. Επίπεδη γωνία είναι ή κλίση μεταξύ δύο ευθειών γραμμών του 

επιπέδου που τέμνονται χωρίς να αποτελούν ευθεία.  

( Μετάφραση από το βιβλίο: Ευκλείδη «Στοιχεία» του Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ, σελ. 91) 

Πολλά έχουν γραφεί μέχρι σήμερα για τον ορισμό αυτό της γωνίας από 

τον Ευκλείδη. Η γωνία, έτσι όπως τη όρισε ο Ευκλείδης είναι:  
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Η «κλίση» μεταξύ των δύο ευθειών του επιπέδου οι οποίες τέμνονται. 

Τη λέξη «κλίση» στον ορισμό αυτό θα την εννοούμε με την πρωταρχική 

σημασία του ουσιαστικού αυτού, δηλαδή ως «απόκλιση» της μιας ευθείας ως 

προς τη άλλη ή το πόσο «γέρνει» η μια ευθεία σε σχέση με την άλλη.  

Σήμερα βέβαια η έννοια της γωνίας καθώς και της κλίσης έχουν πάρει πιο 

συγκεκριμένη μορφή και ο προσδιορισμός της γωνίας, όπως διατυπώνεται στα 

βιβλία της Γεωμετρίας είναι πιο συγκεκριμένος και σαφής. Ενδιαφέρον έχει να 

δούμε μερικούς τρόπους ορισμού της γωνίας από τα μέσα του εικοστού αιώνα 

μέχρι σήμερα:  

Ι) Στο σχολικό βιβλίο «Θεωρητική Γεωμετρία δια τας ανωτέρας τάξεις 

των Γυμνασίων» του Νικολάου Δ. Νικολάου(ΟΕΔΒ, 1963), ένα από τα 

καλύτερα βιβλία της Γεωμετρίας στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση, διαβάζουμε 

στη σελίδα 19 έναν έμμεσο ορισμό: 

«Ἀπό την πρακτικήν Γεωμετρίαν ἐνθυμούμεθα ὅτι: 

Γωνία λέγεται το σχῆμα, τό ὁποῖον σχηματίζεται ἀπό δύο εὐθείας, 

αἱ ὁποῖαι ἀρχίζουσιν ἀπό ἒν σημεῖον καί δέν ἀποτελοῦσιν εὐθεῖαν» 

Για να ερμηνεύσει τον ορισμό αυτό δίνει το ακόλουθο σχήμα: 

Αν στραφεί η   γύρω από σημείο   κατά τη φορά του βέλους   

(θετική φορά), έως να συμπέσει με την   τότε παράγεται η γωνία   (κυρτή). 

Σ

χ. 1 
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Όμοια αν η    στραφεί γύρω από το σημείο   κατά αντίθετο φορά του βέλους 

 , τότε παράγεται η γωνία  (μη κυρτή). (Σχ.1) 

Σημειώνεται ότι με το συμβολισμό   δηλώνεται η ευθεία που ορίζεται 

από τα σημεία    και  .  

ΙΙ) Στα ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ Γυμνασίου, τόμος δεύτερος του Ι. 

Ιωαννίδη(ΟΕΔΒ, 1969) στη σελίδα 33: 

ΟΡΙΣΜΟΣ.  Ὀνομάζομεν γωνίαν κάθε διμελές σύνολον ἡμιευθειῶν 

ΟΑ, ΟΒ  αἱ ὁποῖαι ἒχουν τό αὐτό ἀρχικόν σημεῖον. (Σχ.2) 

Στον ορισμό αυτό παρατηρούμε την έκφραση: 

«διμελές σύνολον ημιευθειών ΟΑ, ΟΒ» 

σημαίνει ότι το ζεύγος (ΟΑ,ΟΒ) είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος και κατά 

συνέπεια έχουμε έναν προσανατολισμό με πρώτη την ημιευθεία ΟΑ και δεύτερη 

την ημιευθεία ΟΒ. Έτσι μ’ αυτόν τον τρόπο ορίζεται η προσανατολισμένη γωνία 

και μάλιστα ο ορισμός επεκτείνεται και σε γωνίες μεγαλύτερες των 360ο δηλαδή 

για γωνίες: 

 2 , 1        

ΙΙΙ. Στο βιβλίο ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ του Χρ. Γ. 

Παπανικολάου για τις Γ΄ Γυμνασίου και Δ΄  Ε΄, ΣΤ΄ Γυμνασίου Θεωρητικής 

Κατευθύνσεως (ΟΕΔΒ 1975), στη σελίδα 31, γράφει: 

Σ

χ. 2 
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Γωνία καλεῖται ἕκαστον ἐκ τῶν δύο ἐπιπέδων τμημάτων, εἰς τά 

ὁποῖα δύο ἡμιευθεῖαι μέ κοινήν ἀρχήν διαιροῦν τό ἐπίπεδόν των. 

Από το σχήμα 3 τα τμήματα αυτά είναι τα ( Γ1 ) και ( Γ2 ) τα οποία 

ορίζουν την κυρτή και μη κυρτή γωνία με πλευρές τις ΟΧ, ΟΨ και κορυφή το 

σημείο Ο.  

Από όλα τα ανωτέρω η έννοια της γωνίας μπορεί να εννοηθεί με ένα 

δυναμικό σχήμα όπως αυτό φαίνεται στο σχήμα 4. (Δυναμικό σχήμα 1) 

Επίλογος 

Ανακεφαλαιώνοντας μπορούμε να πούμε ότι η λέξη που προσδιορίζει το 

σχήμα που σήμερα αποκαλούμε γωνία έχει μια ενδιαφέρουσα διαδρομή μέσα 

από τα αρχαία κείμενα. Ξεκινά από την εποχή του Ομήρου ως «αγκών»   και 

Σ

χ.3 

Σ

χ.4 
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φθάνει μέχρι και την εποχή του Ευκλείδη ως «γωνία». Η διαδρομή της 

εννοιολογικής σημασίας και η απόλυτη μαθηματική της επεξεργασία, από την 

εποχή του Ευκλείδη μέχρι και σήμερα, πιστεύω ότι έχει μεγάλο ενδιαφέρον, ένα 

ενδιαφέρον ιστορικό, παιδαγωγικό και κυρίως μαθηματικό. 
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