Συνημμένο 82.
Κατασκευή Ζεύγους Τριγώνων Τετραπλά Ομολογικών. 
2ος Τρόπος (Σχήμα 11).
(α).  Ανάλυση.
Έστω ότι μας δίνεται το τρίγωνο Α'1Γ'1Ε'1 και ζητάμε το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, έτσι ώστε τα τρίγωνα αυτά να είναι τετραπλά ομολογικά, δηλαδή να έχουν: 
Β'1Γ'1∩Α'1Δ'1∩Ε'1Ζ'1 ≡Α2, Α'1Ζ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Δ'1 ≡Β2, Α'1Β'1∩Ζ'1Γ'1∩Ε'1Δ'1 ≡Γ2, 
Α'1Δ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Ζ'1≡Κ.                                                                                          (1).
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Ó÷Þìá 11.
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Σχήμα 11.

Αν λάβουμε υπόψη μας τα παραπάνω Κριτήρια 4 (§ 5δ), 7 (§ 5ζ), την Πρόταση 1 (§ 5α),  την κατασκευή 9 (§ 5θ) και την θεωρία περί πόλων και πολικών, οδηγούμαστε και στην παρακάτω κατασκευή.
( β). Κατασκευή. 
Γράφουμε τον εγγεγραμμένο κύκλο (Ο, ρ) του δοσμένου τριγώνου Α'1Γ'1Ε'1.
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Αν Α, Γ, Ε, είναι τα σημεία επαφής των Α'1Ε'1, Α'1Γ'1, Γ'1Ε'1, αντίστοιχα και Β≡ Α'1Ε∩(Ο, ρ), Δ≡ Γ'1Α∩(Ο, ρ), Ζ≡ Ε'1Γ∩(Ο, ρ), τότε από τον παραπάνω τρόπο κατασκευής του εξάπλευρου ΑΒΓΔΕΖ, προκύπτει ότι τούτο θα είναι αρμονικό (Πρόταση 9 παραπάνω § 5θ).
Αν στα Β, Δ, φέρουμε εφαπτόμενες που τέμνονται στο Β'1, στα Δ, Ζ, που τέμνονται στο Δ'1, και στα Ζ, Β, που τέμνονται στο Ζ'1, τότε λέμε ότι το τρίγωνο
Β'1Δ'1Ζ'1, είναι το ζητούμενο.
(γ). Απόδειξη.
Πραγματικά, σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο 4 (§ 5δ), πχ η Ε'1ΖΚΓΒ'1, θα είναι ευθεία.
Ακόμη, σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο 7 (§ 5ζ), η ΖΓΒ2 θα είναι ευθεία (Β2≡ΑΒ∩ΔΕ).
Επίσης, σύμφωνα με την παραπάνω Πρόταση 1 (§ 5α), θα είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
Έτσι, επειδή οι ευθείες Ε'1ΖΚΓΒ'1, ΖΓΒ2, έχουν κοινά τα σημεία τους Γ, Ζ, θα συμπίπτουν, οπότε και η Ε'1ΖΚΓΒ'1Β2, θα είναι ευθεία (Όμοια βρίσκουμε ότι ευθείες είναι και οι Ζ'1ΑΚΔΓ'1Γ2, Α'1ΒΚΕΔ'1Α2 ).
Ο πόλος της Α'1Ζ'1 είναι η τομή β των ΑΓ, ΒΖ, καθώς η ΑΓ έχει πόλο το Α'1 και η ΒΖ έχει πόλο το Ζ'1.
Αν Ε'1Α'1∩ Ζ'1Β'1≡Α', Ζ'1Β'1∩ Α'1Γ'1≡Β', …, Β'1Ζ'1∩ Α'1Ε'1≡Ζ', Β'Γ'∩ Ζ'Ε'≡Γ2, τότε, σύμφωνα με γνωστό Θεώρημα του Νεύτωνα, θα είναι: ΑΓ∩ΒΖ∩Α'Γ'2∩Β'Ζ'≡β. Δηλαδή η Α'Γ'2 περνά από τον πόλο β της Α'1Ζ'1. Τούτο σημαίνει ότι και η Α'1Ζ'1 θα περνά από τον πόλο Β2 της Α'Γ'2. Αλλά, ο πόλος της Α'Γ'2 που είναι η τομή Β2 των πολικών ΑΒ και ΓΖ των σημείων Α', Γ'2, αντίστοιχα. Άρα η Α'1Ζ'1, θα περνά από το Β2.
Όμοια βρίσκουμε και ότι Γ'1Δ'1, περνά από το Β2, από το οποίο περνά και η Ε'1Β'1. Δηλαδή, τελικά είναι : , Α'1Ζ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Δ'1 ≡Β2.

Επίσης, αν εργασθούμε όπως παραπάνω, βρίσκουμε και ότι:  Β'1Γ'1∩Α'1Δ'1∩Ζ'1Ε'1 ≡Α2, , Α'1Β'1∩Ζ'1Γ'1∩Δ'1Ε'1 ≡Γ2. 
[Αν ΓΕ∩ΔΖ≡ε, βρίσκουμε όπως παραπάνω ότι η εΔ'1Γ'2, είναι ευθεία, η οποία έχει πόλο επίσης το Β2, οπότε Α'βεΔ'Γ'2 είναι ευθεία. Ακόμη και η Α'ΚΔ' είναι ευθεία ( Πρόταση 10 § 5ι, οπότε ευθεία είναι και η Α'βΚεΔ'Γ'2. Όμοια βρίσκουμε ότι ευθείες   είναι και οι Ε'ΚΒ'Α'2, Ζ'ΚΓ'Β'2].
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Εξάλλου, παραπάνω έχουμε αποδείξει ότι είναι και ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡ Κ≡Α'1Δ'1∩Β'1Ε'1∩Γ'1Ζ'1. οπότε για τα δίδυμα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1, του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1, (που δεν είναι αρμονικό), αληθεύει η σχέση (1).
Δηλαδή, τα τρίγωνα αυτά είναι πραγματικά τετραπλά ομολογικά, με κέντρα ομολογίας τα Κ, Α2, Β2, Γ2.οπότε το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, αποτελεί πραγματικά μια 2η λύση του δοσμένου προβλήματος.
(δ). Διερεύνηση.
Επειδή το τρίγωνο Β'1Δ'1Ζ'1, κατασκευάζεται πάντοτε, έχουμε και εδώ πάντοτε λύση του Προβλήματος αυτού.
Συμπέρασμα.
Βλέπουμε λοιπόν ότι και τα δίδυμα τρίγωνα Α'1Γ'1Ε'1, Β'1Δ'1Ζ'1, του εξάπλευρου Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1, (που δεν είναι αρμονικό), αποτελούν μία άλλη λύση του παραπάνω Προβλήματος, καθώς και αυτά είναι τετραπλά ομολογικά.
Παρατηρήσεις.
(α). Η κατασκευή αυτή έχει καταχωρηθεί στην παράγραφο 10ι(144) (τόμος 10), του βιβλίου [2],

(β). Βλέπουμε λοιπόν ότι υπάρχει λύση, σύμφωνα με την οποία το εξάπλευρο Α'1Β'1Γ'1Δ'1Ε'1Ζ'1δεν είναι Αρμονικό. Όμως, όπως φαίνεται και στο σχήμα 11, τούτο δεν είναι τελείως άσχετο με το αρμονικό εξάπλευρο ΑΒΓΔΕΖ. {Τούτο στο βιβλίο [1] το ονομάζουμε πρωτογενές περιγεγραμμενικό εξάπλευρο}.
(γ). Εύκολα βρίσκουμε ότι τα δίδυμα τρίγωνα Α'ΓΕ', Β'Δ'Ζ', του αντίστοιχου περιγεγραμμένου εξάπλευρου Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ', του αρμονικού ΑΒΓΔΕΖ εξάπλευρου, είναι τετραπλά ομολογικά.
Στο σχήμα 3.2.β.(4).(β).1/, του βιβλίου [1], φαίνονται και άλλα ζεύγη δίδυμων τριγώνων τετραπλά ομολογικών, τα οποία όμως δεν μπορεί να χρησιμοποιηθούν για λύσεις του δοσμένου Προβλήματος, όπως αυτό έχει δοθεί εδώ.
(δ). Τα σημεία Α2, Β2, Γ2. Α'2, Β'2, Γ'2, είναι συνευθειακά, καθώς οι πολικές τους Γ'Ζ', Α'Δ', Β'Ε', ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, αντίστοιχα, συντρέχουν στο Κ. 
                                                                                        Θεσσαλονίκη  13-1-2011. 

                                                                                                Νίκος Κυριαζής.
