
Μία ἐνδιαφέρουσα διαφορικὴ ἀνίσωση

Πρόβλημα. Ἔστω ὅτι ἡ f ∶ D → R, εἶναι συνεχής, ὅπου D ⊂ R2, ἀνοικτό, καὶ ἔστω φ,ψ ∶ [τ ∶ T ] → R,

διαφορίσιμες συναρτήσεις. Ἂν φ(τ) = ψ(τ), καὶ

φ′(t) = f(t, φ(t)) καὶ ψ′(t) < f(t, ψ(t)), διὰ κάθε t ∈ [τ, T ] ,

τότε δείξατε ὅτι ψ(t) < φ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, T ].

Ἀπόδειξη. Ἔστω ὅτι κάτι τέτοιο δὲν ἰσχύει. Τότε ὑπάρχει t1 ∈ (τ, T ], ὥστε

ψ(t1) ≥ φ(t1).

Ἰσχυρισμός 1. Ὑπάρχει δ > 0, ὥστε

φ(t) > ψ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, τ + δ).

Ἀπόδειξη τοῦ Ἱσχυρισμοῦ 1. Καθὼς φ(τ) = ψ(τ), τότε

ψ′(τ) < f(τ,ψ(τ)) = f(τ,φ(τ)) = φ′(τ).

Ὁπότε γιὰ ε = 1
2
(φ′(τ) − ψ′(τ)), ὑπάρχει δ > 0, ὥστε

0 < h < δ Ô⇒ ∣
(φ(τ + h) − ψ(τ + h)) − (φ(τ) − ψ(τ))

h
− (φ′(τ) − ψ′(τ))∣ < ε,

καὶ συνεπῶς, διὰ κάθε h ∈ (0, δ)

φ(τ + h) − ψ(τ + h)
h

> (φ′(τ) − ψ′(τ)) − ε = ε
2
> 0,

καὶ ἄρα φ(t) > ψ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, τ + δ).

Ἰσχυρισμός 2. Ὑπάρχει t∗ ∈ (τ, t1], ὥστε

φ(t∗) = ψ(t∗), ἐνῶ φ(t) > ψ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, t∗).

Ἔστω ὅτι ἔχομε ἀποδείξει τὸν Ἰσχυρισμό 2. Τότε διὰ κάθε t ∈ (τ, t∗), ἔχομε

ψ(t) − ψ(t∗)
t − t∗

> φ(t) − φ(t
∗)

t − t∗
,

καὶ ἄρα

ψ′(t∗) = lim
t→t∗

ψ(t) − ψ(t∗)
t − t∗

≥ lim
t→t∗

φ(t) − φ(t∗)
t − t∗

= φ′(t∗).

1



2

Ταυτοχρόνως, ἀφοῦ φ(t∗) = ψ(t∗), τότε ἔχομε ὅτι

φ′(t∗) = f(t∗, φ(t∗)) = f(t∗, ψ(t∗)) > ψ′(t∗).

Ἄτοπο. Ἀπομένει νὰ δείξομε τὸν Ἰσχυρισμὸ 2.

Ἀπόδειξη τοῦ Ἱσχυρισμοῦ 2. Καθὼς ἰσχύει ὅτι φ(t) > ψ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, τ + δ), ἐνῶ φ(t1) ≤ ψ(t1),
τότε τὸ Θεώρημα τῆς Ἐνδιαμέσου Τιμῆς παρέχει t2 ∈ [τ + δ, t1], ὅπου φ(t2) = ψ(t2). Θέτομε

S = {t ∈ [τ + δ, T ] ∶ φ(t) = ψ(t)}.

Τὸ σύνολο S εἶναι μὴ κενὸ, κάτω φραγμένο ἀπὸ τὸ τ + δ καὶ κλειστό, λόγω τῆς συνέχειας τῶν φ καὶ ψ.
Ἄρα διαθέτει ἐλάχιστο στοιχεῖο t∗. Δηλαδή, φ(t∗) = ψ(t∗), ἐνῶ ταυτοχρόνως,

φ(t) > ψ(t), διὰ κάθε t ∈ (τ, t∗).

Ἀλλιῶς, ἂν ὑπῆρχε t′ ∈ (τ, t∗), μὲ φ(t′) ≤ ψ(t′), τότε καθὼς στὸ (τ, τ + δ) ἰσχύει ὅτι φ(t) > ψ(t),
λόγω τοῦΘεωρήματος τῆς ἘνδιαμέσουΤιμῆς, θὰ ὑπῆρχε t′′ ∈ (τ, t′], μὲ φ(t′′) = ψ(t′′), καὶ ἄρα t′′ < t∗.
Ἄτοπο. ◻

Παρατήρηση. Ἂν ἡ ὑπόθεση

ψ′(t) < f(t, ψ(t)), διὰ κάθε t ∈ [τ, T ],

ἀντικατασταθεῖ ἀπὸ τὴν ἐλαφρῶς ἀσθενέστερη ὑπόθεση

ψ′(t) < f(t, ψ(t)), διὰ κάθε t ∈ (τ, T ],

τότε τὸ συμπέρασμα παύει νὰ ἰσχύει.

Ἀντιπαράδειγμα. Ἔστω f(t, x) = 4∣x∣1/2, καὶ φ,ψ ∶ [0,∞), μὲ τύπους:

φ(t) ≡ 0, ψ(t) = t2.

Τότε ἡ φ(0) = ψ(0) = 0, ἐνῶ

φ′(t) = 0 = 4∣φ(t)∣1/2 = f(t, φ(t)), διὰ κάθε t ≥ 0.

Ταυτοχρόνως ὅμως,

ψ′(t) = 2t < 4t = 4∣ψ(t)∣1/2 = f(t, ψ(t)), διὰ κάθε t > 0.

ἀλλά
ψ(t) > φ(t), διὰ κάθε t > 0.


