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 ΠΡΟΒΛΗΜΑ  1 

      Εννέα θετικοί ακέραιοι αριθµοί, έχουν το τελευταίο διψήφιο τµήµα τους 11, 12  13 , 

14 , 15 , 16 , 17 , 18  και 19  αντίστοιχα. Να βρεθεί το τελευταίο διψήφιο τµήµα του α-

θροίσµατος των τετραγώνων τους. 

 

     ΠΡΟΒΛΗΜΑ  2  

      Να λύσετε το σύστηµα 
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      ΠΡΟΒΛΗΜΑ  3 

      ∆ίνεται οξυγώνιο και σκαληνό τρίγωνο ABC  µε AB AC<  και τυχούσα ευθεία ( )ε  

που περνά από το κέντρο  O  του περιγεγραµµένου κύκλου του ( , )c O R . Η ευθεία ( )ε , 

τέµνει τις πλευρές , ,BC AC AB  στα σηµεία 
1 1 1
, ,A B C  (το σηµείο 

1
C  βρίσκεται στη προ-

έκταση της AB  προς το B ). Η κάθετη από το A  προς την ευθεία ( )ε  και η 
1

AA  τέ-

µνουν  το περιγεγραµµένο κύκλο στα σηµεία  M  και 
2

A  αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι: 

(α) τα σηµεία 
1 2

, , ,O A A M  βρίσκονται επάνω στον ίδιο κύκλο 
1

( )c  (δηλαδή τα σηµεία 

είναι οµοκυκλικά). 

(β) αν 
2

( )c  είναι ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου 
1

OBC  και 
3

( )c  είναι ο περιγε-

γραµµένος κύκλος του τριγώνου 
1

OCB , αποδείξτε ότι οι κύκλοι 
1 2 3

( ), ( ), ( )c c c  έχουν 

κοινή χορδή. 

 

      ΠΡΟΒΛΗΜΑ  4 

      Χρωµατίζουµε κάθε έναν από τους αριθµούς 1,…,8 µε άσπρο ή µαύρο σύµφωνα µε 

τους εξής κανόνες: 

(α) Ο αριθµός 4  χρωµατίζεται µε άσπρο και τουλάχιστον ένας από τους υπόλοιπους α-

ριθµούς χρωµατίζεται µε µαύρο. 

(β) Αν δύο αριθµοί α, β είναι χρωµατισµένοι µε διαφορετικό χρώµα και 8α β+ ≤ , τότε 

ο αριθµός α+β χρωµατίζεται µε  µαύρο. 

(γ) Αν δύο αριθµοί α, β είναι χρωµατισµένοι µε διαφορετικό χρώµα και α β⋅ ≤ 8 , τότε ο 

αριθµός α β⋅  χρωµατίζεται µε άσπρο. 

Αν µε τους παραπάνω κανόνες χρωµατίζονται όλοι οι αριθµοί, να βρείτε το χρώµα κάθε 

αριθµού. 
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      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

      Να προσδιορίσετε τους θετικούς πραγµατικούς αριθµούς , , ,x y z w  που ικανοποιούν 

το σύστηµα 
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      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
      Στον πίνακα υπάρχουν Κ κύκλοι στη σειρά που ο καθένας, από αριστερά προς τα δεξιά, α-

ντιστοιχεί σε έναν από τους αριθµούς 1,2,3,...,Κ. 

....○ ○ ○ ○ ○  

      Αλλαγή κατάστασης ενός κύκλου είναι το  να γράφουµε ή να σβήνουµε τον αριθµό που του 

αντιστοιχεί. Στην αρχή δεν υπάρχει κανένας αριθµός γραµµένος µέσα στον κύκλο του. 

      Για κάθε θετικό διαιρέτη d του Κ , 1 d≤ ≤ Κ , αλλάζουµε την κατάσταση των κύκλων που 

αντιστοιχούν σε αριθµούς που είναι πολλαπλάσια  του d , κάνοντας για κάθε διαιρέτη d , συνο-

λικά Κ αλλαγές καταστάσεων.  

      Να προσδιορίσετε την τιµή του Κ, για την οποία, όταν η διαδικασία αυτή εφαρµοστεί µία 

φορά για όλους τους θετικούς διαιρέτες του Κ, τότε όλοι οι αριθµοί 1,2,...,Κ είναι γραµµένοι 

στους αντίστοιχους κύκλους τους.  

   

      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

      ∆ίνεται  τρίγωνο ABΓ   το περίκεντρό του Ο  και η ακτίνα R  του περιγεγραµµένου 

κύκλου του. Έστω 
1

Ο  το συµµετρικό του Ο  ως προς την πλευρά ΒΓ , 
2

Ο  το συµµετρι-

κό του Ο  ως προς την πλευρά ΑΓ  και 
3

Ο  το συµµετρικό του Ο  ως προς την πλευρά 

ΑΒ .  

(α) Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι 
1 1
(O , )C R , 

2 2
(O , )C R  και 

3 3
(O , )C R  διέρχονται από το 

ίδιο σηµείο (έστω Τ ). 

(β) Από το σηµείο Τ  θεωρούµε τυχούσα ευθεία η οποία τέµνει το κύκλο 1C  στο Λ , το 

κύκλο 2C  στο Μ  και το κύκλο 3C  στο K . Από τα , ,Κ Λ Μ  θεωρούµε κάθετες προς τις 

πλευρές ,ΑΒ ΒΓ  και ΑΓ  αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι αυτές οι κάθετες περνάνε από 

το ίδιο σηµείο. 

 
 

      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

     Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις :f ∗ ∗→� �  οι οποίες ικανοποιούν την ισό-

τητα 

                                             ( )( ) 1
( )

( )

f x
f f f x

f y y

 
= ⋅ 

 
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 για κάθε  ,x y ∗∈�  και είναι γνησίως µονότονες στο ( )0,+∞  


