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Πρόκειται για μία άσκηση που κατασκεύασα πρόσφατα σε συνεργασία με τον Στέφανο

Αρετάκη.Απαιτεί γνώσεις αλλά και παρατηρητικότητα.Στην ουσία αποτελείται από δύο

μέρη.Το πρώτο μέρος μπορεί να αντιμετωπισθεί εύκολα με Αναλυτική Γεωμετρία ή με

Μετρικές Σχέσεις, αλλά εδώ θα παρουσιάσουμε δύο διαφορετικούς τρόπους, που

διακρίνονται για την πρωτοτυπία και την κομψότητά τους.Ο πρώτος τρόπος ανήκει στον

΄Ελληνα Γεωμέτρη Σωτήρη Λουρίδα και ο δεύτερος, στον Μολδαβό Jurie Boreico (τρεις

φορές Χρυσό Ολυμπιονίκη με την απόλυτη βαθμολογία 42/42).Παρακαλώ να στείλετε τα

σχόλια, τις παρατηρήσεις και τις προτάσεις σας στον συγγραφέα nrapanos@gmail.com

'Askhsh

DÐnetai orjog¸nio kai isoskelèc trÐgwno ABC(∠A = 90o), h eujeÐa l pou eÐnai h

apì to C par�llhlh proc thn AB kai kÔkloc G(O, R) exwterik� tou trig¸nou.'Ena

shmeÐo D kineÐtai p�nw sthn pleur� AC.'Estw

• E = l ∩BD

• M : to mèso tou tm matoc AD

• A1, B1: ta shmeÐa tom c thc eujeÐac EM me ton kÔklo G

Na apodeÐxete ìti to perÐkentro tou trig¸nou A1B1O kineÐtai p�nw se mia stajer 

uperbol .

Apìdeixh

Arqik� ja apodeÐxoume (me dÔo trìpouc) ìti h eujeÐa EM ef�ptetai stajeroÔ kÔklou

kai sth sunèqeia ja proqwr soume sto kurÐwc prìblhma.

1oc Trìpoc (Swt rhc LourÐdac)

JewroÔme shmeÐo Z thc eujeÐac l ètsi ¸ste to tetr�pleuro ACZB na eÐnai tetr�gwno

kai C1 o perigegrammènoc kÔkloc tou.An T = DZ ∩ C1, E
′ = TM ∩ l kai

N = TM ∩ C1, ja deÐxoume oti E = E ′ ShmeÐ¸noume ∠CAT = w kai èqoume ta

akìlouja sumper�smata:

• ∠ATZ = 90o giatÐ h AC eÐnai di�metroc tou kÔklou

• ∠TMC = 2w =⇒



∠DCT = 45− w

∠TDC = 90 + w

∠DTC = 45o

• ∠NBA = ∠TZC = w =⇒

∠BEN = 45o − w

∠NBZ = 90o + w

∠BNZ = 45o

Sunep¸c ta trÐgwna BNZ kai DTC eÐnai omoiìjeta,�ra ta shmeÐa B, D, E ′ eÐnai

suneujeiak�-dhlad  E ′ = E. EÔkola brÐskoume ìti ∠NZT = 45o =⇒
=⇒ NT = AB = ct =⇒ d(K, EM) = AB

2 = ct,�ra h EM ef�ptetai tou egge-

grammènou kÔklou tou tetrag¸nou.



2oc Trìpoc (Jurie Boreico)

Arqik� ja deÐxoume ìti EM = AM+EC.Pr�gmati,an N to mèso thc upoteÐnousac

èqoume:

EDC ≈ BDA =⇒ EC
AB = DC

AD ⇐⇒
EC

2AM+CD = CD
2AM ⇐⇒

2AM · EC = CD2 + 2AM · CD

All�

EM2 = EC2 + CD2 ⇐⇒ EM2 = EC2 + (CD2 + 2MD · CD + MD2)⇐⇒
EM2 = EC2 + 2AM · EC + AM 2 ⇐⇒ EM = AM + EC

H k�jeth proc th MN sto N tèmnei thn eujeÐa EC sto M ′.EÔkola apodeiknÔoume

ìti ta trÐgwna AMN kai M ′NC eÐnai Ðsa.'Ara

CM ′ = AM =⇒ EM ′ = EC + AM = EM

�ra kai ta trÐgwna EMN kai EM ′N eÐnai Ðsa.

Sunep¸c d(N, EM) = d(N, l) = ct kai profan¸c h eujeÐa l ef�ptetai stajeroÔ

kÔklou.



T¸ra, èqontac plèon apodeÐxei ìti h eujeÐa EM ef�ptetai stajeroÔ kÔklou,

eÐmaste ètoimoi na proqwr soume sto deÔtero kai teleutaÐo mèroc tou probl matoc.

Ed¸ ja prèpei o anagn¸sthc na gnwrÐzei to gewmetrikì metasqhmatismì thc anti-

strof c gia na mporèsei na parakolouj sei th lÔsh.

Gia lìgouc eukolÐac, ja k�noume mia << aplopoÐhsh sq matoc >> (ìpwc sunhjÐzei na

leèi o fÐloc mou Stèfanoc Aret�khc). 'Estw ìti h EM ef�ptetai ston kÔklo C1

kèntrou N sto T kai C2(F,r) o perigegrammènoc kÔkloc tou trig¸nou A1B1O.Jèloume

na apodeÐxoume ìti to shmeÐo F kineÐtai p�nw se uperbol .

JewroÔme thn antistrof  I(O, R2) h opoÐa apeikonÐzei:

• ton kÔklo G ston eautì tou.

• ton kÔklo C1 se ènan �llo stajerì kÔklo G(L, r) pou èqei to kèntro tou

p�nw sth di�kentro twn C1, G

• ton kÔko C2 se mÐa eujeÐa diìti o pìloc thc antistrof c brÐsketai p�nw ston C2

kai apì th stigm  pou ta shmeÐa A1, B1 apeikonÐzontai tautotik�, sumperaÐnoume

ìti o kÔkloc C2 apeikonÐzetai sthn eujeÐa A1B1.

ParathroÔme ìti h A1B1 ef�ptetai tou kÔklou C1.Apì tic idiìthtec tic anti-

strof c gnwrÐzoume ìti an dÔo sq mata ef�ptontai, tìte kai ta antÐstrofa aut¸n

ja ef�ptontai.



Lamb�nontac up' ìyin autì to je¸rhma, sumperaÐnoume ìti o stajerìc kÔkloc G

kai o metablhtìc kÔkloc C2 suneq¸c ef�ptontai.

Lìgw autoÔ èqoume: FL = r+r kai FO =r, �ra FL− FO = r = ct �ra to

h diafor� twn apost�sewn tou F apì dÔo stajer� shmeÐa (O, L) eÐnai stajer !

Sunep¸c to F kineÐtai p�nw se mÐa uperbol .

ShmeÐwsh Parap�nw jewr same ìti o kÔkloc C3 ef�ptetai tou G exwterik�-

qwrÐc na eÐnai sÐgouro...Par�ola aut� den dhmiourgeÐtai prìblhma sthn apìdeixh akìma

kai se antÐjeth perÐptwsh. MporeÐte na skefjeÐte giatÐ?


