
ANISOTHTES ME DIAMESOUS

KatarqĹc, apodeiknÔoume thn 14. Lìgw thc gnwstăc sqèshc

m2
a + m2

b + m2
c =

3

4
(a2 + b2 + c2),

h proc apìdeixh anisìthta grĹfetai

3(a2 + b2 + c2) ≥ (a + b + c)2,

h opoÐa eÐnai gnwstì ìti isqÔei.

PhgaÐnoume tÿra sthn

2. ma + mb + mc ≤ 4R + r.

Apìdeixh:
DiakrÐnoume dÔo periptÿseic:

•An to trÐgwno eÐnai oxugÿnio, to perÐkentro O tou trigÿnou, eÐnai esw-
terikì shmeÐo tou trigÿnou. Ac onomĹsoume K,L, M ta mèsa twn pleurÿn
BC,CA, AB antÐstoiqa. Apì thn anisìthta tou trigÿnou, èqoume tìte tic
sqèseic

AK ≤ AO + OK

BL ≤ BO + OL

CM ≤ CO + OM.

Me prìsjesh autÿn kai epeidă OA = OB = OC = R, kai OK +OL+OM =
R + r (Jeÿrhma Carnot), prokÔptei h zhtoÔmenh.

• Ac eÐnai tÿra to trÐgwno mh oxugÿnio. JewroÔme ton kÔklo me diĹmetro
BC (kai Ĺra me aktÐna a

2
). EÐnai profanèc tìte, ìti to A brÐsketai sto

eswterikì tou parapĹnw kÔklou. Epomènwc, isqÔei ma < R < a
2
. Aută, se

sunduasmì me tic gnwstèc anisìthtec (oi opoÐec isqÔoun se tuqìn trÐgwno)



mb <
a + c

2
, mc <

a + b

2
,

dÐnei

ma + mb + mc <
a

2
+

a + c

2
+

a + b

2
= a + s ≤ 2R + 2R + r = 4R + r,

afoÔ wc gnwstìn, se kĹje mh oxugÿnio trÐgwno isqÔei s ≤ 2R + r, kai h
apìdeixh oloklhrÿjhke.

Apì thn anisìthta Euler R ≥ 2r, kai thn 2., lambĹnoume thn
1. ma + mb + mc ≤ 9R

2
.

Akìma, apì thn 1. kai thn anisìthta AM-GM, èqoume

9R

2
≥ ma + mb + mc ≥ 3 3

√
mambmc,

apì ìpou prokÔptei h 5.

H 3. prokÔptei me prìsjesh twn

4Rma ≥ b2 + c2, 4Rmb ≥ c2 + a2, 4Rmc ≥ a2 + a2.

ApodeiknÔoume thn prÿth: Gia thn anisìthta aută upĹrqoun pollèc dia-
foretikèc apodeÐxeic. H suntomìterh ìmwc eÐnai aută pou kĹnei qrăsh thc
ènnoiac thc summetrodiamèsou apì thn korufă A, to măkoc ka thc opoÐac,
apodeiknÔetai ìti dÐnetai apì th sqèsh

ka =
2bc

b2 + c2
ma.

Epeidă profanÿc eÐnai ka ≥ ha, lambĹnoume th zhtoÔmenh.

ApodeiknÔoume tÿra thn

11. mambmc ≥ r(m2
a + m2

b + m2
c).

Apìdeixh:



EÐnai gnwstì ìti isqÔei 2R(ma + mb + mc) ≥ a2 + b2 + c2. Me efarmogă
tou metasqhmatismoÔ thc diamèsou, prokÔptei h zhtoÔmenh.

Ac parathrhjeÐ ìti h 26. eÐnai h 11. grammènh diaforetikĹ.

EpÐshc, oi 11,14. apodeiknÔoun tic 12,15.(prìkeitai gia thn Ðdia anisìth-
ta, afoÔ isqÔei

∏
cos A

2
= s

4R
).

H 13. prokÔptei me prìsjesh twn gnwstÿn anisotătwn

ma ≥
√

s(s− a), mb ≥
√

s(s− b), mc ≥
√

s(s− c).

H 16. prokÔptei apì tic gnwstèc anisìthtec

4Rma ≥ b2 + c2, 4Rmb ≥ c2 + a2, 4Rmc ≥ a2 + a2.

H 4. prokÔptei apì tic anisìthtec

ama ≤ sR, bmb ≤ sR, cmc ≤ sR.

PrĹgmati, apì autèc èqoume

1

ma

≥ a

sR
,

1

mb

≥ b

sR
,

1

mc

≥ c

sR
.

Me prìsjesh autÿn, prokÔptei h zhtoÔmenh.

H 6. prokÔptei apì thn 4., me efarmogă thc anisìthtac twn dunĹmewn,
gia a ≥ 1.

ApodeiknÔoume tÿra, thn 8.
EÐnai gnwstì ìti, an ABC trÐgwno kai M shmeÐo tou epipèdou tou trigÿ-
nou,tìte isqÔei

MA

a
+

MB

b
+

MC

c
≥
√

3.

Sth sqèsh aută jètoume
M ≡ G

(to barÔkentro tou trigÿnou) kai epeidă isqÔei



GA =
2

3
ma, GB =

2

3
mb, GC =

2

3
mc,

prokÔptei h 8.
An sthn 8. efarmìsoume ton metasqhmatismì thc diamèsou lambĹnoume

thn 7.
Apì tic 7,8. me qrăsh thc anisìthtac twn dunĹmewn gia n ≥ 1 prokÔptoun

oi 9,10.

EÐnai gnwstì, ìti an ABC trÐgwno kai M shmeÐo sto epÐpedì tou, tìte

MA ·MB

ab
+

MB ·MC

bc
+

MC ·MA

ca
|geq1.

Se autăn jètoume M ≡ G kai prokÔptei h 25., sthn opoÐa an efarmìsoume
ton metasqhmatismì thc diamèsou lambĹnoume thn 17.

ApodeiknÔoume thn 23.
Lìgw thc tautìthtac tou Bager

am2
a + bm2

b + cm2
c =

s

2
(s2 + 2Rr + 5r2),

h proc apìdeixh anisìthta, anĹgetai sthn gnwstă s2 ≥ 16Rr − 5r2.
Apì thn 23. mèsw tou metasqhmatismoÔ thc diamèsou, prokÔptei h 18.

ApodeiknÔoume thn 21. Apì thn anisìthta Cauchy-Schwarz kai thn 15.
èqoume

∑ 1

s− a
≥ 9

s
≥ 9E

mambmc

.

Efarmìzontac ton metasqhmatismì thc diamèsou prokÔptei h zhtoÔmenh. Me
efarmogă thc anisìthtac twn dunĹmewn gia n ≥ 1 kai thc 21.prokÔptei h 22.

Gia thn 24. upojètoume qwrÐc blĹbh thc genikìthtac ìti a ≥ b ≥ c. Tìte
eÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi triĹdec

{(b + c), (c + a), (a + b)} , {ma,mb,mc}
eÐnai omoiìtropa diatetagmènec, enÿ oi



{ma,mb,mc}, {a, b, c}
eÐnai antÐjeta diatetagmènec. Epomènwc, apì thn anisìthta tou Chebyshev

èqoume

∑
(b + c)ma ≥ 4s

3

∑
ma = 2

a + b + c

3

∑
ma ≥ 2

∑
ama.

Gia thn 27., me efarmogă tou 1ou jewrămatoc tou PtolemaÐou sto tetrĹ-
pleuro ABDE (AD, BE diĹmesoi), lambĹnoume

mamb ≤ ab

4
+

c2

4
.

Me anĹlogo trìpo prokÔptoun kai oi

mbmc ≤ bc

4
+

a2

2
, mcma ≤ ca

4
+

b2

2
.

Me prìsjesh twn parapĹnw sqèsewn prokÔptei h zhtoÔmenh.

H 29. prokÔptei apì thn 27. me qrăsh thc gnwstăc anisìthtac

a2 + b2 + c2 < 2(ab + bc + ca)

kai apì autăn prokÔptei h 30. mèsw tou metasqhmatismoÔ thc diamèsou.

Gia thn 31. ac eÐnai AD,BE, CZ oi diĹmesoi tou trigÿnou kai G to
barÔkentro. Efarmìzontac to jeÿrhma tou PtolemaÐou sta tetrĹpleura
AZGE, BZGD, CDGE lambĹnoume antÐstoiqa

bmc + cmb ≥ 2ama, cma + amc ≥ 2bmb, amb + bma ≥ 2cmc.

PollaplasiĹzoume tic sqèseic autèc epÐ a, b, c antÐstoiqa, tic sqèseic pou
prokÔptoun tic prosjètoume kai prokÔptei h zhtoÔmenh.

PĹme sthn 32. ApodeiknÔoume prÿta thn aristeră. Apì thn 25. èqoume

mamb

ab
+

mbmc

bc
+

mcma

ca
≥ 9

4
,



enÿ apì thn anisìthta AM-GM èqoume

a3 + b3 + c3

abc
≥ 3.

SunduĹzontac autèc tic anisìthtec prokÔptei h zhtoÔmenh.
Gia thn dexiĹ, qrhsimopoioÔme tic anisìthtec pou apodeÐxame sthn 27.

mamb ≤ ab

4
+

c2

4
, mbmc ≤ bc

4
+

a2

2
, mcma ≤ ca

4
+

b2

2
.

PollaplasiĹzoume autèc me c, a, b antÐstoiqa, tic anisìthtec pou prokÔ-
ptoun tic prosjètoume kai prokÔptei h zhtoÔmenh.

Gia na apodeÐxoume thn 34., antikajistoÔme tic diamèsouc ma,mb,mc kai
to embadìn tou trigÿnou sunartăsei twn pleurÿn kai anagìmaste sthn

∑
a2(2b2+2c2−a2) ≥

√
3(a2+b2+c2)

√
2(a2b2 + b2c2 + c2a2)− a4 − b4 − c4.

Jètoume
x = a2, y = b2, z = c2

kai èqoume na apodeÐxoume plèon ìti

∑
x(2y + 2z − x) ≥

√
3(x + y + z)

√
2(xy + yz + zx)− x2 − y2 − z2,

h opoÐa eÐnai omogenăc kai epomènwc mporoÔme na upojèsoume ìti x+y+z =
1.

Tìte, epeidă 2(xy + yz + zx) = 1− (x2 + y2 + z2) jèloume na apodeÐxoume
ìti

∑
x(2−3x) ≥

√
3− 6(x2 + y2 + z2) ⇔ 2−3(x2+y2+z2) ≥

√
3− 6(x2 + y2 + z2),

h opoÐa metĹ tic prĹxeic anĹgetai sthn

(3(x2 + y2 + z2)− 1)2 ≥ 0.

Gia na apodeÐxoume thn 35., qrhsimopoioÔme tic gnwstèc anisìthtec



m2
a ≥ s(s− a), m2

b ≥ s(s− b), m2
c ≥ s(s− c),

opìte eÐnai

∑
am2

a ≥
∑

as(s−a) = s
∑

(as−a2) = s
(
2s2−(a2+b2+c2)

)
= s(2s2−2s2+2r2+8Rr) =

= 2sr(4R + r) ≥
√

3E(a + b + c),

afoÔ eÐnai gnwstì ìti isqÔei 4R + r ≥ √
3s.

H 37. prokÔptei Ĺmesa apì tic

4Rma ≥ b2 + c2, 4Rmb ≥ c2 + a2, 4Rmc ≥ a2 + b2,

me pollaplasiasmì epÐ a, b, c antÐstoiqa kai metĹ prìsjesh katĹ mèlh.

Gia thn 39.: GnwrÐzoume ìti gia tuqìn shmeÐo P tou epipèdou, trigÿnou
ABC, isqÔei

PA + PB + PC ≥ 6r.

Efarmìzoume thn anisìthta gia P ≡ G kai epeidă GA = 2
3
ma, prokÔptei

h zhtoÔmenh.

H 38. prokÔptei apì thn

E ≤ 3

4

abc√
a2 + b2 + c2

(aută eÐnai isodÔnamh me thn a2+b2+c2 ≤ 9R2) mèsw tou metasqhmatismoÔ
thc diamèsou.

H 40.: ’Eqoume me qrăsh thc tautìthtac
∑

am2
a = s

2
(s2 + 2Rr + 5r2),

∑ m2
a

ha

=
∑ am2

a

2E
=

1

4r
(s2 + 2Rr + 5r2).

ArkeÐ tÿra na apodeiqjeÐ ìti



1

4r
(s2 + 2Rr + 5r2) ≥ 9

2
R ⇔ s2 ≥ 16Rr − 5r2,

h opoÐa, wc gnwstìn, isqÔei.

H 45.: GrĹfontac tic ekfrĹseic twn diamèswn sunartăsei twn pleurÿn,
èqoume na apodeÐxoume ìti

∑
a
√

2b2 + 2c2 − a2 ≤ 3
√

a2b2 + b2c2 + c2a2,

h opoÐa grĹfetai wc

∑√
2a2b2 + 2a2c2 − a4 ≤ 3

√
a2b2 + b2c2 + c2a2.

Lìgw thc anisìthtac
√

x +
√

y +
√

z ≤
√

3(x + y + z), eÐnai

∑√
2a2b2 + 2a2c2 − a4 ≤

√
3(4a2b2 + 4b2c2 + 4c2a2 − a4 − b4 − c4)

kai prokÔptei h zhtoÔmenh, afoÔ isqÔei profanÿc

a4 + b4 + c4 ≥ a2b2 + b2c2 + c2a2.

Gia thn apìdeixh thc 44. ja qrhsimopoiăsoume thn anÐsothta

ma ≤ 3

4

b2 + c2

√
a2 + b2 + c2

.

Aută eÐnai aplì na apodeiqjeÐ. EÐnai tìte

∑
ma ≤ 3

2

√
a2 + b2 + c2,

opìte arkeÐ na apodeiqjeÐ ìti

9abc(a2 + b2 + c2) ≤ (a + b + c)2(a3 + b3 + c3).

IsqÔei ìmwc,

a3 + b3 + c3 ≥ a + b + c

3
(a2 + b2 + c2),



opìte arkeÐ na apodeiqjeÐ ìti

(a + b + c)3 ≥ 27abc,

h opoÐa eÐnai h anisìthta AM-GM.


