Έστω τρίγωνο 
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 και τυχαίο σημείο 
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 της πλευράς 
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 και 
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 το έκκεντρο του τριγώνου 
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 .Έστω 
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 το κέντρο του κύκλου ο οποίος εφάπτεται των 
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 και του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου 
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, και έστω 
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 το κέντρο του κύκλου ο οποίος εφάπτεται των 
[image: image11.wmf]DA

DB

,

στα 
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 και του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου 
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. Να αποδειχθεί ότι τα σημεία 
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είναι συνευθειακά .
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Από  γνωστό λήμμα έχουμε ότι 
[image: image15.wmf]FE

I

Î

 και 
[image: image16.wmf]GH

I

Î

 . Επομένως αρκεί να αποδείξουμε ότι οι ευθείες 
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 τέμνονται πάνω στην 
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 .

Θα προσπαθήσουμε να δουλέψουμε με λόγους προσδιορίζοντας κάθε φορά τη θέση του σημείου τομής των 
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 με την 
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 βάσει γνωστών στοιχείων .

Έστω ότι η 
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τέμνει την 
[image: image22.wmf]PQ

 στο 
[image: image23.wmf]J

 (δες σχήμα1). Έστω 
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Προφανώς 
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 (1) . Επιπλέον αφού οι ευθείες 
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 είναι διχοτόμοι των γωνιών 
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 θα έχουμε ότι 
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  και άρα λόγω της (1) θα είναι 
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 άρα 
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(παρατηρείστε ότι πήραμε τους λόγους έτσι ώστε μόνο το 
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να εξαρτάται από το
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Επιπλέον από το θεώρημα προβολών στο ορθογώνιο τρίγωνο 
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 έχουμε :
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 άρα από τη (2) θα είναι 
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(χρησιμοποιήσαμε το θεώρημα προβολών διότι ο λόγος 
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 που είχαμε περιείχε σημεία συνευθειακά ενώ τώρα μεταφέραμε το λόγο σε πλευρές τριγώνου )

Έστω ότι η 
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τέμνει την 
[image: image38.wmf]PQ

 στο 
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 (δες σχήμα 2) .Έστω 
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Είναι 
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 άρα θα έχουμε ότι 
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Από το θεώρημα προβολών στο ορθογώνιο τρίγωνο 
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 έχουμε :
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 άρα λόγω της (4) θα είναι 
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Όμως οι γωνίες 
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 είναι συμπληρωματικές και συνεπώς τα ορθογώνια τρίγωνα 
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 είναι όμοια άρα 
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 και επομένως (3)=(5)

άρα 
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 που είναι και το ζητούμενο .

Σιλουανός Μπραζιτίκος
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σχήμα 1
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σχήμα 2
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