ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΕΜΑ Α
A1. Έστω μία συνάρτηση 
[image: image1.wmf]f

 παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  
[image: image2.wmf](

α,β)

, με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 
[image: image3.wmf]0

x

, στο οποίο όμως είναι συνεχής. Αν 
[image: image4.wmf]¢

>

f(x)0

 στο 
[image: image5.wmf]0

(

α,x)

 και 
[image: image6.wmf]¢

<

f(x)0

 στο 
[image: image7.wmf]0

(x,

β)

, τότε το 
[image: image8.wmf]0

f(x)

 είναι τοπικό μέγιστο της 
[image: image9.wmf]f

.                      
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A2. 
Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β] του πεδίου ορισμού της;
Μονάδες 5 
Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η             πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
     α) Αν f(x) = αx, α > 0, τότε ισχύει (αx) ′ =xαx−1 
β) Αν 
[image: image10.wmf]®

f:RR

 παραγωγίσιμη και αντιστρέψιμη με    


[image: image11.wmf]-

®

1

f:RR

 παραγωγίσιμη τότε υπάρχει 
[image: image12.wmf]Î

0

xR

 ώστε 


[image: image13.wmf]-

¢

=

1

0

(f)(x)0


     γ) Αν 
[image: image14.wmf]®

=+¥

0

xx

limf(x)

 ή 
[image: image15.wmf]-¥

, τότε 
[image: image16.wmf]®

=

0

xx

1

lim0

f(x)

  

δ) Αν 
[image: image17.wmf]0

xx

f(x)

lima

g(x)

®

=

 και 
[image: image18.wmf]0

xx

f(x)

lim

g(x)

®

¢

=b

¢

 τότε α(β
ε) Αν Αν 
[image: image19.wmf]f:RR

®

 παραγωγίσιμη, τότε μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της 
[image: image20.wmf]¢

=

f(x)0

 η 
[image: image21.wmf]f

 έχει τουλάχιστον ένα ακρότατο.
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ΘΕΜΑ Β
Έστω μιγαδικός αριθμός 
[image: image22.wmf]=+Î

z

αβi,α,βR


B1. Αν γνωρίζουμε ότι η εικόνα του 
[image: image23.wmf]z

 ανήκει στην ευθεία 

                           
[image: image24.wmf]-

++=

zz

(

ε):(zz)xy2

i

                           να δείξετε ότι 
[image: image25.wmf]=

z1
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B2. Αν για τον μιγαδικό w ισχύει ότι 
[image: image26.wmf]+=

zwzw4

 να δείξετε ότι το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών w που απέχουν από τις εικόνες του z, απόσταση 1, είναι κύκλος (C) κέντρου Ο(0, 0) και ακτίνας ρ=2.
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B3. Αν w=2i είναι ένας από τους μιγαδικούς του συνόλου (C) να υπολογίσετε τον μιγαδικό z.
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B4. Να δείξετε ότι
          
[image: image27.wmf]-+-+-+-=

2010201120122013

(wz)(wz)(wz)(wz)0

           όπου z,w μιγαδικοί του ερωτήματος (B3)
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
[image: image28.wmf]x

1

h(x)lntdt,x0

=>

ò

 , 
[image: image29.wmf]2

g(x)xlnxh(x)1,x0

=-->


Γ1. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image30.wmf]g(x)0

=

 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα [1, e]
                                                                  Μονάδες 6 
Γ2. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image31.wmf]h

 είναι ΄΄1-1΄΄ στο 
[image: image32.wmf][1,)

+¥
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Γ3. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image33.wmf]f(x)

f(1)

lnt

dt,x1

lnx

F(x)

ln(f(1)),x1

ì

>

ï

=

í

ï

=

î

ò

  όπου 
[image: image34.wmf]f

  παραγωγίσιμη συνάρτηση στο με R  
[image: image35.wmf]f(x)0,f(0)0

¢

>=

 και 
[image: image36.wmf]x1

lim(xf(x))1

®

¢

=











   α) Να δείξετε ότι η F είναι συνεχής στο 
[image: image37.wmf][1,)

+¥
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β) Αν γνωρίζουμε ότι 
[image: image38.wmf]F(e)f(1)

=

 και ln(f(e))=1 να δείξετε ότι 
[image: image39.wmf]f(1)1

=
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γ) Αν επίσης γνωρίζουμε ότι F(x) lnx=h(x), για x>1να δείξετε ότι 
[image: image40.wmf]f(x)x

=
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ΘΕΜΑ Δ 

Έστω 
[image: image41.wmf]®

f:[0,3]R

 παραγωγίσιμη με 
[image: image42.wmf]¢

f

γνήσια μονότονη στο 
[image: image43.wmf][0,3]


∆1. Αν ισχύει 
[image: image44.wmf]+<+

f(1)f(2)f(0)f(3)

 τότε να δείξετε ότι η 
[image: image45.wmf]f

 είναι κυρτή στο 
[image: image46.wmf][0,3]
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∆2. Αν είναι 
[image: image47.wmf]f(0)0,f(2)4

¢¢

==

 και η εφαπτομένη στο σημείο 
[image: image48.wmf]A(2,f(2))

 τέμνει την εφαπτομένη στο 
[image: image49.wmf]Γ(0,f(0))

 στο σημείο 
[image: image50.wmf]B(1,f(0))

 να δείξετε ότι 
[image: image51.wmf]-=

f(2)f(0)4

 και ότι 
[image: image52.wmf]>

f(1)f(0)
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∆3. Αν επίσης το 
[image: image53.wmf]=

ò

2

0

8

f(x)dx

3

 και το εμβαδό μεταξύ της γραφικής παράστασης της 
[image: image54.wmf]f

 και των εφαπτομένων στα
σημεία 
[image: image55.wmf]Γ(0,f(0))

 και 
[image: image56.wmf]A(2,f(2))

 είναι 
[image: image57.wmf]2

3

 να δείξετε ότι 
[image: image58.wmf]=

f(0)0
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∆4. Να δείξετε ότι 
[image: image59.wmf]³

f(x)0

 για κάθε 
[image: image60.wmf]Î

x[0,3]
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