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Π.Σ.Π.Θ.   ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΤΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, 30 ΜΑΡΤΙΟΥ 2011. 

 

∆ίνεται η συνάρτηση  f(x) =  
ln x

x
,  µε  x > 0. 

1. Να µελετηθεί η µονοτονία της f. 

2. Αν  x∈[1, e], να βρεθεί ο µιγαδικός αριθµός z = x + i·f(x) µε 

το µέγιστο µέτρο. 

3. Αν  x∈[1, e], να αποδειχθεί ότι υπάρχει µιγαδικός αριθµός  z 

= x + i·f(x)  µε µέτρο 2. 

4. Να αποδειχθεί  ότι η γραφική παράσταση της f έχει ένα µόνο 

σηµείο καµπής.  

5. Να αποδειχθεί η ανισοτική σχέση  π > 2·lnπ. 

6. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της σύνθετης συνάρτηση fof. 

7. Να λυθεί η εξίσωση 
( )( ) lnxf xf x e x= . 

8. Να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης (f(x))2 = 2. 

9. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει xo > 0 µε 
1 1

: ( )
2 2

o o

e e
x f x f

+ + ≠ =  
 

. 

10. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει xo  > 0 τέτοιος ώστε η 

εφαπτοµένη  της  Cf  στο σηµείο (xo, f(xo) ) να την τέµνει στο 

σηµείο 
3 3

,
2 2
f

  
  
  

. 

11. Αν 2

1

( ) ( )

x

g x x f t dt= ∫ , να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει xο  >  0, 

τέτοιο ώστε xο(g΄(xο) + 1) = g(xο) + xο
2 f(xο).  

12. Να υπολογιστεί το όριο 
( ) 1

lim
xx

f x

e→∞

+
. 
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Ο σκοπός αυτού του διαγωνίσµατος ήταν να ελέγξει µε 12 ερωτήµατα τον 

µέγιστο αριθµό εννοιών που υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο των Μαθηµατικών 

Κατεύθυνσης της Γ’ Λυκείου. Για το λόγο αυτό περιείχε και µιγαδικούς 

αριθµούς,  υπολογισµό ορίων, συνέχεια και σύνθεση συναρτήσεων, µονοτονία, 

ακρότατα, σύνολο τιµών, απόδειξη ανισοτικών σχέσεων, σηµεία καµπής, 

εύρεση πλήθους ριζών εξισώσεων, ολοκληρωτικές συναρτήσεις, κλπ. 

Πρόκειται για αρκετά δύσκολο τύπο διαγωνίσµατος, απευθύνεται στους 

µαθητές του τµήµατος Θετικής Κατεύθυνσης, οι οποίοι είναι πολύ καλά 

προετοιµασµένοι για θέµατα «παντός καιρού». Να σηµειωθεί ότι στα 

ερωτήµατα δεν αντιστοιχούν συγκεκριµένες µονάδες βαρύτητας, χωρίς αυτό 

βέβαια να σηµαίνει ότι έχουν όλα τον ίδιο βαθµό δυσκολίας. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: 

 

Ερώτηµα 1ο: Η παράγωγος συνάρτηση της f είναι η 
2

1 ln
'( )

x
f x

x

−
= . Άρα, 

για 0 < x < e έχουµε f ΄(x) > 0, άρα  η f είναι γνησίως αύξουσα. Αντίστοιχα, για  

x > e έχουµε ότι f ΄(x) < 0, άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

Ερώτηµα 2ο: Το µέτρο του µιγαδικού αριθµού z ισούται µε: 

4 22
2

2

(ln )(ln ) x xx
z x

x x

+
= + = , µε x > 0. Έχουµε το δεδοµένο ότι 1 x e≤ ≤ , από 

εδώ προκύπτουν οι ανισοτικές σχέσεις (µετά από σχετικές πράξεις) 

4 2 41 (ln ) 1x x e≤ + ≤ +  (1) και 
1 1

1
e x
≤ ≤ , (2). Με πολλαπλασιασµό των (1) και 

(2) κατά µέλη προκύπτει ότι 
4 2

4(ln )1
1

x x
e

e x

+
≤ ≤ + .  

Άρα η µέγιστη τιµή του µέτρου z θα είναι µικρότερη ή ίση από τον αριθµό 

4 1e + , αρκεί να αποδειχθεί ότι υπάρχει τέτοιος z που να έχει αυτό το µέτρο. 

Όµως, αποδεικνύεται ότι ο µιγαδικός µε το µέγιστο µέτρο δεν είναι αυτός για 

τον οποίο θα έχουµε 4 1e + , αλλά ο µιγαδικός z = e + if(e), ο οποίος έχει 

µέτρο
4 1e

e

+
. Αυτό συµβαίνει επειδή η συνάρτηση g(x) = 

4 2(ln )x x

x

+
 στο 

διάστηµα [1, e] είναι γνησίως αύξουσα. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού 

απαιτεί αρκετές και χρονοβόρες πράξεις. 
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Επίσης, ένας άλλος τρόπος για να αποδείξουµε ότι η παράσταση 
4 2(ln )x x

x

+
 

δεν παίρνει την τιµή 4 1e + για καµία τιµή του διαστήµατος [1, e] είναι να 

αξιοποιήσουµε την γνωστή ανισοτική σχέση  lnx < x- 1 για x > 1. Έτσι, έχουµε  

(lnx)
2
 < (x- 1)

2 
< x

2
. Άρα x

4
 + (lnx)

2
 < x

4
 + x

2
 .  

Άρα, 
4 2(ln )x x

x

+
<   2 1x + 2 41 1e e≤ + < + για x ≤e. 

 

Ερώτηµα 3ο: Το ερώτηµα αυτό είναι πολύ απλούστερο από το 

προηγούµενο. Έχουµε υπολογίσει το µέτρο του µιγαδικού z, το οποίο ισούται 

µε 
4 2(ln )x x

z
x

+
= , αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η εξίσωση 

4 2(ln )
2

x x

x

+
= , 

έχει µία τουλάχιστον λύση  στο διάστηµα [1, e]. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε 

τη συνάρτηση g(x) =  4 2(ln ) 2x x x+ − , µε x να ανήκει στο διάστηµα [1, e]. 

Αυτή είναι συνεχής στο [1, e] και ισχύει g(1) = -1 < 0, g(e) = 4 1 2e e+ − > 0. Η 

δεύτερη ανισότητα απαιτεί κάποιες αλγεβρικές πράξεις και ότι e
2
 – 4 > 0. 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bolzano για τη συνάρτηση g προκύπτει ότι 

αυτή έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα [1, e]. Βεβαίως, η συνάρτηση g 

στο διάστηµα [1, e] είναι γνησίως αύξουσα. Συνεπώς έχει µία µοναδική ρίζα, 

δηλαδή υπάρχει µόνο ένας µιγαδικός αριθµός µε τη ζητούµενη ιδιότητα, αλλά 

αυτό δεν ήταν απαραίτητο να απαντηθεί. 

 

Ερώτηµα 4ο: Είναι γνωστό ότι το σηµείο καµπής µιας συνάρτησης 

προκύπτει από τη µελέτη της δεύτερης παραγώγου. Για την f έχουµε f΄΄(x) = 

3

2ln 3x

x

−
, µε x > 0. Πράγµατι, η γραφική παράσταση της f έχει µόνο ένα σηµείο 

καµπής, αφού η εξίσωση 2lnx – 3 = 0, έχει µία µοναδική ρίζα την x = 
3

2e  > 0 

και εκατέρωθεν αυτής η f΄΄ αλλάζει πρόσηµο και στο σηµείο αυτό ορίζεται η 

f΄. 

 

Ερώτηµα 5ο: Το ερώτηµα αυτό σχετίζεται άµεσα µε τη µονοτονία της 

συνάρτησης f. Γνωρίζουµε ότι e < π και ότι η συνάρτησή µας είναι γνησίως 

φθίνουσα στο διάστηµα [e, π]. Άρα, f(π) < f(e), συνεπώς 

ln ln ln 1
ln

e
e

e e

π π
π π

π π
< ⇒ < ⇒ < . Όµως, 2 < e. Άρα, 2lnπ < elnπ, από εδώ 

προκύπτει ότι 2lnπ < π.  
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Η ανισότητα αυτή παρ’ ότι είναι ασθενέστερη από την elnπ < π, έκρυβε την 

«καταγωγή» της, κάτι που µπορεί να µας φέρει σε µία προσωρινή αµηχανία 

ειδικά όταν βρισκόµαστε σε πίεση χρόνου. 

 

Ερώτηµα 6ο: Πρόκειται για ένα απλό ερώτηµα, το οποίο είχε σκοπό να 

ελέγξει κυρίως τον ορισµό της σύνθεσης δύο συναρτήσεων και τις βασικές 

ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης. Επειδή έχουµε f(x) =  
ln x

x
,  ο τύπος 

της σύνθεσης fof είναι ο fof(x) = 

ln
ln

ln

x

x

x

x

 
 
  . Για έχει νόηµα η συνάρτηση αυτή 

πρέπει να ικανοποιούνται ταυτόχρονα οι παρακάτω προϋποθέσεις:   

x > 0 και lnx > 0, τελικά πρέπει x > 1. Άρα, το πεδίο ορισµού της σύνθεσης 

είναι το διάστηµα ( )1, +∞ . 

 

Ερώτηµα 7ο: Παρ’ ότι η εξίσωση αυτή µε πρώτη µατιά φαίνεται 

περίπλοκη, ουσιαστικά η απάντηση είναι πολύ απλή. Αντικαθιστούµε στη θέση 

του f(x) τον δεδοµένο τύπο µε την προϋπόθεση x > 0 και παίρνουµε την 

εξίσωση:  
lnln ln

ln ln ln lnxx x
e x x x x x

x x
= ⇔ ⋅ = ⇔ = , εξίσωση που ισχύει για 

κάθε x > 0. 

 

Ερώτηµα 8ο: Η ζητούµενη εξίσωση είναι ισοδύναµη µε τις 
ln

2
x

x
=  ή 

ln
2

x

x
= − . Για να επιλύσουµε τις εξισώσεις αυτές σύντοµα αρκεί να 

αξιοποιήσουµε το ερώτηµα 1
ο
. Γνωρίζουµε ότι η µέγιστη τιµή της συνάρτησης 

f είναι η f(e) =1/e. Συνεπώς, η εξίσωση 
ln

2
x

x
=  δεν έχει λύση, αφού 1/e < 2 . 

Η δεύτερη εξίσωση η 
ln

2
x

x
= −  έχει µόνο µία λύση αφού η συνάρτηση f στο 

διάστηµα (0, 1) παίρνει αρνητικές τιµές και είναι γνησίως αύξουσα. Επειδή η 

τιµή 2  ανήκει στις τιµές που µπορεί να πάρει η f(x), σύµφωνα µε το θεώρηµα 

ενδιαµέσων τιµών για τις συνεχείς συναρτήσεις, η εξίσωσή µας έχει µία 

µοναδική λύση, η οποία είναι και η λύση της εξίσωση (f(x))
2
 = 2. 

Άλλοι τρόποι για την επίλυση της ζητούµενης εξίσωσης βασίστηκαν στην 

κατασκευή της συνάρτησης g(x) = (f(x))
2
 – 2 = [f(x) - 2 ][f(x) + 2 ]. Αυτή 

είναι συνεχής όπως και η f για κάθε x > 0 και µε τη βοήθεια των δεδοµένων 
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που έχουµε για τη συνάρτηση f αποδεικνύουµε πάλι ότι η µοναδική ρίζα της 

εξίσωσης g(x) = 0  βρίσκεται στο διάστηµα (0, 1). 

 

Ερώτηµα 9ο: Η ύπαρξη αριθµού xo > 0 µε 
1 1

: ( )
2 2

o o

e e
x f x f

+ + ≠ =  
 

 µε 

µια πρώτη µατιά παραπέµπει στην κατασκευή συνάρτηση και στη χρήση του 

θεωρήµατος του Bolzano. Η ιδέα κατασκευής του ερωτήµατος αυτού είναι 

πολύ απλή και βασίστηκε στα χαρακτηριστικά της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f. Στο διάστηµα [1, e] η f είναι γνησίως αύξουσα και µετά το e 

γίνεται γνησίως φθίνουσα. Ο αριθµός 
1

2

e +
 βρίσκεται στο διάστηµα [1, e] και 

συγκεκριµένα είναι το µέσο του διαστήµατος, άρα είναι σίγουρο ότι υπάρχει 

ένας «αντίστοιχος» αριθµός µεγαλύτερος του e, ώστε να ισχύει η ζητούµενη 

ιδιότητα. Είναι ένα θέµα που δοκιµάζει την επινοητικότητα και την τεχνική 

κατάρτιση των εξεταζοµένων. 

Οι περισσότεροι µαθητές στην περίπτωση αυτή επιλέγουν την τεχνική της 

εύρεσης του συνόλου τιµών της f στο διάστηµα [e, +∞ ) µε δεδοµένο ότι η 

συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα σε αυτό. Με υπολογισµό του ορίου 
ln

lim
x

x

x→∞
 

= 0 µε τη βοήθεια του κανόνα l’ Hospital, προκύπτει ότι το σύνολο τιµών είναι 

το διάστηµα (0, 1/e). Επειδή ο αριθµός 
1

2

e +
 ανήκει στο διάστηµα αυτό, η 

συνάρτηση µας είναι συνεχής, συνεπώς ισχύει το θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών, 

άρα υπάρχει κάποιος αριθµός xo > e για το οποίο ισχύει η ζητούµενη ιδιότητα. 

Μία άλλη τεχνική είναι να θεωρήσουµε τη συνάρτηση g(x) = f(x) – f(
1

2

e +
), η 

οποία είναι συνεχής για κάθε x > e, (επειδή αυτό το διάστηµα µας ενδιαφέρει). 

Όµως, g(e) > 0, αφού η τιµή f(e) είναι η µέγιστη τιµή της συνάρτησης. Αυτή η 

παρατήρηση είναι πολύ χρήσιµη επειδή έτσι αποφεύγουµε τους υπολογισµούς. 

Μένει να αποδείξουµε ότι υπάρχει κάποιος αριθµός xο > e, τέτοιος ώστε g (xο)  

< 0, για να εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Bolzano. Πράγµατι, θεωρώντας µια 

αρκετά «µεγάλη» τιµή του xο την e
10

, θα αποδείξουµε ότι g(e
10

) < 0.  

 

Ισχύει, g(e
10

 ) = f(x
10

) – f(
1

2

e +
) = 

10

10 10

1 1
ln ln

ln 102 2

1 1

2 2

e e

e

e ee e

+ +   
   
   − = −
+ +

= 
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=

10

10

1
5( 1) ln

2

( 1)

2

e
e e

e e

+ + −  
 

+
, αρκεί να ισχύει 10 1

5( 1) ln 0
2

e
e e

+ + − < 
 

. 

Όµως, 21 1 1 1
ln ln ln 1 2 ( 1) 0

2 2 2 2

e e e
e e e e e

+ + +   > ⇔ > ⇔ > ⇔ + > ⇔ − >   
   

. 

 

Αυτό σηµαίνει ότι 
10 9

10 91
ln

2 2 2

e e e e
e e

+ ⋅  > = > 
 

. Προφανώς ο αριθµός 5(e+1) < e
9
, 

αφού 5(e+1) < 5(3+1) = 20. Αυτό σηµαίνει ότι g (e
10

) < 0. 

 

Ερώτηµα 10ο: Τα πρώτα βήµατα για την απάντηση στο θέµα είναι απλά. 

Η εφαπτοµένη στο ζητούµενο σηµείο (xo, f(xo)) πρέπει να ικανοποιεί την σχέση 

y – f(xo) = f’(xo)(x- xo), θέτουµε για x = 3/2 και έχουµε: 

 f(3/2) – f(xo) = f’(xo) (3/2 – xo). 

Αυτό σηµαίνει ότι η εξίσωση 
3 3

'( ) ( ) 0
2 2

f x x f f x
   − − + =   
   

πρέπει να έχει και 

µία δεύτερη ρίζα εκτός από την 3/2. Για να το αποδείξουµε αυτό θεωρούµε τη 

συνάρτηση 

g(x) = 
3 3

'( ) ( )
2 2

f x x f f x
   − − +   
   

µε x > 0.  

Από το σηµείο αυτό και µετά έχουµε αρκετή δουλειά για να καταλήξουµε στο 

επιθυµητό αποτέλεσµα.  

Η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιµη και ισχύει: 

( ) ( )( )
3 3

3
2ln 3

2ln 3 3 23 2
''( ) ''( )

2 2

x x
x x

g x f x x
x x

 − −  − −   = − = = 
 

 

Η παράγωγος συνάρτηση έχει δύο ρίζες την 3/2 και  την 
3

32e e= . 

Με την κατασκευή του πίνακα προσήµων της g΄ βρίσκουµε τα διαστήµατα 

µονοτονίας της g. Έχουµε µετά από επίπονες πράξεις και υπολογισµούς ότι 

g(
3

2e ) > 0 και ότι lim ( )
x
g x

→∞
< 0. Το όριο αυτό το οποίο ισούται µε 

2 3
ln

3 2

 −  
 

 

υπολογίζεται µε τη χρήση του κανόνα L’ Hospital. Επειδή η συνάρτηση g είναι 

συνεχής στο διάστηµα (
3

2e , +∞ ) σηµαίνει ότι έχει ρίζα στο διάστηµα αυτό, η 

οποία είναι διαφορετική από την 3/2. Αυτό σηµαίνει ότι η απάντηση στο 

αρχικό µας ερώτηµα είναι θετική. 
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Ερώτηµα 11ο: Με το ερώτηµα αυτό ζητάµε να απαλειφθεί η 

ολοκληρωτική εξίσωση που δίνεται και να µετατραπεί το πρόβληµα σε 

πρόβληµα µη ύπαρξης σηµείου του πεδίου ορισµού της συνάρτησης που 

ικανοποιεί τη δεδοµένη συνθήκη. Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η 

ολοκληρωτική συνάρτηση 
2

1

( ) ( )

x

g x x f t dt= ∫ µπορεί να πάρει απλούστερη 

µορφή. ∆ηλαδή δεν είναι όπως οι περισσότερες συναρτήσεις που δεν µπορούµε 

να τις γράψουµε µε απλούστερο τύπο και το µόνο που µας µένει είναι να 

υπολογίζουµε την παράγωγο συνάρτηση. Επειδή λοιπόν    
( )2

1

ln
( )

2

x x
f t dt =∫ ,  ο 

υπολογισµός αυτός πραγµατοποιείται µε αλλαγή της µεταβλητής lnx  = u, 

έχουµε ότι g(x) = 
( )2

ln

2

x x
 και ότι g΄(x) = x·lnx·(lnx + 1).  

Αυτό σηµαίνει ότι η ζητούµενη σχέση γράφεται:  

( )2

2 ln
ln (ln 1) ln

2

x x
x x x x x x+ + = +  ή ( )222 ln (ln 1) 2 ln 2 lnx x x x x x x x+ + = + . 

Με αλγεβρικές απλοποιήσεις καταλήγουµε στην ισότητα: 
2 2 2(ln ) 2 ln 2 2 ln 0x x x x x x x+ + − = . Η τελευταία όµως ισότητα δεν ισχύει για 

κάποιο θετικό αριθµό. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού γίνεται ως εξής. 

Η ισότητα γράφεται ως 2 2(ln ) 2 ( 1) ln 2 0x x x x x x+ − + = . 

Όµως, για κάθε x > 1 το αριστερό µέλος είναι θετικός αριθµός. 

Για κάθε x µε 0 < x < 1 το αριστερό µέλος είναι πάλι θετικός αριθµός, αφού 

ισχύει lnx < 0 και x – 1 < 0. 

Προφανώς, τέτοιου είδους θέµα είναι εκτός πνεύµατος των Πανελλαδικών 

εξετάσεων, αφού απαιτούν αρκετές αλγεβρικές πράξεις και «ασυµβατότητες», 

δηλαδή διαφοροποιούνται από τα συνηθισµένα θέµατα. 

 

Ερώτηµα 12ο: Το ερώτηµα αυτό είναι σχετικά απλό, αλλά κρύβει µία 

«παγίδα». Επειδή ορισµένα ερωτήµατα πριν από αυτό είναι πολύ δυσκολότερα, 

ορισµένοι µαθητές µπορεί να απογοητευθούν και να χάσουν µονάδες, αφού δεν 

θα µπουν καν στο κόπο να ασχοληθούν µαζί του, παρ’  ότι είναι σίγουρα εντός 

του πλαισίου των δυνατοτήτων τους. Το ίδιο έχει συµβεί και σε θέµατα 

Πανελλαδικών εξετάσεων και όχι µόνο στα Μαθηµατικά. Συνεπώς, αποτελεί 

ένα καλό παράδειγµα, για το πώς πρέπει να ενεργούµε κατά τη διάρκεια των 
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εξετάσεων κάθε είδους στις οποίες ο σκοπός είναι η συγκέντρωση όσων γίνεται 

περισσότερων µονάδων. Το ζητούµενο όριο γράφεται 

ln
1

ln
lim lim

x xx x

x

x xx

e xe→∞ →∞

+ +
=  

Πρόκειται για  όριο της µορφή άπειρο προς άπειρο, το οποίο µε εφαρµογή του 

κανόνα L΄ Hospital και τις απαραίτητες διευκρινήσεις για την ισχύ του κανόνα, 

γράφεται ως 

1
1

lim 0
( 1)xx

x

e x→∞

+
=

+
, επειδή το όριο του αριθµητή είναι το 1, ενώ του 

παρονοµαστή είναι το (συν) άπειρον. 

 

 

Τελικές παρατηρήσεις: 

Τα ερωτήµατα 1, 4, 6, 7 και 12 είναι απολύτως συµβατά µε τα θέµατα ή τις 

ερωτήσεις που δίνονται συνήθως στις Πανελλαδικές εξετάσεις.  

Τα ερωτήµατα 3, 5, 8, 9 είναι και αυτά συµβατά µε το πνεύµα των εξετάσεων, 

αλλά έχουν αυξηµένο βαθµό δυσκολίας. 

Το θέµα 2, επειδή στερείται τις γνωστές κλιµακούµενες ερωτήσεις, κρύβει 

«παγίδες» στις οποίες µπορεί να «πέσει» και ένας καλά προετοιµασµένος 

µαθητής. 

Τέλος, τα θέµατα 10 και 11 είναι δύσκολα και απαιτούν αυξηµένη προσοχή και 

ικανότητα για το χειρισµό τους. 


