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ΓΕΝΙΚΑ 
 
     Είναι γνωστό ότι στα σχολικά Μαθηµατικά, αλλά και στα πανεπιστηµιακά, οι 
κωνικές τοµές µελετούνται (σχεδόν) πάντα µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας 
(Α. Γ.). Η κατάσταση αυτή δηµιουργήθηκε σιγά-σιγά  από την εποχή ακόµη του  
Νικηφόρου  Θεοτόκη (1731-1800 µ.Χ) ο οποίος στο έργο του, Στοιχεία Μαθηµατικών εκ 
παλαιών και νεωτέρων συνερανισθέντα (Μόσχα 1798-1799) µελετά τις κωνικές τοµές 
και µε µεθόδους της Α. Γ.. Η παράδοση αυτή έχει δηµιουργήσει σήµερα την αντίληψη 
σε πολλούς ασχολούµενους µε την Γεωµετρία, ότι οι κωνικές τοµές δεν είχαν ποτέ 
µελετηθεί µε µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας (Ε. Γ.). Η αλήθεια βέβαια είναι 
εντελώς διαφορετική. 
 
Λίγα  Ιστορικά  Στοιχεία 
 
      Αφορµή για την ανακάλυψη των κωνικών τοµών φαίνεται ότι ήταν το περίφηµο 
«∆ήλιον Πρόβληµα»:  
 
Να κατασκευαστεί, µε κανόνα και διαβήτη, ακµή κύβου ο οποίος να έχει όγκο διπλάσιο 
του όγκου ενός δοσµένου κύβου.  
 
Το πρόβληµα παρέµενε άλυτο για πολλά χρόνια, µέχρι τη στιγµή που, όπως µας 
πληροφορεί ο  Πρόκλος (450 περίπου µ.Χ.), ο Ιπποκράτης ο Χίος (≈430 π.Χ.) έκανε ένα 
σηµαντικό βήµα: διαπίστωσε  ότι το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το να παρεµβληθούν 
δυο µέσες ανάλογοι µεταξύ των τµηµάτων α και 2α, όπου α η ακµή του δοθέντος 
κύβου, δηλαδή να κατασκευαστούν τµήµατα κ, λ που ικανοποιούν τις σχέσεις   
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Τότε εύκολα  προκύπτει  κ3 = 2α3, δηλαδή το ζητούµενο τµήµα είναι το κ. 
Κατά πληροφορίες του Ερατοσθένη του Κυρηναίου (275 - 195 π.Χ.) αλλά και του 
 βυζαντινού σχολιαστή Ευτόκιου (6ο αιών µ.Χ.), ο πρώτος που συνέδεσε τα τµήµατα κ, 
λ µε τις τοµές κώνου φαίνεται ότι ήταν ο  Μέναιχµος (375-325 π. Χ.) ο οποίος και 
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έδωσε δυο «λύσεις» στο πρόβληµα αυτό. Στην πρώτη θεωρώντας τα τµήµατα κ, λ σαν 
τοµή δυο παραβολών και στη δεύτερη σαν τοµή µιας παραβολής και µιας υπερβολής. 
Βέβαια οι «λύσεις» αυτές δεν είναι µε κανόνα και διαβήτη, αφού οι καµπύλες αυτές δεν 
κατασκευάζονται µε τον τρόπο αυτό. Όπως αποδείχθηκε το 1837 (Θεώρηµα P.L. 
Wantzel) το «δήλιον πρόβληµα», όπως και αυτό της «τριχοτόµησης γωνίας», είναι 
αδύνατο.  
Στην συνέχεια µε τις κωνικές τοµές ασχολήθηκαν ο Αρισταίος ο πρεσβύτερος (320 π.Χ. 
περίπου), ο Ευκλείδης (300 π.Χ.) που έγραψαν σχετικά βιβλία και ο Αρχιµήδης ( 287-
212 π.Χ.). Η σχεδόν όµως εξαντλητική µελέτη τους µε µεθόδους της Ε.Γ., ήλθε τον 
επόµενο αιώνα, µε τον Απολλώνιο του Περγαίο ( 260-180 π.Χ.), τον επονοµαζόµενο 
και «Μέγα Γεωµέτρη» µε το  περίφηµο έργο του Κωνικά (7 βιβλία και 1 χαµένο).  

 O επόµενος µεγάλος σταθµός στην πορεία µελέτης των κωνικών τοµών, ήταν η 
µελέτη τους υπό το πρίσµα της Προβολικής Γεωµετρίας τον 17ο αιώνα. Ενδιαφέρον για 
τις κωνικές τοµές υπήρξε και τον προηγούµενο αιώνα, λόγω της ανάπτυξης της 
Άλγεβρας που οδήγησε βαθµιαία στην δηµιουργία της Αναλυτικής Γεωµετρίας, αλλά 
και των εφαρµογών τους στην Αστρονοµία (τροχιές πλανητών, κοµητών κλπ).  
      Μπροστά σε αυτή την εθνική κληρονοµιά, το απαύγασµα θα έλεγα της Αρχαίας 
Ελληνικής Γεωµετρικής σκέψης, θεώρησα   σκόπιµο να δώσω τις αποδείξεις όλων των 
εφαρµογών και ασκήσεων που υπάρχουν στο τωρινό σχολικό βιβλίο της Β΄ Λυκείου 
και αφορούν γενικές ιδιότητες των κωνικών τοµών, παραβολής, έλλειψης, και 
υπερβολής µε µεθόδους της Ε. Γ. και µε βάση τους ορισµούς και την θεωρία που 
υπάρχει στο σχολικό βιβλίο (οι αρχαίοι Έλληνες Γεωµέτρες  όριζαν τις κωνικές τοµές 
διαφορετικά, αλλά ισοδύναµα). Φυσικά και οι προτάσεις της θεωρίας που υπάρχουν 
στο σχολικό βιβλίο αποδεικνύονται µε τις µεθόδους της Ε.Γ. αλλά θα τις παρουσιάσω 
σε άλλη ευκαιρία. Οι λύσεις των ασκήσεων αυτών, γίνονται ακριβώς µε  τη χρήση των 
ορισµών και γενικά της θεωρίας του σχ. βιβλίου, ώστε να είναι άνετη η διδασκαλία 
τους στην Β΄ Λυκείου κατεύθυνσης.  
    Σκοπός του διδακτικού αυτού υλικού είναι :  
 
α) Να αναδειχθεί και να φανεί ένα µέρος της µελέτης των κωνικών τοµών  µε µεθόδους 
της Ε.Γ., όπως περίπου τις µελέτησαν οι Αρχαίοι Έλληνες, 2000 χρόνια πριν βρουν 
πρακτικές  εφαρµογές.  
 
β) Να γίνει δυνατή η σύγκριση των µεθόδων της Ε.Γ., οι οποίες χαρακτηρίζονται από 
κοµψότητα και  λιτότητα, σε σχέση µε την αλγεβρική βάσανο των µεθόδων της Α.Γ. 
Αυτό βέβαια δεν σηµαίνει  ότι δεν υπάρχουν και προβλήµατα Γεωµετρίας που λύνονται 
πιο απλά µε την Α.Γ., απλά -από επιστηµονικής πλευράς- επιλέγουµε κάθε φορά  αυτό 
που µας «συµφέρει» ή δίνει κοµψή λύση. Μπορούµε όµως γενικά να πούµε ότι η Ε.Γ. 
υπερτερεί σε παιδαγωγική αξία, ενώ η Α.Γ., άλγεβρα στην ουσία, είναι χρήσιµη σε 
πρακτικές εφαρµογές (σύγχρονες  µετρήσεις αποστάσεων, εµβαδών, όγκων κλπ),  
 
γ) Να µπορέσουν οι καθηγητές που διδάσκουν στην Β΄ Λυκείου,  να  παρουσιάσουν 
στους µαθητές τους, αν υπάρχει χρόνος,  τουλάχιστον µια άσκηση ή εφαρµογή από κάθε 
κωνική τοµή του σχ. βιβλίου και µε µεθόδους της Ε.Γ., ώστε να δουν οι µαθητές και 
«τον  άλλο παλιό καλό δρόµο» και να αισθανθούν,  ίσως, το «χαµένο Γεωµετρικό 
άρωµα», σε ένα µη ασκησιολογικό - εξεταστικό τοµέα των µαθηµατικών (γενικές 
ιδιότητες - θεωρήµατα κωνικών)  αξιοποιώντας και τις γνώσεις τους από την  Ε.Γ. 
       
Σηµ. Τα σχήµατα στην εργασία αυτή έγιναν µε την βοήθεια του προγράµµατος 
EucliDraw , προσφορά του Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Κρήτης, κ. Πάρη  Πάµφιλου 
τον οποίο και ευχαριστώ. 
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A. ΠΑΡΑΒΟΛΗ  

     
1. Εφαρµογή σχ. βιβλίου, σελίδα 92. 

«Μια χορδή παραβολής τέµνει την παραβολή στα σηµεία Α,  Β και διέρχεται 
από την εστία της Ε. Να αποδειχθεί ότι το γινόµενο των αποστάσεων των Α, Β 
από τον άξονα της παραβολής είναι σταθερό». 

 
Λύση 

Έστω παραβολή µε διευθετούσα (δ), εστία Ε και παράµετρο ΕΜ = p. 
Αν πράγµατι το γινόµενο αυτό είναι σταθερό, θα είναι το ίδιο για οποιοδήποτε 
χορδή που διέρχεται από την εστία, άρα και για την κάθετη στον άξονα. Εύκολα 
βρίσκουµε τότε ότι  ΑΖ⋅ΒΗ = ΑΖ2 = p2 (αυτή η κάθετη λέγεται εστιακτοµή και είναι 
ίση µε την παράµετρο της παραβολής). Θα προσπαθήσουµε λοιπόν να δείξουµε 
αυτό. 
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Είναι ΑΖ2 = 2pOZ, BH2 = 2pOH (βλ. σηµείωση) , οπότε ΑΖ2ΒΗ2 = 4p2ΟΖ⋅OH (1) 
Από τα όµοια τρίγωνα ΑΕΖ, ΗΒΕ έχουµε (ΑΕ = ΑΡ = ΜΖ, ΒΕ = ΒΚ = ΜH) 

    
HE
EZ

BE
AE =    ή    

HE
EZ

MH
MZ =  ή   

p
OZ2

OH2
p

OH2/p
2/pOZ

OH2/p
OZ2/p

==
−
−

=
+
+  

Οπότε  4ΟΖ⋅OH = p2 και από την (1),  ΑΖ⋅ΒΗ = p2. 
Παρατηρούµε ότι και το γινόµενο των αποστάσεων των προβολών των Α, Β στον 
άξονα της παραβολής, από την κορυφή της παραβολής είναι σταθερό (και ίσο µε 
p2/4). 

 
Σηµείωση 

Η ισότητα ΑΖ2 = 2pOZ είναι µια ιδιότητα - χαρακτηριστική- της παραβολής 
(«σύµπτωµα» κατά τους αρχαίους Έλληνες γεωµέτρες) που αποδεικνύεται µε βάση 
τον ορισµό της και το Πυθ. Θεώρηµα και εποµένως µπορούµε να την 
χρησιµοποιούµε και στην Ε.Γ. Στην Α.Γ. η ισότητα αυτή αντιστοιχεί στην γνωστή 
µας εξίσωση παραβολής κλπ. 

 
Σχετική άσκηση 
 

Ισχύει το αντίστροφο: Αν το γινόµενο των αποστάσεων των άκρων µιας  χορδής 
ΑΒ παραβολής  από τον άξονά της είναι ίσο µε  p2, τότε η  χορδή αυτή διέρχεται 
από την εστία της παραβολής. 
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2. Εφαρµογή σχ. βιβλίου, σελίδα 96 (και 98). 
 

 «Αν οι εφαπτόµενες παραβολής σε δυο σηµεία της Α, Β τέµνονται  πάνω στη 
διευθετούσα της, τότε  η χορδή ΑΒ διέρχεται από την εστία της παραβολής και 
αντίστροφα». 

 
Λύση 

 
Έστω ότι οι εφαπτόµενες στα σηµεία Α, Β τέµνονται στο σηµείο Τ της διευθετούσας 
και ΑΗ κάθετη στην διευθετούσα. Λόγω και της ανακλαστικής ιδιότητας της 

εφαπτόµενης, τα τρίγωνα ΗΑΤ, ΑΤΕ είναι ίσα, οπότε η γωνία 090AET =
∧

(αυτό είναι 
το ζητούµενο της εφαρµογής της σελίδας 98). Όµοια βρίσκουµε ότι η γωνία 

090TEB =
∧

, οπότε τα σηµεία Α, Ε, Β είναι συνευθειακά. 
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T '

(δ)

 
 

Αντίστροφα: Έστω µια χορδή ΑΕΒ παραβολής και οι εφαπτόµενες στα σηµεία Α, Β 
της παραβολής που τέµνουν την διευθετούσα στα σηµεία Τ, Τ΄ αντίστοιχα. Τότε, 

όπως προηγουµένως 090AET =
∧

, αλλά και o90TBE =′
∧

. Έτσι οι κάθετες ευθείες ΕΤ 
και ΕΤ΄ στην ΑΒ, συµπίπτουν, άρα και τα σηµεία Τ, Τ΄. Εποµένως οι εφαπτόµενες 
τέµνονται πάνω στην διευθετούσα (και µάλιστα τέµνονται κάθετα: οι ΤΑ, ΤΒ είναι 
διχοτόµοι παραπληρωµατικών γωνιών…). 

 
 
Σχετική άσκηση 

 
α) Οι εφαπτόµενες σε δυο διαφορετικά σηµεία µιας παραβολής τέµνονται. 
β) Ο γ. τόπος των σηµείων (του επιπέδου µιας  παραβολής) από τα οποία άγονται 
κάθετες εφαπτόµενες στη παραβολή είναι η διευθετούσα της. 
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3. Άσκηση 4, σελίδα 100. 

 
«Έστω Μ σηµείο της παραβολής y2 = 2px. Να αποδειχθεί ότι ο κύκλος µε 
διάµετρο ΕΜ, όπου Ε η εστία της παραβολής, εφάπτεται στον άξονα y΄y». 

 
Απόδειξη 
 
Έστω παραβολή µε διευθετούσα (δ), εστία Ε και παράµετρο ΕΜ = p. 
Ο άξονας y΄y στην Ε.Γ. είναι απλά η κάθετη στο µέσο Ο του καθέτου τµήµατος ΕΗ 
στη διευθετούσα . 

 

Z
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(y)

Λ

 
 

 
Έστω ΜΖ κάθετη στην διευθετούσα, άρα και στην ΟΒ,  Κ το µέσο του ΕΜ και ΚΑ 
κάθετη στην ΟΒ. 
Για να δείξουµε ότι η ευθεία ΟΒ είναι εφαπτοµένη στο κύκλο διαµέτρου ΕΜ αρκεί 

να δείξουµε ότι  ΚΑ=
2

ME  (ΕΑΜ ορθ. τρίγωνο στο Α κλπ). 

Από το τραπέζιο ΟΕΜΒ όπου η ΚΑ είναι διάµεσός του, έχουµε διαδοχικά 
 
 

2
ME

2
ZM

2
BMZB

2
BMOH

2
BMOEKA ==+=+=+=    ό.έ.δ. 

 
 

Σχετική Άσκηση 
 
Ο κύκλος µε διάµετρο µια χορδή παραβολής που διέρχεται από την εστία της, 
εφάπτεται στην διευθετούσα της. 

 
 
 
 
 
 



 ∆. Ι. Μ.- Σ. Σ. Μ.  Κωνικές  Τοµές  µε  Ευκλείδεια  Γεωµετρία                           6                              
 

 
4. Άσκηση 5, σελίδα 100. 

 
«Έστω η παραβολή y2 = 2px και (ε) η εφαπτοµένη σε ένα σηµείο της Α. Αν η 

ευθεία ΟΑ τέµνει τη διευθετούσα της παραβολής στο σηµείο Β, να αποδειχθεί 
ότι ΒΕ//(ε)». 

 
Λύση 
Έστω παραβολή µε διευθετούσα (δ), εστία Ε και παράµετρο ΕΝ = p. 
Έστω ότι η εφαπτοµένη στο Α τέµνει τον άξονα της παραβολής στο σηµείο Κ. 

Φέρνουµε την ΑΗ κάθετη στην διευθετούσα (δ), η οποία είναι παράλληλη στον 
άξονα (συµµετρίας) της παραβολής. Από την ανακλαστική ιδιότητα της 
εφαπτοµένης στο Α, έχουµε ότι η ευθεία ΑΚ είναι διχοτόµος της γωνίας ΗΑΕ και το 
τρίγωνο ΑΚΕ ισοσκελές. 
Αν η ΒΕ είναι πράγµατι παράλληλη στην ΑΚ, βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΚΕ, 

τότε 
∧∧

= KOEB  και  η ΒΕ θα είναι διχοτόµος της  γωνίας  
∧

OEZ , εξωτερικής γωνίας  
του τριγώνου ΑΟΕ, και αντίστροφα. Αρκεί λοιπόν να δειχθεί αυτό 

 

A
H

E
O

B

Z

K

N

(ε)

(δ)

 
 

Από τα όµοια τρίγωνα ΒΝΟ, ΒΗΑ έχουµε 

                               
AE
OE

HA
NO

BA
BO == , αφού Α, Ο σηµεία της παραβολής.  

Εποµένως  από αντίστροφο του θεωρήµατος εξωτερικής διχοτόµου τριγώνου 

(ΑΟΕ), η ΕΒ είναι διχοτόµος της  γωνίας
∧

OEZ . Έτσι έχουµε 
∧∧∧∧

=+= K2AKOEB2 , οπότε 
∧∧

= KOEB  άρα  ΒΕ//ΚΑ, ό. έ. δ. 
 
 

Σχετική άσκηση 
 
Μια χορδή ΑΓ παραβολής, µε εστία Ε τέµνει την διευθετούσα της στο σηµείο Β. 

Τότε η ΕΒ είναι διχοτόµος της εξωτερικής γωνίας Ε του τριγώνου ΑΕΓ. 
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5. Άσκηση 6, σελίδα 100. 

 
«Αν η εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο της Α τέµνει τη διευθετούσα 

στο σηµείο Β και τον άξονα y΄y στο σηµείο Κ, να αποδειχθεί ότι 

(i) o90AEB =
∧

,  (ii)  EK κάθετη στην  AB ,  (iii) EK2 = (KA)(KB)». 
 

Απόδειξη 
(i) Αν και είναι η εφαρµογή  2, σελίδα  98, του σχ. βιβλίου θα δώσουµε ανεξάρτητη 
απόδειξη (βλ. και άσκηση 2 παραπάνω). Έστω ΑΗ κάθετη στη διευθετούσα (δ). Από 
την ανακλαστική ιδιότητα της εφαπτοµένης της παραβολής  στο Α, προκύπτει ότι η 

ΑΒ είναι διχοτόµος της γωνίας 
∧

HAE. Έτσι τα τρίγωνα ΑΗΒ και ΑΕΒ είναι ίσα (ΑΗ 

= ΑΕ), οπότε και o90AEB =
∧

. 
 

A

E

B
K

H

Z
PON

(δ)

(ε)

(y)

 
 
(ii) Από την ανακλαστική  ιδιότητα της εφαπτοµένης της παραβολής  στο Α, 
προκύπτει ότι το τρίγωνο  ΑΕΖ είναι ισοσκελές. Έτσι αρκεί  να δείξουµε ότι Κ µέσο 
της ΑΖ. Προς τούτο αρκεί να δειχθεί ότι το Ο  είναι µέσο του ΖΡ  (ΑΡ κάθετη στον 
άξονα της παραβολής) αφού η ΟΚ είναι παράλληλη στην ΑΡ. Πράγµατι τα 
ορθογώνια τρίγωνα ΗΖΝ και ΑΕΡ είναι ίσα, αφού λόγω ΗΑ = ΑΕ = ΕΖ και ΗΑ//ΕΖ 
το τετράπλευρο ΗΑΕΖ είναι παραλληλόγραµµο (ρόµβος) οπότε ΗΖ = ΑΕ κλπ. Άρα 
ΖΝ = ΕΡ, οπότε λόγω και    ΟΝ = ΟΕ το Ο είναι µέσο της ΖΡ. 

 
(iii) Επειδή το ΕΚ είναι ύψος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΕΒ από γνωστό θεώρηµα 
στις µετρικές σχέσεις στο ορθογώνιο τρίγωνο, έχουµε το ζητούµενο. 

 
 
    Σχετική άσκηση 
 
 Η εφαπτοµένη σε ένα σηµείο Α παραβολής τέµνει τον άξονα της σε ένα σηµείο το   
 οποίο είναι συµµετρικό της προβολής του Α πάνω στον άξονα της ως προς την 
κορυφή της. 
 (Από αυτήν την ιδιότητα προκύπτει ένα απλός τρόπος  χάραξης της εφαπτόµενης 
παραβολής σε ένα σηµείο της). 
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6. Άσκηση 7, σελίδα 100. 

 
«Έστω η παραβολή y2 = 2px και ένα σηµείο της Α. Φέρνουµε την εφαπτοµένη 
της παραβολής στο Α που τέµνει τον άξονα x΄x στο Β και την παράλληλη από το 
Α στον άξονα x΄x που τέµνει τη διευθετούσα στο Γ. Να αποδειχθεί ότι το 
τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι ρόµβος µε κέντρο στον άξονα y΄y». 

 
Απόδειξη 
Έστω παραβολή µε διευθετούσα (δ), εστία Ε και παράµετρο ΕΝ = p. 
Επειδή Α σηµείο της παραβολής έχουµε ΑΓ = ΑΕ. Από την ανακλαστική 

ιδιότητα της παραβολής προκύπτει ότι το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισοσκελές, οπότε  
ΑΓ = ΑΕ = ΒΕ και λόγω ΑΓ//ΒΕ το τετράπλευρο ΑΒΕΓ είναι ρόµβος. Έστω Μ το 
σηµείο τοµής της ΑΒ µε την ευθεία (y) (άξονα y′y στην Α.Γ.). Aρκεί τώρα να 
δειχθεί ότι το Μ είναι µέσο της  διαγωνίου ΑΒ του ρόµβου. 

 
 

A

KEN

B

O

M

(δ)

Γ

(y)

 
 
Έστω ΑΚ κάθετη στον άξονα της παραβολής. Επειδή ΒΓ = ΕΑ και ΓΝ = ΑΚ τα 

ορθογώνια τρίγωνα ΒΓΝ, ΕΑΚ είναι ίσα, οπότε ΒΝ = ΕΚ και λόγω Ο µέσο του ΝΕ, 
το Ο είναι και µέσο του ΒΚ. Έτσι η ΟΜ ως παράλληλη στην πλευρά  ΑΚ του 
τριγώνου ΑΒΚ, από το µέσο Ο του ΒΚ, διέρχεται από το µέσο Μ του ΑΒ κλπ. 

 
 

Σχετική άσκηση 
 

Η εφαπτοµένη  παραβολής µε εστία Ε,  σε ένα σηµείο της Α είναι µεσοκάθετη στο 
τµήµα ΕΓ, όπου Γ η προβολή του σηµείου Α στη διευθετούσα. 

 
Σηµείωση 

 
Eίναι καλύτερα να προηγηθεί η άσκηση 7 της 6, αφού τότε το ερώτηµα 6(ii) 
προκύπτει άµεσα από την άσκηση 7. 
 
 

*     * 
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Β .  ΕΛΛΕΙΨΗ  

 
7. Πρόταση σελίδας 104 (Θεωρία) 
Η µικρότερη διάµετρος µιας έλλειψης είναι ο µικρός της άξονας και η 
µεγαλύτερη ο µεγάλος της άξονας.  

 
Απόδειξη 
 
Έστω µια έλλειψη µε ηµιάξονες α, β, α > β, και εστίες Ε, Σ.. Αρκεί να δειχθεί ότι για 
κάθε διάµετρο της έλλειψης Γ∆ ισχύει  2β ≤ Γ∆ ≤ 2α, εφόσον και οι άξονες της 
έλλειψης είναι προφανώς και διάµετροι αυτής.  
Αρκεί ασφαλώς να δειχθεί ότι β ≤ ΟΓ ≤ α. 

Γ

∆

Ε
ΣΑ Β

Π Ο

 
Από το τρίγωνο ∆ΓΣ και το παραλληλόγραµµο ΕΓΣ∆  έχουµε 
 
Γ∆ = 2ΟΓ ≤  ΓΣ + Σ∆ = ΓΣ + ΓΕ = 2α, οπότε ΟΓ ≤ α. 
 
Είναι ΟΓ2 = ΓΠ2 + ΟΠ2 και επειδή το Γ είναι σηµείο της έλλειψης  (βλ. σηµείωση) 

έχουµε  1
β
ΓΠ

α
OΠ

2

2

2

2
=+    ή    ΓΠ2  = β2 - 2

2

2
ΟΠ

α
β

.  

Έτσι έχουµε 

ΟΓ2 = β2 - 2
2

2
ΟΠ

α
β

 + ΟΠ2 = β2 + ΟΠ2 (1 - 2

2

α
β ) ≥ β2, εποµένως  ΟΓ ≥ β. 

Η ισότητα ισχύει όταν ΟΠ=0, δηλαδή όταν η ΟΓ ταυτίζεται µε τον µικρό ηµιάξονα. 
 
 
Σηµείωση 

 Η ισότητα 1
β
ΓΠ

α
OΠ

2

2

2

2
=+  είναι µια ιδιότητα - χαρακτηριστική- της έλλειψης και 

είναι αντίστοιχη της γνωστής µας εξίσωσης έλλειψης στην Α. Γ. 
 Ή ιδιότητα αυτή  αποδεικνύεται (όπως και η εξίσωση της έλλειψης) µε βάση τον 
ορισµό της έλλειψης, το Πυθ. Θεώρηµα, θεώρηµα διαµέσων κλπ. ∆εν έχει σχέση 
εποµένως µε τις µεθόδους της Α.Γ., άρα µπορούµε να την χρησιµοποιούµε στην 
Ευκλείδεια Γεωµετρία των κωνικών τοµών. 
Συνήθως στα  αρχαία κείµενα εµφανίζεται µε την ισοδύναµη γεωµετρική µορφή 

(λόγος εµβαδών) 2

22

α
β

=BΠ•AΠ
ΓΠ  («σύµπτωµα» κατά τους αρχαίους Έλληνες 

γεωµέτρες-  ΠA⋅ΠΒ = α2 - ΟΠ2 κλπ). 
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8. Εφαρµογή σελίδας 109. 

«∆ίνονται η έλλειψη 1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+  και ο κύκλος x2 + y2 = α2 .Έστω Μ1(x1, y1)  

σηµείο της έλλειψης και Μ2(x1, y2) σηµείο του κύκλου αυτού. Να αποδειχθεί ότι 
η εφαπτοµένη της έλλειψης στο σηµείο Μ1 και η εφαπτοµένη του κύκλου στο 
Μ2 τέµνονται πάνω στον άξονα x΄x» 

 
Απόδειξη 

Επαναδιατύπωση στη γλώσσα της Ε.Γ: Έστω έλλειψη µε µεγάλο ηµιάξονα α, µικρό 
β, εστίες Ε, Σ  και ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο τοµής των αξόνων της έλλειψης 
και ακτίνα α. Aπό ένα σηµείο Μ της έλλειψης θεωρούµε κάθετη στον µεγάλο άξονά 
της που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Ν. Τότε η εφαπτοµένη του κύκλου στο Ν και 
της έλλειψης στο Μ τέµνονται πάνω στον µεγάλο άξονα (συµµετρίας) της έλλειψης. 

Έστω ότι η εφαπτοµένη της έλλειψης στο σηµείο Μ τέµνει τον µεγάλο άξονα στο 
Τ. Αρκεί να δειχθεί ότι η ΤΝ είναι εφαπτόµενη του κύκλου ή ότι το τρίγωνο ΟΝΤ  
είναι ορθογώνιο στο Ν. 

M

PA OE

Z

HN

T

θ
ω

Σ Β

 
Ισοδύναµα αρκεί να δειχθεί ότι   ΟΝ2 = ΟΡ⋅ΟΤ ή α2 = ΟΡ⋅ΟΤ (τότε τα τρίγωνα 
ΟΝΡ, ΟΝΤ είναι όµοια κλπ) . 
Προεκτείνουµε την ΕΜ κατά τµήµα ΜΗ = ΜΣ, οπότε ΗΕ = 2α (συνηθισµένη 
κίνηση στην έλλειψη). Λόγω και της  ανακλαστικής ιδιότητας της εφαπτοµένης στο 
Μ,  η ΜΤ είναι µεσοκάθετη στο τµήµα ΣΗ, Ζ µέσο του ΣΗ, οπότε 2ΟΖ = ΗΕ  ή   
ΟΖ = α, και ΟΖ//ΗΕ. 

Ισοδύναµα τώρα αρκεί να δειχθεί ότι  
OZ
OP

OT
OZ

= , δηλαδή αρκεί να δειχθεί ότι τα 

τρίγωνα ΟΖΡ, ΟΖΤ είναι όµοια. 

Ήδη έχουν κοινή την γωνία Ο. Θα δείξουµε ότι και 
∧∧

ZTO=OZP  . 

Λόγω του εγγραψίµου τετραπλεύρου ΡΜΖΣ έχουµε  
∧∧

PΣM=MZP και λόγω ΟΖ//ΜΕ  
∧∧∧
ω=θ=MZO . Έτσι έχουµε 
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ΜΖΡ=OZP
∧∧

- 
∧∧

PΣM=ΟMZ - θ 
∧

ZTO=  (
∧

PΣM εξωτερική του τριγώνου ΣΜΤ) 
Έτσι τα τρίγωνα ΟΖΡ, ΟΖΤ είναι όµοια κλπ.. 
 

Πόρισµα 
Αν η εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της έλλειψης τέµνει τον µεγάλο άξονα ΑΒ=2α στο 
σηµείο Τ και Ρ η προβολή του Μ σε αυτόν, τότε ισχύει ΟΡ⋅ΟΤ = α2 . 
 
 
9. Εφαρµογή 2, σελίδα 110. 

 
«Έστω έλλειψη κέντρου Ο µε µεγάλο άξονα ΑΒ = 2α και εστιακή απόσταση 

ΕΣ = 2γ και σηµείο Κ πάνω στην ευθεία του µεγάλου άξονα ώστε ΟΚ = α2/γ. 
Στο σηµείο Κ θεωρούµε µια ευθεία (δ) κάθετη στον µεγάλο άξονα της έλλειψης. 
Να αποδειχθεί ότι ο λόγος των αποστάσεων ενός σηµείου της έλλειψης από την 
εστία της που βρίσκεται πάνω στο τµήµα ΟΚ και την ευθεία (δ),  είναι 
σταθερός και ίσος µε την εκκεντρότητα της έλλειψης». 
(Η ευθεία (δ) λέγεται διευθετούσα της έλλειψης) 

 
Λύση 

Έστω Κ δεξιά του Ο. Είναι  ΟΚ = α
γ
α 2

>  = ΟΒ.  Θα δείξουµε ότι ε=MH
ΣM . 

O

M

PE

H

KA

(δ)

Σ Β

 
Έχουµε,  ΜΣ2 = ΜΡ2 + ΡΣ2 

                        = ( ) ( )2
2

22
2222

2

2

OPεαOPγ2
α
OPγα)OPγ(OPα

α
β

−=−+=−+−   

οπότε (ΟΡ < α < α/ε)  ΜΣ = α - εΟΡ  και    ΜΗ = ΟΚ – ΟΡ =
γ
α 2

 - ΟΡ =
ε
α - ΟΡ. 

 Έτσι έχουµε   εΜΗ = α – εΟΡ = ΜΣ   
Όµοια εργαζόµαστε αν Κ αριστερά του Ο και βρίσκουµε ότι ισχύει (για την εστία 
Ε). (Παρατηρούµε  ότι οι αποστάσεις του Μ από Σ και (δ) εκφράζονται συναρτήσει 
του ΟΡ). 
 
   Σηµείωση 
Αποδεικνύεται και το αντίστροφο. Έτσι η ιδιότητα αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
για ένα ισοδύναµο ορισµό της έλλειψης. Μάλιστα κάτι παρόµοιο ισχύει και για την 
υπερβολή. Έτσι και οι 3 κωνικές µπορούν να δοθούν µε ένα ενιαίο ορισµό  
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Ορισµός Κωνικών µε τον Λόγο* 
 

Σ’ ένα επίπεδο θεωρούµε ένα (σταθερό) σηµείο Ε και µια (σταθερή) ευθεία (δ), 
στην οποία δεν ανήκει το σηµείο Ε. Καλούµε κωνική τοµή το σύνολο των σηµείων 
ενός επιπέδου τα οποία έχουν την ιδιότητα, ο λόγος των αποστάσεων τους από το 
σηµείο Ε και την ευθεία (δ), είναι σταθερός. 
Ο σταθερός αυτός λόγος που συµβολίζεται µε  ε,  λέγεται εκκεντρότητα της κωνικής. 
Το σηµείο Ε λέγεται εστία και η ευθεία (δ) διευθετούσα της κωνικής. 
 

 Αν ε = 1 η κωνική λέγεται παραβολή, όπως την ορίζει και το σχ. βιβλίο,  
 αν 0 < ε < 1 η κωνική τοµή λέγεται έλλειψη και  
 αν  ε > 1 η κωνική λέγεται υπερβολή.  

 
Στον ορισµό αυτό δεν περιλαµβάνεται η περίπτωση κύκλου που είναι ασφαλώς 
κωνική τοµή (µπορεί να θεωρηθεί ως ειδική περίπτωση έλλειψης (ε = 0)). 
Ο παραπάνω ενιαίος ορισµός οφείλεται στον Πάππο (300 µ.Χ., ο τελευταίος των 
µεγάλων Αρχαίων Ελλήνων Μαθηµατικών) και έχει  αφετηρία την ιδιότητα του 
λόγου των κωνικών, η οποία φαίνεται ότι ήταν γνωστή στον Ευκλείδη. Ο Πάππος 
τον αναφέρει στην Συναγωγή του, σε ένα Λήµµα του στο (χαµένο) έργο του 
Ευκλείδη Τόποι προς επιφανείαις. Στην περίπτωση βέβαια που δοθεί ο παραπάνω 
ορισµός οι γνωστοί ορισµοί της έλλειψης και της υπερβολής (εστιακοί ορισµοί) 
αποδεικνύονται ως προτάσεις και αντίστροφα. 
Οι καµπύλες αυτές φαίνονται στο παρακάτω σχέδιο, όπου η εκκεντρότητα 
αυξανόµενη από το µηδέν (κύκλο) µέχρι το άπειρο, δίνει τις 4  αυτές τις καµπύλες 
στις διάφορες µορφές τους. Για ε =1 έχουµε την παραβολή (µαύρη καµπύλη) 

 
 

 
 
 
 

 

E O

1/2
1/3

1/5

1
2 3 5

2/3

(δ)

2 31 5
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10. Άσκηση 5, σελίδα 112. 

 
 «Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες µιας έλλειψης στα άκρα µιας διαµέτρου της 
είναι παράλληλες (διάµετρος έλλειψης λέγεται το τµήµα που συνδέει δυο 
σηµεία της έλλειψης και διέρχεται από την αρχή των αξόνων)». 

 
Απόδειξη 
 
Άξονες εδώ εννοούµε τους άξονες συµµετρίας της έλλειψης. Έστω µια διάµετρος 
Γ∆ και οι εφαπτόµενες ΖΚ, ΜΝ στα Γ, ∆ αντίστοιχα. Αρκεί να δείξουµε ότι οι  

γωνίες 
∧∧

NΓ∆,Γ∆Z  είναι ίσες. Έστω Ε, Σ οι εστίες της έλλειψης, οπότε επειδή τα  
σηµεία Γ, ∆ είναι συµµετρικά ως προς το κέντρο (συµµετρίας) Ο της έλλειψης,  το 

τετράπλευρο ΕΓΣ∆ είναι παραλληλόγραµµο, οπότε 
∧∧
∆ΣE=ΓΣE . 

 

E O

Z

K

M

N

φ

φ

ω

ω

Γ

∆

Σ

 
 
Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της έλλειψης οι εφαπτόµενες στα Α, Β 
σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε  τις εστιακές ακτίνες. Έτσι έχουµε  

∧∧
O

∧∧
∆ΣE+ω2=180=ΓΣE+φ2  

και λόγω 
∧∧
∆ΣE=ΓΣE , έχουµε  

∧∧
Σ∆Ν=ΓΕZ   και λόγω ΕΓ//∆Σ, 

∧∧
NΓ∆=Γ∆Z  κλπ. 
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11. Άσκηση 3, Β΄ οµάδα σελίδα 112 

«Αν Μ είναι ένα σηµείο της έλλειψης 1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+ , να αποδείξετε ότι  

ΜΕ΄ = α + εx ,  ΜΕ = α – εx». 
 

Λύση 
Έστω έλλειψη µε µεγάλο ηµιάξονα α, µικρό β (και εκκεντρότητα ε). Ισοδύναµα θα 
δείξουµε ότι, αν Μ είναι ένα σηµείο µιας έλλειψης και Ρ η προβολή του στον 
µεγάλο άξονά της τότε ισχύουν  

ΜΕ΄ = α + εΟΡ, ΜΕ = α – εΟΡ αν ΜΕ΄ > ΜΕ και  
 
     ΜΕ = α + εΟΡ, ΜΕ΄ = α - εΟΡ αν ΜΕ΄< ΜΕ 
 
Είναι  ΜΕ΄ + ΜΕ = 2α  (1) 
Έστω Μ δεξιά του µικρού άξονα. 
Θα προσπαθήσουµε να εκφράσουµε (µε ότι προκύψει)  και την διαφορά ΜΕ΄ - ΜΕ 
συναρτήσει του α. 
 

E' EP

M

O
A' A

Γ

 
 
Από το 2ο θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο ΜΕΕ΄, µε διάµεσο ΜΟ, έχουµε 
 
ΜΕ΄2 - ΜΕ2 =2ΕΕ′⋅ΟΡ  ή  (ΜΕ΄ + ΜΕ)( ΜΕ΄ - ΜΕ) = 4γΟΡ   
 
                                    ή   ΜΕ΄ - ΜΕ = 2εΟΡ (2) 
 
Με πρόσθεση και αφαίρεση των  (1), (2) βρίσκουµε τις ζητούµενες σχέσεις. 
Αν Μ αριστερά του µικρού άξονα τότε όµοια βρίσκουµε  
ΜΕ = α + εΟΡ, ΜΕ΄ = α - εΟΡ . 

 
 

Άσκηση 
 

Έστω ότι η κάθετη στην εφαπτοµένη έλλειψης (µε µεγάλο άξονα 2α, µικρό 2β κα 
εκκεντρότητα ε) στο σηµείο της Μ τέµνει τον µεγάλο άξονα της έλλειψης στο 
σηµείο Γ και  Ρ η προβολή του Μ στον άξονα αυτόν. Τότε ισχύουν 

α) ΓΕ = εΜΕ, ΓΕ΄ = εΜΕ΄ , β) ΟΓ = ε2ΟΡ,  

γ) 2

22

α
β

=
Ε′Μ⋅ΜΕ

ΜΓ  , δ) 2

22

γ
β

=
Ε′Γ⋅ΓΕ

ΜΓ . 
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12. Άσκηση 4, Β΄ οµάδα, σελίδα 112 
 

«Έστω d, d΄ οι αποστάσεις των σηµείων Α(0, γ), Β(0, -γ) από την εφαπτοµένη 

της έλλειψης 1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+  σε ένα σηµείο της Μ. Να αποδείξετε ότι d2+d΄2 = 2α2». 

Λύση  
Έστω έλλειψη µε µεγάλο ηµιάξονα α, µικρό β και Η, Κ, Τ, Ζ οι προβολές των Α, Ο, 
Σ, Β αντίστοιχα στην εφαπτοµένη στο Μ. Προεκτείνοµε την ΣΜ κατά τµήµα ΜΡ = 
ΜΕ, (συχνή κίνηση στα προβλήµατα της έλλειψης), οπότε ΡΣ = ΜΕ + ΜΣ = 2α, και 
λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας η εφαπτοµένη στο Μ  είναι µεσοκάθετη  στο ΕΡ, 
έστω  Ν το µέσο του ΕΡ. 
Επειδή Ο µέσο της πλευράς ΑΒ του τραπεζίου ΑΗΖΒ, αλλά και µέσο της πλευράς  
ΕΣ  του τραπεζίου ΣΤΝΕ,  έχουµε 2ΟΚ =  d + d΄= ΣΤ + ΕΝ      (1) 
                           

E

A

B

H

Z

M

O

K

N

P

T

d

d'

ω
θ ω

θ

∆

Σ

Λ

 
 
Από τα όµοια ορθ. τρίγωνα ΣΜΤ, ΕΝΜ (λόγω ανακλαστικής  ιδιότητας)  
 

έχουµε  α2
ΝE+TΣ=EM

EN=MΣ
TΣ ,  οπότε , λόγω (1),    d + d΄= EM

ENα2       (2) 

 
Έστω ΣΛ κάθετη στην ΕΡ και Α∆ κάθετη στη ΒΖ.  Τα ορθ.  τρίγωνα Α∆Β, ΕΛΣ 
είναι ίσα, (ΑΒ = ΕΣ = 2γ κλπ) οπότε ΣΛ = Β∆ =  d΄ – d . 
 

Από δε τα όµοια ορθ. τρίγωνα ΡΝΜ, ΡΛΣ έχουµε ΡM
ΡΣ=ΝΜ

ΣΛ   ή  ΕΜ
α2=ΝΜ

d-d′    (3) 

 
Από (2) και (3) έχουµε 

  (d΄ + d)2 + (d΄ - d) 2 = 
ΕΜ

ΝΜ+ΕΝα4 2

22
2  ή   2(d΄ 2 + d2 ) = 4α2  ή d΄2 + d2 = 2α2. 
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  Σχετική Άσκηση 

 
Ως συνέχεια της παραπάνω άσκησης δείξετε ότι: ΕΝ - ΣΤ = 2γσυνθ, 
i) d = ΑΗ = α(ηµω - συνω),  d΄ = ΒΖ = α(ηµω + συνω),   
ii) Η προβολή της εστίας Ε στην εφαπτοµένη στο Μ ανήκει σε κύκλο ακτίνας α και 
κέντρου Ο (όµοια και η προβολή της εστίας Σ ),  
iii)Προεκτείνουµε την ΤΣ κατά τµήµα ΣΓ = ΛΕ. Να δειχθεί ότι το Γ ανήκει στον 
προηγούµενο κύκλο. iv) Ισχύει ΣΤ ⋅ΕΝ = β2. 

 
 

13. Άσκηση 5, Β΄ οµάδα σελίδα 113. 
 

«Έστω Μ1(x1, y1) Μ2(x2, y2) δυο σηµεία της έλλειψης 1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+  και τα 

σηµεία Ν1(εx1, 0), Ν2 (εx2, 0). Να αποδείξετε ότι Μ1Ν2 = Μ2Ν1». 
 
Λύση 
Έστω Η , Κ οι προβολές των Μ1, Μ2  στον µεγάλο άξονα της έλλειψης και  

(ισοδύναµα, x1 = ΟΗ , x2 = ΟΚ) ΟΝ1 = 
α
ΟΗγ  < OH και   ΟΝ2 = α

KΟγ  < OK. 

 

M1

N1

M2

N2H KO

 
Αρκεί να δείξουµε ότι    Ν1Μ2 2 = Μ1Ν2 2     

 

                                        ⇔  Ν1Κ 2 + ΚΜ2 2  =  ΗΜ1
2 + ΗΝ2

2 
                                  

                                         ⇔  (ΟΝ1 +ΟΚ )2 + ΚΜ2 2  = ΗΜ1
2 + (ΟΗ +  ΟΝ2) 2 

 

                            ⇔ (
α
ΟΗγ  + ΟΚ )2 + ΚΜ2 2  = ΗΜ1

2 + (ΟΗ +  
α
KΟγ ) 2 

                             ⇔  ΚΜ2 2  - ΗΜ1
2 = ( )22

2

2

OKOH
α
β

−     (*) 

Επειδή Μ2 , Μ1    σηµεία της έλλειψης ισχύουν  (βλ. σηµείωση άσκησης 7) 
 

                  1
β

KM
α

OK
2

2
2

2

2

=+ , 1
β

HM
α

OH
2

2
1

2

2

=+  ,   

   
 και µε αφαίρεση κατά µέλη προκύπτει η (*). 
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14. Άσκηση 6, Β΄ οµάδα, σελίδα 113. 
«Έστω µια έλλειψη  µε µεγάλο ηµιάξονα α, µικρό β και ένα σηµείο της Μ. 
Έστω επιπλέον ο κύκλος µε κέντρο το κέντρο της έλλειψης και ακτίνα α και το 
σηµείο του Ν που έχει µε το Μ την ίδια τετµηµένη.  Από το Μ φέρνουµε 
παράλληλη στην ΟΝ που τέµνει το µεγάλο και τον µικρό άξονα της έλλειψης 
στα σηµεία Γ, ∆ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΜΓ = β, Μ∆ = α ». 

 
Απόδειξη 
Προφανώς αντί της έκφρασης «το Ν  έχει µε το Μ την ίδια τετµηµένη» ισοδύναµα 
µπορούµε να πούµε ότι από το σηµείο Μ της έλλειψης  φέρνουµε κάθετη στον 
µεγάλο άξονα της έλλειψης  που τέµνει τον κύκλο (Ο, α) στο σηµείο Ν. 
Επειδή το τετράπλευρο ΝΜ∆O είναι παραλληλόγραµµο έχουµε Μ∆ = ΟΝ= α. 

N

M

H
OA

Γ

∆

B

 
Από τα όµοια τρίγωνα ΟΝΗ, ΓΜΗ έχουµε 

NH
MH

α
ΓM = , οπότε αρκεί να δείξουµε ότι 

α
β

NH
MH = . Από την σχέση   1

β
MH

α
OH

2

2

2

2

=+  (βλ. σηµείωση στην παραπάνω άσκηση 

7), έχουµε    2

2

22

2

2

2

NH
MH

ΟΗα
MH

α
β =

−
= , οπότε  

α
β

NH
MH =  κλπ. 

 
Σηµείωση 

Αν φ =
∧

AON  τότε ΟΗ = ασυνφ, ΜΗ = βηµφ, που εκφράζουν τις παραµετρικές 
εξισώσεις της έλλειψης στην Α. Γ. 

 
Σχετική άσκηση (εφαρµογή σχ. βιβλίου σελ. 107) 

 
Έστω κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας α, β θετικός αριθµός µε α > β και µια 

διάµετρος του κύκλου ΑΒ. Από ένα σηµείο Ν του κύκλου φέρουµε το κάθετο τµήµα 

ΝΗ  στην διάµετρο ΑΒ. Αν Μ σηµείο του τµήµατος ΝΗ τέτοιο ώστε 
α
β

NH
MH =  τότε  

να δειχθεί ότι  α) Αν Ε , Σ σηµεία της ΑΒ µε ΟΕ = ΟΣ = γ όπου γ2 = α2 - β2   και 

 ΜΕ ≥ ΜΣ, τότε ΜΣ = OH
α
γα − ,   ΜΕ = OH

α
γα +  (ανάλογα αν ΜΕ< ΜΣ),  

 β) Το Μ ανήκει σε έλλειψη µε εστίες Ε,  Σ και ηµιάξονες α, β.  
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15. Άσκηση 7, B΄ Οµάδα, σελίδα 113. 
 
«Έστω (ε), (ε΄) οι εφαπτόµενες στις κορυφές  Α,  Α΄ αντίστοιχα, της έλλειψης 

1
β
y

α
x

2

2

2

2

=+  ,  0 <β < α, και (ζ)  η εφαπτοµένη της σε ένα σηµείο της Μ (x1, y1). 

Αν η (ζ) τέµνει τις (ε), (ε΄) στα σηµεία Β, Β΄ αντίστοιχα να αποδείξετε ότι  
(i) (ΑΒ)(Α΄Β΄) = β2, 
(ii)  ο κύκλος µε διάµετρο ΒΒ΄ διέρχεται από τις εστίες της έλλειψης». 

 
Λύση  

 Θα δείξουµε πρώτα το (ii). Αρκεί να δείξουµε ότι οι γωνίες Β′ΣΒ , Β΄ΕΒ είναι 
ορθές. Για την γωνία Β΄ΣΒ: θα δειχθεί ότι η ΣΒ είναι διχοτόµος της γωνίας ΜΣΑ 
(και ανάλογα αποδεικνύεται ότι και η ΣΒ΄ είναι διχοτόµος  της παραπληρωµατικής 
της γωνίας ΜΣΑ΄), οπότε ΣΒ, ΣΒ΄ κάθετες. 

 

O

M
B

AA'

B'

E

Z

P

s
t

g
ω
ω

θ

φ

(ζ) (ε)

(ε΄)_

Σ

 
 

Προεκτείνουµε την ΕΜ κατά τµήµα ΜΖ = ΜΣ, οπότε ΖΕ = ΜΕ + ΜΖ = 2α  και 
λόγω της ισότητας των γωνιών t, s (ανακλαστική ιδιότητα) τα τρίγωνα ΜΖΒ και 

ΜΒΣ είναι ίσα οπότε ΒΖ = ΒΣ (και 
∧∧

= gZ ). 
 Όµοια προεκτείνουµε την ΣΑ κατά τµήµα ΑΡ = ΣΑ, οπότε ΡΕ= ΑΕ + ΑΣ = 2α και 

ΒΣ = ΒΡ (και 
∧∧
ϕ=P ) 

Τώρα τα τρίγωνα ΖΕΒ, ΒΕΡ έχουν τις πλευρές τους ίσες, άρα είναι ίσα. Έτσι οι 

γωνίες 
∧∧

= PZ , όµως 
∧∧

= gZ   και  
∧∧
ϕ=P , οπότε 

∧∧
ϕ=g , άρα ΣΒ διχοτόµος.  

 
• Για την γωνία Β΄ΕΒ: Η  ΕΒ  είναι διχοτόµος της γωνίας  ΖΕΡ (τα τρίγωνα ΖΕΒ, 
ΒΕΡ είναι ίσα)  και το τετράπλευρο Β′ΕΣΒ είναι εγγράψιµο 

(στο τρ. ΜΕΣ : 
∧∧∧∧∧
ΣBE2+ω2=EMΣ+ω2=t2  και στο τρ.ΜΒ΄Σ:  t = s = 

∧
ΣB′M  + ω, 

οπότε 
∧
ΣBE =

∧
ΣB′B  ) . Έτσι  και η γωνία Β΄ΕΒ είναι ορθή . 

Άρα ο κύκλος µε διάµετρο την ΒΒ΄ διέρχεται από τις εστίες. 

(i) Αναζητούµε οµοιότητα τριγώνων µε πλευρές ΑΒ, Α′Β′. Είναι 
∧∧

= θω , οπότε  τα 
ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΣ, ΣΑ′Β′ είναι όµοια και έχουµε 



 Πλάτωνας (427- 347 π.Χ.) :  «Μηδείς  Αγεωµέτρητος  Εἰσίτω»                         19 
                                    

B′A′
AΣ=ΣA′

AB   ή   ΑΒ⋅ Α΄Β΄ = ΣΑ⋅Α΄Σ = (α - ΟΣ)(α + ΟΣ) = α2 – γ2 = β2 . 

 
  Σχετικές  Ασκήσεις 
 
1. ∆είξετε ακόµη ότι το γινόµενο των αποστάσεων των εστιών από την εφαπτοµένη 
στο Μ είναι σταθερό και ίσο µε β2 . (Υπ. το τετράπλευρο ΕΣΒΒ′ είναι εγγράψιµο, 
και µε τα κάθετα τµήµατα δηµιουργούνται ορθ. τρίγωνα όµοια µε τα ΑΒΣ, Α′Β′Ε 
κλπ). 
2. Έστω µια διάµετρος  έλλειψης µε ηµιάξονες α, β,  α > β και οι εφαπτόµενες στα 
άκρα της. Να αποδειχθεί ότι το γινόµενο των αποστάσεων µιας εστίας από τις 
εφαπτόµενες αυτές  είναι σταθερό και ίσο µε β2. 
3. Η εφαπτοµένη σε µια κορυφή Α έλλειψης  και η εφαπτοµένη σε ένα σηµείο Μ της 
έλλειψης τέµνονται στο σηµείο Β. Τότε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΒΑ, ΒΜ φαίνονται 
από κάθε εστία µε ίσες γωνίες. 
 
 

Σφαίρες  Dandelin (1794 -1847 µ.Χ.) 
 
 

 
Τα σηµεία επαφής των εφαπτόµενων σφαιρών µε το επίπεδο τοµής, είναι οι 
εστίες της τοµής-έλλειψης του κώνου (άµεση εποπτική απόδειξη). 
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Γ. ΥΠΕΡΒΟΛΗ 
 

16. Άσκηση 1, Β΄ οµάδα, σελίδα 124.  

«Αν Ε1 είναι η προβολή της εστίας Ε της υπερβολής  1
β
y

α
x

2

2

2

2

=−  πάνω στην 

ασύµπτωτη y =
α
β x   να αποδείξετε ότι   (i) ΟΕ1 = α,    (ii) ΕΕ1 = β». 

 
Λύση 
Έστω υπερβολή µε σταθερή διαφορά 2α (µεγάλο ηµιάξονα α) και εστιακή 

απόσταση 2γ, γ2 – α2 = β2, β µικρός ηµιάξονας. 
Στην Ε.Γ. ως µια ασύµπτωτη ευθεία  ορίζεται  η ευθεία που διέρχεται από το 

µέσο Ο του  εστιακού τµήµατος ΣΕ (αρχή  αξόνων -συµµετρίας- της υπερβολής) και 

ένα σηµείο Α του επιπέδου, µε προβολή Ρ στον άξονα της υπερβολή, ώστε 
α
β

OP
AP =   

ή η ευθεία που διέρχεται από το Ο και σχηµατίζει µε τον κύριο άξονα της 

υπερβολής οξεία γωνία ω µε εφω = 
α
β  (η άλλη ασύµπτωτη είναι η συµµετρική της 

προηγούµενης ως προς τον κύριο άξονα της υπερβολής. Προφανώς ισοδύναµος µε 
τον γνωστό ορισµό της Αναλυτικής γεωµετρίας). 

O EK

E 1

A

P Σ

 
 

Επειδή Ε1Κ ύψος του ορθ. τριγώνου ΟEΕ1 ισχύει 2
1KEKEOK =⋅ , και λόγω του ότι 

το Ε1 είναι σηµείο της ασύµπτωτης έχουµε 
α
OKβKE1 = , οπότε  αντικαθιστώντας  

παίρνουµε OKγ
α
OKβKE 2

2

−==  και τελικά  ΟΚ =
γ
α 2

. Έτσι έχουµε 

γ
αγOKOEOE

2
2

1 =⋅= , εποµένως  ΟΕ1 = α . 

Επίσης  222
2

2
1 βαγ

γ
αγγKEOEEE =−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⋅=  , οπότε ΕΕ1 = β. 

 
Σχετική Άσκηση (Άσκηση 4 σελ.124) 

Να αποδειχθεί ότι το συνηµίτονο µιας από τις γωνίες των ασύµπωτων της 
παραπάνω υπερβολής είναι ίσο µε (2-ε2)/ε2  (ε η εκκεντρότητα). 
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17. Εφαρµογή σελίδας 121 
 
«Να αποδειχθεί ότι το γινόµενο των αποστάσεων ενός σηµείου υπερβολής από   
    τις ασύµπωτές της είναι σταθερό». 

 
Λύση 
Έστω σηµείο Μ  υπερβολής (µε σταθερή διαφορά 2α, εστιακή απόσταση 2γ, α2 + 

β2 = γ2), ΜΓ, Μ∆ τα κάθετα τµήµατα προς τις ασύµπωτες και η κάθετη από το Μ 
στον κύριο άξονα (των εστιών) της υπερβολής που τον τέµνει στο σηµείο Κ και την 
υπερβολή στα σηµεία Η, Ρ. 

 

M

H

KO

P

AA'

Γ

∆

 
 
Θα προσπαθήσουµε µα δηµιουργήσουµε το γινόµενο ΜΓ⋅Μ∆ (από πού αλλού;) 
µέσα από όµοια τρίγωνα. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΗΓΜ, ΟΗΚ έχουµε          

                                          
ΟΗ
ΗΜ

=
ΟΚ
ΓM     (1) 

Επίσης από τα όµοια τρίγωνα ΟΚΡ, ∆ΜΡ έχουµε   
ΟΡ
ΜΡ

=
ΟΚ
∆M    (2) 

Από τις δυο προηγούµενες σχέσεις προκύπτει  (ΟΗ = ΟΡ) 
 

                        22
MM

ΟΗ
ΜΡ⋅ΗΜ

=
ΟΚ

∆⋅Γ    (3) 

 
Επίσης έχουµε  ΗΜ⋅ΜΡ = (ΗΚ - ΜΚ)(ΗΚ + ΜΚ) = ΗΚ2 - ΜΚ2   (4)   
 

αλλά ΗΚ = OK
α
β  και  (επειδή το Μ είναι σηµείο της υπερβολής,  βλ. σηµείωση στο 

τέλος), 1
β
ΜΚ

α
OK

2

2

2

2
=−   ή    22

2

2
22 ΗΚ=OK

α
β

=β+MK  . 

 
Έτσι από την (4)  προκύπτει      ΗΜ⋅ΜΡ = β2   (5) 

Επίσης είναι   ΟΗ2 = ΟΚ2 + ΗΚ2 = ΟΚ2 + ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

22
2

2

α
βαOKOK

α
β  (6) 

Έτσι από την (3), λόγω των (5), (6),  προκύπτει τελικά  ΜΓ⋅Μ∆ = 22

22

βα
βα
+

 σταθερό. 
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Σηµείωση 
 

 Η σχέση 1
β
ΜΚ

α
OK

2

2

2

2
=−   είναι µια ιδιότητα - χαρακτηριστική- της υπερβολής και 

είναι αντίστοιχη της γνωστή µας εξίσωση υπερβολής στην Α.Γ. Η ιδιότητα αυτή  
αποδεικνύεται (όπως και η γνωστή µας εξίσωση υπερβολής) µε βάση τον ορισµό της 
υπερβολής , το Πυθ. Θεώρηµα, θεώρηµα διαµέσων κλπ. ∆εν έχει σχέση λοιπόν µε 
την θεώρηση καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων, άρα µπορούµε να την 
χρησιµοποιούµε στην Ευκλείδεια Γεωµετρία των κωνικών τοµών. 
Συνήθως στα  αρχαία κείµενα εµφανίζεται µε την ισοδύναµη (αλλά εύχρηστη και 
ζωντανή γεωµετρικά - λόγος εµβαδών)  µορφή  
 

 2

22

AKKA
MK

α
β

=
′⋅

  ή  2

2

22

2

OK
MK

α
β

=
α−

   (όπου Α, Α΄ οι κορυφές της υπερβολής)   

 
«σύµπτωµα» κατά τους αρχαίους Έλληνες γεωµέτρες. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18. Άσκηση 2, σελίδα 124.  

«Έστω (ε), (ε΄) οι εφαπτόµενες στις κορυφές της υπερβολής  1
β
y

α
x

2

2

2

2

=−  στις 

κορυφές Α,  Α΄ αντίστοιχα. Αν Γ, Γ΄  είναι τα σηµεία στα οποία µια τρίτη 
εφαπτοµένη  της υπερβολής  τέµνει τις (ε), (ε΄) αντίστοιχα να αποδείξετε ότι 
(i) (ΑΓ)(Α΄Γ΄) = β2, 
(ii)  ο κύκλος µε διάµετρο ΓΓ΄ διέρχεται από τις εστίες της υπερβολής». 
 
Λύση 
Η άσκηση αυτή είναι εντελώς ανάλογη της άσκησης 15 (άσκηση 7, σελίδα 113) 
στην έλλειψη, αλλά θα την δούµε αναλυτικά. Οι κωνικές γενικά και ιδίως οι 
κεντρικές, έλλειψη και υπερβολή, έχουν πολλές κοινές ιδιότητες.  
 
(ii) Θα δείξουµε πρώτα το (ii). Αρκεί να δείξουµε ότι η γωνία Γ΄ΣΓ είναι ορθή (βλ. 
επόµενο σχήµα). Για το σκοπό αυτό θα δειχθεί ότι η ΣΓ είναι διχοτόµος της γωνίας 
ΜΣΑ καθώς και η  ΣΓ΄ διχοτόµος της γωνίας ΗΣΑ΄, οπότε ΣΓ, ΣΓ΄ κάθετες. 
Επί της  ΜΕ παίρνουµε τµήµα ΜΖ = ΜΣ, οπότε ΖΕ = ΜΕ- ΜΖ = ΜΕ - ΜΣ = 2α  και 
λόγω της ισότητας των γωνιών Μ1, Μ2 (ανακλαστική ιδιότητα της εφαπτοµένης 

υπερβολής) τα τρίγωνα ΜΖΓ και ΜΓΣ είναι ίσα, οπότε ΓΖ = ΓΣ και γωνία 
∧∧

= θg . 
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Όµοια παίρνουµε τµήµα  ΑΡ = ΑΣ, οπότε ΡΕ= ΑΕ- ΑΣ = 2α και ΓΣ = ΓΡ. 
 

O
A'

E

M

A

 

Z

H

PP'

1 2

1

2

φ

ω θ

(ε)
(ε΄)

1

g
Γ

Γ΄

Σ

 
 

Τώρα τα τρίγωνα ΓΖΕ, ΓΡΕ έχουν τις πλευρές τους ίσες, άρα είναι ίσα. Έτσι οι 

γωνίες 
∧∧

= 1Pφ , οπότε
∧∧

= 2Pg  , αλλά 
∧∧

= θg  και  
∧∧

= ωP2 , οπότε 
∧∧

= θω . Άρα ΣΓ 
διχοτόµος. 

Όµοια αποδεικνύεται ότι  η ΣΓ′  διχοτόµος της γωνίας 
∧

HΣE : παίρνουµε  
ΜΗ = ΜΕ και  Α΄Ε = Α΄Ρ΄ και προκύπτουν τα ίσα τρίγωνα Γ′Ρ′Σ , ΣΓ΄Η κλπ) 
Όσο αφορά την γωνία Γ′ΕΓ µπορούµε να ακολουθήσουµε παρόµοια πορεία, αλλά 
προκύπτει πιο απλά, αν  παρατηρήσουµε ότι το τετράπλευρο Γ′ΕΓΣ  είναι 

εγγράψιµο: οι γωνίες Σ1 = 
∧
Γ′ΣE , 

∧
Γ′ΓE  είναι ίσες ( λόγω ΕΓ, ΣΓ′ διχοτόµοι, έχοµε 

∧∧∧
1

∧∧
1 Γ′ΓE2=ΓZE2+M2=HΣE=Σ2  , κλπ) .   

 

(i) Επειδή οι γωνίες 
∧∧
A′ΓΣ=ω   και 

∧
ΣΓ′A′  είναι ίσες (πλευρές κάθετες κλπ) τα 

ορθογώνια τρίγωνα  ΑΓΣ, Α′Γ′Σ είναι όµοια οπότε έχουµε 
 

Γ′A′
AΣ=ΣA′

ΓA  ή  ΑΓ⋅ Α΄Γ΄ = ΣΑ⋅Α΄Σ = (ΟΣ - α)(ΟΣ + α ) = γ2 - α2  = β2 . 

 
 
Σχετική Άσκηση 
 
 Το γινόµενο των αποστάσεων των εστιών  υπερβολής από µια εφαπτοµένη της είναι 
σταθερό και ίσο µε β2 . 
 (Υπ. το τετράπλευρο ΣΓΕΓ′ είναι εγγράψιµο και µε τα κάθετα τµήµατα 
δηµιουργούνται ορθ. τρίγωνα όµοια µε τα ΑΓΣ, Α′Γ′Ε κλπ). 
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19.  Άσκηση 3, σελίδα 124.  

«Έστω Α, Β δυο σηµεία του δεξιού κλάδου της υπερβολής 1
β
y

α
x

2

2

2

2

=− . Αν η 

ευθεία ΑΒ τέµνει τις ασύµπτωτες στα σηµεία Ε, Ι να αποδείξετε ότι ΑΕ = ΒΙ (ή 
ΕΒ = ΑΙ)». 

 
Λύση 

Έστω υπερβολή µε µεγάλο ηµιάξονα α (σταθερή διαφορά 2α και εστιακή απόσταση 
2γ, γ2 – α2 = β2: β µικρός ηµιάξονας). Για τον ορισµό των ασύµπωτων στην Ε.Γ. 
βλέπε στην αρχή της λύσης της άσκησης 16. 
 Έστω Μ το µέσο του ΑΒ. Αρκεί να δειχθεί ότι Μ είναι µέσο και του ΙΕ. Το σχέδιο 
της λύσης είναι να προβάλλουµε όλα τα σηµεία, των ασύµπωτων και της υπερβολής, 
στον κύριο άξονα και να δουλέψουµε µε τις σχέσεις µε τις οποίες δεσµεύονται.  Από 
το Θ. Θαλή έχουµε  ότι ΡΗ = ΗΖ  και  αρκεί να δείξουµε ότι  
                       ΝΗ = ΗΚ  ή   2ΟΗ = ΟΝ + ΟΚ    (χρήσιµη αυτή η ισοδυναµία).  
Επειδή τα σηµεία Α, Β  ανήκουν στην υπερβολή (βλ. σηµείωση στη άσκηση 17)  

έχουµε   1
β

AZ
α

OZ
2

2

2

2

=−   και   1
β

BP
α

OP
2

2

2

2

=−   

Με αφαίρεση κατά µέλη  παίρνουµε 
 

2

22

2

22

β
BPAZ

α
OPOZ −=−   (1)  και 

TK
EK

TP
BP

TZ
AZ ==    (από  οµοιότητα) 

O

A

B

E

ZH K

M

N P
T

I
 

 
Αντικαθιστώντας στην (1) τα ΑΖ, ΒΡ συναρτήσει του λόγου ΕΚ/ΤΚ και 

λαµβάνοντας υπόψη ότι   
α
β

OK
EK = , προκύπτει   2

22

2

22

TK
TPTZ

OK
OPOZ −=−     ή ,   λόγω   

ΟΖ + ΟΡ = 2ΟΗ, ΤΖ - ΤΡ = 2ΤΗ , προκύπτει   2

2

TK
OK

TH
OH =   (2) 
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O

A

B

E

ZH K

M

N P
T

I
 

 
Εκφράζουµε τα τµήµατα ΤΗ, ΤΚ από το Ο: ΤΗ = ΟΗ - ΟΤ,  ΤΚ = ΟΚ - ΟΤ   και η (2) 
µετά τις πράξεις γράφεται  

            ΟΚ2 + ΟΗ⋅ΟΤ = 2ΟΗ⋅ΟΚ   (3) 
Πρέπει να εµφανιστεί και το ΟΝ ( θέλουµε σχέση µε ΟΗ, ΟΚ, ΟΝ):   
 

Έχουµε 
TN
TK

NI
EK

ON
OK ==   (από οµοιότητα τριγώνων ) οπότε    

 

TN
ON

TK
OK =    ή , λόγω  ΤΚ = ΟΚ - ΟΤ    και  ΤΝ = ΟΤ – ΟΝ,   

 
             2ΟΚ⋅ΟΝ = ΟΤ(ΟΚ + ΟΝ)   (4) 
 

Με απαλοιφή του ΟΤ από τις (3), (4) προκύπτει 
 
2ΟΗ = ΟΝ + ΟΚ  ή  ΟΗ – ΟΝ = ΟΚ - ΟΗ  ή  ΝΗ = ΗΚ,  ό.έ.δ 
 
 Σηµειώσεις 
 

1. Όπως εύκολα διαπιστώνουµε από την παραπάνω απόδειξη, η προηγούµενη 
ιδιότητα ισχύει και αν τα σηµεία Α, Β βρίσκονται σε διαφορετικούς κλάδους της 
υπερβολής. 
2. Υπάρχει µια καθαρά γεωµετρική απόδειξη της προηγούµενης πρότασης, αλλά 
χρησιµοποιεί άλλες ιδιότητες της υπερβολής που δεν µας είναι γνωστές. Ας την 
σκιαγραφήσουµε για να έχουµε µια ιδέα µερικών εντυπωσιακών ιδιοτήτων των 
κωνικών: 
 i. Έστω  Μ το µέσο του ΑΒ. Θεωρούµε την ευθεία ΟΜ (διάµετρο υπερβολής), η 
οποία τέµνει την υπερβολή έστω στο σηµείο Γ. Αποδεικνύεται  ότι η παράλληλη 
στην ΑΒ στο Γ είναι εφαπτοµένη της υπερβολής (κάτι παρόµοιο ισχύει και για τις 
άλλες κωνικές). 
 ii. Αποδεικνύεται ότι το Γ είναι το µέσο του τµήµατος της εφαπτοµένης στο Γ που 
περιέχεται µεταξύ των ασύµπτωτων της υπερβολής. 
iii.Από το Θ. Θαλή εύκολα προκύπτει ότι το Μ είναι µέσο και  του τµήµατος ΕΙ κλπ.  
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20. Άσκηση 4,  σελίδα 124.  
«Από ένα σηµείο Μ της υπερβολής φέρνουµε παράλληλες προς τις ασύµπτωτές 
της. Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου παραλληλογράµµου 
είναι σταθερό». 

 
Λύση 

Για διευκόλυνση µπορούµε να βρούµε κατ’ αρχήν την υποψήφια σταθερή τιµή του 
εµβαδού: παίρνουµε ως Μ την κορυφή Α. Τότε το παραλληλόγραµµο  ΟΖΜΝ είναι 
ρόµβος και εύκολα βρίσκουµε ότι (ΟΖΜΝ ) = αβ/2.  
Αρκεί να δείξουµε λοιπόν ότι (ΟΖΜΝ) = αβ/2. 

Z

M

H

K
O

P

N
AA'

ω
ω

 
 
Επειδή η γωνία του παραλληλογράµµου είναι 2ω , σταθερή, λογικό είναι να 

χρησιµοποιήσουµε το γνωστό τύπο του εµβαδού τριγώνου µε γωνία, οπότε  
(ΟΖΜΝ) = ΟΖ⋅ΟΝηµ2ω. Είναι  εφω = β/α ( εξ’ ορισµού της ασύµπτωτης) οπότε 

ηµ2ω= 222 βα
2αβ

ωεφ1
2εφω

+
=

+
  (1) 

Αρκεί λοιπόν να βρούµε το γινόµενο ΟΖ⋅ΟΝ. 
Έστω κάθετη από το Μ στον µεγάλο άξονα της υπερβολής που τέµνει τις 
ασύµπτωτες στα σηµεία Η, Ρ συµµετρικά ως προς τον άξονα.Είναι ΗΖ = ΖΜ = ΟΝ. 

 

Από τα όµοια τρίγωνα ΖΗΜ, ΟΗΡ έχουµε 
MP
OZ

HMHP
HZOH

HM
HZ

HP
OH =

−
−==  

 

Οπότε  2

2

HP
OH

MP
OZ

HM
HZ =⋅  ή  λόγω ΗΖ = ΖΜ = ΟΝ,    2

2

HP
OH

MPHM
OZON =
⋅
⋅  (2) 

 

Είναι  ΟΗ2 = ΟΚ2 + ΗΚ2 = ΟΚ2 + 22
2

22
2

2

OKε
α
βαOKOK

α
β

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , οπότε 

                                       ΟΗ 2 = ε2 ΟΚ2   (3) 
 
Επίσης έχουµε  ΗΜ⋅ΜΡ = (ΗΚ - ΜΚ)(ΗΚ + ΜΚ) = ΗΚ2 - ΜΚ2    (4),  αλλά 

 

ΗΚ = OK
α
β  και 2

2

2
2 OK

α
β

=MK - β2 = ΗΚ2 - β2  (αφού Μ σηµείο της υπερβολής , 

βλ. σηµείωση στην άσκηση 17 ), οπότε αντικαθιστώντας  στην (4) προκύπτει               
                                    ΗΜ⋅ΜΡ = β2   (5) 
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Έτσι από την (2), λόγω των (3), (5) παίρνουµε 
 

ΟΝ⋅ΟΖ = 2

222

HK4
OKβε , αλλά 

α
β

OK
HK = , οπότε  ΟΝ⋅ΟΖ =

4
γ

4
αε 222

= . 

 

Έχουµε τώρα (ΟΖΜΝ) = ΟΖ⋅ΟΝηµ2ω =
2
αβ

βα
αβ2

4
γ

22

2

=
+

⋅ , ό.έ.δ. 

 
Σχετικές  Ασκήσεις (ιδιότητες υπερβολής) 

 
1. Από ένα σηµείο Μ υπερβολής  κέντρου Ο φέρνουµε παράλληλη προς µια   
    ασύµπτωτή της που τέµνει την άλλη στο σηµείο Ζ. Τότε ισχύει  ΟΖ⋅ΖΜ = γ2/4. 
 
2. Το γινόµενο των αποστάσεων ενός σηµείου Μ της υπερβολής από τις ασύµπτωτές    
     της είναι σταθερό και ίσο µε (β/ε)2 (Εφαρµογή σελίδας 121).- 
 
 
       

                 
 
Τα σηµεία επαφής των εφαπτόµενων σφαιρών µε το επίπεδο τοµής, είναι οι 
εστίες της τοµής-υπερβολής του κώνου (άµεση εποπτική απόδειξη). 
 


