


Ανισότητες τύπου Erdös-Mordell
Επιμέλεια: Δρ. Αθανάσιος Μάγκος 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Ρ εσωτερικό σημείο του.  Ας είναι   οι αποστάσεις του Ρ από τις κορυφές Α,Β,Γ  και   από τις πλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε ότι 
I. ,
II. ,     (Ανισότητα Erdös-Mordell)
III. ,
IV. ,
V. ,
VI. ,
VII. .


Οι αποδείξεις των παραπάνω βασίζονται στο ακόλουθο λήμμα, το οποίο, αν και σχεδόν τετριμμένο, αποδεικνύεται πολύ βασικό.

Λήμμα:  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Ρ σημείο στο εωτερικό του. Αν Μ, Ν σημεία στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, τότε ισχύει  .
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Απόδειξη:  Έχουμε
,      (i)
όπου  είναι η γωνία των τμημάτων ΑΜ,ΜΝ. Όμως ισχύει 
.         (ii)
Από τις (i) και (ii) προκύπτει η ζητούμενη.

Ερχόμαστε τώρα στις αποδείξεις των ανισοτήτων.
I. Θέτουμε στο λήμμα όπου Μ το Β και όπου Ν το Γ. Τότε προκύπτει 

.      (1α)

Με ανάλογο τρόπο λαμβάνουμε και τις 

   (1β),           (1γ)

Με πρόσθεση αυτών προκύπτει 



II. Τώρα, εφαρμόζουμε το λήμμα για τα σημεία Μ,Ν που ορίζονται από τις σχέσεις ΑΜ=ΑΓ, ΑΝ=ΑΒ. Τότε προκύπτει 

,

δηλαδή 
       (2α)

Με όμοιο τρόπο λαμβάνουμε και τις 

,    (2β)        .     (2γ)

Με πρόσθεση των (2α),(2β),(2γ) λαμβάνουμε 



και επειδή ισχύει 

, για κάθε ,          (*)

 προκύπτει η ΙΙ.

III. Από τις σχέσεις (1α),(1β),(1γ) προκύπτει ακόμα 

,   .
Με πρόσθεση αυτών έχουμε 
,

οπότε, λόγω της (*) λαμβάνουμε την ΙΙΙ.

IV. Έστω τώρα ότι τα σημεία Μ,Ν είναι τέτοια, ώστε ΑΜ=ΑΝ. Αν ονομάσουμε αυτό το κοινό μήκος δ, είναι εύκολο να δούμε ότι 
.
Τότε, από την ανισότητα του λήμματος προκύπτει 

.      (3α)
Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι 

,     (3β)        και .      (3γ)

Με πολλαπλασιασμό των (3α),(3β),(3γ) και επειδή ισχύει 


προκύπτει η IV.

V. Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε 
,

οπότε, από την ανισότητα Erdös-Mordell, λαμβάνουμε 

.

Τότε, η V προκύπτει από την ανισότητα , η οποία είναι ισοδύναμη με την 

VI. Παρατηρούμε ότι οι σχέσεις (3α),(3β),(3γ) γράφονται υπό τη μορφή 


Επομένως έχουμε 
      (**)

Όμως, σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ, ισχύει 
 

όπως προκύπτει, για παράδειγμα, από εφαρμογή της ανισότητας Jensen στην κυρτή συνάρτηση 
, 
Οπότε λαμβάνουμε την VI.

VII. Από την προφανή ανισότητα 
,
έχουμε 
,
oπότε με χρήση της VI λαμβάνουμε την VII.
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