Συλλογή ασκήσεων στα πολυώνυμα

Ρ.Μπόρης

 Πρόλογος

Η παρακάτω συλλογή ασκήσεων στα πολυώνυμα μιας μεταβλητής απαιτεί και γνώσεις μιγαδικών, μέτρο – όρισμα – νιοστές ρίζες της μονάδας και γνώσεις ανάλυσης, αλλά και λίγα πράγματα από θεωρία αριθμών.


Πολλά θέματα είχαν τεθεί στις εισαγωγικές εξετάσεις του Ε.Μ.Π και σε μαθηματικούς διαγωνισμούς. Το επίπεδο είναι αρκετά υψηλό και γι’ αυτό το λόγο συνοδεύονται από υποδείξεις


Τα θέματα είναι ταξινομημένα ως

Α) ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ

Β) ΔΙΑΙΡΕΣΗ

Γ) ΡΙΖΕΣ

Δ) ΝΙ ΡΙΖΕΣ

Ε) ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ  ΤΥΠΟΙ

ΣΤ) ΑΚΕΡΑΙΟΙ  ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ
Ζ) ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

Η) ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ

Θ) ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

Ι) ΑΝΑΔΡΟΜΙΚΕΣ  ΣΧΕΣΕΙΣ









Ρ.Μπόρης

Α
1 Έστω Ρ(x)=x 3+ x 2+ x +1 και Q(x)= x 4κ+3+ x 4λ+2+ x 4μ+1+ x 4ν με κ,λ,μ,ν εΝ*


Να δείξετε ότι το Ρ είναι παράγοντας του Q


Θυμηθείτε κάποιες ταυτότητες και φυσικά ιδιότητες δυνάμεων
2 Να δείξετε ότι το x 2+ x +1 είναι παράγοντας του (x +1)6κ+2+ x 3λ+2+1

Βλέπετε διαφορές με την προηγούμενη άσκηση?
3 Να δείξετε ότι το x 2- x +1 είναι παράγοντας του (x -1)ν+2+ x 2ν+1 ,νεΝ*

4 Να βρείτε τα α,β  ώστε το x 2+ x +1 να είναι παράγοντας του x 2ν+αx ν+β


Αν ξεκινήσετε με ταυτότητες θα πρέπει να εξετάσετε τι σχέση έχει το ν με το 3.Μην ξεχάσετε και τους μιγαδικούς
5 Βρείτε τα α,β ώστε το x 2-1 να είναι παράγοντας του x ν+α x +β (νεΝ*,ν>2)


Ίσως αυτή η άσκηση να έπρεπε να βρισκόταν πριν την 4. Μη σκεφθείτε πολύπλοκα
6 Να βρείτε τα α,β  ώστε η διαίρεση : (x -1)ν+2+ x 2ν+1-α x +β : x 2- x +1 να αφήνει  υπόλοιπο 2 x -1


Το μερικό υπόλοιπο της χ2:χ2-χ+1 είναι το χ-1 και η διαίρεση δεν αλλάζει το υπόλοιπό της αν στη θέση του χ2 τεθεί το χ-1 ,αλλά μπορείτε να μιλήσετε και για ρίζες
7 Αν x ν-1 είναι παράγοντας του x μ-1 τότε ν είναι παράγοντας του μ (ν,μεΝ*)  (*)


Ισχύει η προηγουμένη παρατήρηση. Αν πάτε με ταυτότητες μάλλον θα δυσκολέψετε τα    πράγματα

8 Να δείξετε ότι (x -1)2 είναι παράγοντας του ν x ν+1-(ν+1)x ν+1 Να βρεθεί και το πηλίκο (*)


    Μη φοβηθείτε τις παρενθέσεις με τελίτσες που η καθεμία τους έχει τελίτσες

9 Να δείξετε ότι το x 5-55 x +21 έχει δυο ρίζες αντίστροφες (*)


Πώς γράφεται ένα τριώνυμο που έχει δυο αντίστροφες ρίζες? Τι θα λέγατε να συνεχίσετε με μια διαίρεση?
10Αν το x 2+ x +1 είναι παράγοντας του πολυωνύμου Ρ(x 3)+ x Q(x 3) τότε να δείξετε ότι το x -1 είναι παράγοντας και του Ρ και του Q .Θεωρείστε ότι τα P,Q έχουν πραγματικούς συντελεστές


Μετά τις ταυτότητες χρησιμοποιείστε μιγαδικούς

11Aν P,Q,R,S πολυώνυμα με πραγματικούς συντελεστές ώστε να ισχύει :



P(x5)+xQ(x5)+x2R(x5)=(1+x+x2+x3+x4)S(x) να δείξετε ότι το x-1 είναι παράγοντας του Ρ(x)(*)

Παρόμοια με την προηγούμενη. Μπορείτε και να γενικεύσετε αφού θυμηθείτε μερικά  πράγματα για τις μιγαδικές νιοστές ρίζες της μονάδας

Β
1 Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης : Ρ(x):(x-α)(x-β)  (α

β)

Μην σκεφθείτε τίποτα άλλο εκτός από την ταυτότητα της διαίρεσης

2 Αν Π(x) το πηλίκο της διαίρεσης Ρ(x):(x-α)(x-β) με α

β τότε να βρείτε το υπόλοιπο της Ρ(x):x-(α+β) συναρτήσει των α,β,Π και Ρ

     Όπως πριν
3 Έστω Π1 το πηλίκο της Ρ(x):(x-α) και Π2 το πηλίκο της Π1(x):(x-α) τότε να 
    να δείξετε ότι το υπόλοιπο της Ρ(x):(x-α)3 είναι το :                                     
    υ(x)=(x-α)2Π2(α)+(x-α)Π1(α)+Ρ(α)

4 Έστω Ρ(x)=(αx-β)Π(x)+υ και Ρ(x)=(βx-α)Q(χ)+υ  με 0
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 Τότε  δείξτε ότι το αx-β είναι παράγοντας του Q(x) και το x-1 παράγοντας του πολυωνύμου Π(x)+Q(x)    

Στην ταυτότητα της διαίρεσης μπορείτε να βάλετε στην θέση του χ ,όχι μόνον την τιμή  που 

μηδενίζει τον διαιρέτη

5 Αν Ρ(x)=Ρ(1-x) να δείξετε ότι η διαίρεση του Ρ(x) με το x-x2 αφήνει σταθερό υπόλοιπο

     Γενικώς τι υπόλοιπο θα άφηνε η διαίρεση?

6 Έστω ότι Ρ(x)=(x2+x+1)Α(x)+2x+3  και  Ρ(x)=(x2-x+3)Β(x)+3x+4 Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x):(x2+x+1)(x2-x+3) (*)

Οι διαιρέτες έχουν μιγαδικές ρίζες δυστυχώς. Καλύτερα να σκεφθείτε πότε δυο διαιρέσεις αφήνουν 

το ίδιο υπόλοιπο

7 Αν τα x-ακ είναι παράγοντες του Ρ(x) με κ=1,2,...,ν τότε να δείξετε ότι το  γινόμενο (x-α1)(x-α2)...(x-αν) είναι και αυτό παράγοντας του Ρ(x)
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    Διαδοχικές διαιρέσεις θα σας γλιτώσουν από την επαγωγή
8 Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η διαίρεση P(x): (x-a1) (x-a2)… (x-aν) να δίνει σταθερό υπόλοιπο υ : είναι καθεμιά από τις διαιρέσεις P(x): (x-aκ)   

κ=1,2,…ν  να δίνει το ίδιο υπόλοιπο υ
9 Έστω ότι Ρν+1(x)=Ρν(Ρ(x)) για κάθε νεΝ ,Ρ0(x)=Ρ(x) Τότε να δείξετε ότι το     

πολυώνυμο Ρ(x)-x είναι παράγοντας του πολυωνύμου Ρν(x)-x για κάθε  νεΝ (*)

Επαγωγή χωρίς να τρομάξετε με τους δείκτες 

10Εστω Α(x),Β(x),φ(x) πολυώνυμα που δεν έχουν ρίζες και το Α(φ(x)) είναι

    παράγοντας του Β(φ(x)).Τότε να δείξετε ότι το Α(x) είναι παράγοντας του Β(x)

    Αν Βαθ(Α) > βαθ(Β) το ίδιο συμβαίνει και για τα Α(φ(x)) και Β(φ(x))

11Το Ρ είναι 2ν βαθμού και ισχύει Ρ(x)+x2νΡ(1/x)=0..Να δείξετε ότι


το x2-1 είναι παράγοντας του Ρ(x) και αν Π(x) το πηλίκο τότε δείξτε ότι η εξίσωση 


Π(x)=0 έχει ρίζες αντίστροφους αριθμούς ανά δύο   

Γ
1 Αν για τις ρίζες του x3+αx2+βx+γ είναι 
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τότε να δείξετε


ότι ισχύει : 
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Οι τριγωνικές ανισότητες είναι οι πιο διάσημες στα μαθηματικά

2 Αν β2<3αγ τότε η εξίσωση αx3+βx2+γx+δ=0 δεν μπορεί να έχει και τις


τρεις ρίζες της πραγματικές (*)


Από τις σχέσεις Vietta αν καταλήγατε σε ένα άθροισμα τετραγώνων αρνητικό τι θα συμπεραίνατε?

3 Έστω τα πολυώνυμα Α(χ)=x3+αx-β και Β(x)=βx3-αx-1 με ρίζες αντίστοιχα  ρ1,ρ2,ρ3 και ρ1,ξ2,ξ3.Είναι ρ1,α,β πραγματικοί θετικοί και τα ρ2,ρ3  διαφορετικά από τα ξ2,ξ3 Να δείξετε ότι : ρ12+ρ22+ρ32=-2α  , οι ρίζες του Α δεν είναι όλες πραγματικές και ακόμη :
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Επαληθεύστε και δείξτε ότι μια ρίζα είναι η μονάδα. Στην συνέχεια σκεφθείτε σε ποια ταυτότητα σας παραπέμπει το ζητούμενο. Τα υπόλοιπα είναι μάλλον εύκολα

4 Δείξτε ότι οι λύσεις της εξίσωσης x3-x2-4x-4=0 δεν μπορεί να είναι όλες πραγματικές και κάθε πραγματική ρίζα βρίσκεται στο διάστημα (2,3) (*)


Η συμπλήρωση ενός τελείου τετραγώνου θα σας βοηθήσει πολύ. Το πρώτο ερώτημα μπορείτε να το χρησιμοποιήσετε στις σχέσεις Vietta

5 Έστω φ(x)=x2+αx+β και σ(x)=φ(φ(x)).Οι ρίζες των φ(x)-x και σ(x)-x είναι

    αντίστοιχα οι :ρ1,ρ2 και ξ1,ξ2,ρ3,ρ4.Να δείξετε ότι :ρ1=ξ1,ρ2=ξ2 και επίσης ρ3=φ(ρ4),ρ4=φ(ρ3) (*)


Θεωρώντας τα φ(χ)-χ και σ(χ)-χ μην φοβηθείτε τις πράξεις

6 Βρείτε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε οι λύσεις της εξίσωσης :


x3-3αx2+βx+γ=0 να είναι πραγματικές και διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου


Μην ξεχάσετε ότι οι ρίζες πρέπει να είναι και πραγματικές

7 Βρείτε την ικανή και αναγκαία συνθήκη μεταξύ των α,β,γ ώστε η εξίσωση


x3+3αx2+3βx+γ=0 να έχει λύσεις πραγματικές και διαδοχικούς όρους αρμονικής προόδου (*)


Το μόνο που χρειάζεστε είναι ο τύπος της προόδου και προσεκτικές πράξεις

8 Αν ρ1,ρ2,ρ3 είναι οι λύσεις της εξίσωσης x3+αx2+βx+γ=0 με α

 τότε δείξτε ότι ισχύει η ισοδυναμία : ρ13+ρ23+ρ33=-3γ

ρ12+ρ22+ρ32=β. Αν επιπλέον ισχύει μία από τις προηγούμενες και α+β+γ=-1 τότε να υπολογίσετε τις ρ1,ρ2,ρ3 (*)


Φυσικά πρέπει να ασχοληθείτε με την ταυτότητα του Euler. Στην συνέχεια αν ξέρετε το  άθροισμα και το γινόμενο μπορείτε να κάνετε διερεύνηση σε τριώνυμο

9 Έστω Ρ(x)=2x3+κx2+λx+μ .Να βρεθούν τα κ,λ,μ ώστε το 2x3+3x2+1 να είναι παράγοντας του Ρ και στην συνέχεια να βρεθεί εξίσωση γ΄ βαθμού με ρίζες τα : ρ1ρ2/ρ3 ,ρ2ρ3/ρ1 , ρ3ρ1/ρ2

Οι σχέσεις Vietta κατασκευάζονται από συμμετρικές παραστάσεις των ριζών

10 Έστω x4-(2α+1)x3+(α2+2α-3)x2-(α2-4α-1)x-2α2+2=0 Να λυθεί όταν είναι γνωστό ότι έχει δυο ρίζες ακέραιες και ανεξάρτητες του α. Στη συνέχεια να βρεθεί για ποια α ισχύει :
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Η παραγοντοποίηση είναι εύκολη και οι σχέσεις Vietta μετατρέπονται σε απλές ανισότητες

11 Αν (x-ρ)2 είναι παράγοντας του x3+αx2+βx+γ και 
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Ξεκινήστε από τις σχέσεις Vietta και δημιουργείστε με κατάλληλες τριγωνικές ανισώσεις το ζητούμενο. Στην δεύτερη περίπτωση λάβετε υπ όψιν σας ότι ρ2-2ρ-1>0 και ασχοληθείτε πάλι με τριγωνικές ανισότητες 


12 Αν Ρ(χ) πολυώνυμο τρίτου βαθμού ώστε Ρ(α)Ρ(β)<0 τότε να δείξετε ότι το Ρ έχει περιττό αριθμό ριζών μεταξύ των α,β και αντιστρόφως (*)


Φυσικά θα διακρίνεται περιπτώσεις και θα χρησιμοποιήσετε την παραγοντοποιημένη μορφή πολυωνύμου

13 Βρείτε την ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε τα αx5+βx+γ και γx5+βx4+α με αγ

 να έχουν δυο τουλάχιστον ρίζες κοινές (**)


Παρατηρείστε την σχέση που έχουν οι ρίζες των δυο πολυωνύμων και κάντε μια διαίρεση

14 Έστω ρ1,ρ2,ρ3 οι ρίζες του x3-x-1 Να δείξετε ότι μια μόνον είναι πραγματική και μάλιστα άρρητη , έστω η ρ1 . Επιπλέον είναι : 
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Υπολογίστε το (ρ1-ρ2)2 κυκλικά. α υπόλοιπα είναι μάλλον υπόθεση της θεωρίας

15 Έστω ρ1,ρ2,ρ3 οι ρίζες του : x3+αx+β Αφού δείξετε ότι ισχύει :(ρ1-ρ2)2=-(α+3ρ1ρ2) δείξτε ακόμη ότι :
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=-(4α3+27β2) και βρείτε το είδος των ριζών συναρτήσει του προσήμου της παράστασης 4α3+27β2
(**)


16 Αν α,β ρίζες του x4+x3-1 δείξτε ότι το αβ είναι ρίζα του x6+x4+x3-x2-1(*)


Αποκτήστε σχέσεις που αφορούν το άθροισμα και το γινόμενο και καταλήξτε μόνο στο γινόμενο

17 Δείξτε ότι οι ρίζες του x5+αx4+βx3+γx2+δx+ε δεν μπορεί να είναι όλες πραγματικές και διαφορετικές μεταξύ τους αν 2α2<5β


Το θεώρημα Rolle φαίνεται εδώ πολύ χρήσιμο

18 Να λυθεί το σύστημα : x+y+z=3 , x2+y2+z2=3 ,  x3+y3+z3=3



Μιλάμε για πολυώνυμα και σχέσεις Vietta
19 Αν η εξίσωση x4+αx3+βx+γ=0  έχει πραγματικές ρίζες τότε αβ

(**)

Σκεφθείτε σχέσεις  Vietta για την παράγωγο του πολυωνύμου

Δ
1 Έστω Α(x),Β(x) πολυώνυμα β΄ βαθμού που δεν έχουν κοινή ρίζα και Γ(x) :
Α2(x)+Β2(x)=Γ2(x) Να δείξετε ότι το Γ δεν έχει πραγματικές ρίζες , τα Α,Β έχουν 
άνισες ρίζες, ενώ τα Γ(x)-Α(x) , Γ(x)-Β(x) έχουν ίσες ρίζες(*)

Διαφορές τετραγώνων και το γεγονός ότι αν το Ρ(χ) έχει μιγαδική ρίζα τότε θα έχει και την συζυγή 
της είναι δυο πολύ σημαντικά πράγματα για την λύση. Μην ξεχάσετε την περίπτωση της διπλής 
ρίζας

2 Αν σε ένα πολυώνυμο το γινόμενο του σταθερού επί τον μεγιστοβάθμιο συντελεστή είναι αρνητικό τότε το πολυώνυμο έχει περιττό πλήθος θετικών ριζών

    Διακρίνετε περιπτώσεις για τον βαθμό και χωρίστε σε ζευγάρια τις ρίζες

3 Αν Ρ(x) , Π(x) πολυώνυμα νιοστού βαθμού : Ρ(x)Π(x)

 τότε το γινόμενο 
των μεγιστοβάθμιων συντελεστών τους  είναι θετικό και οι πραγματικές τους ρίζες 
με περιττό βαθμό πολλαπλότητας είναι ίσες(*)

Γράψτε την παραγοντοποιημένη μορφή του Ρ(χ) και του Π(χ) και διακρίνετε περιπτώσεις Είναι 
αρκετές γι αυτό να είστε υπομονετικοί
4 Έστω ότι ρκ : κ=1,2,...,ν είναι οι ρίζες του φ(χ)=λ+
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 Τότε να δείξετε ότι ρίζες του g(x)=λ-
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5 Αν για τις ρίζες του Ρ(x) ισχύει : ρκ+ρν-κ+1=λ με κ=1,2,...,ν τότε  Ρ(x)=(-1)νΡ(λ-x)


Εκμεταλευτήτε την δοσμένη σχέση στην παραγοντοποιημένη μορφή του πολυωνύμου

6 Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε τα Ρ(x) , Π(x) βαθμών ν,μ αντίστοιχα να έχουν κοινή ρίζα είναι :να υπάρχουν δυό πολυώνυμα Α(x),Β(x) βαθμών  ν-1 και μ-1 αντιστοίχως ώστε : Ρ(x)Β(x)-Π(x)Α(x)=0 (ν,μ>1)(**)

Το ευθύ είναι σχετικά απλό αν γράψετε τις διαιρέσεις .Για το αντίστροφο τι θα λέγατε αν προέκυπτε ότι κάποιο πολυώνυμο είναι ν-1 βαθμού και έχει ν ρίζες?

Ε
1 Αν Ρ(x)=Ρ(x+α) 
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, να δείξετε ότι το πολυώνυμο Ρ είναι σταθερό

Αξίζει τον κόπο να δοκιμάσετε πολλούς τρόπους ,όπως Rolle,συντελεστές,τιμές στο πολυώνυμο 
Ρ(χ)-Ρ(0) κ.ο.κ

2 Αν Ρ(x)+Ρ(x+α)=0 
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τότε Ρ(x)=0

Εκμεταλλευτείτε την προηγούμενη άσκηση

3 Αν Ρ(x)+Ρ(x+α)=2xν 
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 τότε δείξτε ότι Ρ(α-x)=(-1)νΡ(x) και αν ν 

περιττός τότε παράγοντας του Ρ είναι το 2x-α, ενώ αν ν άρτιος παράγοντας του Ρ 

είναι το x(x-α) (*)

Στα ζητούμενα ποιο πολυώνυμο θέλετε να δείξετε ότι είναι το μηδενικό? και τι σχέση έχει αυτό με 

την προηγουμένη άσκηση?

4 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x): Ρ(x)+Ρ(α)= Ρ(αx)  
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Αποδείξτε ότι το Ρ έχει ρίζες όλους τους όρους μιας γεωμετρικής προόδου

5 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x): Ρ(x)+Ρ(α)=Ρ(x+α) 
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     Και πάλι κατάλληλες τιμές θα σας δώσουν την λύση

6 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x): Ρ(x)Ρ(α)=Ρ(x+α) 
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    Αν το Ρ είχε μια ρίζα πόσες τελικά θα είχε? Μήπως θα μπορούσατε καλύτερα να συμπεράνετε τον     

     βαθμό του ?
7 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(χ): xΡ(x-1)=(x-3)Ρ(x) (*)

     Με τι θα πολλαπλασιάσετε για να γίνουν τα χ,χ-3 «διαδοχικοί» όροι?

8 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x): Ρ(2x)=Ρ(x) 

9 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x): Ρ(x2)=Ρ(x)Ρ(x+1) (***)

Η άσκηση αυτή δεν έχει τον περιορισμό της 4 Και μην αρκεστείτε μόνον στο ρ αλλά να φτάσετε 

και στο ρ-1 Βέβαια μιλάμε και για μιγαδικούς και αν χρειαστεί κάνουμε και προσδιορισμό 

συντελεστών.

10 Αν φ συνάρτηση : φ(x)>x

και Ρ(x) πολυώνυμο με Ρ(0)=0 τότε να βρεθεί το Ρ(x)  αν ισχύει : φ(Ρ(x))=Ρ(φ(x)) για κάθε x

(**)

     Είναι καλή ιδέα να θεωρήσετε την ακολουθία αν+1=Ρ(αν) και α0=φ(0)

11 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x):P(Ρ(x))=[Ρ(x)]ν (ν φυσικός)

     Αν ονομάζατε το Ρ(χ) =ω ,η αν ασχοληθείτε με βαθμούς?

12 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα Ρ(x):Ρ(x+1)=x+Ρ(x) (*)

13 Έστω Ρ πολυώνυμο n βαθμού : 
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 Να δειχθεί ότι Ρ(n+1)=
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    Μια ιδιότητα των διωνυμικών συντελεστών θα σας οδηγήσει στα Ρ(χ)-Ρ(n+1-χ) η στο 

     (χ+1)Ρ(χ)-(n+1-χ)Ρ(n-χ) ανάλογα για περιττούς και άρτιους n

ΣΤ
1 Να βρείτε για ποιες ακέραιες τιμές του λ το x3-(λ+1)x +2λ έχει ακέραιες ρίζες (*)

Απομονώστε το λ στην αντίστοιχη εξίσωση   

2 Έστω πολυώνυμο Ρ(x) με ακέραιους συντελεστές.Αν τα : Ρ(0) και Ρ(1) είναι περιττοί τότε το Ρ δεν έχει ακεραία ρίζα (**)

Αν το ρ είναι μια ρίζα τότε ποια ταυτότητα μπορείτε να γράψετε?

3 Έστω πολυώνυμο Ρ(x)με ακέραιους συντελεστές.Τότε να δείξετε ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει : Ρ(α)=β , Ρ(β)=γ , Ρ(γ)=α όπου α,β,γ διαφορετικοί ακέραιοι αριθμοί  (**)

Υποθέστε μια διάταξη για τα α,β,γ και μετά σκεφτείτε ποιανού πολυωνύμου είναι ρίζα ο 

μικρότερος αριθμός

4 Έστω πολυώνυμο Ρ(x)με ακέραιους συντελεστές ώστε Ρ(0)=Ρ(1)=1 Να δείξετε ότι Ρ(x)=x(x-1)Π(x)+1 και αν x0 ακέραιος και xν+1=Ρ(xν) τότε να δείξετε ότι ο xν+1 δεν διαιρεί κανέναν από τους x0,x1,...,xν (**)

Εκτός από το να θεωρήσετε το υπόλοιπο στην κατάλληλη διαίρεση μπορείτε να κάνετε και 

απόδειξη με συντελεστές. Κατόπιν δημιουργείστε διαδοχικούς όρους ,σας το επιτρέπει η μορφή του 

πρώτου ερωτήματος

5 Έστω πολυώνυμο Ρ(x)με ακέραιους συντελεστές και μ ακέραιος αριθμός Να δείξετε ότι το Ρ(x) γράφεται κατά μοναδικό τρόπο υπό την μορφή :

     Ρ(x)=Α0+Α1(x-μ)+...+Αν(x-μ)ν όπου όλοι οι αριθμοί Ακ να είναι ακέραιοι

    Αν Ρ(x0)=-Ρ(x1)=1 τότε αν 
[image: image23.wmf]01
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τότε η μόνη πιθανή ρητή ρίζα είναι η 
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Κάντε κάτι αρχικά σαν τον αλγόριθμο του Ευκλείδη (δηλαδή διαδοχικές διαιρέσεις).Μετά 


αποδείξτε μιά πρόταση (μπορεί και να την ξέρετε σαν θεωρία) ότι δηλαδή αν α/β ρητή ρίζα του 


πολυωνύμου Ρ τότε ο αριθμός α-βμ διαιρεί τον Ρ(μ). Χρησιμοποιείστε τώρα τα δεδομένα και 

θυμηθείτε ότι μοναδικοί διαιρέτες του 1 
είναι οι : -1 και +1 (δεν είναι όλα εύκολα δεν νομίζετε?)

6 Αν α1,α2,...,αν διακεκριμένοι ακέραιοι τότε να δείξετε ότι το πολυώνυμο

Ρ(x)=(x-α1)(x-α2)...(x-αν)-1 δεν γράφεται υπό την μορφή Ρ(x)=Α(x)Β(x)

όπου τα Α,Β πολυώνυμα με ακέραιοιυς συντελεστές τουλάχιστον πρώτου βαθμού 
(*)

Όταν το γινόμενο δυο ακεραίων κάνει -1 πόσο κάνει το άθροισμα τους ?

7 Να δείξετε ότι το πολυώνυμο Ρ(x)=(x-α1)2(x-α2)2...(x-αν)2+1 δεν γράφεται στην μορφή Ρ(x)=Α(x)Β(x) όπου τα Α,Β πολυώνυμα με ακέραιους συντελεστές ,εκτός αν κάποιο από αυτά είναι ίσο με 1 η -1 (**)

Αποδείξτε αρχικά ότι τα Α και Β έχουν σταθερό πρόσημο και σκεφθείτε τι ισχύει όταν το γινόμενο 
δυο ακεραίων =1 Εξασφαλίστε στην συνέχεια ότι τα Α,Β δεν μπορεί αν έχουν διαφορετικούς 
βαθμούς Αλλά και πάλι αν έχουν ίσους βαθμούς μπορείτε να καταλήξετε και σε άτοπο(Τι 
συμβαίνει για τα Α(χ)-1 ,Β(χ)-1 και τους μεγιστοβάθμιους συντελεστές?)

8 Έστω πολυώνυμο Ρ(x)με ακέραιους συντελεστές 
[image: image26.wmf],()0
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Τότε να δείξετε ότι το Α διαιρεί το Ρ(α+κΑ) για κάθε ακέραιο κ και στην συνέχεια 
δείξτε ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές και τουλάχιστον α΄ 
βαθμού : 
[image: image27.wmf]P()
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 να είναι πρώτος αριθμός 
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Δημιουργείστε την διαφορά Ρ(α+κΑ)-Α Αφού η προηγούμενη σχέση ισχύει για κάθε ακέραιο 
πάρτε 2ν+1 τιμές (ν ο βαθμός του Ρ) ώστε κατ¨ απόλυτο τιμή να διαιρούνται με το Α Κάποιες ν+1 
ισότητες θα προκύψουν από εκεί



9 Έστω : 
[image: image29.wmf]n
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.Αν ο πρώτος ακέραιος   ρ διαιρεί τους : a0,a1,...,an-1 ο ρ δεν διαιρεί τον an και ο ρ2 δεν διαιρεί τον a0 τότε να δείξετε ότι το Ρ(x) δεν γράφεται υπό την μορφή Ρ(χ)=Α(χ)Β(χ) όπου τα Α,Β είναι πολυώνυμα τουλάχιστον α΄ βαθμού με ακέραιους συντελεστές (***)

Συμφέρει να γράψετε αναλυτικά τα πολυώνυμα και να εξισώσετε τους συντελεστές τους

10 Έστω πολυώνυμο Ρ(χ)με ακέραιους συντελεστές Αν το Ρ παίρνει την τιμή 1 για  4 ακέραιες διακεκριμένες τιμές του χ τότε 
[image: image30.wmf]P(x)1xZ
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Γράψτε μια ταυτότητα και προχωρήστε με άτοπο. Θα συναντήσετε το γινόμενο δυο ακεραίων ίσο 
με 2.Αν διακρίνετε περιπτώσεις θα καταλήξετε στο επιθυμητό άτοπο

11 Έστω πολυώνυμο Ρ(χ)με ακέραιους συντελεστές Αν το Ρ παίρνει την τιμή 7 για 4 ακέραιες διακεκριμένες τιμές του χ τότε 
[image: image31.wmf]P(x)14xZ
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Πρόκειται για διαδικασία όμοια με την προηγούμενη

12 Έστω πολυώνυμο Ρ(χ)με ακέραιους συντελεστές όχι σταθερό ,και είναι : ν(Ρ) ο αριθμός των διακεκριμένων ακεραίων Κ : Ρ2(Κ)=1 τότε να δείξετε ότι : 
ν(Ρ)-βαθμός(Ρ)
[image: image32.wmf]2
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Είναι εύκολο να εξηγήσετε γιατί ν(Ρ)-λ<βαθ(Ρ)+1 και αν υποθέσετε ότι λ=3 γράφοντας μια  
ταυτότητα μπορείτε να καταλήξετε σε άτοπο Χρησιμοποιείστετώρα παρόμοιες τεχνικές με την 
άσκηση 10 και μετά με αρκετή προσοχή καταλήγετε ότι  λ>3

13 Έστω πολυώνυμο n βαθμού : 
[image: image33.wmf]k
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.Να βρείτε  το P(n+1)(*)

Θεωρείστε το (χ+1)Ρ(χ)-χ

14 Αν ένα πολυώνυμο με μεγιστοβάθμιο όρο το xn παίρνει ακέραιες τιμές για κάθε ακέραιο x τότε να δείξετε ότι γράφεται σαν γραμμικός συνδυασμός των πολυωνύμων P0(x)=1,P1(x)=x,P2(x)=
[image: image34.wmf]x(x1)
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Γιατί τα πολυώνυμα Ρη είναι γραμμικά ανεξάρτητα? Δώστε μετά τιμές

15 Δείξτε  ότι αν ένα πολυώνυμο νιοστού βαθμού παίρνει ακέραιες τιμές για χ=0,1,2,...,ν τότε για κάθε ακέραιο χ το Ρ(χ) είναι ακέραιος(**)

    Χρησιμοποιείστε την προηγουμένη άσκηση

16 Δείξτε ότι αν ένα πολυώνυμο νιοστού βαθμού παίρνει ακέραιες τιμές για
    χ=κ,κ+1,κ+2,...,κ+ν τότε για κάθε ακέραιο χ το Ρ(χ) είναι ακέραιος
    (Θεωρείστε ότι και το κ είναι ακέραιος) (**)

Αποδείξτε, αν δεν το ξέρετε, ότι το γινόμενο ν διαδοχικών ακεραίων είναι διαιρετό με το ν!

17 Δείξτε ότι αν ένα πολυώνυμο νιοστού βαθμού παίρνει ακέραιες τιμές για
    χ=0,1,4,...,ν2 τότε για κάθε ακέραιο χ :χ=κ2 το Ρ(χ) είναι ακέραιος (**)

18 Έστω α1,α2, . . . ,α6 διαφορετικοί μεταξύ τους ακέραιοι. Τότε αν το πολυώνυμο 
(χ-α1)(χ-α2)...(χ-α6)+36 έχει ρίζα τον ακέραιο ρ να δείξετε ότι : 6ρ=α1+α2+...+α6 (*)

Υποθέστε μια διάταξη για τα απόλυτα των ρ-ακ και δείξτε έτσι ότι κάποια από αυτά είναι ίσα με 1 
κάποια άλλα με 2 και τα δυο τελευταία ίσα με 3Θα χρειαστεί να διακρίνετε  περιπτώσεις. 
Βγάζοντας τώρα τα απόλυτα και προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει το ζητούμενο

19 Έστω Ρ(χ) πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές και Ρ(a)=a , Ρ(b)=b με a,b ακεραίους. Δείξτε ότι : 
[image: image36.wmf]P(ab)abab
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Γράψτε την διαίρεση με διαιρέτη τον (χ-α)(χ-β)

20 Έστω α1<α2<...<α13 και Ρ(χ) πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές :
    Ρ(α1)=Ρ(α2)=...=Ρ(α13)=κ. Τότε να δείξετε ότι δεν υπάρχει ακέραιος λ : Ρ(λ)=18+κ  (κ ακέραιος) (**)

Τα ακ ποιανού πολυωνύμου είναι ρίζες? Παρατηρείστε στην συνέχεια ότι το 18 έχει12 διαιρέτες. Η 
αρχή του περιστερεώνα θα σας δώσει την λύση

21 Έστω Ρ(χ) πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές:
[image: image37.wmf]P(a)1,P(b)2
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.Δείξτε ότι : 
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Μια τριγωνική ανισότητα και το ΘΜΤ για παραγώγους σας δίνουν εύκολη λύση

22 Εστω Ρ(χ) πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές νιοστού βαθμού (ν>1) και Α το σύνολο όλων των ακεραίων κ :Ρ(Ρ(χ))=χ. Αφού δείξετε πρώτα ότι 
[image: image40.wmf]P(a)P(b)aba,bA
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στην συνέχεια δείξτε ότι : το Α περιέχει το πολύ ν στοιχεία (***)

Με το ΘΜΤ και απόλυτα γράψτε κατ αρχήν μια ανισότητα. Βάλτε όπου α το Ρ(α) και αντίστοιχα 
για το Ρ(β)Θα καταλήξετε στο πρώτο ζητούμενο Χρησιμοποιείστε το για κ το πλήθος τιμές(έχετε 
πεπερασμένο σύνολο)

23 Αν για κάθε χ ακέραιο το Ρ(χ)=αχ2+βχ+γ είναι επίσης ακέραιος τότε να δείξετε ότι : α=0 και β=1 η β=-1 γ=ακέραιος(***)


Αποδείξτε ότι υπάρχει ν : Ρ(ν+1)-Ρ(ν)>3.Χρησιμοποιείστε το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών της 
συνέχειας Θα καταλήξετε σε άτοπο (α=0)Μετά με ειδικές τιμές προκύπτει πιο εύκολα το ζητούμενο.

Ζ
1 Έστω Ρ(x)=
[image: image41.wmf]n
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 όπου τα ak είναι όροι αριθμητικής προόδου Να δείξετε ότι το χ-1 είναι παράγοντας του Ρ

Οι διαφορές 1/ακ+1-1/ακ θα παίξουν ουσιαστικό ρόλο

2 Έστω ότι το πολυώνυμο (n-1)x2+2(a1-an)x+2
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 έχει μια  τουλάχιστον πραγματική  ρίζα Να δείξετε ότι τα ak είναι όροι αριθμητικής προόδου

Ονομάστε το ακ-ακ-1=ρκ


3 Έστω Ρ(χ)=ανχν+...+α1χ+α0 με όλες του τις ρίζες πραγματικές . Τότε
(ν-1)(αν-1)2
[image: image43.wmf](2
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Θυμηθείτε βασικές ταυτότητες

4 Έστω Ρ(χ)=χν+αν-1χν-1+...+α1χ+α0 Αν ρ ρίζα του Ρ(χ) τότε να δείξετε ότι
    
[image: image44.wmf]10
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Αν το απόλυτο του ρ είναι >του 1 βγάλτε κοινό παράγοντα το 1/ρ.Αλλιώς είναι προφανές

5 Έστω Μ=max{
[image: image45.wmf]01n
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} και Ρ(x)=anxn+...+a1x+a0 τότε δείξτε ότι :
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Η τριγωνική ανισότητα είναι ίσως η πιο διάσημη στα μαθηματικά
6 Έστω Ρ(x)=
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 Βρείτε μια σχέση που συνδέει τα P(x),P(ax) και έτσι υπολογίστε τον συντελεστή του xk του P(x) (0<k<n) (*)

Η σχέση που θα καταλήξετε μετά την εξίσωση των συντελεστών μοιάζει με γεωμετρική πρόοδο 
που έχει μεταβλητό λόγο

7 Έστω P(x)=xn+an-1xn-1+...+a0 και Ρ(ρ)=0 τότε να δείξετε ότι :
[image: image48.wmf]nk

k

max{na}

-

r£

 και αν είναι ρ>0 και a΄κ οι αρνητικοί συντελεστές του Ρ πλήθους m τότε δείξτε ότι : ρ<max{
[image: image49.wmf]nk
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Απομονώστε το ρη και χρησιμοποιείστε τριγωνική ανίσωση. Για το β παραλείψετε τους όρους με 
θετικούς συντελεστές

8 Έστω Μ=max{
[image: image50.wmf]3
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} και m=min{
[image: image51.wmf]24
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} οπου a0,a1,... οι συντελεστές ενός πολυωνύμου ,όλοι τους διαφορετικοί του 0.Αν ρ ρίζα του πολυωνύμου τότε να δείξετε ότι : 
[image: image52.wmf]mM
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 (P(x)=a0xn+...+an-1x+an)(*)

Εμφανίστε όρους της μορφής α0χη-1(χ-α1/α0) +... η άλλους αντιστοίχως

9 Έστω Ρ(χ)=ανχν+...+α1χ+α0  και υκ(χ)=χυκ-1+ακ κ=1,2,...,ν  υ0=α0 Τότε: α) το υκ(χ) είναι πολυώνυμο του χ κ βαθμού   β)υν(χ)=Ρ(χ)    γ) τα υ0(χ0), υ1(χ0),... είναι οι συντελεστές του πηλίκου της διαίρεσης Ρ(χ) : χ-χ0  δ) βρείτε μια αναδρομική σχέση β΄τάξεως που να δίνει τους συντελεστές του πηλίκου της Ρ(χ):χ2-sχ-t   ε) Αν yk(x)=(x-x0)yk-1(x)+bk  b0=y0 τότε να δείξετε ότι τα bk ικανοποιούν την σχέση : 
k! bk=P(k)(x0)  στ) Αφού βρείτε τον γενικό όρο της ακολουθίας του 4 ερωτήματος 
βρείτε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες μεταξύ όλων των ακεραίων συντελεστών 
ώστε η  P(x):px2-sx-t να δίνει πηλίκο με ακέραιους συντελεστές (**)
Η επαγωγή είναι ισχυρό εργαλείο Θυμηθείτε την απόδειξη της αριθμητικής προόδου. Μετά  εξισώστε συντελεστές. Το ίδιο κάντε και στο 4 ερώτημα Στο 5 να εκτελέσετε διαδοχικές διαιρέσεις .Καταλήξτε ότι ο ρ πρέπει να διαιρεί τον α0 και α1

Η
1 Να λυθεί στο C  η εξίσωση (1+χ)ν=(1-χ)ν  νεΝ*
Πως θα εμφανίσετε τις νιοστές ρίζες του 1?

2 Έστω Ρ(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ όπου τα α,β,γ,δ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου Δείξτε ότι η Ρ(χ)=0 έχει μια μόνο ρίζα στο R ενώ οι υπόλοιπες έχουν το ίδιο μέτρο. Βρείτε ακόμη για ποια νεΝ* είναι : ρ1ν+ρ2ν+ρ3ν>0 

3 Έστω 
[image: image53.wmf]32
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 τότε να δείξετε ότι ισχύει 
P(x).P(-x)+P(x2)=0 και έτσι αν Ρ(ρ)=0 τότε δείξτε Ρ(ρ2)=Ρ(ρ4)=0 και να βρείτε και 
τις διακεκριμένες τιμές της παράστασης : ρν+ρ2ν+ρ4ν  νεΝ(**)

Ασχοληθείτε και με την ταυτότητα ρ7-1

4 Αν z+
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 δείξτε ότι το Pn(x) είναι πολυώνυμο νιοστού βαθμού του x. Δείξτε ακόμη ότι οι ρίζες του δίνονται από την σχέση : 
[image: image55.wmf]1

n

,...,

1

,

0

k

,

)

n

2

π

k

2

π

(

2

x

k

-

=

+

sun

=

 (*)

Το άθροισμα δυο γεωμετρικών προόδων είναι αναδρομική ακολουθία β΄ τάξεως. Φτίαξτε το χ(Ρη)

5 Αν Ρν(χ)=Ρ1(Ρν-1(χ)) με Ρ1(χ)=χ2-2 να βρείτε όλες τις λύσεις της εξίσωσης Ρν(χ)=χ και να δείξετε ότι είναι πραγματικές (***)

Η προηγούμενη άσκηση περιέχει τον μετασχηματισμό που χρειάζεστε

6 Έστω Ρ(χ)=1-χσυνθ-χνσυν(νθ)+χν+1συν((ν-1)θ) και ακόμη το πολυώνυμο
    Q(χ)=χημθ-χνημ(νθ)+χν+1ημ((ν-1)θ) .Να δείξετε ότι το : 1-2χσυνθ+χ2 είναι κοινός παράγοντας των Ρ και Q και να βρεθούν και τα πηλίκα

Μοιάζει λίγο με τον τύπο του De Moivre

7 Να δείξετε οτι η εξίσωση 
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n

k

k1

k

A

b

xa

=

=

-

å

 ,όπου όλα τα Ακ δεν είναι 0 , έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές

Να θέσετε x=a+ib

8 Δείξτε ότι 
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(1-α2+α4-...)2+(α1-α3+α5-...)2 όπου rk είναι οι ρίζες του Ρ(χ)=χη+α1χη-1+...+αν-1χ+αν (*)

Είναι 1+ρ2=(1+iρ)(1-iρ) Μετά Vietta
9 Αν τα πολυώνυμα φ(χ) και σ(χ) με μιγαδικούς συντελεστές δεν έχουν κοινή ρίζα και είναι Α(χ)=[φ2(χ)]+[σ2(χ)] , Β(χ)=[σ`(χ)]2+[φ`(χ)]2 τότε αν ρ διπλή ρίζα του Α(χ) θα είναι το ρ και ρίζα του Β(χ) (*)

To θεώρημα για διπλές ρίζες περιέχει την παράγωγο, επίσης το άθροισμα γίνεται διαφορά 
τετραγώνων

10 Αν Ρ(3κ)=2,Ρ(3κ-2)=1,Ρ(3κ-1)=0 για κ=1,2,...,ν Ρ(0)=2,Ρ(3ν+1)=730 να βρείτε το ν (***)

Το {Ρ(χ)-1}=cIm(w2x+1) για χ=0,1,...,3η όπου w κυβική ρίζα της μονάδας  w2n={1+(w2-1)}n 
χρησιμοποιείστε τώρα την ταυτότητα του διωνύμου

Θ
1 Για το πολυώνυμο Ρ(χ) να δείξετε ότι ισχύει η ισοδυναμία :
p(x)=(x-a)2Q(x) 

 p(a)=p`(a)=0 και έτσι να βρείτε τις ικανές και αναγκαίες 
συνθήκες ώστε το xn-axn-m+b  ,a>0,b>0, n>m να εχει τουλάχιστον μια διπλή ρίζα 
(*)

Στο αντίστροφο παραγωγίστε την Ρ(χ)=(χ-α)Π(χ)

2 Να δείξετε ότι το πολυώνυμο (χ2-1)3 είναι παράγοντας του πολυωνύμου :
    χ4ν+2-(2ν+1)χ2ν+2+(2ν+1)χ2ν-1

Μήπως είναι εφαρμογή του προηγουμένου?

3 Αν φ(χ)=χ4+4αχ3+6βχ2+4γχ+δ με ρίζες : ρ1,ρ2,ρ3,ρ4 και ισχύει : ρ1+ρ2=ρ3+ρ4 να δείξετε οτι το φ(3)(χ) είναι παράγοντας του φ΄(χ) (*)

Εκτός των προηγουμένων θα χρειαστείτε λίγο τις σχέσεις Vietta και από εκεί την παραγοντοποίηση σε δυο τριώνυμα

4 Αν p(x)=a(x-a1)(x-a2)...(x-an) τότε να δείξετε ότι 
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{a1,a2,...,an} είναι: 
[image: image59.wmf]1n
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 και στην συνέχεια αν όλα τα  ak είναι διαφορετικά μεταξύ τους τότε να δείξετε ότι το [p`(x)]2-p(x)p``(x) δεν έχει πραγματικές ρίζες (**)

Σκεφθείτε τι σχέση υπάρχει με το ln[p(x)] Μετά ξαναπαρωγίστε και μην ξεχάσετε τι γίνεται όταν 
το x=ak

5 Αν οι ρίζες του p(x) είναι πραγματικές να δείξετε ότι και οι ρίζες του p`(x)+ap(x) είναι και αυτές πραγματικές για κάθε a στο R

Xρησιμοποιείστε την προηγούμενη και αναρωτηθείτε τι θα γινόταν αν είχε μιγαδική ρίζα

6 Αν p(x)=(x-a1)(x-a2)...(x-an)  με a1<a2<...<an και είναι p`(b)=0 ,ak<b<ak+1 τότε να δείξετε ότι : 
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Και πάλι βασική υπόδειξη είναι η άσκηση 4.Χωρίστε το άθροισμα σε δυό κομάτια και γράψτε για 
κάθε όρο χωριστά ανισότητες.Προσθέστε μετά κατά μέλη

7 Αν p(x)=(x-a1)(x-a2)...(x-an)  με a1<a2<...<an  και όλα τα ak  είναι ακέραιοι αριθμοί τότε αφού δείξετε οτι : 
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 να δείξετε επιπλέον ότι ισχύει : 
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Υπολογίστε την Ρ΄(χ) όσες παρενθέσεις και αν χρειαστείτε.Μετα λάβετε υπ όψιν σας ότι η διαφορά 
δυο ακεραίων είναι > η ίση της μονάδας Στο άθροισμα που θα προκύψει να εισάγετε και τους 
διωνυμικούς συντελεστές

8 Οι ρίζες του p(x) είναι απλές και ρ είναι μία από αυτές .ξ είναι μία ρίζα του πολυωνύμου p(x)-kp`(x) , k>0 Τότε αν :
[image: image63.wmf]RRnk
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 ενώ  αν ρ πραγματικός και ξ=a+bi τότε : 
[image: image64.wmf]bnk
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Για μία ακόμη φορά η άσκηση 4 Καλό θα είταν να πάτε με άτοπο και να έχετε παρόμοια 
αντιμετώπιση και για το δεύτερο ερώτημα

9 Να βρεθεί πολυώνυμο ν βαθμού Ρ(χ) : Ρ(κ)(0)=κ! , κ=0,1,...,ν και στην συνέχεια να λυθεί η εξίσωση Ρ(χ)=Ρ(1/χ)

Μην ξεχνάτε και τις μιγαδικές λύσεις της εξίσωσης

10 Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα p(x) : p`(x) να είναι παράγοντας του p(x)

Είναι πρόκληση για 4 διαφορετικούς τρόπους λύσης

11 Να βρείτε τους πραγματικούς α,β,γ,δ : Για κάθε πραγματικό χ  να ισχύει:
    (2χ-1)20-(αχ+β)20=(χ2+γχ+δ)10 (*)

Μην διστάσετε να χρησιμοποιήσετε ειδικές τιμές και στις παραγώγους

12 Δείξτε ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει 
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 όπου p,Q πολυώνυμα (**)

Ασχοληθείτε με όρια ,βαθμούς και παραγώγιση

13 Έστω ότι 
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 (η=βαθμός του Ρ)(**)

Κατ αρχήν βγάλτε συμπεράσματα για βαθμό και μεριστοβάθμιο.Στη συνέχεια αν Α είναι το 
ζητούμενο άθροισμα δείξτε ότι Α΄<Α, βρείτε έναν ολοκληρωτικό παράγοντα και συνεχίστε με 
μονοτονία Τελειώστε με άτοπο

14 Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο : Ρ΄(χ)>Ρ΄΄(χ) και Ρ(χ)>Ρ΄΄(χ) για κάθε χ στο R (*)

Οι βαθμοί θα σας δώσουν την λύση

15 Έστω ότι : n!2nPn(x)=[(x2-1)n](n)  με x
[image: image67.wmf][1,1]
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 τότε να δείξετε ότι :

α)  (1-x2)Pn``(x)-2xPn`(x)+n(n+1)Pn(x)=0

     β)  2nPn(x)=(1+x)n+2n(x-1)Q(x)  με Q πολυώνυμο η-1 βαθμού

     γ)  Pn(1)=1

     δ)  Pn(-x)=(-1)nPn(x)

     ε)  Pn(-1)=(-1)n
     στ){(1-x2)(Pn(x)P`m(x)-Pn`(x)Pm(x))}`={n(n+1)-m(m+1)}Pn(x)Pm(x)

     ζ)  
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     η)  Αν f(x)=(x2-1)n τότε 
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     θ)  
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     ι)  
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 οπου qn-1 πολυώνυμο το πολύ η-1 βαθμού

     κ)  Κάθε πολυώνυμο W νιοστού βαθμού γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των 
         Ρ0,Ρ1,...,Ρη
     λ)  Οι συντελεστές του προηγούμενου γραμμικού συνδιασμού είναι
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     μ)  Αν βαθμός του Α<η τότε : 
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     ν)  Οι ρίζες του Ρη(x) είναι απλές (έστω χλ)

     ξ)  Αν Β(χ)=(χ-χ1)...(χ-χμ) τότε  Ρη(χ)Β(χ)>0 στο (-1,1)

     ο) Οι ρίζες του Ρη βρίσκονται στο (-1,1)

     π)  
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  ανεξάρτητο του η (***)

Τα προηγούμενα πολυώνυμα είναι από τα πλέον διάσημα στα εφαρμοσμένα μαθηματικά 
.Ονομάζονται πολυώνυμα του Legendre και εμφανίζονται πολύ συχνά σε προβλήματα 
φυσικής που παρουσιάζουν σφαιρική συμμετρία Αρχικά λοιπόν εφαρμόστε τον τύπο του 
Leibniz και για το β) διαμορφώστε τον κατάλληλα .Μέχρι και το ε) είναι τα πράγματα πολύ 
απλά, για το ζ) κάντε χρήση του στ),για τα επόμενα δυο θυμηθείτε και πάλι τον τύπο του 
Leibniz, ενώ το θ) είναι εφαρμογή του η).Για μια ακόμη φορά ξεκινήστε με την αρχική σχέση 
και σκεφτείτε μεγιστοβάθμιους, το κ) είναι εύκολο και δημιουργείστε για το λ) το ζητούμενο 
κατασκευαστικά. Το μ) είναι συμπέρασμα του ζ) και το ν χρειάζεται το θεώρημα των 
πολλαπλών ριζών. Για το ξ)Rolle σε παράγουσα του ΡηΤο ο) είναι δύσκολο  Χωρίστε το Ρη σε 
δυο πολυώνυμα το ένα με σταθερό πρόσημο Κ και σε άλλο με απλές ρίζες ολοκληρώστε το 
ΛΡη και θεωρείστε και μια αρχική του ΛΡη. Σπάζοντας το προηγούμενο ολοκλήρωμα σε δυο 
κομμάτια θα καταλήξετε σε άτοπο με τον βαθμό του Λ


Ι
1 Έστω ότι : pn(x)-pn(x-1)=xn ,nεN* και pn(0)=0 τότε

     α) Βρείτε τον βαθμό των pn
     β) Δείξτε ότι : για κάθε φυσικό ρ είναι pn(ρ)=1n+2n+...+ρn
     γ) Δείξτε ότι : p`n(x)-npn-1(x)=p`n(0)


Κατ’ αρχή μεγιστοβάθμιοι,το β) μοιάζει με αριθμητική πρόοδο, και το γ) σκεφθείτε ότι κάποιο

πολυώνυμο πρέπει να βρει σταθερό  (Α(χ)=Α(χ-1))

2 Έστω ότι : pn(x)=(x-n)pn-1(x)  nεN*  και p0(x)=1 τότε

α) Βρείτε τον βαθμό των p
β) Υπολογίστε τον σταθερό και τον μεγιστοβάθμιο συντελεστή των pn(x)
     γ) Βρείτε τις ρίζες των pn(x)

     δ) Βρείτε τον τύπο των pn(x)

     ε) Δείξτε ότι : 
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   στ) Δείξτε ότι : n! είναι διαιρέτης του pn(n+a)  για κάθε a φυσικό αριθμό

Τα πρώτα 4 είναι εύκολα αν ασχοληθείτε με τρόπους «ακολουθιακούς».Για το ε)λάβετε ότι όψη 

σας την άσκηση 4 της παραγράφου 9 και γράψτε πόσο κάνει το (κ+1)!-κ  !Για το τελευταίο 

συμπληρώστε τα παραγοντικά και κάντε διπλή επαγωγή
3 Έστω pn(x)=(1+nx)pn-1(x)+x(1-x)p`n-1(x)  nεN* και p0(x)=1 τότε :

     α) Βρείτε τον βαθμό των pn
     β) Υπολογίστε τα : pn(0) , pn(1)

     γ) Δείξτε ότι το x+1 είναι παράγοντας του p2n-1
     δ) Δείξτε ότι : 
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     ε) Αν ρ πολλαπλή ρίζα του pn-1 τότε ρ κοινή ρίζα των pn-1,pn
   στ) Οι συντελεστές του pn είναι θετικοί

     ζ) Οι ρίζες του pn είναι αρνητικές

     η) Αν a,b διαδοχικές ρίζες του pn-1 τότε : p`n-1(a).p`n-1(b)<0 και υπάρχει ξ ανάμεσα 
         στα a,b : pn(ξ)=0
      θ) Το pn έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα > από την πιο μεγάλη ρίζα του pn-1 
         και αντίστοιχα για μικρότερη

     ι) Το pn έχει n απλές και πραγματικές ρίζες


Τα πρώτα 3 είναι απλά, το δ)θέλει επαγωγή το ε) είναι εύκολο Χωρίστε κατάλληλα το Ρη σε Ρη-

1+Ρ΄η-1+...  και κάντε επαγωγή Να αποκλείσετε για ρίζα το 0Τωρα να πάρετε διαδοχικές ρίζες του 

Ρη-1 και με τον ορισμό της παραγώγου να δείξετε ότι Ρ΄(α).Ρ΄(β)<0  χρησιμοποιώντας και την 

αρχική σχέση καταλήγετε σε προϋποθέσεις BolzanoΓια το θ) εξασφαλίστε ότι Ρη(χ0) και Ρη(0) 

ετερόσημα για την μεγαλύτερη ρίζα και για την μικρότερη ρίζα δείξετε ότι το πρόσημο του Ρ΄(ψ0) 

είναι ίδιο με αυτό του (-1)η εξακολουθήστε όπως στο η)Για το τελευταίο κάντε επαγωγή και 

χρησιμοποιείστε όλα τα προηγούμενα

4 α) Αν για τα νιοστού βαθμού πολυώνυμα P,Q ισχύει : P(k)(xk)=Q(k)(xk) με
        k=0,1,2,...,n τότε δείξτε ότι P(x)=Q(x)

     β) Είναι : n!Bn(x)=x(x-n)n-1 Τότε δείξτε : B`n(x)=Bn-1(x-1)

     γ) Bn(0)=B`n(0)=...=B(n-1)n(0)=0 , B(n)n(0)=1

     δ) Το μοναδικό πολυώνυμο νιοστού βαθμού  R(x) :R(k)(k)=Ck κ=0,1,2,...,n 

         γράφεται στην μορφή : 
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Κάντε η παραγωγίσεις στην διαφορά τους το β) είναι απλό χρησιμοποιείστε το για να λύσετε το 

γ)Με γραμμική ανεξαρτησία έχετε την ύπαρξη και με άτοπο αποκτάτε και την μοναδικότητα λόγω 

του α) ερωτήματος
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