
Πασχαλίδης Κώστας - Μαθηµατικός 

∆ιαφορικός Λογισµός 

Ορισµός  Συνάρτησης 

Συνάρτηση (function) είναι µια διαδικασία µε την οποία κάθε στοιχείο ενός συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα 

ακριβώς στοιχείο κάποιου άλλου συνόλου Β. 

 

Πράξεις µε Συναρτήσεις 
Αν δύο συναρτήσεις  f,  g ορίζονται και οι δύο σε ένα σύνολο Α, τότε ορίζονται και οι συναρτήσεις: 

• Το άθροισµα gfS += , µε  )()()( xgxfxS += ,  Ax∈  

• Η διαφορά  gfD −= ,  µε  )()()( xgxfxD −= ,  Ax∈  

• Το γινόµενο  gfP ⋅= ,  µε  )()()( xgxfxP ⋅= , Ax∈  και 

• Το πηλίκο  
g

f
R = ,  µε  

)(

)(
)(

xg

xf
xR = ,   όπου  Ax∈  και   0)( ≠xg . 

 

Γραφική Παράσταση Συνάρτησης 
Έστω µια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α. Γραφική παράσταση ή καµπύλη της f σε ένα 

καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Oxy  λέγεται το σύνολο των σηµείων ))((,( xfxM  για όλα τα Ax∈ . 

 

Γραφικές Παραστάσεις Βασικών Συναρτήσεων 

 

 O

 y

 x

 y=x

     

 

-2 -1 

 

 O 

 

 1 

 

 x 

 

 y 

 

 2 

 

1 

2 

 3 

  y=x
2
 

     

 

-2 -1 

 O 1 

 
y

x
=

1

 

 y 

 x 2 

-2 

-1 

 1 

 2 

 
∆ιχοτόµος 1

ης
 και 3

ης
                παραβολή          υπερβολή   

     γωνίας 

 

-2  O-1  x1

 1

 2

 3

 y

 y=ex

  

 

 O 

-1 

 

 y 

 

1 

 

 1  x 

 y=lnx 

   

 2π
 y=ηµx

 π O  x

 y

 2π

 y=συνx

 π O  x

 y

 
      εκθετική      λογαριθµική  

 

Ορισµοί µονοτονίας - ακρότατων 

• Μια συνάρτηση  f  λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της, όταν για 

οποιαδήποτε σηµεία ∆∈21 , xx  µε 21 xx <  ισχύει )()( 21 xfxf < . 

• Μια συνάρτηση  f  λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της, όταν για 

οποιαδήποτε σηµεία ∆∈21 , xx  µε 21 xx <  ισχύει )()( 21 xfxf > . 

• Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα λέγεται γνησίως µονότονη. 

 

   Μια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το Α λέµε ότι παρουσιάζει: 

• Τοπικό µέγιστο στο Ax ∈1 , όταν )()( 1xfxf ≤  για κάθε x σε µια περιοχή του 1x . 

• Τοπικό ελάχιστο στο Ax ∈2 , όταν )()( 2xfxf ≥  για κάθε x σε µια περιοχή του 2x . 

 

• Τα µέγιστα και τα ελάχιστα µιας συνάρτησης, τοπικά ή ολικά, λέγονται ακρότατα της συνάρτησης. 
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Ιδιότητες ορίων 

Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν στο 0x  όρια πραγµατικούς αριθµούς, δηλαδή αν 1)(lim
0

�=
→

xf
xx

 και 

2)(lim
0

�=
→

xg
xx

 όπου 1�  και 2�  πραγµατικοί αριθµοί, τότε αποδεικνύεται ότι: 
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Συνεχής Συνάρτηση 

Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέγεται συνεχής, αν για κάθε 0x A∈  ισχύει 
0

0
x x
lim f (x) f (x )
→

= . 

Αποδεικνύεται ότι οι γνωστές µας συναρτήσεις, πολυωνυµικές, τριγωνοµετρικές, εκθετικές, λογαριθµικές, 

αλλά και όσες προκύπτουν από πράξεις µεταξύ αυτών είναι συνεχείς συναρτήσεις. Έτσι ισχύει για 

παράδειγµα 0ηµηµlim
0

xx
xx
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→
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 (όταν 0συν 0 ≠x ). 

 

Ορισµός παραγώγου της f στο xo 

Αν το όριο 
h

xfhxf

h

)()(
lim 00

0

−+
→

 υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός, τότε λέµε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της.  

Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f  στο x0. ∆ηλαδή 
h

xfhxf
xf
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)()(
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0
0

−+
=′

→
. 

 

Ερµηνεία της παραγώγου στο xo 

• Η παράγωγος της  f  στο 0x  εκφράζει το ρυθµό µεταβολής  του )(xfy =  ως προς το x, όταν 0xx = .  

• Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της καµπύλης της  f  στο σηµείο ))(,( 00 xfx  θα είναι )( 0xf ′ . 

• Η ταχύτητα ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα και η θέση του στον άξονα κίνησής του εκφράζεται από  

 τη συνάρτηση )(tfx =  θα είναι τη χρονική στιγµή 0t  : )()( 00 tftυ ′= , 

 

Ορισµός (πρώτης) παραγώγου 

Έστω µια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το  Α, και Β το σύνολο των Ax∈  στα οποία η  f  είναι 

παραγωγίσιµη. Τότε ορίζεται µια νέα συνάρτηση, µε την οποία κάθε Bx∈  αντιστοιχίζεται στο 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(
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→
. Η συνάρτηση αυτή λέγεται (πρώτη) παράγωγος της f και συµβολίζεται µε f ′′′′ . 

 

Η παράγωγος της συνάρτησης f ′  λέγεται δεύτερη παράγωγος της f και συµβολίζεται µε f ′′ . 

Αν η τετµηµένη ενός κινητού που κινείται ευθυγράµµως είναι )(tx  τη χρονική στιγµή  t, τότε η ταχύτητά του 

θα είναι )()( txtυ ′′′′==== . Η επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγµή t θα είναι η παράγωγος της ταχύτητας, 

δηλαδή θα ισχύει  ( ) ( )′=α t υ t    ή    ισοδύναµα    ( ) ( )′′=α t x t . 

 

Παράγωγος βασικών συναρτήσεων – Κανόνες παραγώγισης 
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Αποδείξεις  
 
• Η παράγωγος της σταθερής συνάρτησης cxf ====)(  

Έχουµε  0)()( =−=−+ ccxfhxf   και για 0≠h ,  0
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• Η παράγωγος της ταυτοτικής συνάρτησης xxf ====)(  

Έχουµε hxhxxfhxf =−+=−+ )()()( , και για 0≠h , 1
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• Η παράγωγος της συνάρτησης 
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• Η παράγωγος της συνάρτησης )( xcf  

Έστω η συνάρτηση )()( xcfxF = . Έχουµε   ))()(()()()()( xfhxfcxcfhxcfxFhxF −+=−+=−+ ,  
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• Η παράγωγος της συνάρτησης )()( xgxf ++++  

Έστω η συνάρτηση )()()( xgxfxF += .  
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Θεώρηµα 

• Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει 0)( >′ xf  για κάθε εσωτερικό 

σηµείο του ∆, τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

• Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει 0)( <′ xf  για κάθε εσωτερικό 

σηµείο του  ∆, τότε η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  ∆. 
 

Θεώρηµα 

• Αν για µια συνάρτηση  f  ισχύουν 0)( 0 =′ xf  για ),(0 βαx ∈ , 0)( >′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( <′ xf  στο ),( 0 βx , 

τότε η  f  παρουσιάζει στο διάστηµα  ),( βα  για 0xx =  µέγιστο. 

• Αν για µια συνάρτηση f ισχύουν 0)( 0 =′ xf  για ),(0 βαx ∈ , 0)( <′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( >′ xf  στο ),( 0 βx , 

τότε η  f  παρουσιάζει στο διάστηµα  ),( βα  για 0xx =  ελάχιστο. 
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Στατιστική 

Στατιστική είναι ένα σύνολο αρχών και µεθοδολογιών για: 

•   το σχεδιασµό της διαδικασίας συλλογής δεδοµένων 

•   τη συνοπτική και αποτελεσµατική παρουσίασή τους 

•   την ανάλυση και εξαγωγή αντίστοιχων συµπερασµάτων.  

 

Πληθυσµός είναι το σύνολο του οποίου θέλουµε να εξετάσουµε τα στοιχεία του ως προς ένα ή περισσότερα 

χαρακτηριστικά τους.  

Τα χαρακτηριστικά ως προς τα οποία εξετάζουµε έναν πληθυσµό λέγονται µεταβλητές. 

Οι δυνατές  τιµές που µπορεί να πάρει µια µεταβλητή λέγονται τιµές της µεταβλητής. 

 

Τις µεταβλητές τις διακρίνουµε: 

1.  Σε ποιοτικές ή κατηγορικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές τους δεν είναι αριθµοί. 

2.  Σε ποσοτικές µεταβλητές, των οποίων οι τιµές είναι αριθµοί και διακρίνονται: 
i)  Σε διακριτές µεταβλητές, που παίρνουν µόνο “µεµονωµένες” τιµές.  
ii)  Σε συνεχείς µεταβλητές, που µπορούν να πάρουν αποιαδήποτε τιµή ενός διαστήµατος πραγµατικών αριθµών 

),( βα . 

 

 Ένας τρόπος για να πάρουµε τις απαραίτητες πληροφορίες που χρειαζόµαστε για κάποιο πληθυσµό είναι να 

εξετάσουµε όλα τα άτοµα (στοιχεία) του πληθυσµού ως προς το χαρακτηριστικό που µας ενδιαφέρει. Η µέθοδος αυτή 

συλλογής των δεδοµένων καλείται απογραφή. 

 

 Ένα δείγµα θεωρείται αντιπροσωπευτικό ενός πληθυσµού, εάν έχει επιλεγεί κατά τέτοιο τρόπο, ώστε κάθε µονάδα 

του πληθυσµού να έχει την ίδια δυνατότητα να επιλεγεί. 

 

Οι Στατιστικοί πίνακες διακρίνονται στους: 

 α) γενικούς πίνακες, οι οποίοι περιέχουν όλες τις πληροφορίες που προκύπτουν από µία στατιστική έρευνα  

 β) ειδικούς πίνακες, οι οποίοι είναι συνοπτικοί και σαφείς.  

 

Κάθε πίνακας που έχει κατασκευαστεί σωστά πρέπει να περιέχει: 

 α) τον τίτλο, που γράφεται στο επάνω µέρος του πίνακα  

 β) τις επικεφαλίδες των γραµµών και στηλών 

 γ) το κύριο σώµα  

 δ) την πηγή, που γράφεται στο κάτω µέρος του  

 

 Αν κxxx ,...,, 21  είναι οι τιµές µιας µεταβλητής Χ, που αφορά τα άτοµα ενός δείγµατος µεγέθους v, νκ ≤ . Στην τιµή 

ix  αντιστοιχίζεται η (απόλυτη) συχνότητα iν , δηλαδή ο φυσικός αριθµός που δείχνει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή ix  

της εξεταζόµενης µεταβλητής Χ στο σύνολο των παρατηρήσεων. Το άθροισµα όλων των συχνοτήτων είναι ίσο µε το 

µέγεθος ν του δείγµατος, δηλαδή:   vννν κ =+++ ...21 . 

 Αν διαιρέσουµε τη συχνότητα iν  µε το µέγεθος ν του δείγµατος, προκύπτει η σχετική συχνότητα if  της τιµής ix , 

δηλαδή κi
ν

ν
f i

i ,...,2,1, == . 

Απόδειξη 
Για τη σχετική συχνότητα ισχύουν οι ιδιότητες: 

(i)   10 ≤≤ if  για κi ,...,2,1=  αφού ννi ≤≤0 . 

(ii)  1...21 =+++ κfff , αφού  1
...

...... 2121
21 ==

+++
=+++=+++

ν

ν

ν

ννν

ν

ν

ν

ν

ν

ν
fff κκ
κ . 

 Οι ποσότητες iii fνx ,,  για ένα δείγµα συγκεντρώνονται σε ένα συνοπτικό πίνακα, που ονοµάζεται πίνακας 

κατανοµής συχνοτήτων ή απλά πίνακας συχνοτήτων. 

 Για µια µεταβλητή, το σύνολο των ζευγών ),( ii νx  λέµε ότι αποτελεί την κατανοµή συχνοτήτων και το σύνολο των 

ζευγών ),( ii fx , ή των ζευγών %),( ii fx , την κατανοµή των σχετικών συχνοτήτων. 

 Στην περίπτωση των ποσοτικών µεταβλητών εκτός από τις συχνότητες iν  και if  χρησιµοποιούνται συνήθως και οι 

λεγόµενες αθροιστικές συχνότητες iN  και οι αθροιστικές σχετικές συχνότητες iF , οι οποίες εκφράζουν το πλήθος 

και το ποσοστό αντίστοιχα των παρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες της τιµής ix . 

ii νννN +++= ...21   ,  ii fffF +++= ...21 , για κi ,...,2,1=      i i i 1N N −ν = −  ,  i i i 1f F F−= −   ,    ,   F 1κ κΝ = ν =  
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Γραφική  Παράσταση  Κατανοµής  Συχνοτήτων 
 

Το ραβδόγραµµα χρησιµοποιείται για τη γραφική 

παράσταση των τιµών µιας ποιοτικής µεταβλητής. 
 

Στην περίπτωση που έχουµε µια ποσοτική µεταβλητή 

αντί του ραβδογράµµατος χρησιµοποιείται το 

διάγραµµα συχνοτήτων 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ενώνοντας τα σηµεία ),( ii νx  ή ),( ii fx  έχουµε το 

λεγόµενο πολύγωνο συχνοτήτων ή πολύγωνο 

σχετικών συχνοτήτων 

 

Το κυκλικό διάγραµµα χρησιµοποιείται για τη γραφική 

παράσταση τόσο των ποιοτικών όσο και των ποσοτικών 

δεδοµένων, όταν οι διαφορετικές τιµές της µεταβλητής 

είναι σχετικά λίγες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Όταν έχουµε λίγες παρατηρήσεις, η κατανοµή τους µπορεί να  

περιγραφεί µε το σηµειόγραµµα     

 

 Το χρονόγραµµα ή χρονολογικό διάγραµµα χρησιµοποιείται για τη  

γραφική απεικόνιση της διαχρονικής εξέλιξης ενός οικονοµικού,  

δηµογραφικού ή άλλου µεγέθους. Ο οριζόντιος άξονας χρησιµο- 

ποιείται συνήθως ως άξονας µέτρησης του χρόνου και ο κάθετος ως 

 άξονας µέτρησης της εξεταζόµενης µεταβλητής. 

 

 
Οµαδοποίηση  των  Παρατηρήσεων 
 Για να κατασκευάσουµε ισοπλατείς κλάσεις υπολογίζουµε το πλάτος c των κλάσεων διαιρώντας το εύρος R διά του 

αριθµού των κλάσεων κ, στρογγυλεύοντας, αν χρειαστεί για λόγους διευκόλυνσης, πάντα προς τα πάνω. 

 

Η αντίστοιχη γραφική παράσταση ενός πίνακα συχνοτήτων µε οµαδοποιηµένα δεδοµένα γίνεται µε το λεγόµενο 

ιστόγραµµα συχνοτήτων, όπου θεωρώντας το πλάτος c ως µονάδα µέτρησης, το εµβαδόν του ορθογωνίου να ισούται 

µε τη συχνότητα της κλάσης. 

  

 

 

 

 

 

 

 
 Το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον οριζόντιο άξονα είναι ίσο µε το µέγεθος 

του δείγµατος ν. Το πολύγωνο σχετικών συχνοτήτων έχει εµβαδόν ίσο µε 1 

 Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζονται και τα ιστογράµµατα αθροιστικών συχνοτήτων και αθροιστικών σχετι-κών 

συχνοτήτων. Αν ενώσουµε σε ένα ιστόγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων τα δεξιά άκρα (όχι µέσα) των άνω βάσεων των 

ορθογωνίων µε ευθύγραµµα τµήµατα βρίσκουµε το πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων της κατανοµής. 
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x > δ  x < δ  

 

Εάν υποθέσουµε ότι ο αριθµός των κλάσεων για µια συνεχή µεταβλητή είναι 

αρκετά µεγάλος (τείνει στο άπειρο) και ότι το πλάτος των κλάσεων είναι αρκετά 

µικρό (τείνει στο µηδέν), τότε η πολυγωνική γραµµή συχνοτήτων τείνει να πάρει τη 

µορφή µιας οµαλής καµπύλης, η οποία ονοµάζεται καµπύλη συχνοτήτων 
 

 Ασύµµ ε τ ρη  µ ε  

αρ νη τικ ή  α συµµ ετ ρία  

 Ασύµ µετ ρη  µ ε  

θε τ ική  α συµµ ετ ρία  

 Κανο νικ ή  Οµο ιό µορ φη  

 
Μέτρα θέσης και διασποράς 
 Τα µέτρα θέσης της κατανοµής είναι αυτά που δίνουν τη θέση του “κέντρου” των παρατηρήσεων στον οριζόντιο 

άξονα. 

 Τα µέτρα διασποράς ή µέτρα µεταβλητότητας είναι αυτά που δίνουν τη διασπορά των παρατηρήσεων, δηλαδή 

πόσο αυτές εκτείνονται γύρω από το “κέντρο” τους. 

 Τα µέτρα που εκφράζονται σε συνάρτηση µε τα µέτρα θέσης και διασποράς, καλούνται µέτρα ασυµµετρίας. 

 

 Η µέση τιµή ενός συνόλου ν παρατηρήσεων ορίζεται ως το άθροισµα των παρατηρήσεων διά του πλήθους των 

παρατηρήσεων. 
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 Εάν σε κάθε τιµή νxxx ,...,, 21  δώσουµε διαφορετική βαρύτητα, που εκφράζεται µε τους λεγόµενους συντελεστές 

στάθµισης (βαρύτητας) νwww ,...,, 21 , τότε ο σταθµικός µέσος βρίσκεται από τον τύπο:  

      

∑

∑

=

==
+++

+++
=

ν

i
i

ν

i
ii

ν

νν

w

wx

www

wxwxwx
x

1

1

21

2211

...

...
 

 

 ∆ιάµεσος (δ) ενός δείγµατος  ν παρατηρήσεων οι οποίες έχουν διαταχθεί σε αύξουσα σειρά ορίζεται ως η µεσαία 

παρατήρηση, όταν το ν είναι περιττός αριθµός, ή ο µέσος όρος (ηµιάθροισµα) των δύο µεσαίων παρατηρήσεων όταν το  

ν  είναι άρτιος αριθµός. 

 Η διάµεσος είναι η τιµή για την οποία το πολύ 50% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες από αυτήν και το πολύ 

50% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερες από την τιµή αυτήν. 

 Όταν η διάµεσος δεν είναι τιµή του δείγµατος τότε το 50% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες από αυτήν και το 

50% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερες από την τιµή αυτήν. 
 Όταν έχουµε περιττό πλήθος παρατηρήσεων, η διάµεσος είναι µία από τις παρατηρήσεις. 

 

 Το εύρος ή κύµανση (R), που ορίζεται ως η διαφορά της ελάχιστης παρατήρησης από τη µέγιστη παρατήρηση. 

Εύρος =R Μεγαλύτερη παρατήρηση - Μικρότερη παρατήρηση 

 Το εύρος δε θεωρείται αξιόπιστο µέτρο διασποράς, γιατί βασίζεται µόνο στις δυο ακραίες παρατηρήσεις. 

Απόδειξη 

 Αν vttt ,...,, 21  είναι οι παρατηρήσεις µιας µεταβλητής  Χ τότε ο µέσος όρος των αποκλίσεων των it  από τη µέση 

τιµή τους x  ισούται µε 0. 

v

i

1 2 v 1 2 vi 1

(t x)
(t x) (t x) ... (t x) t t ... t vx

x x 0
v v v v

=
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− + − + + − + + +

= = − = − =
∑

 

 Αν vttt ,...,, 21  είναι οι παρατηρήσεις µιας µεταβλητής  Χ τότε διακύµανση  ή διασπορά s
2
 είναι ο µέσος όρος των 

τετραγώνων των αποκλίσεων των it  από τη µέση τιµή τους x .    ∑
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 Όταν έχουµε πίνακα συχνοτήτων η διακύµανση ορίζεται από τη σχέση:  ∑
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 Η διακύµανση έχει ένα µειονέκτηµα. ∆εν εκφράζεται µε τις µονάδες µε τις οποίες εκφράζονται οι παρατηρήσεις. 

Αν όµως πάρουµε τη θετική τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης, θα έχουµε την τυπική απόκλιση s που θα εκφράζεται 

µε την ίδια µονάδα µέτρησης του χαρακτηριστικού. ∆ηλαδή 2
ss =  

 

 Ένα µέτρο το οποίο µας βοηθά στη σύγκριση οµάδων τιµών, που είτε εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες 

µέτρησης είτε εκφράζονται στην ίδια µονάδα µέτρησης, αλλά έχουν σηµαντικά διαφορετικές µέσες τιµές, είναι ο 

συντελεστής µεταβολής ή συντελεστής µεταβλητότητας 

τυπική απόκλιση s
CV  αν  x 0

µέση τιµή x
= = >     ,   

s
CV  αν x 0

x
= <  Αν x 0=  δεν ορίζεται CV. 

 

 Ο συντελεστής µεταβολής εκφράζεται επί τοις εκατό, είναι συνεπώς ανεξάρτητος από τις µονάδες µέτρησης και 

παριστάνει ένα µέτρο σχετικής διασποράς των τιµών  και όχι της απόλυτης διασποράς. 

  

 Ο συντελεστής µεταβολής εκφράζει τη µεταβλητότητα των δεδοµένων απαλλαγµένη από την επίδραση της µέσης 

τιµής. 

  

 Αν για δύο δείγµατα Α και Β ισχύει ACV CVΒ<  τότε το δείγµα Α έχει µεγαλύτερη οµοιογένεια από το Β. 

  

 Ένα δείγµα τιµών µιας µεταβλητής θα είναι οµοιογενές, εάν ο συντελεστής µεταβολής δεν ξεπερνά το 10%. 

 

 Αν η καµπύλη συχνοτήτων για το χαρακτηριστικό που εξετάζουµε είναι κανονική ή περίπου κανονική, τότε η 

τυπική απόκλιση  s  έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

i)  το 68% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα ),( sxsx +−  

ii)  το 95% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα )2,2( sxsx +−  

iii)  το 99,7% περίπου των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστηµα )3,3( sxsx +−  

iv)  το εύρος ισούται περίπου µε έξι τυπικές αποκλίσεις, δηλαδή sR 6≈ . 

 

Εφαρµογή 
Έστω 1 2 vx ,x ,...,x  ν παρατηρήσεις µε µέση τιµή x  και τυπική απόκλιση xs . 

α) Αν 1 2 vy ,y ,...,y  είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν προσθέσουµε σε καθεµιά από τις 1 2 vx ,x ,...,x  µια σταθερά 

c, τότε:  i) cxy ++++==== ,  ii) xy ss ====  

β) Αν 1 2 vy ,y ,...,y  είναι οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουµε τις 1 2 vx ,x ,...,x  επί µια σταθερά  c, 

τότε:  i) xcy ==== ,  ii) xy scs ||====  

  x s x s x s x x s x s x s− − − + + +3 2 2 3  

9 9 , 7 %  
9 5 %  

6 8 %  

 

 s   s  

 3 4 %   3 4 %  

 1 3 ,5 %   1 3 , 5 %  

 2 , 3 5 %   2 ,3 5 %  

 0 , 1 5 %   0 , 1 5 %  
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Πιθανότητες 

Κάθε  πείραµα κατά το οποίο η γνώση των συνθηκών κάτω από τις οποίες εκτελείται καθορίζει πλήρως το αποτέλεσµα 

λέγεται αιτιοκρατικό πείραµα. 

 

Ένα πείραµα του οποίου δεν µπορούµε εκ των προτέρων να προβλέψουµε το αποτέλεσµα ονοµάζεται πείραµα τύχης. 

 

Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων λέγεται δειγµατικός χώρος και συµβολίζεται συνήθως µε το γράµµα  Ω. Αν 

δηλαδή κωωω ,...,, 21  είναι τα δυνατά αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης, τότε ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος θα 

είναι το σύνολο: },...,,{ 21 κωωωΩ = . 

 

Το σύνολο που έχει ως στοιχεία ένα ή περισσότερα αποτελέσµατα ενός πειράµατος τύχης λέγεται ενδεχόµενο  ή γεγονός. 

 

Ένα ενδεχόµενο λέγεται απλό όταν έχει ένα µόνο στοιχείο και σύνθετο αν έχει περισσότερα στοιχεία. 

 

Όταν το αποτέλεσµα ενός πειράµατος, σε µια συγκεκριµένη εκτέλεσή του είναι στοιχείο ενός ενδεχοµένου, τότε λέµε ότι 

το ενδεχόµενο αυτό πραγµατοποιείται ή συµβαίνει. Γι’αυτό τα στοιχεία ενός ενδεχοµένου λέγονται και ευνοϊκές 

περιπτώσεις για την πραγµατοποίησή του. 

 

Ο ίδιος ο δειγµατικός χώρος Ω ενός πειράµατος θεωρείται ότι είναι ενδεχόµενο, το οποίο µάλιστα πραγµατοποιείται 

πάντοτε. Γι’αυτό το Ω λέγεται βέβαιο ενδεχόµενο. 

 

∆εχόµαστε ακόµα ως ενδεχόµενο και το κενό σύνολο ∅  που δεν πραγµατοποιείται σε καµιά εκτέλεση του πειράµατος 

τύχης. Γι’αυτό λέµε ότι το ∅  είναι το αδύνατο ενδεχόµενο. 

 

Το ενδεχόµενο BA∩ , που διαβάζεται “Α τοµή Β” ή “Α και Β” και πραγµατοποιείται, όταν 

πραγµατοποιούνται συγχρόνως τα  Α και  Β. 

 

Το ενδεχόµενο BA∪ , που διαβάζεται “Α ένωση Β” ή “Α ή Β” και πραγµατοποιείται, όταν 

πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα  Α,  Β.  

 

Το ενδεχόµενο A′ , που διαβάζεται “όχι Α” ή “συµπληρωµατικό του Α” και πραγµατοποιείται, όταν δεν 

πραγµατοποιείται το Α. Το A′  λέγεται και “αντίθετο του Α”. 

 
Το ενδεχόµενο BA − , που διαβάζεται “διαφορά του Β από το Α” και πραγµατοποιείται, όταν 

πραγµατοποιείται το Α αλλά όχι το Β. Είναι εύκολο να δούµε ότι BABA ′∩=− . 

 

 

Στον παρακάτω πίνακα τα Α και Β συµβολίζουν ενδεχόµενα ενός πειράµατος και το ω ένα αποτέλεσµα του πειράµατος 

αυτού. 

Το ενδεχόµενο  Α  πραγµατοποιείται Aω∈  
Το ενδεχόµενο  Α  δεν πραγµατοποιείται Aω ′∈  (ή Aω∉ ) 

Ένα τουλάχιστον από τα  Α  και  Β  πραγµατοποιείται BAω ∪∈  
Πραγµατοποιούνται αµφότερα τα  Α  και  Β BAω ∩∈  
Πραγµατοποιείται µόνο το  Α BAω −∈  (ή BAω ∩∈ ΄) 

∆εν πραγµατοποιείται κανένα από τα  Α  και  Β BAω ∪∈ ( )΄ 

Πραγµατοποιείται µόνο ένα από τα  Α  και  Β. )()( ABBA −∪−  ή  )()( BABA ∩′∪′∩  
Πραγµατοποιείται το πολύ ένα από τα  Α  και  Β. ( )'

A Bω∈ ∩  

Η πραγµατοποίηση του Α συνεπάγεται την 

πραγµατοποίηση του Β 
BA⊆  

 
 

∆ύο ενδεχόµενα Α και Β λέγονται ασυµβίβαστα, όταν A B∩ =∅ . 

∆ύο ασυµβίβαστα ενδεχόµενα λέγονται επίσης ξένα µεταξύ τους ή αµοιβαίως αποκλειόµενα. 
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Αν σε ν εκτελέσεις ενός πειράµατος ένα ενδεχόµενο Α  πραγµατοποιείται κ φορές, τότε ο λόγος 
v

κ
 ονοµάζεται σχετική 

συχνότητα του Α και συµβολίζεται µε Af . Ιδιαίτερα αν ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος είναι το πεπερασµένο 

σύνολο },...,,{ 21 λωωωΩ =  και σε ν εκτελέσεις του πειράµατος αυτού τα απλά ενδεχόµενα ){},...,{},{ 21 λωωω  

πραγµατοποιούνται λκκκ ,...,, 21  φορές αντιστοίχως, τότε για τις σχετικές συχνότητες 
v

κ
f

v

κ
f

v

κ
f λ

λ === ,...,, 2
2

1
1  των 

απλών ενδεχοµένων θα έχουµε: 

 1. λif i ,...,2,1,10 =≤≤  (αφού vκ i ≤≤0 ) 

 2. 1
...

... 21
21 ==

+++
=+++

v

v

v

κκκ
fff λ
λ . 

Οι σχετικές συχνότητες πραγµατοποίησης των ενδεχοµένων ενός πειράµατος σταθεροποιούνται γύρω από κάποιους 

αριθµούς (όχι πάντοτε ίδιους), καθώς ο αριθµός των δοκιµών του πειράµατος επαναλαµβάνεται απεριόριστα. Το 

εµπειρικό αυτό εξαγόµενο, το οποίο επιβεβαιώνεται και θεωρητικά, ονοµάζεται στατιστική οµαλότητα ή νόµος των 

µεγάλων αριθµών. 

 

Κλασικός ορισµός της πιθανότητας 
Σε ένα πείραµα µε ισοπίθανα αποτελέσµατα να ορίσουµε ως πιθανότητα του ενδεχοµένου  Α  τον αριθµό: 

)(

)(

νΠεριπτώσεω∆υνατώνΠλήθος

νΠεριπτώσεωΕυνοϊκώνΠλήθος
)(

ΩN

AN
AP == . 

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει άµεσα ότι: 

1.  1
)(

)(
)( ==

Ω
Ω

Ω
N

N
P  

2.  0
)(

0
)( ==∅

ΩN
P  

3.  Για κάθε ενδεχόµενο  Α ισχύει 1)(0 ≤≤ AP , αφού το πλήθος των στοιχείων ενός ενδεχοµένου είναι ίσο ή µικρότερο 

από το πλήθος των στοιχείων του δειγµατικού χώρου. 

 

Αξιωµατικός  Ορισµός  Πιθανότητας 

 

Έστω },...,,{ 21 νωωω=Ω  ένας δειγµατικός χώρος µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Σε κάθε απλό ενδεχόµενο 

}{ iω  αντιστοιχίζουµε έναν πραγµατικό αριθµό, που τον συµβολίζουµε µε )( iωP , έτσι ώστε να ισχύουν: 

            •    1)(0 ≤≤ iωP  

            •    1)(...)()( 21 =+++ νωPωPωP . 

Τον αριθµό )( iωP  ονοµάζουµε πιθανότητα του ενδεχοµένου }{ iω . 

Ως πιθανότητα )(AP  ενός ενδεχοµένου ∅≠= },...,,{ 21 καααA  ορίζουµε το άθροισµα )(...)()( 21 καPαPαP +++ , 

ενώ ως πιθανότητα του αδύνατου ενδεχοµένου ∅  ορίζουµε τον αριθµό 0)( =∅P . 

 

Αν 
v

ωP i

1
)( = , vi ,...,2,1= , τότε έχουµε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου. Στην πράξη, ιδιαίτερα 

στην περίπτωση που δεν ισχύει ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας, ως πιθανότητα ενός ενδεχοµένου Α λαµβάνεται το 

όριο της σχετικής του συχνότητας. 

Όταν έχουµε ένα δειγµατικό χώρο },...,,{ 21 νωωω=Ω  και χρησιµοποιούµε τη φράση “παίρνουµε τυχαία ένα στοιχείο 

του Ω”, εννοούµε ότι όλα τα δυνατά αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα µε πιθανότητα 
v

ωP i

1
)( = , vi ,...,2,1= . 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ 
 

1. Για οποιαδήποτε ασυµβίβαστα µεταξύ τους ενδεχόµενα  Α και  Β ισχύει: )()()( BPAPBAP +=∪  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αν κAN =)(  και λBN =)( , τότε το BA∪  έχει λκ +  στοιχεία, γιατί αλλιώς τα Α και Β δε θα ήταν ασυµβίβαστα. 

∆ηλαδή, έχουµε )()()( BNANλκBAN +=+=∪ . 

Εποµένως:
)(

)(
)(

ΩN

BAN
BAP

∪
=∪

)(

)()(

ΩN

BNAN +
=  

)(

)(

)(

)(

ΩΩ N

BN

N

AN
+= )()( BPAP += . 

 

Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως απλός προσθετικός νόµος  και ισχύει και για περισσότερα από 

δύο ενδεχόµενα. Έτσι, αν τα ενδεχόµενα Α, Β και Γ είναι ανά δύο ασυµβίβαστα θα έχουµε 

)()()()( ΓPBPAPΓBAP ++=∪∪ . 

 
 

2.  Για δύο συµπληρωµατικά ενδεχόµενα  Α  και A′  ισχύει: )(1)( APAP −=′  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Επειδή ∅=′∩ AA , δηλαδή τα Α και A′  είναι ασυµβίβαστα, έχουµε διαδοχικά, σύµφωνα µε τον απλό προσθετικό νόµο: 

  )()()( APAPAAP ′+=′∪  

         )()()( APAPP ′+=Ω  

     )()(1 APAP ′+= . 

Οπότε          )(1)( APAP −=′ . 

 

 

3.  Για δύο ενδεχόµενα  Α  και  Β  ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει: )()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για δυο ενδεχόµενα  Α  και  Β  έχουµε   )()()()( BANBNANBAN ∩−+=∪ ,   (1) 

αφού στο άθροισµα )()( BNAN +  το πλήθος των στοιχείων του BA∩  υπολογίζεται δυο φορές. 

Αν διαιρέσουµε τα µέλη της (1) µε )(ΩN  έχουµε: 

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

ΩΩΩΩ N

BAN

N

BN

N

AN

N

BAN ∩
−+=

∪
 

και εποµένως  )()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪ . 

Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως προσθετικός νόµος. 

 

 

4.       Αν BA ⊆ , τότε )()( BPAP ≤  
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Επειδή BA ⊆  έχουµε διαδοχικά: 

)()( BNAN ≤  

)(

)(

)(

)(

ΩΩ N

BN

N

AN
≤  

                     )()( BPAP ≤ . 

 

 

5. Για δύο ενδεχόµενα  Α  και  Β  ενός δειγµατικού χώρου  Ω  ισχύει )()()( BAPAPBAP ∩−=−  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Επειδή τα ενδεχόµενα BA −  και BA∩  είναι ασυµβίβαστα και ABABA =∩∪− )()( , έχουµε: 

)()()( BAPBAPAP ∩+−= . 

   Άρα  )()()( BAPAPBAP ∩−=− . 
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