Συνημμένο 103.
Πρόβλημα Κατασκευής.
10ι(189). Δίνεται ευθεία (ε) και τα διατεταγμένα σημεία της Α, Δ, Γ, Β, με ΑΓ<ΑΒ/2. Στην ευθεία (ε) να ορισθεί σημείο Ε, για το οποίο να είναι:
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Λύση 1η (Σχήμα 12) [Με βάση την Πρόταση 10ι(185)]..

 (α). Ανάλυση. 
Αν λάβουμε υπόψη μας την Πρόταση 10ι(185), θα διαπιστώσουμε ότι η σχέση (1) αυτής, είναι ανάλογη με την σχέση (1) της ζητούμενης παραπάνω Κατασκευής.[image: image5.emf]ù
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Σχήμα 12.


Μετά την παραπάνω διαπίστωση, υποθέτουμε ότι το ζητούμενο σημείο ορίσθηκε και είναι το Ε, οπότε αρκεί να ορίσουμε, εκτός της ΑΒ σημείο Κ για το οποίο η ΚΓ να είναι κοινή διχοτόμος των γωνιών ΑΚΒ και ΔΚΕ.
Έτσι, αν Γ' είναι το ΣΑ του Γ ως προς τα Α, Β και γράψουμε τον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ΓΓ' τότε για τυχαίο σημείο Κ του κύκλου αυτού, η ΚΓ θα είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ του τριγώνου ΚΑΒ.
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Εξάλλου, αφού το Ε είναι το ζητούμενο θα αληθεύει η (1) και επομένως, σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 10ι(185), ή ΚΕ θα είναι ισογώνιος της ΚΔ, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή του Ε.
(β). Κατασκευή.  

Ορίζουμε το ΣΑ, Γ' του Γ  ως προς τα Α, Β και με διάμετρο το ΓΓ', γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο στον οποίο ορίζουμε τυχαίο σημείο Κ, οπότε σύμφωνα με τα γνωστά, η ΚΓ θα είναι διχοτόμος της γωνίας Κ του τριγώνου ΑΚΒ. Στο τρίγωνο ΚΑΒ, από το Κ φέρουμε την ισογώνιο της ΚΔ που τέμνει την ΑΒ στο Ε. Λέμε ότι τo ζητούμενο σημείο είναι το Ε.
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή στο τρίγωνο ΚΑΒ η ΚΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ και οι ΚΔ, ΚΕ είναι ισογώνιες, σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 10ι(185), θα αληθεύει η σχέση (1). Άρα, το Ε είναι το ζητούμενο.
Τέλος επειδή από την (1) εύκολα παίρνουμε την (2), η κατασκευή του Ε και στην περίπτωση της σχέσεως (2), συμπίπτει με την παραπάνω αναφερόμενη.
(δ). Διερεύνηση. 

Είναι προφανές ότι υπάρχει και δεύτερο σημείο Ε' που αληθεύει τις σχέσεις (1) και (2). Τούτο προφανώς θα είναι το ΣΑ, Ε' του Ε ως προς τα Β, Γ, καθώς και γι’ αυτό θα είναι  
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Με ανάλογο τρόπο εργαζόμαστε και όταν τα Δ, Γ βρίσκονται σε άλλες θέσεις της ευθείας ΑΒ ως προς τα Α, Β.
Παρατηρήσεις.
(α). Είναι φανερό ότι για τη λύση του παραπάνω Προβλήματος χρησιμοποιήσαμε την μέθοδο της «εξόδου από την ευθεία στο επίπεδο».
(β). Είναι δυνατό να χρησιμοποιήσουμε και μερικούς άλλους τρόπους, από αυτούς που έχουμε χρησιμοποιήσει στην λύση της Κατασκευής 2ε(35) του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», τόμος 3.
(γ). Σύμφωνα με τον ορισμό της παραγράφου 10ι(197) 1 και 2 του παραπάνω βιβλίου μου, η δέσμη Κ(ΑΔΓΕΒ), είναι «συμμετρική δέσμη», ενώ η σημειοσειρά Α, Δ, Γ, Ε, Β, είναι «συμμετρική σημειοσειρά».
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Λύση 2η (Σχήμα 13) (Με βάση τα Θεωρήματα Μενελάου και Ceva, κτλ).
 (α). Ανάλυση. 
Επειδή, η δεύτερη ισότητα των (1), μας θυμίζει τα Θεωρήματα Μενελάου Ceva και Πάππου), προσπαθούμε τους λόγους πρώτο και τρίτο της ισότητας (1), που μας είναι γνωστοί, να τοποθετήσουμε καταλλήλως στις πλευρές τριγώνου του οποίου η μία πλευρά να είναι το τμήμα ΒΓ και  του οποίου ζητάμε την διαίρεση με το σημείο Ε (δεύτερος λόγος).
[image: image1.wmf]ΕΒ

ΓΕ

.

ΔΓ

ΑΔ

=

ΓΒ

ΑΓ

Για να επιτύχουμε τούτο εργαζόμαστε ως εξής:
                                                                                                                                           (β). Κατασκευή.  

Σε επίπεδο της ευθείας (ε), ορίζουμε σημείο Α' [προφανώς εκτός της (ε)].
Στο τρίγωνο Α'ΒΓ μεταφέρουμε, με παράλληλες στην ΑΑ' από τα Δ και Γ, τους πρώτο και τρίτο λόγους της (1), στις πλευρές του Α'Γ, Α'Β και έχουμε τα σημεία Δ' και Γ'.

Φέρουμε τις ΒΔ', ΓΓ' που τέμνονται έστω σε σημείο Κ.

Προεκτείνουμε τις Α'Κ και Γ'Δ' που τέμνουν την (ε) στα σημεία Ε και Ε' αντίστοιχα. Λέμε ότι τα Ε και Ε' είναι τα ζητούμενα σημεία.
(γ). Απόδειξη.  
Προφανώς θα είναι:  
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Αν στο τρίγωνο Α'ΒΓ εφαρμόσουμε το Θεώρημα Ceva και λάβουμε υπόψη μας τις (2), θα έχουμε με τη σειρά: 
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Εξάλλου, σύμφωνα με το Θεώρημα Πάππου, για το Πλ. τετράπλευρο Α'Γ'ΚΔ'ΒΓ, θα είναι:   
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Έτσι, η (3) λόγω της (4), γίνεται:      
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Τούτο σημαίνει ότι και το σημείο Ε' αποτελεί λύση του προβλήματος.
Είναι φανερό ότι την σχέση (5) μπορούμε βρούμε και ως εξής:

Από το τρίγωνο Α'ΒΓ και διατέμνουσα την Δ'Γ'Ε', με εφαρμογή του Θεωρήματος Μενελάου και αν λάβουμε υπόψη μας τις (2), παίρνουμε:
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Παρατήρηση.
Είναι προφανές, ότι ο παραπάνω τρόπος λύσης 2 της Κατασκευής είναι πολύ πιο απλός από τον τρόπο 1, καθώς ο τρόπος 1  στηρίζεται στην άγνωστη μέχρι πρότινος Πρόταση 10ι(185). Όμως τούτον ανάφερα εδώ σα μια εφαρμογή της Πρότασης αυτής, αλλά και για να επισημάνω ότι την Πρόταση αυτή μπορούμε να χρησιμοποιούμε, σε παρόμοιες περιπτώσεις.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  9-12-2011.
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