Συνημμένο 106.

Κατασκευή Αρμονικής Ενέλιξης.

10ι(201). Δίνεται ευθεία (ε) και η τετράδα των διατεταγμένων σημείων της Α, Β, Γ, Δ, με ΑΓ<ΒΔ.

Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα μόνο ζεύγος σημείων Ε, Ε' της ίδιας ευθείας (ε), τα οποία χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ.
Λύση  (Σχήμα 17).

(α). Ανάλυση. 
Αν υποθέσουμε ότι τα ζητούμενα σημεία είναι τα Ε, Ε', τότε αυτά θα είναι ΣΑ ως προς τα Α, Β, αλλά ταυτόχρονα και προς τα Γ, Δ.
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Άρα, αν Κ είναι σημείο εκτός της ευθείας (ε), τότε οι δέσμες Κ(ΑΕΒΕ') και Κ(ΔΕ'ΓΕ) θα είναι αρμονικές.
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'
Αν το Κ επιλεγεί έτσι ώστε να είναι 
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Σχήμα 17.

ΑΚΒ=
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ΓΚΔ, η ΚΕ να είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ, αλλά συγχρόνως η ΚΕ' διχοτόμος της γωνίας ΓΚΔ, επειδή τα Ε, Ε', είναι ΣΑ ως προς τα Α, Β, γι’ αυτό η ΚΕ' θα είναι η εξωτερική διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ, και άρα 
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 στην ΚΕ, ή 
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ΕΚΕ'=1L.

Ακόμη η ΚΕ, επειδή είναι κάθετη στην ΚΕ', η ΚΕ θα είναι εξωτερική διχοτόμος της γωνίας ΓΚΔ. Έτσι, αφού ΚΕ
[image: image5.wmf]⊥

ΚΕ' ή 
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ΕΚΕ'=1L και οι ΚΕ, ΚΕ' θα είναι διχοτόμοι των ίσων γωνιών ΑΚΒ, ΓΚΔ αντίστοιχα, εύκολα βρίσκουμε ότι και 
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ΑΚΓ=
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ΒΚΔ=1L. Τούτο σημαίνει ότι το σημείο Κ είναι σταθερό και εύκολα κατασκευάζεται, καθώς τα τμήματα ΑΓ και ΒΔ είναι τμήματα γνωστά και φαίνονται από το Κ με ορθή γωνία.

[image: image9.wmf]Μετά τα παραπάνω, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Με διαμέτρους τα σταθερά τμήματα ΑΓ, ΒΔ γράφουμε κύκλους των οποίων η μια τομή έστω ότι είναι το σημείο Κ.
Φέρουμε τις διχοτόμους των γωνιών ΑΚΒ, ΓΚΔ οι οποίες τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία Ε, Ε' αντίστοιχα, τα οποία λέμε ότι είναι το ζητούμενο ζεύγος σημείων.
(γ). Απόδειξη.  
Αρκεί να δείξουμε ότι τα Ε, Ε' χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ. Πραγματικά, επειδή 
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ΑΚΓ=
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ΒΚΔ=1L 
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ΑΚΒ+
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ΒΚΓ=
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ΓΚΒ+
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ΓΚΔ 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]∠

ΑΚΒ=
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ΓΚΔ.
Έτσι, επειδή και οι ΚΕ, ΚΕ' είναι διχοτόμοι των ίσων γωνιών ΑΚΒ, ΓΚΔ εύκολα βρίσκουμε ότι και  
[image: image20.wmf]∠

ΕΚΕ'=1L, ή ΕΚ
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ΚΕ' ή οι ΕΚ, ΚΕ' είναι και εξωτερικές διχοτόμοι των γωνιών ΓΚΔ, ΑΚΒ αντίστοιχα, οπότε σύμφωνα με τα γνωστά τα Ε, Ε' είναι τα ΣΑ των Α, Β, αλλά τα Ε, Ε' είναι τα ΣΑ και των Γ, Δ, ή ότι τα Ε, Ε' χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ ταυτόχρονα.
(δ). Διερεύνηση. 

Επειδή η διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ είναι μία και κατασκευάζεται πάντοτε και το ζεύγος των σημείων Ε  Ε' είναι μόνο ένα, επειδή κάτι ανάλογο ισχύει και για τη γωνία ΓΚΔ, το πρόβλημα έχει πάντοτε λύση και μάλιστα μόνο μια, το ζεύγος των σημείων Ε, Ε'.
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Παρατηρήσεις.ε
(α). Είναι φανερό ότι για τη λύση του παραπάνω Προβλήματος χρησιμοποιήσαμε την μέθοδο της «εξόδου από την ευθεία στο επίπεδο».

(β) Εδώ θα δώσουμε μερικά στοιχεία για την ενέλιξη (περιτύλιξη).
1/. Ενέλιξη σημειoσειράς. 

Για το θέμα αυτό ελάχιστα στοιχεία βρήκα στη βιβλιογραφία (Ζητώ από τους φίλους σχετικές πληροφορίες αν έχουν υπόψη τους, ή πηγές. Μία πηγή βέβαια μόνο για αναρμονικές ενελίξεις, είναι οι Ιησουίτες §1220 και 2109).
α/. Αρμονική ενέλιξη σημειoσειράς.

1. Ορισμός.
Τα ζεύγη των συνευθειακών σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',…., λέμε ότι βρίσκονται σε αρμονική ενέλιξη, όταν όλα αυτά τα ζεύγη, διαιρούν αρμονικά ένα τμήμα ΜΜ', της ίδιας ευθείας. 
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Δηλαδή είναι:     
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, …….                   (1) .
ή  (MM'AA')= (MM'ΒΒ')= (MM'ΓΓ')=……=1,                                                         (2).
ή, αν ληφθεί υπόψη Θεώρημα του Νεύτωνα και το μέσον Ο του τμήματος  ΜΜ', τότε θα έχουμε:  ΜΟ2=Μ'Ο2=ΟΑ.ΟΑ'= ΟΒ.ΟΒ'= ΟΓ.ΟΓ'=…….                           (3).
2.  Ορολογία.

Το Ο ονομάζεται κέντρο της ενέλιξης, το   ΜΟ2 ή Μ'Ο2, δύναμη της ενέξιξης, συζυγή, τα ζεύγη των σημείων Α - Α', Β - Β', Γ - Γ',…., ενώ το ζεύγος των σημείων Μ, Μ' διπλά σημεία.
3.  Προσδιορισμός αρμονικής ενέλιξης.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι μία ενέλιξη προσδιορίζεται, όταν είναι γνωστά τα διπλά της σημεία, ή το κέντρο της και η δύναμή της, ή δύο ζεύγη συζυγών σημείων της.
β/. Αναρμονική ενέλιξη σημειoσειράς.
Σε αυτή θα αναφερθούμε αργότερα [Περισσότερα στην παράγραφο 10ι(197), του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», τόμος 10].                                      
                                                                                                                                           (γ). Μετά την παραπάνω Κατασκευή 10ι(201) και τον ορισμό της παραπάνω 
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παρατήρησης (β), παρατηρούμε ότι στο παραπάνω σχήμα 17, έχουμε μια αρμονική ενέλιξη, καθώς, και τα δύο τμήματα ζεύγη ΑΒ και ΓΔ χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος των σημείων Ε, Ε'. Άρα, σύμφωνα με την παραπάνω ορολογία έχουμε μια αρμονική ενέλιξη. Τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ βρίσκονται σε ενέλιξη, με διπλά τα σημεία Ε, Ε', με κέντρο το μέσον Μ του τμήματος ΕΕ' και συζυγή τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ. Για το κέντρο Μ της ενέλιξης, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι: 

ΕΜ2=Ε'Μ2= ΜΚ2=ΜΑ.ΜΒ= ΜΓ.ΜΔ,                                                                   (4).
οπότε η δύναμη της ενέλιξης είναι: ΕΜ2, ή.Ε'Μ2.
(δ). Επέκταση της Πρότασης 10ι(201) αποτελεί η παραπάνω Πρόταση 11(1).τόμος 11, του βιβλίου μου, «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας»,
(ε). Την παραπάνω Κατασκευή, καταχώρισα στην παράγραφο 10ι(201), τόμος 10, του παραπάνω βιβλίου μου με την πρωτοεμφανιζόμενη πιστεύω παραπάνω λύση της.

                                                                                       Θεσσαλονίκη  1-1-2012.

                                                                                               Νίκος Κυριαζής.
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