Συνημμένο 107.

Κατασκευή μας άλλης Αρμονικής Ενέλιξης.

10ι(200). Δίνεται ευθεία (ε) και η τετράδα των διατεταγμένων σημείων της Α, Γ, Δ, Β, με ΑΔ<ΒΓ.

Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα μόνο ζεύγος σημείων Ε, Ε' της ίδιας ευθείας (ε), τα οποία χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ.
Λύση  (Σχήμα 18).

(α). Ανάλυση. 
Αν υποθέσουμε ότι τα ζητούμενα σημεία είναι τα Ε, Ε', τότε αυτά θα είναι ΣΑ ως προς τα Α, Β, αλλά ταυτόχρονα και ως προς τα Γ, Δ.

Άρα, αν Κ είναι σημείο κύκλου διαμέτρου ΕΕ' εκτός της ευθείας (ε), τότε οι δέσμες Κ(ΒΑΕΕ') και Κ(ΔΓΕΕ') θα είναι αρμονικές και η ΚΕ είναι κοινή διχοτόμος των γωνιών ΑΚΒ και ΓΚΔ, ενώ η ΚΕ' είναι η κοινή εξωτερική διχοτόμος των ίδιων γωνιών.
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Σχήμα 18.


Επομένως θα είναι 
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ΑΚΕ=
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ΕΚΒ και 
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ΕΚΔ
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ΒΚΓ, οπότε αν οι δύο τελευταίες γωνίες ληφθούν ορθές, το Κ θα είναι σταθερό γιατί και τα τμήματα ΑΔ, ΒΓ είναι σταθερά.
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Εξάλλου, επειδή και τα Ε, Ε' είναι ΣΑ, ως προς τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Β, Γ, η γωνία ΕΚΕ' είναι ορθή, οπότε και ο Απολλώνιος κύκλος διαμέτρου ΕΕ' θα περνά από το Κ.
Μετά τα παραπάνω οδηγούμαστε στην παρακάτω Κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Με διαμέτρους τα σταθερά τμήματα ΑΔ, ΒΓ γράφουμε κύκλους που τέμνονται στα συμμετρικά σημεία Κ, Κ', ως προς την (ε).

Φέρουμε τη  διχοτόμο της γωνίας ΑΚΒ, η  οποία τέμνει την ευθεία (ε) στα σημείο Ε. Αν Ε' είναι η τομή της κάθετης στην ΚΕ στο Κ και της ευθείας (ε), τότε λέμε ότι τα Ε, Ε' είναι το ζητούμενο ζεύγος σημείων.

(γ). Απόδειξη.
Επειδή η ΚΕ ελήφθη διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ και επειδή 
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ΑΚΔ =
[image: image11.wmf]∠

ΒΚΓ=1L, εύκολα βρίσκουμε ότι οι ΚΓ, ΚΔ είναι ισογώνιες στο τρίγωνο ΑΚΒ και επομένως η ΚΕ είναι διχοτόμος και της γωνίας ΓΚΔ, ενώ η ΚΕ' θα είναι εξωτερική διχοτόμος των γωνιών ΑΚΒ και ΓΚΔ, καθώς η ΚΕ' ελήφθη κάθετη στην ΚΕ. Τούτο σημαίνει ότι τα Ε, Ε' τέμνουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ. 
(δ). Διερεύνηση. 
Επειδή οι τομές των κύκλων Κ, Κ' είναι συμμετρικές ως προς την (ε) και αν την Κ' λάβαμε, αντί της Κ, πάλι τα ίδια ζητούμενα σημεία Ε, Ε' θα προκύψουν.

Ακόμη επειδή τα Κ, Κ', όπως και η κοινή διχοτόμος ΚΕ των δύο γωνιών, αλλά και η εξωτερική τους διχοτόμος, κατασκευάζονται πάντοτε και το πρόβλημα 10ι(200) έχει πάντοτε λύση.
Παρατηρήσεις.ε

(α). Είναι προφανές ότι το Πρόβλημα αυτό θα μπορούσε να λυθεί με έναν πιο γενικό τρόπο. Σύμφωνα με αυτόν, το Κ λαμβάνεται ως τομή δύο τόξων κύκλων τα οποία κατασκευάζουμε με χορδές ΑΔ, ΒΓ και με τυχαίες ίσες γωνίες, αντί με γωνίες 909, που χρησιμοποιήσαμε στην παραπάνω λύση. Την λύση αυτή έχω καταχωρήσει στο βιβλίου μου, «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», στην παράγραφο 10ι(200). Εδώ δεν κρίνω σκόπιμο να τη δώσω, καθώς είναι παρεμφερής με την παραπάνω.
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(β). Μετά την παραπάνω Κατασκευή 10ι(200) και τον ορισμό που αναφέρεταιστην παρατήρηση (β), της  Κατασκευής 10ι(201), παρατηρούμε ότι στο παραπάνω σχήμα 18, έχουμε μια άλλη αρμονική ενέλιξη, καθώς και τα δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος των σημείων Ε, Ε'. Άρα, σύμφωνα με τη σχετική ορολογία, που αναφέραμε στην παρατήρηση (β) της Κατασκευής 10ι(201), τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ βρίσκονται σε ενέλιξη, με διπλά τα σημεία Ε, Ε', με κέντρο το μέσον Η του τμήματος ΕΕ' και συζυγή τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ.  Για το κέντρο Η της ενέλιξης, εύκολα βρίσκουμε ότι είναι:              ΕΗ2=Ε'Η2= ΗΚ2=ΗΑ.ΗΒ = ΗΓ.ΗΔ,                             (4).

οπότε η δύναμη της ενέλιξης είναι: ΕΗ2, ή Ε'Η2.

(δ). Επέκταση της Κατασκευής 10ι(200) αποτελεί η παραπάνω Κατασκευή 11(1).τόμος 11, του βιβλίου μου, «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», ενώ η 10ι(201) είναι σχετική με την 10ι(200).
(ε). Την παραπάνω Κατασκευή, καταχώρισα στην παράγραφο 10ι(200), τόμος 10, του παραπάνω βιβλίου μου με την πρωτοεμφανιζόμενη πιστεύω παραπάνω λύση της.

                                                                                       Θεσσαλονίκη  5-1-2012.

                                                                                               Νίκος Κυριαζής.
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