Συνημμένο 115.
Κατασκευή Αρμονικής Κυκλικής Ενέλιξης.

[Επέκταση της Πρότασης 10ι(200) από Ευθεία και σε Κύκλο].
10ι(44).  Δίνεται κύκλος (Ο,ρ) ή (κ) και η τετράδα των διατεταγμένων σημείων του Α, Β, Δ, Γ [Πρόκειται δηλαδή για δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Γ, Δ , που δεν χωρίζονται ( δηλαδή οι ΑΒ, ΔΓ δεν τέμνονται μέσα στον κύκλο)].

Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ζεύγος σημείων Ε, Ε' του κύκλου (κ), τα οποία χωρίζουν αρμονικά και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Γ, Δ, ή για τα οποία τα τετράπλευρα ΑΕΒΕ', ΓΕΔΕ' είναι αρμονικά ή ότι είναι: (ΑΒΕΕ')=(ΓΔΕΕ')=1.  (1).
[image: image1.emf](ê)


Ï


Í


Á


Â


Ä


Ã


Ë


Ê


Å


Å'


Ç


Æ'


Æ


Ã'


Ì


å


å'


Ó÷Þìá 30.




(κ)

Ο

Ν

Α

Β

Δ

Γ

Λ

Κ

Ε

Ε'

Η

Ζ'

Ζ

Γ'

Μ

ε

ε'

Σχήμα 30.


                                                               -2-
Λύση  (Σχήμα 30).
(α). Ανάλυση. 
Αν υποθέσουμε ότι το ζητούμενο ζεύγος σημείων είναι το Ε, Ε', τότε τα τετράπλευρα ΑΕΒΕ', ΓΕΔΕ', θα πρέπει να είναι αρμονικά, οπότε σύμφωνα με την Πρόταση 2 α(53)(αντίστροφο) του βιβλίου μου, «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», και που έχω αναρτήσει με την εργασία μου «Αρμονικά Εξάγωνα», λήμμα 5 § 4ε] ή Ε, Ε' θα περνά από τις τομές Κ≡ΑΔ∩ΒΓ, Λ≡ΑΓ∩ΒΔ ή Κ≡ΑΔ∩ΒΓ∩ΕΕ' και Λ≡ΑΓ∩ΒΔ∩ΕΕ'.
Τούτο μπορεί να αποδειχθεί και ως εξής: Επειδή τα τετράπλευρα ΑΕΒΕ', ΓΕΔΕ', θα πρέπει να είναι αρμονικά, θα είναι Ε(ΑΒΕΕ')=1
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(ΑΒΕΕ')=1
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 (ΑΒεΝ)=1. Τούτο σημαίνει ότι η τομή ε των ΑΒ και ΕΕ' είναι σημείο της πολικής της τομής Ν≡ΑΒ∩ΓΔ. Όμοια βρίσκουμε ότι και η τομή ε'≡ΓΔ∩ΕΕ', είναι σημείο της πολικής του Ν, οπότε η εε' ή ΕΕ' είναι η πολική του Ν και επειδή και το Κ ανήκει στην πολική του Ν, η ΕΕ' θα περνά από το Κ. Όμοια βρίσκουμε ότι η ΕΕ' περνά και από το Λ.

[image: image4.wmf]Μετά τα παραπάνω, οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.

(β). Κατασκευή.
Ορίζουμε τις τομές Κ≡ΑΔ∩ΒΓ, Λ≡ΑΓ∩ΒΔ, φέρουμε την ΚΛ η οποία τέμνει τον κύκλο (κ) στα σημεία Ε, Ε' οπότε λέμε ότι τα ζεύγος των σημείων Ε, Ε', είναι το ζητούμενο.
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή είναι Κ≡ΑΔ∩ΒΓ∩ΕΛ και Λ≡ΑΓ∩ΒΔ∩ΕΕ', σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 2 α(53)(ευθύ), τα τετράπλευρα ΑΕΒΕ', ΓΕΔΕ' είναι πραγματικά αρμονικά [Δηλαδή αληθεύει η παραπάνω σχέση (1)].

Τούτο μπορεί να αποδειχθεί και ως εξής:

Επειδή η ΚΛ ή ΕΕ' είναι η πολική του Ν, θα είναι (ΑΒεΝ)=1, ή Ε(ΑΒΕΕ')= 1 ή (ΑΒΕΕ')=1, οπότε το τετράπλευρο ΑΕΒΕ', θα είναι αρμονικό. Όμοια βρίσκουμε ότι και το τετράπλευρο ΓΕΔΕ' είναι αρμονικό.
Παρατηρήσεις.ε

(α). Μετά την παραπάνω Πρόταση 10ι(44), την Πρόταση 11(28), που η ανάρτησή της θα ακολουθήσει και τον σχετικό ορισμό, που αναφέρεται στην παράγραφο 10ι(197), του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας» και η ανάρτηση 
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της οποίας θα ακολουθήσει, αλλά και σε αντιστοιχία με τον ορισμό της σημειοσειράς της Πρότασης 10ι(200), Παρατήρηση (β), συμπεραίνουμε ότι τα ζεύγη των σημείων Α, Β και Γ, Δ βρίσκουμε σε Αρμονική Κυκλική Ενέλιξη.  

Για την Ενέλιξη αυτή διακρίνουμε τα παρακάτω στοιχεία της:
- Τα Ε, Ε', είναι τα Διπλά σημεία της.

- Το μέσον Η του τμήματος ΕΕ', είναι το Κέντρο της.

- Συζυγή σημεία της, είναι τα ζεύγη των σημείων της Α, Β και Γ, Δ.

- Δύναμή της το ΕΗ2, ή το Ε'Η2, καθώς, όπως θα δούμε με την Πρόταση 11(28), είναι   ΕΗ2= Ε'Η2= ΑΗ.ΗΒ=ΓΗ.ΗΔ.                                                                            (3.

Παρατηρούμε δηλαδή, ότι και εδώ συμβαίνει αναλογικά, ότι συμβαίνει και με κάθε συνευθιακή τετράδα σημείων [Προτάσεις 10ι(200) και 11(28).

(β). Αν φέρουμε την ΚΝ και αυτή τέμνει τον κύκλο (κ) στα σημεία Ζ, Ζ', τότε και για τα δύο ζεύγη σημείων Α, Γ και Β, Δ, που δεν χωρίζονται, θα έχουμε και μία δεύτερη Αρμονική Κυκλική Ενέλιξη, με τα παρακάτω στοιχεία:

- Τα Ζ, Ζ', είναι τα Διπλά σημεία της.

- Το μέσον Μ του τμήματος ΖΖ', είναι το Κέντρο της.

- Συζυγή σημεία της, είναι τα ζεύγη των σημείων της Α, Γ και Β, Δ.

- Δύναμή της το ΖΜ2, ή το Ζ'Μ2 (όπου Μ το μέσον της ΖΖ') καθώς, όπως θα δούμε με την Πρόταση 11(28), είναι   ΖΜ2= Ζ'Μ2= ΑΜ.ΜΓ=ΒΜ.ΜΔ.                                (3).

(γ)Την παραπάνω Πρόταση, καταχώρησα στην παράγραφο 10Ι(44) τόμος 10, του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας».
(δ). Ειδική περίπτωση της Πρότασης 10ι(44) αποτελεί η παραπάνω Πρόταση 10ι(200). 
                                                                                       Θεσσαλονίκη  16-2-2012.

                                                                                               Νίκος Κυριαζής.
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