Συνημμένο 122.
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ. 
11(27). Στον περιγεγραμμέο κύκλο (Ο,ρ) ή (κ), τριγώνου ΑΒΓ, δίνεται σημείο Δ. Να αποδειχθεί ότι στον ίδιο κύκλο, υπάρχει σημείο Ε τέτοιο ώστε, η κορυφή Α και οι τομές Κ ≡ ΒΕ∩ΓΔ, Λ ≡ΒΔ∩ΓΕ, να είναι σημεία συνευθειακά.

Λύση (Σχήμα 36).   

(α).  Ανάλυση.
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Σχήμα 36.

Αν Ε είναι το ζητούμενο σημείο και αν Ζ≡(Ο, ρ)∩ΑΛ, τότε σύμφωνα με την Πρόταση 2α(53) (ευθύ), την οποία έχω αναρτήσει  εδώ με την εργασία μου «Αρμονικά Εξάγωνα», τα τετράπλευρα ΑΔΖΕ, ΒΑΓΖ, θα είναι Αρμονικά.
Τούτο αποδεικνύεται αναλυτικά και ως εξής:
Επειδή η ΑΚΛ είναι ευθεία, από την υπόθεση, τα σημεία Κ, Λ θα είναι ΣΑ ως προς τα Α, Ζ, οπότε θα είναι: 
(ΑΖΚΛ)=1 ή Β(ΑΖΚΛ)=1 και Δ(ΑΖΚΛ)=1 ή Β(ΑΖΕΔ)=1 και Δ(ΑΖΓΒ)=1 ή (ΑΖΕΔ)=1 και (ΑΖΓΒ)=1. Οι δύο τελευταίες ισότητες, φανερώνουν ότι τα τετράπλευρα ΑΔΖΕ και ΑΒΖΓ είναι αρμονικά.
Τούτο σημαίνει ότι είναι δυνατή κατά γνωστά, η κατασκευή του σημείου Ζ και στη συνέχεια η κατασκευή του σημείου Ε, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή:
(β). Κατασκευή. 
Κατασκευάζουμε, όπως στην κατασκευή 11(30), το αρμονικό τετράπλευρο ΒΑΓΖ, του οποίου γνωρίζουμε τις τρεις κορυφές Α, Β, Γ και στη συνέχεια, με όμοιο τρόπο, κατασκευάζουμε το αρμονικό τετράπλευρο ΑΔΖΕ του οποίου έχουμε τις κορυφές Α, Δ και η Ζ, που έχουμε ήδη κατασκευάσει.
Λέμε ότι το σημείο Ε είναι το ζητούμενο.
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(γ). Απόδειξη.  
Πραγματικά, το Ε είναι το ζητούμενο σημείο, καθώς τα δύο τετράπλευρα ΑΔΖΕ, ΒΑΓΖ είναι αρμονικά από την κατασκευή τους, οπότε σύμφωνα με το αντίστροφο της Πρότασης 2α(53), τα Α, Κ, Ζ, Λ είναι συνευθειακά.

Τούτο αποδεικνύεται αναλυτικά και ως εξής:

Επειδή τα τετράπλευρα ΑΔΖΕ, ΒΑΓΖ είναι αρμονικά από την κατασκευή τους, θα είναι:   (ΑΖΕΔ)=1 και (ΑΖΓΒ)=1. ή Β(ΑΖΕΔ)=1 και Δ(ΑΖΓΒ)=1, ή Β(ΑΖΚΛ)=1 και Δ(ΑΖΚΛ)=1. Οι δύο τελευταίες δέσμες επειδή είναι ίσες και τα σημεία Α, Κ Ζ είναι συνευθειακά, από την υπόθεση και το Λ θα ανήκει στην ίδια ευθεία (Αντίστροφο γνωστού Θεωρήματος του Πάππου, που εύκολα αποδεικνύεται, με άτοπο απαγωγή, και που δίνεται στην Πρόταση 8ι(11) τόμος 8 του βιβλίου μου 
«Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας».
Παρατηρήσεις.ε

(α). Την παραπάνω Πρόταση, καταχώρησα στην παράγραφο 11(27) τόμος 11, του παραπάνω βιβλίου μου. 
(β). Πιστεύω ότι η Κατασκευή αυτή είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.
                                                                                       Θεσσαλονίκη  5-3-2012.

                                                                                             Νίκος Κυριαζής.
