Συνημμένο 126.
ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΤΗΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ 10ι(185) ΤΩΝ ΙΣΟΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ ΚΑΙ ΣΕ ΕΥΘΕΙΑ. 
11(36). Σε ευθεία (ε) δίνεται η διατεταγμένη τετράδα σταθερών σημείων Α, Γ, Δ, Β. Η ικανή και αναγκαία συνθήκη, για να χωρίζονται αρμονικά και τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Γ, Δ, από ένα τρίτο ζεύγος σημείων Ε, Ε' της ίδιας ευθείας [Τούτο μπορεί να συμβεί; Η απάντηση είναι θετική. Βλέπε την Κατασκευή 10ι(200)], είναι να αληθεύει η σχέση:             
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Λύση (Σχήμα 39).
(α). Αναγκαίο.
Θεωρούμε ότι πραγματικά, το ζεύγος των σημείων Ε, Ε' (το Ε μεταξύ των Γ και Δ) χωρίζει αρμονικά τα δύο ζεύγη σημείων Α, Β και Γ, Δ. Δηλαδή τα Ε, Ε' είναι ΣΑ και των δύο ζευγών σημείων Α, Β και Γ, Δ. Θα αποδείξουμε ότι αληθεύει η σχέση (1).
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Γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ΕΕ' και ορίζουμε στον κύκλο αυτό τυχαίο σημείο Κ [εκτός της ευθείας (ε)].

Επειδή (ΒΑΕΕ')=1, η δέσμη Κ(ΒΑΕΕ')=1 είναι αρμονική και επειδή ΚΕ'
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ΚΕ, η ΚΕ θα είναι εσωτερική διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ, ενώ η ΚΕ' εξωτερική διχοτόμος της ίδιας γωνίας [Συμπλήρωμα Γεωμετρίας Ν. Πνευματικού 1974 (αντίστροφο)].
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Ομοίως, επειδή και (ΔΓΕΕ')=1  και ΚΕ'
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ΚΕ η ΚΕ θα είναι εσωτερική διχοτόμος της γωνίας ΓΚΔ, ενώ η ΚΕ' εξωτερική διχοτόμος της ίδιας γωνίας.

Ακόμη, επειδή η ΚΕ είναι κοινή διχοτόμος των γωνιών ΑΚΒ και ΓΚΔ οι ΚΓ, ΚΔ είναι ισογώνιες για το τρίγωνο ΚΑΒ, οπότε σύμφωνα με την παραπάνω Πρόταση 10ι(185), (του συνημμένου μου 102), θα είναι:   
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(β). Ικανό.
Έστω ότι για τα Γ, Δ και σημείο Ε της (ε), αληθεύει η σχέση (1).

Θα αποδείξουμε ότι το Ε με το ΣΑ του Ε', χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ.

Αν γράψουμε δύο τόξα με χορδές τμήματα ΑΔ, ΒΓ και ίσες γωνίες και προς το ίδιο μέρος της (ε), τα οποία τέμνονται έστω σε σημείο Κ, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι στο τρίγωνο ΚΑΒ οι ΚΓ, ΚΔ είναι ισογώνιες, οπότε σύμφωνα με της Πρότασης 10ι(185), θα είναι και      
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Έτσι, από τις (1), (2)
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, οπότε και η ΚΕ θα είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΚΒ και άρα, αφού οι ΚΓ, ΚΔ είναι ισογώνιες, η ΚΕ θα είναι διχοτόμος και της γωνίας ΓΚΔ.

Άρα, αν Ε' είναι το ΣΑ του Ε, ως προς τα Α, Β, τότε τα Ε, Ε' θα χωρίζουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ.

Βλέπουμε λοιπόν ότι αν αληθεύει η (1), τότε τα δύο τμήματα ΑΒ, ΓΔ, θα τέμνονται αρμονικά από το Ε και το ΣΑ Ε' του Ε, ως προς τα Α, Β.

Συμπέρασμα.
Συνεπώς, η Πρόταση 10ι(185) των ισογώνιων του τριγώνου, αληθεύει και στην ευθεία, κατάλληλα προσαρμοζόμενη. Δηλαδή και όταν το τρίγωνο εκφυλλισθεί σε ευθεία.

Παρατηρήσεις .

(α). Την παραπάνω Πρόταση, καταχώρησα στην παράγραφο 11(36) τόμος 11, του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας». 
(β). Επειδή  
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η σχέση (1), γίνεται:     
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Εξάλλου, η (1) γράφεται και έτσι:  
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η οποία λόγω των (3) γίνεται:  
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Συνεπώς, η Πρόταση 11(36), αληθεύει και για τις σχέσεις (4), (5) και (6).
(γ). Αν λάβουμε υπόψη μας το διευκρινιστικό σημείωμα του συνημμένου μου 123, μπορούμε να κάνουμε και για την περίπτωση της Πρότασης 11(36),

ανάλογο διευκρινιστικό σημείωμα, για να κατανοήσουμε πως από την Πρόταση 10ι(185) που ισχύει για τρίγωνο, προκύπτει η Πρόταση 11(36),

 η οποία αληθεύει και στην ευθεία, κατάλληλα προσαρμοσμένη. Δηλαδή και όταν το τρίγωνο εκφυλισθεί σε ευθεία. 

                                                                                        Θεσσαλονίκη  21-3-2012.
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