Συνημμένο 128.
ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ 10ι(200).

Κατασκευή ενέλιξης ν ζευγών σημείων.
11(34). Σε ευθεία να τοποθετηθούν ν ζεύγη σημείων (από τα άπειρα που υπάρχουν), τα οποία (ζεύγη)  δεν χωρίζονται μεταξύ τους, αλλά το πρώτο (ζεύγος) βρίσκεται μέσα στο δεύτερο, το δεύτερο μέσα στο τρίτο, κοκ, και έτσι ώστε τα παραπάνω ν ζεύγη σημείων, να χωρίζονται αρμονικά, από ένα άλλο ζεύγος σημείων. 
Ή με άλλη διατύπωση:
Σε ευθεία να τοποθετηθούν ν τμήματα (από τα άπειρα που υπάρχουν), τέτοια ώστε το πρώτο τμήμα να βρίσκεται μέσα στο δεύτερο, το δεύτερο μέσα στο τρίτο, κοκ, έτσι ώστε όλα τα παραπάνω ν τμήματα, να χωρίζονται αρμονικά, από ένα ζεύγος σημείων.
Λύση (Σχήμα 41).   

(α).  Ανάλυση.
Έστω ότι τοποθετήθηκαν τα ν ζεύγη σημείων στην ευθεία (ε) και είναι τα   Α-Α', Γ-Γ', Β-Β', …, Ν-Ν', τα οποία χωρίζονται αρμονικά από το ζεύγος των σημείων Μ-Μ' 
Για να συμβαίνει αυτό πρέπει τα Μ-Μ' να είναι συζυγή αρμονικά όλων των ζευγών σημείων Α-Α', Γ-Γ', Β-Β', …, Ν-Ν'.
Έτσι, αν υποθέσουμε ότι τοποθετήσαμε στην (ε) δύο τυχαία ζεύγη σημείων από τα ζητούμενα και αυτά είναι τα Α-Α' και Β-Β', τότε σύμφωνα με την Κατασκευή 10ι(200), υπάρχει ζεύγος σημείων Μ-Μ', το οποίο χωρίζει αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΑ' και ΒΒ' και τα οποία κατασκευάζονται, όπως περιγράφεται στην Κατασκευή 10ι(200). Ο καθορισμός των υπολοίπων ζευγών σημείων είναι εύκολος, οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 
(β). Κατασκευή. 
Γράφουμε τους δύο κύκλους διαμέτρων ΑΒ', ΒΑ' των οποίων η μία τομή έστω ότι είναι το σημείο Λ. Φέρουμε την διχοτόμο της γωνίας ΑΛΑ' η οποία θα είναι διχοτόμος και της γωνιάς ΒΛΒ', η οποία τέμνει την (ε) στο Μ. Φέρουμε την κάθετη στην 
                                                                   -2-
[image: image1.emf](å)


(ê)


R


ö


ö


ô


ô


Ê


×


×'


Ã


ã


ã'


Â


Á


Ì'


Ì


Ó


Ñ


Ñ'


Ð


Ó'


Á'


Â'


â


á


ù


ù


Ä


á'


â'


Ã'


Ë


Ë'


Ó÷Þìá 41.




(ε)

(κ)

R

φ

φ

τ

τ

Κ

Χ

Χ'

Γ γ

γ'

Β

Α

Μ'

Μ

Σ

Ρ

Ρ'

Π

Σ'

Α'

Β'

β

α

ω

ω

Δ

α'

β'

Γ'

Λ

Λ'

Σχήμα 41.


                                                                    -3-

ΛΜ στο Λ, που τέμνει την (ε) στο Μ'.
 Κατασκευάσαμε επομένως τα δύο ζεύγη σημείων Α-Α', Β-Β', τα οποία χωρίζονται αρμονικά από τα Μ-Μ' [Κατασκευή 10ι(200)].
Για να κατασκευάσουμε το ζεύγος Γ-Γ', δεν έχουμε παρά να φέρουμε από το Λ ευθείες συμμετρικές ως προς την ΛΜ.

Το ίδιο κάνουμε και για το τέταρτο ζεύγος Δ-Δ', και συνεχίζουμε έτσι μέχρι το ν-στο ζεύγος σημείων.
(γ). Απόδειξη.  
Σύμφωνα με την κατασκευή 10ι(200) τα Μ-Μ' χωρίζουν αρμονικά πραγματικά τα τμήματα ΑΑ', ΒΒ'. 
 Εξάλλου επειδή η ΛΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΓΛΓ', από την κατασκευή της, και επειδή η ΛΜ' είναι κάθετη στην Μ στο Λ,  τα M, Μ' θα χωρίζουν αρμονικά και το τμήμα ΓΓ'.
Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο και αποδεικνύουμε ότι και τα τμήματα ΔΔ', ΕΕ',… χωρίζονται αρμονικά από τα Μ, Μ'. 
(δ). Διερεύνηση.
Το πρόβλημα, έτσι όπως δίνεται είναι αόριστο, καθώς είμαστε ελεύθεροι να επιλέξουμε εμείς τα ζεύγη όλων των σημείων. 
 Είναι δυνατό να γίνει τούτο ορισμένο, αν δίνονται επαρκή στοιχεία του. 
Για παράδειγμα, είναι δυνατό να μας δοθούν όλα τα σημεία της (ε), Γ, Δ, Ε, ,        και τα ζεύγη Α-Α', Β-Β' και να ζητούνται τα σημεία Γ', Δ', Ε',…
Επειδή ο κύκλος διαμέτρου ΜΜ' και κέντρου Κ είναι Απολλώνιος, για κάθε σημείο Σ του κύκλου αυτού, αν φέρουμε τα ζεύγη των ευθειών ΣΑ-ΣΑ', ΣΓ-ΣΓ', ΣΒ-ΣΒ',…, θα είναι οι συμμετρικές ως προς την ΣΜ, καθώς τα τμήματα  ΑΑ', ΓΓ', ΒΒ',…, τέμνονται αρμονικά από το ζεύγος των  σημείων Μ, Μ'. Τούτο μας επιτρέπει, αφού κατασκευάσουμε τον κύκλο διαμέτρου ΜΜ', με βάση τα σημεία Α, Α', Β, Β', να επιλέξουμε ένα τυχαίο σημείο Σ του κύκλου αυτού και έτσι να ορίσουμε και τα υπόλοιπα ζεύγη σημείων Γ- Γ', Δ- Δ',Ε- Ε',…, αν τούτο με διευκολύνει.   

Αν οι ίσες γωνίες είναι μεγαλύτερες από τη γωνία ΣΜΚ, τα ζεύγη των ευθειών αυτών, θα τέμνουν την (ε) στην ημιευθεία που δεν βρίσκονται τα σημεία Α, Α', Β, Β', 
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ως προς το Κ.  Και σε αυτήν την περίπτωση το αποκοπτόμενο τμήμα της (ε) θα τέμνεται αρμονικά από τα Μ, Μ'.  Δηλαδή αν τα ζεύγη των ευθειών αυτών είναι τα Σα-Σα', Σγ-Σγ', Σβ-Σβ',…, τότε και τα τμήματα αα', γγ', ββ',…,, θα τέμνονται αρμονικά από τα Μ, Μ', καθώς και τότε τα ζεύγη των γωνιών αΣΜ'-Μ'Σα', γΣΜ'-Μ'Σγ', 
βΣΜ'-Μ'Σβ',…, είναι ίσες κατά ζεύγη, ή ότι τα ζεύγη των ευθειών Σα-Σα', Σγ-Σγ', Σβ-Σβ',…, είναι συμμετρικά ως προς την ΣΜ'.  
Τούτο εύκολα αποδεικνύεται:

Πραγματικά, αν παραδείγματος χάρη τα Β1, Μ'1, Β'1 είναι σημεία των προεκτάσεών των Σβ, ΣΜ', Σβ' αντίστοιχα, επειδή οι Σβ, Σβ'1 θα είναι συμμετρικές ως προς τη ΣΜ, οι γωνίες Μ'1 Σβ1, βΣΜ', είναι ίσες ως συμπληρώματα ίσων γωνιών Μ ΣΒ'1 και βΣΜ, οπότε επειδή Μ'1 ΣΒ'1= β'ΣΜ'=1L, θα είναι και Μ' Σβ'= βΣΜ'.

Από τα παραπάνω, προκύπτει ότι σε κάθε ν-άδα ζευγών σημείων, που βρίσκεται

σε ενέλιξη, αντιστοιχεί και μια άλλη ν-άδα ζευγών σημείων που έχει τα ίδια διπλά

 σημεία με την αρχική, αλλά δεν εκπληρώνει τους όρους της Κατασκευής 11(34), καθώς τα ζεύγη των σημείων της βρίσκονται εκτός των ζευγών σημείων της πρώτης.
Παρατηρήσεις.ε

(α). Όπως είδαμε στην παρατήρηση (β) της Κατασκευής10ι(200), εκεί έχουμε μία αρμονική ενέλιξη των δύο ζευγών σημείων. Εδώ εύκολα βρίσκουμε ότι θα προκύψει αρμονική ενέλιξη ν ζευγών σημείων. Δηλαδή με άλλα λόγια,  κατασκευάσαμε αρμονική ενέλιξη ν ζευγών σημείων.

Συνεπώς, η Κατασκευή 11(34) αποτελεί και  κατασκευή μιας αρμονικής ενέλιξης των ν ζευγών σημείων, [ Σχετική ορολογία στην παράγραφο 10ι(157) του βιβλίου μου « Νέα στοιχεία Γεωμετρίας» (Συνημμένο μου 116)]. 
(β). Παρατηρούμε ότι η δέσμη επιπέδων ευθειών Σ(…ΒΓΑ Α'Γ'Β'…) είναι συμμετρική ως προς την ΣΜ, η οποία τέμνεται από την ευθεία (ε). Τούτο μας επιτρέπει να κατασκευάζουμε πολύ εύκολα  μια ενέλιξη ν ζευγών σημείων με τη χρήση μιας τέτοιας δέσμης και μιας διατεμνούσης της. 
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(γ). Τις ιδιότητες της ενέλιξης της Πρότασης 11(34), θα αναφέρουμε με άλλη Πρόταση.
(δ). Την παραπάνω Πρόταση, καταχώρησα στην παράγραφο 11(34) τόμος 11, του παραπάνω βιβλίου μου. 
(ε). Πιστεύω ότι η Κατασκευή αυτή είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ.

                                                                                       Θεσσαλονίκη  31-3-2012.

                                                                                             Νίκος Κυριαζής.
