Συνημμένο 134.
Σημαντική Επέκταση της Γεωμετρικής Κατασκευής 10ι(189) από Ευθεία και σε Κύκλο.
11(41). Δίνεται κύκλος (κ) και τα διατεταγμένα σταθερά σημεία του Α, Δ, Γ, Β. Στον ίδιο κύκλο (κ) να ορισθεί σημείο Ε, για το οποίο να είναι:      
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Λύση 1η [Σχήμα 44(α)] [Με βάση τις Προτάσεις 11(37), 1α(17)].

 (α). Ανάλυση. 
Υποθέτουμε ότι το ζητούμενο σημείο ορίστηκε και είναι το Ε. 
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Επειδή, για το Ε, από την υπόθεση, αληθεύει η σχέση (1), σύμφωνα με την Πρόταση 11(37) [και παρατήρηση (β) σχέση (7)] (συνημμένο μου 127), αν Κ≡ΑΕ∩ΒΔ, Λ≡ΑΔ∩ΒΕ, τότε η ΚΛ περνά από το Γ και αν αν Γ'≡ΚΛ∩(κ), τότε τα Γ, Γ' χωρίζουν αρμονικά τα ζεύγη των σημείων 
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Α, Β και Δ, Ε, ή ότι τα τετράπλευρα Γ'ΑΓΒ και ΓΕΓ'Δ είναι αρμονικά. Τούτο σημαίνει ότι:  
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                                                                                     (2).
όποτε το Γ' ορίζεται και άρα οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή.  

Ορίζουμε το σημείο Γ', κατά τα γνωστά με βάση την παραπάνω σχέση (2), οπότε ορίζεται και το τμήμα ΓΓ'. 

Αν Κ είναι η τομή των ΓΓ' και ΒΔ και αν Ε είναι η τομή του ΑΚ και του κύκλου (κ), τότε λέμε ότι το Ε είναι το ζητούμενο σημείο.

(γ). Απόδειξη.  
Επειδή, από την κατασκευή του, το τετράπλευρο Γ'ΑΓΒ είναι αρμονικό, θα αληθεύει η σχέση (2). 

Ακόμη, επειδή από την κατασκευή είναι και Κ≡ΑΕ∩ΒΔ∩ΓΓ', σύμφωνα με την Πρόταση 1α(17) του του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», την οποίο έχω αναρτήσει και εδώ, με την εργασία μου «Αρμονικά Εξάγωνα», θα είναι: 
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, η οποία λόγω της (2), γίνεται:. 
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. Δηλαδή αληθεύει πραγματικά η σχέση (1). Άρα το Ε είναι το ζητούμενο σημείο.

Λύση 2η [Σχήμα 44(α) και (β)] [Με βάση την Κατασκευή 10ι(189)].

 (α). Ανάλυση. 
Παρατηρούμε ότι η σχέση (1) γράφεται και έτσι 
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 και ότι οι λόγοι 
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 του σχήματος 44(α) είναι γνωστοί, τους οποίους μεταφέρουμε σε τυχαίο τμήμα αβ κατά τα γνωστά (με Απολλώνιους κύκλους) και ορίζουμε σε αυτό τα σημεία δ, γ [του σχήματος 44(β)]. 

Έτσι, στο σχήμα 44(β), ορίζουμε σημείο ε, εργαζόμενοι με έναν από τους τρόπους λύσης της Κατασκευής 10ι(189), για το οποίο να είναι:
   
[image: image9.wmf]1

=

δα

γδ

.

εγ

βε

.

γβ

αγ

,                                                                                                 (3).
                                                         -3-

οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή.  

Σε τυχαίο τμήμα αβ του σχήματος 44(β), μεταφέρουμε τους λόγους  
[image: image10.wmf]ΔΓ

ΑΔ

,

ΓΒ

ΑΓ

 κατά τα γνωστά, και ορίζουμε τα σημεία γ, δ αντίστοιχα, και με έναν από τους τρόπους κατασκευής 10ι(189), ορίζουμε στην ευθεία αβ σημείο ε για το οποίο να αληθεύει η σχέση (3). 

Έτσι, έχουμε το λόγο 
[image: image11.wmf]εγ

βε

, τον οποίο μεταφέραμε στο ΒΓ του σχήματος 44(α) και ορίζουμε σημείο η, με βάση το οποίο και το συζυγές  αρμονικό του η' ως προς τα Β, Γ, γράφουμε τον Απολλώνιο κύκλο διαμέτρου ηη', ο οποίος τέμνει τον κύκλο (κ) σε σημείο Ε, το οποίο λέμε ότι είναι το ζητούμενο. 

(γ). Απόδειξη.  
Επειδή είναι από την κατασκευή 
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, οπότε η (3) γίνεται: 
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. Δηλαδή η σχέση (1) αληθεύει για το σημείο Ε. Άρα, το Ε είναι το ζητούμενο.
(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ο Απολλώνιος κύκλος διαμέτρου ηη', τέμνει γενικά τον κύκλο (κ) και σε δεύτερο σημείο Ε', το οποίο προφανώς δεν θα αποτελεί μια δεύτερη λύση του προβλήματος 11(41), καθώς το Ε' βρίσκεται στο ίδιο μέρος με το Δ ως προς την ΓΓ', οπότε τα Δ, Ε' δεν χωρίζονται από τα Γ, Γ' και άρα το τετράπλευρο ΔΕ'ΓΓ' δεν είναι αρμονικό, όπως πρέπει και που παραπάνω στην πρώτη λύση είδαμε.

Παρατηρήσεις.
(α). Αν αληθεύει η σχέση (1'), επειδή εύκολο από την (1') συνεπάγεται η (1), τότε εργαζόμαστε προφανώς όπως παραπάνω.
(β). Είναι προφανές, ότι ο παραπάνω τρόπος λύσης 2 της Κατασκευής είναι πολύ πιο απλός από τον τρόπο 1, καθώς ο τρόπος 1  στηρίζεται στην άγνωστη μέχρι πρότινος Πρόταση 10ι(189). Όμως τούτον ανάφερα εδώ σα μια εφαρμογή της Πρότασης αυτής, αλλά και για να επισημάνω ότι την Πρόταση 
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αυτή μπορούμε να χρησιμοποιούμε, σε παρόμοιες περιπτώσεις (Πρόκειται για έναν νέο τρόπο κατασκευής παρομοίων Προβλημάτων, που χρησιμοποιεί την θεωρία των συμμετρικών δεσμών).

(γ). Την παραπάνω Κατασκευή, καταχώρησα στην παράγραφο 11(41) τόμος 11, του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας», πιστεύω δε ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ. 
                                                                                       Θεσσαλονίκη  3-5-2012.

                                                                                             Νίκος Κυριαζής.
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