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“Μια καλή άζκηζη για ζςζήηηζη” 

«Να δείξεηε όηι η f:RR  για ηην οποία ιζσύει                                  

f(x)+e
f(x)

=x-1 για κάθε xR 

είναι  αςζηηπώρ αύξοςζα.» 

(πποηαθείζα ςπό kostas20000gr)  

* 
► Απόδειξη («Εςθεία») ( Παπανδπεόποςλορ Γιάννηρ ): Είναι πποθανέρ όηι 

ιζσύει η ππόηαζη «Η ζςνάπηηζη f είναι γνηζίωρ αύξοςζα   για 

κάθε 1 2
x , x με 1 2

x x ιζσύει: λ= 2 1

2 1





f ( x ) f ( x )

x x
 0» (Δερ ζηο: «Μαθημαηικά Γ΄ 

Λςκείος – Ανάλςζη» ςπό Πανηελίδη Γ. κ.λπ.- ΟΔΓΒ, 1994, ζελ. 32). 

Θα δείξοςμε ππώηα όηι η f είναι «1-1». Ππάγμαηι: Αν 2 1f ( x ) f ( x ) , ηόηε 

και 2f ( x )
e = 1f ( x )e  οπόηε 2

2

f ( x )
f ( x ) e = 1

1

f ( x )
f ( x ) e  2 1x  = 1 1x   1 2x x . 

Άπα για κάθε 1 2x ,x  ιζσύει: 1 2x x  1 2f ( x ) f ( x )  (1). 

Είναι ηώπα για κάθε 1 2x ,x   με 1 2x x : λ= 2 1
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λ=1-λ f
e

, όπος  f
e

= 
2 1
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f ( x ) f ( x )
e e

f ( x ) f ( x )
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
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y y
e e

y y




 0 (αθού xe : γνηζίωρ αύξοςζα) 

 (1+ f
e

)λ = 1λ= 
1

1  fe

 0 η ζςνάπηηζη f είναι γνηζίωρ αύξοςζα.■ 

► Εύπεζη ηος ζςνόλος ηιμών ηηρ f  και ηος ηύπος ηηρ ανηιζηπόθος 

(επέκηαζη ηηρ ανωηέπω άζκηζηρ ςπό nicspyros) ( Παπανδπεόποςλορ Γιάννηρ): 

Θεωπούμε ηην παπαμεηπική εξίζωζη f ( x ) y  (2), όπος y : παπάμεηπορ. Αν για 

κάποια ηιμή ηηρ y η (2) έσει λύζη (ωρ ππορ x ), αςηή θα είναι μοναδική και θα ιζσύει: 

1yy e x    1yx y e    (3). Θα αποδείξοςμε όηι για κάθε y : 

1yf ( y e )  = y , δηλ. όηι η εξίζωζη (2) έσει λύζη για κάθε y , και μάλιζηα η 

λύζη δίνεηαι από ηην ζσέζη (3). 

Ππάγμαηι, έζηω 1yf ( y e )  =z (4). Εξ ςποθέζεωρ θα είναι: zz e =
yy e  


z ye e ( z y )     (5). Αν z y , (5) 

z ye e

z y




= 1 : Άηοπο, αθού η xe είναι 

γνηζίωρ αύξοςζα. Άπα (5)  z y  (6) (κάηι πος θα μποπούζαμε να ζςμπεπάνοςμε 

και λόγω ηηρ γνήζιαρ μονοηονίαρ ηηρ ζ( x )= x + xe - δεδομένος όηι ( x )  0 για κάθε 

x - οπόηε: z)=( ( y )   z=y ). Από (4) και (6) πποκύπηει ηο ζηηούμενο, οπόηε 

ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f  είναι ολόκληπο ηο   και για κάθε 

y :
1 1= yf ( x ) y x y e f ( y )     .■ 

 

  

 


