Συνημμένο 136.
Μια κομψή Γεωμετρική Κατασκευή, Ειδικής Αρμονικής Τετράδας
Σημείων. 
11(17). Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ=2τ να χωρισθεί αρμονικά από ζεύγος σημείων Γ, Δ (το Γ μεταξύ των Α, Β και το Δ εκτός τούτου και προς το μέρος του Β), για το οποίο (ζεύγος) να είναι: ΑΒ=ΓΔ=2τ (το τ δοσμένο τμήμα), ή με άλλη διατύπωση:
Να κατασκευασθεί Αρμονική Τετράδα σημείων Α, Β, Γ, Δ, τέτοια ώστε ΑΒ=ΓΔ=2τ.

Ακόμη, αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα, να υπολογισθεί το τμήμα ΚΛ συναρτήσει του τ και να δειχθεί ότι το άθροισμα ΚΓ+ΛΒ είναι ίσο με την πλευρά του περιγεγραμμένου κανονικού οκταγώνου  στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ.
[image: image112.emf](ê)
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Σχήμα 45.

ω=45 μοίρες


Πρώτο ζητούμενο.
Λύση 1η (Σχήμα 15). 

(α). Ανάλυση. 

Υποθέτουμε ότι το ΑΒ είναι το δοσμένο τμήμα και ότι τα σημεία Γ, Δ ορίστηκαν. 
Γράφουμε τους ίσους κύκλους (Κ, ρ), (Λ, ρ), με διαμέτρους τα ίσα τμήματα ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα. 
Έστω ότι αυτοί τέμνονται στα συμμετρικά σημεία Η, Η' ως προς την ΑΔ και ότι η ακτίνα τους είναι ρ=τ. 
                                                           -2-

Επειδή ο καθένας κύκλος από αυτούς τέμνει αρμονικά την διάμετρο του άλλου, θα είναι ορθογώνιοι. Δηλαδή θα είναι ΚΗ
[image: image2.wmf]⊥

ΗΛ και άρα ΚΗ2+ΗΛ2=ΚΛ2 ή ΑΚ2+ΛΔ2=ΚΛ2 =2ρ2 ή ΚΛ=ρ
[image: image3.wmf]2

=τ
[image: image4.wmf]2

.                                                                                              (1).
Επειδή το τ είναι γνωστό το ΚΛ μπορεί να κατασκευαστεί κατά τα γούστα (ως διαγώνιος τετραγώνου πλευράς τ), οπότε, επειδή το Κ είναι γνωστό, εύκολο μπορούμε να ορίσουμε και το Λ. Άρα και τα Γ, Δ. Έτσι οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή.
(β). Κατασκευή. 

Αφού τοποθετήσουμε στο χαρτί μας το τμήμα ΑΒ=2τ και ορίσουμε το μέσον του Κ, στην ευθεία ΑΒ ορίζουμε σημείο Λ (προς το Β), έτσι ώστε ΚΛ=τ
[image: image5.wmf]2

.                    (1).

 Άρα, ορίσαμε το μέσο Λ και του ΓΔ, επομένως ορίζονται και τα Γ, Δ, καθώς ΛΓ=ΛΔ=τ. 
(γ). Απόδειξη.  
Από την κατασκευή, προφανώς είναι ΑΒ=ΓΔ=τ, οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι  
[image: image6.wmf]ΓΒ

ΑΓ

=
[image: image7.wmf]ΔΒ

ΑΔ

.                                                                                                                    (2).

Γράφουμε τους ίσους κύκλους διαμέτρων ΑΒ, ΓΔ, που τέμνονται στα, Η, Η', οπότε επειδή αληθεύει η (1), θα είναι ΚΛ=τ
[image: image8.wmf]2

 ή ΚΛ2=2τ2=ΚΗ2+ΗΛ2. 
 Δηλαδή το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο στο Η ή οι κύκλοι (Κ, ρ), (Λ, ρ) είναι ορθογώνιοι. Τούτο σημαίνει ότι επειδή πχ η ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου (Κ, ρ), ο κύκλος (Λ, ρ)  θα τέμνει την ΑΒ αρμονικά στα Γ, Δ ή ότι τα Γ, Δ τέμνουν αρμονικά το ΑΒ ή ότι αληθεύει η σχέση (2). 
Τούτο είναι δυνατόν να αποδείξουμε και ως εξής: 
Επειδή αληθεύει η (1), θα είναι: ΚΛ=τ
[image: image9.wmf]2

 ή ΚΛ2=2τ2 ή ΚΛ2-τ2 =τ2 ή ΚΒ2=ΚΛ2-ΛΓ2 ή ΚΑ2=ΚΛ2-ΛΓ2.                                                                                                               (3).

Η (3) σημαίνει ότι το ΚΑ2 είναι η δύναμη του Κ ως προς τον κύκλο Λ, οπότε: ΚΑ2=ΚΒ2=ΚΓ.ΚΔ.                                                                                                         (4).

Η (4) φανερώνει ότι τα Γ, Δ χωρίζουν αρμονικά το ΑΒ (αντίστροφο γνωστού Θεωρήματος του Νεύτωνα). 
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(δ). Διερεύνηση.
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το πρόβλημα αυτό έχει πάντοτε λύση.
 Παρατηρήσεις.
 (α).  Αν Θ είναι η τομή των ΗΗ' και ΚΛ, τότε εύκολα βρίσκουμε ότι από τα έξι τμήματα ΑΚ, ΚΓ, ΓΘ, ΘΒ, ΒΛ, ΛΔ, φαίνονται με γωνίες ίσες με ω=22,50. 
Πραγματικά, επειδή όπως η παραπάνω είδαμε το τρίγωνο ΗΚΛ είναι ορθογώνιο, επειδή ΚΗ=ΗΛ=τ, και ΗΗ'
[image: image10.wmf]⊥

ΚΛ, θα είναι 
[image: image11.wmf]∠

ΗΚΛ=
[image: image12.wmf]∠

ΗΛΚ=
[image: image13.wmf]∠

ΚΗΘ=
[image: image14.wmf]∠

ΛΗΘ=450, οπότε και 
[image: image15.wmf]∠

ΚΑΗ=
[image: image16.wmf]∠

ΚΗΑ=ω=22,50.
Ακόμη, επειδή ο κύκλος Λ είναι Απολλώνιος για το τρίγωνο ΗΑΓ, η ΗΚ θα είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΗΓ και άρα 
[image: image17.wmf]∠

ΚΗΓ=
[image: image18.wmf]∠

ΑΗΚ=ω=22,50. Εξάλλου θα είναι και 
[image: image19.wmf]∠

ΒΗΛ=
[image: image20.wmf]∠

ΛΗΔ=ω=22,50. Έτσι, μετά τα παραπάνω εύκολα προκύπτει ότι κα 
[image: image21.wmf]∠

ΓΗΘ=
[image: image22.wmf]∠

ΘΗΒ=ω=22,50.
(β). Εύκολα βρίσκουμε ότι εδώ είναι και: (ΑΓΚΛ)=1, (ΔΒΚΛ)=1 (δηλαδή τα Κ, Λ τέμνουν αρμονικά και τα δύο τμήματα ΑΓ, ΒΔ), (ΑΔΘ00)=1, (ΒΓΘ00)=1, (ΚΛΘ00)=1,  (δηλαδή τα Θ, 00,τέμνουν αρμονικά και τα τρία τμήματα ΑΔ, ΒΓ, ΚΛ), (ΚΘΓΔ)=1, (ΛΘΒΑ)=1.
Πραγματικά, αυτά αληθεύουν, καθώς στο σχήμα 15 έχουμε διχοτόμους πέντε γωνιών τριγώνων με κοινή κορυφή το Η που τέμνουν την ΑΔ στα Κ, Λ, Θ, Γ, Β και είναι ΚΗ
[image: image23.wmf]⊥

ΗΛ, ΗΘ
[image: image24.wmf]⊥

Η00, ΑΗ
[image: image25.wmf]⊥

ΗΒ, ΓΗ
[image: image26.wmf]⊥

ΗΔ.
(γ). Ακόμα, επειδή. 
[image: image27.wmf]ΓΒ

ΑΓ

=
[image: image28.wmf]ΔΒ

ΑΔ

, ΑΓ=ΒΔ 
[image: image29.wmf]⇒

 ΑΓ2=ΒΔ2=ΑΔ.ΒΓ.
Λύση 2η (Σχήμα 45). 
(α). Ανάλυση. 

Έστω ότι ορίσαμε τα σημεία Γ, Δ, τα οποία, χωρίζουν αρμονικά το ζεύγος των σημείων Α, Β. Άρα θα είναι  ΑΒ=ΓΔ=2τ.
Γράφουμε τον κύκλο (Κ, ρ) διαμέτρου ΑΒ=2ρ=2τ.                                               (1). 
Φέρουμε την κάθετη διάμετρο ΕΖ στην ΑΒ. 
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 Αν η ΕΓ τέμνει τον κύκλο στο Η και η ΖΗ τέμνει την ΑΒ στο Δ',  τότε επειδή η ΗΕ είναι προφανώς η εσωτερική διχοτόμος της γωνίας ΑΗΒ και ΗΖ
[image: image30.wmf]⊥

ΗΕ, η ΗΔ' θα είναι η εξωτερική διχοτόμος της ίδιας γωνίας ΑΗΒ. 
[image: image1.emf](å)
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Σχήμα 15.

 Άρα και το Δ' είναι συζυγές αρμονικό του Γ ως προς τα Α, Β. 
Αλλά και το Δ είναι συζυγές αρμονικό του Γ ως προς τα Α, Β.

Τούτο σημαίνει ότι Δ'≡Δ.
Τα ορθογώνια τρίγωνα ΗΓΔ, ΗΖΕ είναι ίσα, επειδή 
[image: image31.wmf]∠

ΗΕΚ=
[image: image32.wmf]∠

ΗΔΚ (από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΚΗΔΕ) και ΕΖ=ΑΒ=ΓΔ=2τ (από την υπόθεση).
Άρα αυτά θα έχουν και ΖΗ=ΗΓ,                                                                                 (2).  και επειδή η ΗΑ είναι διχοτόμος της ορθής γωνίας ΖΗΕ, η ΗΑ θα είναι μεσοκάθετη στην ΓΖ και επειδή ΗΒ
[image: image33.wmf]⊥

ΑΗ 
[image: image34.wmf]⇒

 ΖΓ//ΗΒ
[image: image35.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]∠

ΖΓΚ=
[image: image37.wmf]∠

ΗΒΚ.                                         (3). 

Ακόμα είναι και 
[image: image38.wmf]∠

ΖΓΚ=
[image: image39.wmf]∠

ΚΓΕ =
[image: image40.wmf]∠

ΗΓΒ ή 
[image: image41.wmf]∠

ΖΓΚ= 
[image: image42.wmf]∠

ΗΓΒ.                                        (4).
 Έτσι από τις (3), (4) 
[image: image43.wmf]⇒

 
[image: image44.wmf]∠

ΗΓΒ= 
[image: image45.wmf]∠

ΗΒΓ
[image: image46.wmf]⇒

 ΗΓ =ΗΒ.                                                  (5).
 Επομένως, από τις (2), (4) 
[image: image47.wmf]⇒

 ΖΗ=ΗΒ 
[image: image48.wmf]⇒

 τόξο ΖΗ=τόξο ΗΒ,  οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω κατασκευή. 

(β). Κατασκευή. 

Αφού γράψουμε τον κύκλο διαμέτρου ΑΒ και φέρουμε την κάθετη διάμετρο ΕΖ στην ΑΒ, ορίζουμε το μέσο Η του τόξου ΖΒ. Αν η ΖΗ τέμνει την ΑΒ στο Δ και η ΕΗ την ΑΒ στο Γ, λέμε ότι τα ζητούμενα σημεία είναι τα Γ, Δ.  
(γ). Απόδειξη.  
Επειδή η ΗΓ στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΑΒ είναι διχοτόμος της γωνιάς ΑΗΒ και ΕΗ
[image: image49.wmf]⊥

ΖΔ  συνάγουμε ότι τα Γ, Δ τέμνουν αρμονικά το τμήμα ΑΒ. Απομένει να δείξουμε ότι ΓΔ=ΑΒ. 
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Επειδή  
[image: image50.wmf]∠

ΗΒΑ=
[image: image51.wmf]∠

ΗΒΖ +
[image: image52.wmf]∠

ΖΒΑ =
[image: image53.wmf]∠

ΗΖΒ+
[image: image54.wmf]∠

ΒΖΕ= 
[image: image55.wmf]∠

ΗΖΕ ή
[image: image56.wmf]∠

ΗΒΑ =
[image: image57.wmf]∠

ΗΖΕ = 
[image: image58.wmf]∠

ΗΒΓ ή 
[image: image59.wmf]∠

ΗΖΕ=
[image: image60.wmf]∠

ΗΒΓ.                                                                                                            (6).
Ακόμη είναι και 
[image: image61.wmf]∠

ΗΓΒ=
[image: image62.wmf]∠

ΑΗΓ +
[image: image63.wmf]∠

ΒΑΗ =
[image: image64.wmf]∠

ΑΗΕ+
[image: image65.wmf]∠

ΒΑΗ= 
[image: image66.wmf]∠

ΕΖΒ +
[image: image67.wmf]∠

ΒΖΗ =
[image: image68.wmf]∠

ΗΖΕ ή 
[image: image69.wmf]∠

ΗΓΒ=
[image: image70.wmf]∠

ΗΖΕ.                                                                                                            (7).
Έτσι, από τις (6), (7) 
[image: image71.wmf]⇒



 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]∠

ΗΒΓ=
[image: image73.wmf]∠

ΗΓΒ,                                                                     (8).

και ΗΓ=ΗΒ.                                                                                                                  (9).

Συνεπώς βλέπουμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα ΗΒΑ και ΗΓΔ έχουν ΗΓ=ΗΒ και 
[image: image74.wmf]∠

ΗΓΔ=
[image: image75.wmf]∠

ΗΒΑ, οπότε είναι ίσα και άρα ΓΔ=ΑΒ. 
Γενικές Παρατηρήσεις.
 (α).  Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το παραπάνω σχήμα 15 είναι μία ειδική περίπτωση του σχήματος 43 το οποίο έχω δώσει παραπάνω με το συνημμένο 132, για την περίπτωση που στο σχήμα 43, συμπέσουν η διχοτόμος ΚΜ και η διάμεσος ΚΖ στο ύψος ΚΠ του τριγώνου ΚΒΓ ή όταν οι κύκλοι διαμέτρων ΑΓ, ΒΔ είναι ίσοι, ή όταν το τρίγωνο ΑΚΔ είναι ισοσκελές ή όταν ΑΓ=ΒΔ. 
(β). Διαπίστωσα με σχετική ευκολία ότι το παραπάνω πρόβλημα 11(17), αληθεύει και στον κύκλο. Τούτο θα προτείνω για λύση προσεχώς με άλλο μήνυμά μου.
Δεύτερο ζητούμενο.

Aπόδειξη (Σχήματα 15 και 45). 
1ος Τρόπος [Σχήμα 15).
Εργαζόμαστε όπως παραπάνω στην λύση 1 και βρίσκουμε ότι  

ΚΛ=ρ
[image: image76.wmf]2

=τ
[image: image77.wmf]2

.                                                                                                         (1).
Δηλαδή το ΚΛ είναι ίσο με τη διαγώνιο τετραπλεύρου με πλευρά τ. Είναι γνωστό (Θεώρημα Νεύτωνα) ότι η ΚΑ2=ΚΒ2=ΚΓ.ΚΔ ή ρ2=ΚΓ(ΚΓ+ΓΔ)=ΚΓ(ΚΓ+2ρ)=ΚΓ2+ρ.ΚΓ ή ΚΓ2+2ρ.ΚΓ-ρ2=0.
Από την λύση της εξίσωσης αυτής ως προς ΚΓ, βρίσκουμε ότι ΚΓ=ρ(
[image: image78.wmf]2

-1).

Τούτο ως γνωστό φανερώνει ότι το ΚΓ είναι ίσο με τη μισή πλευρά του περιγεγραμμένου οκτάγωνου στον κύκλο διαμέτρουΑΒ=2τ
                                                                 -6-

 (Γεωμετρία Αριστ. Πάλλα, παράγραφος 244 σελίδα 147). Αλλά λόγω συμμετρίας είναι ΚΓ=ΛΒ, όποτε ΚΓ+ΒΛ=2ρ(
[image: image79.wmf]2

-1). Δηλαδή το άθροισμα αυτό είναι ίσο με την πλευρά του περιγεγραμμένου οκταγώνου στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ. 

2ος Τρόπος [Σχήμα 45).
Στο σχήμα 45, φέρουμε τις εφαπτόμενες στα σημεία Ζ, Η που τέμνονται σε σημείο Ι, οπότε ΙΖ=Ι Η=με το μισό της πλευράς του περιγεγραμμένου κανονικού οκταγώνου στον κύκλο διαμέτρου ΑΒ (Βλέπε Γεωμετρία Αρ. Πάλλα παράγραφος 244 σελίδα 147). Άρα, ΙΖ=Ι Η= ρ(
[image: image80.wmf]2

-1).                                                                              (2).

Ακόμη είναι ΚΙ
[image: image81.wmf]⊥

ΖΗ και ΕΗ
[image: image82.wmf]⊥

ΖΗ 
[image: image83.wmf]⇒

 ΚΖ//ΗΓ.

Αλλά ,
[image: image84.wmf]∠

Ι ΗΖ=
[image: image85.wmf]∠

ΗΕΖ =
[image: image86.wmf]∠

ΓΕΚ ή 
[image: image87.wmf]∠

Ι ΗΖ=
[image: image88.wmf]∠

ΓΕΚ. Άρα 
[image: image89.wmf]∠

ΙΗΓ =
[image: image90.wmf]∠

Ι ΗΖ +
[image: image91.wmf]∠

ΖΗΕ =
[image: image92.wmf]∠

ΙΗΖ+1L =
[image: image93.wmf]∠

ΓΕΚ+1L= 
[image: image94.wmf]∠

ΓΕΚ+
[image: image95.wmf]∠

ΓΚΕ= 
[image: image96.wmf]∠

ΓΚΗ ή 
[image: image97.wmf]∠

Ι ΗΓ =
[image: image98.wmf]∠

ΚΓΗ. 

Επομένως το τετράπλευρο ΓΚΗΙ είναι ισοσκελές τραπέζιο και άρα αν ληφθεί υπόψη και η (2), θα είναι:  ΚΓ=Ι Η= ρ(
[image: image99.wmf]2

-1) ή 2ΚΓ= 2ρ(
[image: image100.wmf]2

-1).

Αλλά ΚΛ=ΚΓ+ΓΛ= ρ(
[image: image101.wmf]2

-1)+τ= ρ
[image: image102.wmf]2

-ρ+ρ = ρ
[image: image103.wmf]2

 ή ΚΛ= ρ
[image: image104.wmf]2

.
3ος Τρόπος [Σχήμα 15).
Είναι γνωστό (Θεώρημα Νεύτωνα) ότι η ΚΑ2=ΚΒ2=ΚΓ.ΚΔ ή ρ2=ΚΓ(ΚΓ+ΓΔ)=ΚΓ(ΚΓ+2ρ)=ΚΓ2+ρ.ΚΓ ή ΚΓ2+2ρ.ΚΓ-ρ2=0 

Μετά τη λύση της εξίσωσης αυτής ως προς ΓΛ, βρίσκουμε ότι  ΚΓ=ΑΒ= ρ(
[image: image105.wmf]2

-1) και 2ΚΓ= 2ρ(
[image: image106.wmf]2

-1) ή ΚΛ=ρ+ΚΓ=ρ+ ρ(
[image: image107.wmf]2

-1) ή ΚΛ= ρ
[image: image108.wmf]2

.
Τελικές Παρατηρήσεις.
(α) Εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα τμήμα ΒΓ αποτελεί πλευρά τετραγώνου με διαγώνιο την πλευρά του περιγεγραμμένου κανονικού οκτάγωνου στον κύκλο διαμέτρουΑΒ=2τ, καθώς 2ΒΓ2=(2ΚΓ)2 ή ΒΓ
[image: image109.wmf]2

 =  [2τ(
[image: image110.wmf]2

-1)]2 ή ΒΓ= τ(2-
[image: image111.wmf]2

). 
Τούτο φαίνεται και στο σχήμα 45 παραπάνω, καθώς η ΙΝ σχηματίζει με την ΒΓ γωνία 450 και το ΒΓ είναι ορθή προβολή του ΙΝ στην ευθεία ΒΓ. 
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(β). Η κατασκευή 11(17) πιστεύω ότι είναι νέα και ότι πρωτοεμφανίζεται εδώ, ενώ την καταχώρησα στην παράγραφο 11(17) του βιβλίου μου «Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας».

                                                                                      Θεσσαλονίκη  16-6-2012.

                                                                                             Νίκος Κυριαζής.
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