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Οι απαντιςεισ και οι λφςεισ  

είναι αποτζλεςμα ςυλλογικισ δουλειάσ 

των Επιμελθτϊν των φακζλων του Λυκείου 

του Δικτυακοφ Τόπου mathematica.gr 

με βάςθ υλικό που αναρτικθκε ςτο mathematica 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?p=131236 
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ΠΑΝΕΛΛΘΝΙΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ Γ΄ ΣΑΞΘ΢ ΘΜΕΡΘ΢ΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΣΕΣΑΡΣΘ 23 MAΪΟΤ 2012 

ΕΞΕΣΑΗΟΜΕΝΟ ΜΑΘΘΜΑ: 

ΜΑΘΘΜΑΣΙΚΑ ΚΑΙ ΢ΣΟΙΧΕΙΑ ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΘ΢  ΓΕΝΙΚΘ΢ ΠΑΙΔΕΙΑ΢ 
 

ΑΠΑΝΣΘ΢ΕΙ΢  

 

 

 ΘΕΜΑ  Α  

 

A1.  Ζςτω θ ςυνάρτθςθ F(x) f(x) g(x) . Ζχουμε 

F(x h) F(x) (f(x h) g(x h)) (f(x) g(x))  

                  (f(x h) f(x)) (g(x h) g(x)) , 

 και για h 0 , 
F(x h) F(x) f(x h) f(x) g(x h) g(x)

h h h
. 

Επομζνωσ 

h 0 h 0 h 0

F(x h) F(x) f(x h) f(x) g(x h) g(x)
lim lim lim f (x) g (x).

h h h
 

Άρα  (f(x) g(x)) f (x) g (x)  

 
Α2. Σε ζνα πείραμα με ιςοπίκανα αποτελζςματα ορίηουμε ωσ πικανότθτα του ενδεχομζνου Α  τον αρικμό: 

Ρλικοσ Ευνοϊκϊν Ρεριπτϊςεων N(A)
P(A)

Ρλικοσ Δυνατϊν Ρεριπτϊςεων N(Ω)
 

 Ζτςι, ζχουμε τον κλαςικό οριςμό τθσ πικανότθτασ. 

 

Α3.  Ο ςυντελεςτήσ μεταβολήσ ι ςυντελεςτήσ μεταβλητότητασ, για x 0  ορίηεται από το λόγο: 

τυπικι απόκλιςθ s
CV

μζςθ τιμι x
 όταν x 0 . 

Αν x 0,  τότε αντί  τθσ x  χρθςιμοποιοφμε τθν x . 

 
Α4.  α) Λάθοσ 

β) ΢ωςτό 
γ) Λάθοσ 
δ) ΢ωςτό 
ε) ΢ωςτό 

 
 

 ΘΕΜΑ  Β  

 
 

Β1. 
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Για τθ διάμεςοδ  γνωρίηουμε ότι, αντιςτοιχεί ςε εκείνθ τθν τιμι x  για τθν οποία το πολφ 50%  των 

παρατθριςεων είναι μικρότερεσ από αυτιν και το πολφ 50%  των παρατθριςεων  είναι μεγαλφτε-
ρεσ από αυτιν. Σφμφωνα με το ιςτόγραμμα και τo αντίςτοιχο πολφγωνο ακροιςτικϊν ςχετικϊν ςυ-

χνοτιτων, ζχουμε δ 25 . 

Β2.  Αφοφ θ διάμεςοσ είναι δ 25  άρα το πλικοσ των μακθτϊν που περιζχονται ςτισ κλάςεισ [5,15)  και 

[15,25)  πρζπει να είναι το ίδιο με το πλικοσ των μακθτϊν που περιζχονται ςτισ κλάςεισ [25,35)  

και [35,45).   

Άρα ζχουμε διαδοχικά: α 4 3α 6 2α 8 α 2 α 8 . 
Συνεπϊσ για τθ ςυμπλιρωςθ του πίνακα ζχουμε: 

 

1ν α 4 12             1 1N ν 12  

2ν 3α 6 18             12 2N N ν 12 18 30  

3ν 2α 8 24             3 2 3N N ν 30 24 54  

4ν α 2 6             4 43N N ν 60  

1
1

ν 12 1
f % 100 100 100 20

ν 60 5
 

           

  1 1F % f % 20  

2
2

ν 18 3
f % 100 100 100 30

ν 60 10
 

            

 2F % 50  

3
3

ν 24 2
f % 100 100 100 40

ν 60 5
 

            

 3 2 3F % F % f % 50 40 90  

4
4

ν 6 1
f % 100 100 100 10

ν 60 10
 

           

  4F % 100  

 

και τζλοσ 1 42 3ν ν ν ν ν 60  

Ο πίνακασ ςυμπλθρωμζνοσ φαίνεται παρακάτω: 
 

Χρόνοι (λεπτά) ix  iν  if %  iN  iF%  

[5,15)  10 12 20 12 20 

[15,25)  20 18 30 30 50 

[25,35)  30 24 40 54 90 

[35,45) 40 6 10 60 100 

Σφνολο  60 100   
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Β3.  Σφμφωνα με τον οριςμό τθσ μζςθσ τιμισ x  ςε ομαδοποιθμζνα δεδομζνα ζχουμε: 
4

i i
i 1

x ν
10·12 20·18 30·24 40·6 1440

x 24
ν 60 60

λεπτά. 

Σφμφωνα με τον οριςμό τθσ διακφμανςθσ (ι διαςποράσ) 2s  ςε ομαδοποιθμζνα δεδομζνα ζχουμε: 
4

2

2 2 2 2i i
2 i 1

2

x x ·ν
(10 24) ·12 (20 24) ·18 (30 24) ·24 (40 24) ·6

s
ν 60

2352 288 864 1536
84 λεπτά

60

 

 Άρα θ τυπικι απόκλιςθ είναι 2s s 84 9,17 λεπτά. 

 
Β4.  Θεωροφμε ότι ςε κάκε κλάςθ οι παρατθριςεισ είναι ομοιόμορφα κατανεμθμζνεσ. 

Επειδι ςτθν κλάςθ [35,45)  πλάτουσ 10  βρίςκεται το 4f % 10  των μακθτϊν άρα ςτο διάςτθμα 

 [37,45]πλάτουσ 8  βρίςκεται το 4
8

f % 8
10

, δθλαδι το 8% των μακθτϊν. 

 

 ΘΕΜΑ  Γ  

 
 

 Ζςτω Γ το ενδεχόμενο ο μακθτισ να μιλάει Γαλλικά.    Τότε

 
2

3v
P Γ

v 1
.       

 Ζςτω Iτο ενδεχόμενο ο μακθτισ να μιλάει Ιςπανικά .   Τότε 2

v 2
P I

v 1
.    

 Η πικανότθτα να μιλάει και τισ δυο γλϊςςεσ είναι  2

v 1
P Γ I

v 1
 

 
Γ1.   Η πικανότθτα να μιλάει μια τουλάχιςτον από τισ δυο γλϊςςεσ είναι 
 

2 2 2

2x 1 x 1 2

2
2 2

2

x 1 x 12 2

x 1 x 12 2

2 x 3 2 x 3 2 x 3 2
P Γ I lim 2 lim

x x x(x 1) x 3 2

x 3 2 x 1
2 lim 2 lim

x(x 1) x 3 2 x(x 1) x 3 2

(x 1)(x 1) x 1
2 lim 2 lim 1

x(x 1) x 3 2 x x 3 2

 

 Είναι  
N Γ Ι

P Γ I 1 1 N Γ Ι N(Ω)
N(Ω)

 και επειδι βριςκόμαςτε ςε πεπεραςμζνο δειγματι-

κό χϊρο με ιςοπίκανα απλά ενδεχόμενα άρα Γ I Ω  (αν ιταν Γ I Ω  τότε κα είχαμε 

N Γ I N Ω , άτοπο). Οπότε το ενδεχόμενο Γ I  είναι βζβαιο. 
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Γ2.   Είναι P Γ I P Γ P I P Γ I  

  Άρα  

2

2

2 2

3ν ν 2 (ν 1)
1 ν 1 3v v 2 v 1

ν 1

v 1 3v 1 v 3v με ν 3

 

 Τελικά  ν = 3 που είναι δεκτι αφοφ τότε 

9 1 2
P Γ , P I , P Γ I

10 2 5
 

 

Γ3.  Είναι P Γ I I Γ P Γ I P I Γ  

     

P Γ P I 2P Γ I
9 5 4 3

2
10 10 10 5

 

 
Γ4. Αφοφ τα απλά ενδεχόμενα είναι ιςοπίκανα, ζχουμε 

N Γ Ι 2 32 10 32
P Γ I N Ω 80

N Ω 5 N Ω 4
. 

 
 

 ΘΕΜΑ  Δ  
 

Δ1.  Η ςυνάρτθςθ  f  είναι παραγωγίςιμθ για κάκε x 0 , ωσ πράξεισ παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων ςτο 
εν  λόγω διάςτθμα με  

2 2 22

2 2 2

1 ln x x (x) (1 ln x) lnx 12lnx 1 ln x
f '(x)

x x x
 

 Ραρατθροφμε ότι 
2

2

lnx 1
f (x) 0 0 lnx 1 x e

x
  

 Από τον πίνακα μεταβολϊν  τθσ  f   προκφπτει ότι  είναι f (x) 0  για 

κάκε x 0,e e, . 

 Επομζνωσ είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 0,  

 

Δ2.   Ραρατθροφμε αρχικά ότι f(x) 0  για κάκε x 0.  

 Είναι: 
x 0

2f(x) 0

(OK) x   x

1 ln x
OΛ f(x)   f(x)

x

 

 Το εμβαδό του ορκογωνίου παραλλθλογράμμου OKMΛ  

είναι:  2E(x) OK OΛ E(x) 1 ln x, x 0  

Η ςυνάρτθςθ του εμβαδοφ είναι παραγωγίςιμθ για κάκε 

x 0  με 
lnx

E (x) 2 ,x 0
x

.     

 Είναι E (x) 0 lnx 0 x 1  

 Είναι 
x 02lnx

E (x) 0 0 lnx 0 x 1
x
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 Είναι 
x 02lnx

E (x) 0 0 lnx 0 0 x 1
x

 

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ είναι γνιςια φκίνουςα ςτο (0,1]  και γνιςια αφξουςα ςτο [1, )  

 Στο ςθμείο x 1  παρουςιάηει ελάχιςτο το E(1) 1τ.μ  

 Ραρατθροφμε πωσ όταν x 1  είναι 2f(1) 1 ln 1 1  επομζνωσ ςτο ορκογϊνιο OKMΛ  ιςχφει 

(OK) (OΛ) 1  επομζνωσ αυτό είναι τετράγωνο. 

Παρατήρηςη: Μζχρι αυτό το ςθμείο ζχουμε αποδείξει ότι θ ςυνάρτθςθ y=E(x) του εμβαδοφ, παίρνει 

τθν ελάχιςτθ τιμι τθσ αν και μόνο αν 1x . Πμωσ για να ολοκλθρωκεί θ απάντθςθ όπωσ ζχει τεκεί 
ςτθν εκφϊνθςθ, χρειάηεται να αποδείξουμε ότι το ΟΚΜΛ είναι τετράγωνο τότε και μόνο τότε αν ελα-
χιςτοποιείται το εμβαδόν. Δθλαδι ότι θ μοναδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ  

( ) ( ) ( )O O f x x  είναι θ 1x  

Παρά το ότι μία τζτοια απόδειξθ ξεφεφγει από τα πλαίςια του μακιματοσ, παρακζτουμε δφο προ-
ςεγγίςεισ για λόγουσ πλθρότθτασ  παρακάτω: 
 

Λφςη: Στο Δ1 αποδείχκθκε ότι θ ςυνάρτθςθ f είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0, ) .  

Για 0 x 1, ζπεται ότι f (x) f (1) 1 f (x) 1 x . Άρα f (x) x  για 0 x 1 .  

Για x 1, ζπεται ότι f (x) f (1) 1 f (x) 1 x . Άρα f (x) x  για x 1.  

Ζτςι, μόνο για 1x  έχουμε f (x) x , δηλαδή το ΟΚΜΛ είμαι τετράγωμο, τότε και μόμο 
τότε αμ 1x . 

 

Δ3.   Αφοφ θ ευκεία (ε)  είναι παράλλθλθ προσ τθν εφαπτόμενθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  ςτο ςθ-

μείο Σ(1,f(1))  κα είναι 
2

2
(ln1 1)λ f (1) 1

1
. 

 Επομζνωσ θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ ( )  είναι y x β . 

 

 Οι τεταγμζνεσ των δζκα ςθμείων είναι i iy x β , i 1,2,...,10 . 

 

 Ζςτω i iz x , i 1,2,...,10 . Τότε z x 10  και z xs | 1|s 2 . 

 

 Επίςθσ i iy z β , i 1,2,...,10 . Τότε y z β β 10  και y zs s 2 . 

 Άρα 
y

y

s 2
CV

|y| |β 10|
. 

 
 Το δείγμα των τεταγμζνων των δζκα ςθμείων είναι ομοιογενζσ αν και μόνο αν 

y

1 2 1
CV |β 10| 20

10 |β 10| 10
 

β 10 20  ι β 10 20  β 10  ι β 30 . 

 
Δ4.   Τα Α, Β είναι ενδεχόμενα του δειγματικοφ χϊρου Ω που αποτελείται από  ιςοπίκανα απλά ενδεχόμε-

να.  

 Αφοφ A  και A B  κα είναι P(A) 0  και P(A B) 0 . 

 Επίςθσ P(A),P(A B),P(A B) (0,1]  ςτο οποίο θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα. 

 Άρα A A B P(A) P(A B) f(P(A)) f(P(A B))(1)  
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 και A B A B P(A B) P(A B) f(P(A B)) f(P(A B))(2)  

 Ρροςκζτουμε κατά μζλθ τισ (1) ,(2)  και ζχουμε f(P(A)) f(P(A B)) 2f(P(A B)) . 

 Το ίςον ιςχφει όταν Α=Β. 
 
  ΢ΧΟΛΙΑ:   

 
Α2.  Εναλλακτικι απόδειξθ  

 Ζςτω F(x) f(x) g(x) . 

Τότε για 0x x  ζχουμε: 

0 0 0

0 0

F(x) F(x ) f(x) g(x) f(x ) g(x )

x x x x
0 0

0 0

f(x) f(x ) g(x) g(x )

x x x x
, 

οπότε 

0 0 0

0 0 0
0 0

x x x x x x
0 0 0

F(x) F(x ) f(x) f(x ) g(x) g(x )
lim lim lim f '(x ) g'(x )

x x x x x x
   

 δεδομζνου ότι οι ςυναρτιςεισ f, g είναι παραγωγίςιμεσ,  

 άρα  (f(x) g(x))' f '(x) g'(x) . 

 
Α4.  Εξιγθςθ των προτάςεων ςφμφωνα με το ςχολικό βιβλίο: 
α) Λάθοσ (ςελ. 70 ςχολικοφ βιβλίου: «Σο κυκλικό διάγραμμα χρθςιμοποιείται για τθ γραφικι παράςτα-

ςθ τόςο των ποιοτικών όςο και των ποςοτικών δεδομζνων») 

β)  ΢ωςτό ( ςελ. 23 ςχολικοφ βιβλίου: «Η παράγωγοσ τθσ  f  ςτο 0x  εκφράηει το ρυθμό μεταβολής του 

y f(x)  ωσ προσ το x, όταν 0x x .») 

γ)  Λάθοσ (ςελ. 151 ςχολικοφ βιβλίου: «Αν A B , τότε P(A) P(B) ») 

δ)  ΢ωςτό (ςελ. 91 ςχολικοφ βιβλίου: «Σα ςπουδαιότερα μζτρα διαςποράσ είναι το εφροσ, θ ενδοτεταρ-
τθμοριακι απόκλιςθ, θ διακφμανςθ και θ τυπικι απόκλιςθ.») 

ε)  ΢ωςτό (ςελ. 16 ςχολικοφ βιβλίου: «Έτςι ιςχφει για παράδειγμα 
0

0x x
lim θμx θμx , 

0
0x x

lim ςυνx ςυνx  και 
0

0x x
lim εφx εφx  (όταν 0ςυνx 0 ).») 

Β1.  Ο άξονασ yϋy του ιςτογράμματοσ ακροιςτικϊν ςχετικϊν ςυχνοτιτων αναφζρεται ςε %iF  ςυνεπϊσ οι 

αρικμοί που βρίςκονται ςε αυτόν δε κα ζπρεπε να ζχουν το ςφμβολο « % ».  
Β2.  Εναλλακτικά για τθν εφρεςθ του α: 

2

(α 4) (3α 6) 1 4α 2 1
F 50% α 8

ν 2 7α 4 2
 

Β3.  Εναλλακτικά χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο  

2

12 2

1

1

κ

i iκ
i

i i

i

x v

s x v
v v

 με 
4

2

1

39.600i i

i

x  και 

4

1

1.440i i

i

x  έχουμε
2

2 21 1.440 1 5.040
39.600 39.600 34.560 84

60 60 60 60
s ά  

 
Β4.   Εναλλακτικι προςζγγιςθ 
Θα χρθςιμοποιιςουμε το πολφγωνο των ςχετικϊν ακροιςτικϊν ςυχνοτιτων, ςτο οποίο αναηθτοφμε το 

ςθμείο B με ςυντεταγμζνεσ (37, )k .  Οι μακθτζσ που χρειάςτθκαν τουλάχιςτον 37 λεπτά για να λφςουν το 
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πρόβλθμα βρίςκονται ςτο διάςτθμα [37,45) , ςτο οποίο ψάχνουμε το ποςοςτό των παρατθριςεων. Ζ-

χουμε ότι: (35,90)  και (45,100) . Ζςτω y ax b  θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ . Τότε αφοφ  

και , ζχουμε:  90 35 ,100 45 ( , ) (1,55)a b a b a b . Συνεπϊσ 55y x είναι θ εξίςωςθ 

τθσ ευκείασ , ςτθν οποία ανικει το (37, )B k  άρα προκφπτει ότι: 37 55 92k . Επομζνωσ το ηθ-

τοφμενο ποςοςτό είναι 100% 92% 8%. 
 

 
 Ασ ςθμειωκεί ότι υπάρχει πρόβλθμα ςτο ότι εάν βροφμε πρϊτα το πλικοσ των μακθτϊν ςτο διάςτθ-

μα 37,45 , κα είναι τα 
8

10
 του 6, δθλαδι 4,8 μακθτζσ! 

Γ1.  Εναλλακτικι προςζγγιςθ 
 Ασ υποκζςουμε ότι A Ω  Τότε υπάρχει ςτοιχείο ω Ω A . Πμωσ κακϊσ {ω} Ω A  άρα ζπεται 

ότιP({ω}) P(Ω A) P(Ω) P(Ω A) 1 1 0 .  Άρα P({ω}) 0 , άτοπο διότι τα απλά ενδεχόμενα δεν 

ζχουν πικανότθτα 0. 
 Ρρζπει να ςθμειωκεί ότι οι παραπάνω προςεγγίςεισ, δικαιολογοφνται λόγω του ότι ζχουμε πεπερα-

ςμζνο δειγματικό χϊρο με ιςοπίκανα απλά ενδεχόμενα. 

Γ2.  Το δεδομζνο ν 3  είναι περιττό αφοφ για ν 0  παίρνουμε P I 2 , άτοπο οπότε θ λφςθ ν 0  α-

πορρίπτεται. 
Δ2.   Ραρακάτω κα δείξουμε με δφο ακόμθ τρόπουσ ότι θ μοναδικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ f(x)=x είναι θ x=1. 

1η Προςζγγιςη: Σφμφωνα με τθν εκφϊνθςθ χρειάηεται επιπλζον να δειχκεί ότι θ μοναδικι λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ  
2

2 2x1 ln
(ΟΚ) (ΟΛ) x n x1 xl

x
0  είναι θ x 1.  

 Ραρά το ότι μία τζτοια απόδειξθ ξεφεφγει από τα πλαίςια του μακιματοσ, παρακζτουμε δφο προ-
ςεγγίςεισ για λόγουσ πλθρότθτασ  παρακάτω: 

 Ορίηουμε τθ ςυνάρτθςθ 2 2g(x) 1 ln x x .  Αρκεί να δείξουμε ότι είναι γνθςίωσ φκίνουςα.  

 Ζχουμε 
lnx

g (x) 2 x
x

 άρα αρκεί να δείξουμε ότι 2ln(x) x  για κάκε x 0 .  

 Επειδι όμωσ 2x x 1  για κάκε x  ζχουμε ότι 2 2ln(x) ln(x 1) x  λόγω τθσ ανιςότθ-

τασ lnx x 1, για κάκε x 0 , θ οποία μπορεί να αποδειχκεί εφκολα μελετϊντασ τθ ςυνάρτθςθ 

h(x) lnx x 1 . 
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2η Προςζγγιςη: 
2 21 ln x 1 ln x

(OK) (OΛ) x x 0 T(x) 0 T(x) T(1)
x x

, όπου κεωριςα-

με τθν  
21 ln x

T(x) x f(x) x
x

που είναι γνθςίωσ φκίνουςα αφοφ οι f  και h(x) x  είναι γνθςίωσ 

φκίνουςεσ άρα το x  παίρνει τθν τιμι 1  μια μόνο φορά . 
 
 

Ραρακάτω φαίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων y=f(x) και y=Ε(x) όταν το ςθμείο Μ 
τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ y=f(x) είναι ςε τζτοιο ςθμείο ϊςτε το ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο 
ΟΚΜΛ να είναι τετράγωνο (τετμθμζνθ x=1). Τότε  το εμβαδό γίνεται ελάχιςτο: 

 
 Διαφορετικά για τo ελάχιςτο τθσ 2E(x) 1 ln x, x 0  :  Είναι 2 2x 0 x 1ln ln E(x)1 1 . Η ιςότθ-

τα λαμβάνεται μόνο για x=1 άρα βρίςκουμε ελάχιςτο για x 1  το E(1) 1 . 

 


