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11. Μονοτονία για παραγωγίσιμες συναρτήσεις

Θεώρημα:

 f συνεχής στο διάστημα Δ. Αν f ΄(x) > 0 στο εσωτερικό του Δ τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο Δ.

Απόδειξη: 

( Έστω 
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[image: image2.wmf]12

x<x

 τότε 
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( Εφαρμόζω το θεώρημα μέσης τιμής στο 
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Παρατηρήσεις:

Ι) Δεν απαιτείται η παραγωγισιμότητα στα άκρα του Δ.. Να τονίσουμε ότι αν το Δ έχει άκρα 
[image: image8.wmf]α,b(Δ=[α,b])

 η παραγωγισιμότητα στα άκρα του Δ εξασφαλίζεται με την ύπαρξη των πλευρικών ορίων της παραγώγου στα 
[image: image9.wmf]+

α

 και 
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 μόνον. Π.χ. στο παρακάτω σχήμα η f είναι παραγωγίσιμη στο Δ, όχι όμως στα α, b.
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II) Αν f ΄(x) > 0 στο Δ τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο Δ. Διότι η f είναι και συνεχής στο Δ αφού είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό. Η πρόταση αυτή είναι χρήσιμη σε ασκήσεις αλλά έχει ένα πλεονάζον δεδομένο: την παραγωγισιμότητα στα άκρα του Δ (αν υπάρχουν).

[image: image130.wmf]x0

limg(x)=0

+

®

ΙΙΙ)
 


Η απαίτηση της συνέχειας της f(x) στο Δ είναι 

ουσιώδης αυτό γίνεται φανερό από το δίπλα 

σχήμα.
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Το θεώρημα δεν ισχύει σε ένωση διαστημάτων π.χ. η 
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 αλλά 

δεν είναι μονότονη όπως φαίνεται και στο σχήμα

 (το 
[image: image13.wmf]R
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είναι ένωση διαστημάτων)

V) Το αντίστροφο δεν ισχύει. Δηλαδή αν f γνήσια αύξουσα και παραγωγίσιμη στο Δ τότε δεν ισχύει αναγκαστικά f ΄(x) > 0. Πράγματι αν 
[image: image14.wmf]3
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 τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο R αλλά f΄(0) = 0. (Δείτε και την παρατήρηση VIII)
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Αν f ΄(x) > 0, 
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 και η f είναι 

    



συνεχής στο 
[image: image16.wmf]0
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 τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο 

(α, b). Πρακτικά η μονοτονία δεν επηρεάζεται από ένα 

μεμονωμένο σημείο, πιθανώς, μη παραγωγισιμότητας.

VII) Αν f συνεχής στο διάστημα Δ και 
[image: image17.wmf]f(x)0
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 στο εσωτερικό του Δ τότε η f είναι αύξουσα στο Δ (δεν αποκλείεται να είναι και γνήσια αύξουσα). Η απόδειξη είναι εντελώς όμοια με το αρχικό θεώρημα.

VIII)  Αν f γνήσια αύξουσα στο Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ τότε 
[image: image18.wmf]f(x)0
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 στο εσωτερικό του Δ.

Απόδειξη: 
( αφού αν υπήρχε 
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 στο εσωτερικό του Δ: 
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( αφού το 
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 ανήκει στο εσωτερικό του Δ έχει νόημα στο προηγούμενο όριο το x να τείνει και από τις δυο πλευρές στο 
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( Άρα κοντά στο 
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 και μέσα στο Δ θα ισχύει 
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 επειδή f γνήσια αύξουσα θα πρέπει να είναι 
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 οπότε 
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 άτοπο. Όμοια και αν 
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IX) Θα αποδείξουμε ότι αν: 
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 και δεν υπάρχει διάστημα 
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 (δηλαδή τα σημεία μηδενισμού της παραγώγου δεν είναι τόσο πυκνά που να αποτελούν διάστημα) τότε η f είναι γνήσια αύξουσα στο Δ.
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Απόδειξη:
( αφού 
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 η f είναι αύξουσα στο Δ

( άρα 
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( έστω 
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( οπότε 
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 άτοπο. Τελικά 
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 που σε συνδυασμό με την (1)       σημαίνει ότι η f είναι γνήσια αύξουσα.

X) Υπενθυμίζουμε ότι: αν η f είναι γνήσια αύξουσα και ορίζεται στο α, τότε 
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 για κάθε x > α, ενώ αν δεν ορίζεται στο α, τότε 
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 για κάθε  x > α (φυσικά εννοούμε ότι το x βρίσκεται στο πεδίο ορισμού της f και το όριο υπάρχει)

XI) Σε πολλές ασκήσεις θέλουμε να δείξουμε μια ανισότητα της μορφής f (x) > 0 ή 
[image: image43.wmf]f(x)0
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 σε κάποιο διάστημα Δ κλειστό ή ανοικτό. Τότε θεωρούμε τυχαίο x στο Δ ή στο εσωτερικό του, ανάλογα τι βολεύει σε κάθε άσκηση και ψάχνουμε αν υπάρχει α στο Δ τέτοιο ώστε f(α) = 0 ή αν 
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 στην περίπτωση όπου το α είναι ανοικτό «άκρο» του Δ. Χρησιμοποιούμε κατάλληλα τότε την μονοτονία στο [α, x] ή [x, α] ή 
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 ή 
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 (συνέχεια στο κλειστό και πρόσημο της παραγώγου στο ανοιχτό) και έτσι δείχνουμε το ζητούμενο. Η εφαρμογή θα φανεί καλύτερα στις ασκήσεις που ακολουθούν.
XII)Αντίστοιχα με πριν υπενθυμίζουμε ότι :αν θέλουμε μέσω μονοτονίας να δείξουμε π.χ ότι f(a)<f(b) τότε χρειαζόμαστε την μονοτονία στο κλειστό [a,b] που μπορεί να μας την εξασφαλίσει η συνέχεια της f στο [a,b] και το πρόσημο της f ΄ στο (a,b)

XIII) Ισχύουν ανάλογα θεωρήματα για φθίνουσες.
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Υποδειγματικές Ασκήσεις στην μονοτονία

1.  Να μελετηθεί η f  με 
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 ως προς την μονοτονία (και όχι μόνον)  
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Τώρα από τον πίνακα μονοτονίας μπορούμε να συμπεράνουμε:

Την ίδια μονοτονία π.χ. f συνεχής στο 
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[image: image56.wmf](

]

-,-1

¥

 κ.ο.κ 

(Δεν είπαμε 
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 γιατί τότε θα είχαμε πρόβλημα με το γνησίως.)

Τα ακρότατα της f καθώς και το είδος τους. Εδώ π.χ. για x = 1 και x=-1 έχουμε ολικό ελάχιστο το -4, για x = 0 τοπικό μέγιστο το -3 ενώ ολικό μέγιστο δεν υπάρχει.

Τα επιμέρους σύνολα τιμών καθώς και το τελικό. Εδώ π.χ. αν ονομάσουμε με: 
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 τότε επειδή f γνήσια φθίνουσα στο 
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(Επιλέξαμε το δεξί άκρο του 
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 να είναι κλειστό. Φυσικά θα μπορούσαμε να είχαμε επιλέξει να ήταν ανοικτό, αλλά τότε το αριστερό άκρο του 
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 θα ήταν κλειστό. Αυτό που αποφεύγουμε είναι να είναι και τα δύο κλειστά ώστε να μην επαναλάβουμε το -1 δυο φορές).

Το τελικό σύνολο τιμών είναι η ένωση όλων των επιμέρους και εδώ το 
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Το πρόσημο της f. Από τα σύνολα τιμών άμεσα προκύπτει ότι η συνάρτηση δεν έχει σταθερό πρόσημο αφού υπάρχουν και θετικές και αρνητικές τιμές τουλάχιστον σε ένα από αυτά.

Αν η f είναι 1 -1. Εδώ επειδή f(-1) = f(1) η f δεν είναι 1 -1. Γενικότερα αν υπάρχει έστω και ένα κοινό στοιχείο σε δυο η και περισσότερα επιμέρους σύνολα τιμών τότε η f δεν είναι 1 -1.

Το πλήθος των ριζών. Από τα σύνολα τιμών παρατηρούμε ότι υπάρχει μια ρίζα στο 
[image: image65.wmf]1
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 αφού το 0 ανήκει στο 
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 και είναι βέβαια μοναδική αφού η f είναι γνήσια φθίνουσα στο 
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. Στο 
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 δεν υπάρχει ρίζα, ούτε στο 
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 υπάρχει άλλη μια. Αν η εύρεση ορίων στα άκρα διαστημάτων είναι δύσκολη τότε μπορούμε χρησιμοποιώντας το θεώρημα Bolzano με βολικές τιμές στο εσωτερικό του διαστήματος να εξασφαλίσουμε ρίζα και μέσω της μονοτονίας την μοναδικότητα. Προσοχή όμως, για τη μη ύπαρξη ρίζας δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το αντίστροφο του Bolzano.

Το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = m. Φανταστείτε ότι η y = m παριστάνει μια οριζόντια ευθεία που ανεβοκατεβαίνει ανάλογα με τις τιμές του m και εμείς ψάχνουμε το πλήθος των σημείων τομής της y = f(x) με την ευθεία .Έτσι προκύπτει: για m < -4 κανένα σημείο τομής. Για m = -4 δυο σημεία τομής. Για 
-4 < m < -3 τέσσερα σημεία τομής, για m = -3 τρία σημεία τομής και τέλος για m > -3 δυο σημεία τομής.

Μετά από όλα αυτά καταλαβαίνετε γιατί στην αρχή είπαμε και «όχι μόνον».  
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2. Να μελετηθεί η μονοτονία της 
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f συνεχής
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3.  Να μελετηθεί η μονοτονία της 
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f παραγωγίσιμη 
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Θέτουμε 
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Είναι: 
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 και επειδή g συνεχής στο 
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Τελικά αφού 
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4.  Να μελετηθεί η μονοτονία της 
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Τώρα μπορούμε να συμπεράνουμε το πρόσημο της g
Επειδή g ( στο (0, 1] 

Αν 0 < x < 1

Προκύπτει άμεσα ότι: 
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Και όμοια:                   
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 και έτσι προκύπτει ο τελικός πίνακας μονοτονίας της f
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5.  Να μελετηθεί η μονοτονία της 
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Επειδή 
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 (( στο 
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για x > 0 παίρνουμε: 
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Επιπλέον η f ΄ είναι συνεχής στο 
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 και συνεχίζουμε έτσι μέχρι να συμπληρωθεί ο προηγούμενος πίνακας. Τελικά η συνάρτησή μας είναι γνήσια αύξουσα στο 
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6. Αν f΄(x) συνεχής και f΄(α) > 0 δείξτε ότι η f είναι γνήσια αύξουσα κοντά στο α.

Θα δώσουμε δυο αποδείξεις. Η μια είναι λάθος. Πρέπει να ανακαλύψετε και να εξηγήσετε το λάθος  ( το οποίο είναι καλά κρυμμένο. )

Α΄ Απόδειξη

Αφού f΄(x) συνεχής τότε 
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 κοντά στο α άρα η f είναι γνήσια αύξουσα κοντά στο α.

Β΄ Απόδειξη
f΄(α) > 0 τότε: 
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 άρα 
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 για κάθε x κοντά στο α.

Άρα αφού ο λόγος μεταβολής είναι θετικός για κάθε x κοντά στο α, η f είναι γνήσια αύξουσα κοντά στο α.

Στη Β΄ δεν χρησιμοποιήσαμε την συνέχεια της παραγώγου. Βελτιώσαμε την εκφώνηση ή κάναμε λάθος; 

Προσέξτε: Λάθος είναι η Β΄ διότι για να προκύψει η f γνήσια αύξουσα κοντά στο α θα έπρεπε 
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 για κάθε x > 0 αλλά και για κάθε α πράγμα  που δεν ισχύει αναγκαστικά. Το δίπλα σχήμα δίνει μια πρόχειρη ερμηνεία.


7.  Αν f(x) συνεχής στο
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, f(0) = 0, f΄(x) γνήσια αύξουσα στο
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, να   μελετηθεί η μονοτονία της 
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Άρα: 
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 με 0 < ξ < x αφού ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο 
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Περίληψη 8

1) Όλες οι παρατηρήσεις της θεωρίας.

2) Από τον πίνακα μονοτονίας μπορούμε να συμπεράνουμε: 

      Την ίδια την μονοτονία 

      Τα ακρότατα της f καθώς και το είδος τους

      Τα επιμέρους σύνολα τιμών καθώς και το τελικό 

      Το πρόσημο της f
      Αν η f είναι 1 -1 

      Το πλήθος των ριζών

      Το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = m
3) Δεν θα ασχοληθούμε με την παραγωγισιμότητα της f στα μεμονωμένα σημεία

4) Μια πρόχειρη ματιά στο πρόσημο της παραγώγου. Αν έχουμε μίγμα διαφορετικών ειδών συναρτήσεων τότε την μέθοδο της βοηθητικής συνάρτησης

5) Προφανή ρίζα και συμπεριφορά στα άκρα των διαστημάτων.

6)Αν δεν γνωρίζουμε το πρόσημο και δεν μπορούμε να απομονώσουμε κάποιο κομμάτι ξαναπαραγωγίζουμε

7) Αιώνιες ανισότητες!!! Με λεπτομέρειες για τα διαστήματα

a          Δ           b   





a          Δ              





α        x0    b





x1       x2





Τα πρόσημα στην f ΄τα συμπληρώνουμε με ειδικές τιμές. Βάζουμε πρώτα τις χαρακτηριστικές τιμές και όρια. Μετά σημαδεύουμε με τα βελάκια.





Πρώτα θα πούμε ότι η f είναι συνεχής και μετά θα σπάσουμε τον τύπο για να γλιτώσουμε τα όρια στο σημείο αλλαγής








Δεν θα ασχοληθούμε με την παραγωγισιμότητα της f στο -1 γιατί το θεώρημα της μονοτονίας δεν απαιτεί την παραγωγισιμότητα στα άκρα διαστημάτων και το -1 μπορούμε να το θεωρήσουμε άκρο.








Αφού η f ΄ προέκυψε δίκλαδη συμφέρει να κάνουμε ένα πρόχειρο πινακάκι για κάθε κλάδο χωριστά και μετά το τελικό.








Οι διπλές γραμμές σημαίνουν ότι η συνάρτηση δεν ορίζεται εκεί





Πρώτα ρίχνουμε μια πρόχειρη ματιά στο πρόσημο του αριθμητή γιατί ο παρανομαστής είναι πάντα «+». Αν π.χ. στη μέση ήταν + αντί – τότε προφανώς τα πάντα θα ήταν θετικά


στο � EMBED Equation.DSMT4  ��� οπότε η f θα ήταν γνήσια αύξουσα. Ακόμη αν 


έλειπε το x στον αριθμητή θα είχαμε μόνον ένα είδος συναρτήσεων. Τριγωνομετρικές, και για να βρούμε το 


πρόσημο θα ασχολιόμασταν με την ύλη της β΄ λυκείου. Όμως έχουμε μίγμα διαφορετικών ειδών συναρτήσεων 


πολυωνυμικές και τριγωνομετρικές. Τότε θα ακολουθούμε 


την παρακάτω μέθοδο της βοηθητικής συνάρτησης θέτοντας 


τον αριθμητή g(x) οπότε χρησιμοποιώντας τον πίνακα 


μονοτονίας της g να προκύψει τελικά το πρόσημο της g.











Προσοχή!! Στην εκφώνηση το x οριζόταν στο ανοικτό � EMBED Equation.DSMT4  ���. Όμως η g ορίζεται σε όλο το R και εμείς ορίζουμε την g. Άρα μπορούμε να την ορίσουμε σε όλο το R. Συμφέρει όμως να την ορίσουμε στο κλειστό διάστημα που αναφέρει η εκφώνηση (αν μπορούμε) για να γλιτώσουμε όρια π.χ g(0) = 0, αν είχαμε όμως ανοικτό διάστημα θα έπρεπε να πούμε: � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Για να χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα της μονοτονίας g(x) < g(0) = 0 


έπρεπε η g να ήταν ΓΝΗΣΙΑ ΦΘΙΝΟΥΣΑ ΣΤΟ ΚΛΕΙΣΤΟ [0, …].


 Άρα ήταν απαραίτητα η αναφορά της συνέχειας της g στο � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


Προσέξτε τώρα: Αν λέγατε ότι � EMBED Equation.DSMT4  ��� θα ήταν βέβαια 


σωστό αλλά η g δεν θα προέκυπτε ΓΝΗΣΙΑ φθίνουσα, εκτός και αν χρησιμοποιούσατε επιπλέον θεωρήματα, πράγμα που δεν συμφέρει.  


Συνέπεια στην επόμενη ανίσωση να προκύψει � EMBED Equation.DSMT4  ��� στο � EMBED Equation.DSMT4  ��� .Το 


αποφύγαμε με την αρχική ακριβέστερη διατύπωση.








Όπως και πριν για τους ίδιους λόγους θέτουμε: � EMBED Equation.DSMT4  ��� (Δεν μπορούμε να ορίσουμε την g σε κλειστό)








Εύκολα βλέπουμε ότι η g παίρνει και «+» και «-» τιμές. Πρέπει να βρούμε που κόβει τον άξονα x΄x. Αλλά η εξίσωση � EMBED Equation.DSMT4  ��� δεν λύνεται στοιχειωδώς γιατί είναι μίγμα. ΤΟ ΜΟΝΟ ΠΟΥ ΕΛΠΙΖΟΥΜΕ ΕΙΝΑΙ ΝΑ ΒΡΟΥΜΕ ΜΙΑ ΠΡΟΦΑΝΗ ΡΙΖΑ (που θα είναι  μοναδική εδώ λόγω μονοτονίας). Δοκιμάστε λοιπόν χαρακτηριστικές τιμές π.χ το l, το e (λόγω του lnx) κ.ο.κ.








Επειδή αυτές τις ανισότητες τις συναντούμε πολύ συχνά τις ονομάζουμε «αιώνιες»





Επειδή δεν γνωρίζουμε το πρόσημο και δεν μπορούμε να απομονώσουμε κάποιο κομμάτι ξαναπαραγωγίζουμε ώσπου να καταλήξουμε σε παράσταση της οποίας μπορούμε να μελετήσουμε το πρόσημο.








Επειδή � EMBED Equation.DSMT4  ��� και δεν υπάρχει διάστημα στο οποίο η � EMBED Equation.DSMT4  ��� να είναι παντού 0 μια που τα σημεία μηδενισμού της είναι τα: � EMBED Equation.DSMT4  ��� τότε � EMBED Equation.DSMT4  ���.γν αύξουσα


Αν θελήσουμε να αποφύγουμε αυτή την πρόταση μπορούμε να στηριχτούμε στην  ημx < x…








Όταν από «βελάκι» βγάζουμε πρόσημο πρέπει να χρησιμοποιούμε την παρακάτω επιχειρηματολογία που εμφανίζεται πολύ συχνά και της έχουμε δώσει το όνομα: αιώνιες ανισότητες





α





Αν θέσουμε � EMBED Equation.DSMT4  ��� δεν μπορούμε να παραγωγίσουμε και έτσι να συνεχίσουμε για να βρούμε το πρόσημο της h. Επειδή η άσκηση είναι θεωρητική , βοήθεια θα πάρουμε από κάποιο γενικό θεώρημα και εδώ η κεντρική ιδέα είναι να ταιριάξουμε ιδιότητες που αφορούν την f΄ με ιδιότητες της f. Βασικό εργαλείο είναι το θεώρημα μέσης τιμής. Πρέπει να εμφανίσουμε μια διαφορά της μορφής: f(α) – f(b) και δεν έχουμε ακόμη αξιοποιήσει το f(0) = 0.
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