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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

1 ÅðáíáëçðôéêÝò áóêÞóåéò ¼ñéá - ÓõíÝ÷åéá

¢óêçóç 1.1 .

Íá õðïëïãéóôåß ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò � óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

i) f (x) = 2x− 3� üôáí f(0)− f(1) = f(−1)

ii)g (x) =
2x + �

−4x + 8
; x 6= 2 üôáí 2 lim

x→1
g (x)− 3 lim

x→−1
g (x) = 5

iii) h(x) =

{
−3x + �− 1; x ≤ 0

3− 2 lnx; ; x > 0
, üôáí 3h(−2)− 2h(e) = 4�− 5.

¢óêçóç 1.2 .

Íá õðïëïãéóôïýí ôá üñéá:

A = lim
x→ 1

x3 − 3x + 2

x3 − x2 − x + 1
B = lim

x→−2

√
−x + 2 + x

3−
√
x2 + 5

¢óêçóç 1.3 .

Íá õðïëïãéóôïýí ôá üñéá:

A = lim
x→ 2

3
√
x + 2− 2

√
5x− 1

4x3 − 15x− 2

B = lim
x→ 1

2x2ex − 3xex + ex

x2f (x)− xf (x)
üðïõ f óõíå÷Þò óõíÜñôçóç , ôçò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï M(1; 2012).

¢óêçóç 1.4 .

Äßíïíôáé ïé óõíÜñôÞóåéò f(x) =
√
x + 1− 1 êáé g(x) =

√
x− 1 + 3

á. Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí f êáé g.

â. Íá õðïëïãéóôåß ôï üñéï lim
x→3

(
f(x)− 1

x2 − 5x + 6

)
.

ã. Íá õðïëïãéóôåß ôï üñéï lim
x→2

(
2g(x)− 4x

8− x3

)
.

ä. Íá õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò A = f(3)− 2g(5) + f(0).

¢óêçóç 1.5 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =



x2 + �x− 3�

x3 − 2x2 + 4x− 8
; x < 2

x− 
; x = 2

�(
√
x2 + 12− 4)

x− 2
; x > 2

á. Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï M(−1; 1), íá äåßîåôå ïôé � = 4

Ãéá � = 4

â. Íá õðïëïãßóåôå ôï lim
x→2−

f(x).

ã. Íá âñåèåß ôï lim
x→2+

f(x). ä. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; 
 ∈ R. þóôå ç óõíÜñôçóç
f íá åßíáé óõíå÷Þò óôï x0 = 2.
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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

¢óêçóç 1.6 .

Íá õðïëïãéóôïýí ôá ðáñáêÜôù üñéá :

á.lim
x→3

(
x2 − 9

2x2 − 9x + 9

)
â. lim

x→2

(
x3 − 3x2 + 4

x2 − 4x + 4

)
ã.lim

x→1

(√
x + 3− 2

x2 − 1

)
ä. lim

x→1

(
x + 2

x− 1
− 3

x2 − x

)
å. lim

x→2

(√
x− 1−

√
3− x√

x + 2− 2

)
óô. lim

x→2

(
x3 − 8√
x2 + 5− 3

)
æ. lim

x→−1

(
x4 + 5x3 + 3x2 + 1

x2 + x

)
¢óêçóç 1.7 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =
x2 + 5x + 6

x2 + x
.

á. Íá âñåßôå ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

â. Íá âñåßôå ôï üñéï lim
x→−1

[(√
x + 5− 2

)
f(x)

]
.

ã. Íá âñåßôå ôï üñéï lim
x→−2

(
f(x)

x2 − 4

)
.

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç g(x) =


f(x)− f(1)

x− 1
; x ∈ (1;+∞)

�; ; x = 1
.

ä. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôçí ôéìÞ ôïõ � ∈ R þóôå ç óõíÜñôçóç g íá åßíáé óõíå÷Þò óôï x0 = 1.

¢óêçóç 1.8 .

Íá õðïëïãéóôïýí ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß �; � óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

á) f (x) = � lnx + 2�ìåx > 0 üôáí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f(x) äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá

(1; 6) êáé (e;−3).

â) g(x) =

{
�x− 2; ; x 6= 3

�2 + 2a− 1; x = 3

ã) h(x) =

{ √
x + 2− 3�; −2 ≤ x < 8

�
√
x + 2; x ≥ 9

üôáí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò h(x) äéÝñ÷åôáé

áðü ôá óçìåßá (2; �2 + 2) êáé (9; 11�).

¢óêçóç 1.9 .

Äéíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =


√

2x2 + 2x + 1− 1

x
; x < 0

� + � ; x = 0

x2 + �x− � ; x > 0
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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

á. Íá âñåèåß ôï lim
x→0−

f(x).

â. Íá âñåèåß ôï lim
x→0+

f(x).

ã. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôùí �; � ∈ R ãéá ôéò ïðïéåò ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï x0 = 0.

ä. Ãéá ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R ðïõ âñÞêáôå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá, íá âñåèåß ç

áñéèìçôéêÞ ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò A = 2f(0)− f(1) + f(−1).

¢óêçóç 1.10 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå ôýðï: f(x) =


x2−1
x−1 ; x < −1

�x + 2� ;−1 ≤ x ≤ 1
x3+6x2−7x

x2−x ; x > 1

üðïõ �; � ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. Íá õðïëïãéóôïýí :

á) Ôá üñéá lim
x→−1−

f(x); lim
x→−1+

f(x).

â) Ôá üñéá lim
x→1+

f(x); lim
x→1−

f(x).

ã) Ôá �; � áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï R

¢óêçóç 1.11 .

Ìå äïóìÝíï ôï ó÷Þìá ðïõ áêïëïõèåß :

Á) Óõìðëçñþóôå ôá ðáñáêÜôù êåíÜ:

á) lim
x→−4+

f(x) = : : :

â) lim
x→−2−

f(x) = : : :

ã) lim
x→−2+

f(x) = : : :

ä) lim
x→0+

f(x) = : : :

å) lim
x→0−

f(x) = : : :

óô) lim
x→2−

f(x) = : : :

æ) lim
x→2+

f(x) = : : :

ç) lim
x→4−

f(x) = : : :

Â) Âñåßôå ôá óçìåßá ðïõ ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f åßíáé áóõíå÷Þò.

Ã) Âñåßôå ôá äéáóôÞìáôá ðïõ ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f åßíáé óõíå÷Þò.

Ä) Âñåßôå ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé ôï óýíïëï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò f .
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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

¢óêçóç 1.12 .

¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) =


�x2 − �x + 3 x < −1

3á − 6 x = −1
x2+â

2+x
x > −1

ìå �; � ∈ R

i. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→−1−

f (x).

ii. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→−1+

f (x).

iii. Íá õðïëïãßóåôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå íá õðÜñ÷åé ôï lim
x→−1

f (x).

iv. Ãéá � = −2 , íá õðïëïãßóåôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå ç óõíÜñôçóç f íá åßíáé

óõíå÷Þò óôï xo = −1.

¢óêçóç 1.13 .

¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) =


á
√
x+3−2
2x−2 −3 ≤ x < 1

5á
8

+ 2â x = 1
2x2−3x+1

x2−x x > 1

á) Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→1−

f (x)

â) Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→1+

f (x).

ã) Íá âñåßôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå íá õðÜñ÷åé ôï üñéï lim
x→1

f (x).

ä) Ãéá � = 8, íá âñåßôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå ç óõíÜñôçóç f íá åßíáé óõíå÷Þò

óôï x0 = 1.

å) Ãéá � = 8, íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò K = f(−2)− f 2(2).

¢óêçóç 1.14 .

¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò : f(x) =

{
2x− 3 x ≤ k

4x− 1 x > k
êáé g(x) =

{
f(x)− k2 x 6= 2

−4k3 − 3k x = 2
; k ∈

R
á) Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim

x→k−
f (x).

â) Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→k+

f (x).

ã) Íá âñåßôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü k þóôå ç óõíÜñôçóç f íá åßíáé óõíå÷Þò óôï x1 = k .

Ãéá k = −1: ä) íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→2

g (x).

å) íá åîåôÜóåôå åáí ç óõíÜñôçóç g åßíáé óõíå÷Þò óôï x2 = 2.

¢óêçóç 1.15 .

¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f (x) =

{
3aex−5 − 2x x ≤ 5

2 ln (x− 4) + 3� + 2� x > 5
êáé

g (x) =

{
� ln (x2 + e) + 2011x x 6= 0

3− � x = 0
ìå á; â ∈ R.

i. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→5−

f (x).

ii. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→5+

f (x).
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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

iii. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→0

g (x).

iv. Íá âñåßôå ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò � êáé � þóôå íá åßíáé óõíå÷Þò ç óõíÜñôçóç f

óôï x1 = 5 êáé ç óõíÜñôçóç g óôï x2 = 0.

v. Ãéá � = 4 êáé � = −2, íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò :

K = 2f (0)− 3f (e + 4)− g2 (0)− 2012.

¢óêçóç 1.16 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =


x3 − 5x2 + 6x

x2 + 3x
; x > 3

�2x− 11 x ≤ 3

á. Íá âñåèïýí ôá lim
x→3−

f(x) êáé lim
x→3+

f(x).

â. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôïõ � ∈ R ãéá ôéò ïðïßåò ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï

x0 = 3.

ã. Ãéá ôéò ôéìÝò ôïõ � ðïõ âñÞêáôå óôï â. åñþôçìá íá õðüëïãßóåôå ôï lim
x→5

x2 − (�2 + 2)x + 5

x− 5
.

¢óêçóç 1.17 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =


5x− 10

x + 1−
√
x + 7

; x > 2

�x2 − 5x + 4�; x ≤ 2

á. Íá âñåèïýí ôá lim
x→2−

f(x) êáé lim
x→2+

f(x)

â. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôçí ôéìÞ ôïõ � ∈ R ãéá ôçí ïðïßá ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï

R.

ã. Ãéá � = 2 íá õðïëïãßóåôå ôï lim
x→1

(
f(x)− f(1)

x− 1

)
.

¢óêçóç 1.18 .

Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f(x) =
√

9− x2 êáé g(x) =
x− 2

x− 3
.

á. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí f êáé g.

â. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé ôïí ôýðï ãéá ôçí óõíÜñôçóç h(x) = f 2(x) · g(x).

ã. Íá õðïëïãßóåôå ôï lim
x→3−

h(x).

ä. Íá õðïëïãßóåôå ôï lim
x→
√
5

(
f(x)− 2
√
x−
√

5

)
.

¢óêçóç 1.19 .
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1 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ¼ÑÉÁ - ÓÕÍÅ×ÅÉÁ

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =



3− �x2; �� |x| < 1

5x2; �� x = 1 �̇ x = −1

�
|x| ; �� |x| > 1

á.Íá âñåèïýí ôá üñéá lim
x→−1−

f(x) êáé lim
x→−1+

f(x).

â.Íá âñåèïýí ôá üñéá lim
x→1−

f(x) êáé lim
x→1+

f(x).

ã. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R ãéá ôéò ïðïßåò ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò

óôï R.

ä. Ãéá � = −2 êáé � = 5, íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçòA = f(0) + f(2)− 4f(
1

2
).

¢óêçóç 1.20 .

Èåùñïýìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) =
√

5x + 10; x ≥ −2 êáé g (x) = x2 + 3. i. Íá áðïäåßîåôå

üôé f (3 + h) =
√

5h + 25; h ≥ −5 êáé g (3 + h) = h2 + 6h + 12. ii. Íá õðïëïãßóåôå ôá üñéá:

A = lim
h→ 0

f (3 + h)− f (3)

h

B = lim
h→ 0

g (3 + h)− g (3)

h

C = lim
h→ 0

f (3 + h)− f (3)

g (3 + h)− g (3)

D = lim
h→−1

f (3 + h)− f (2)

3h + g(0)
.
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2 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐÁÑÁÃÙÃÙÍ

2 ÅðáíáëçðôéêÝò áóêÞóåéò ðáñáãþãùí

¢óêçóç 2.1 Íá õðïëïãßóåôå ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé ôçí ðáñÜãùãï ôùí óõíáñôÞóåùí:.

f(x) =
x

3
− 3

x
+ x2ex��x− x3lnx− 2012

g(x) =
(
4x2 + 3x− 2

) (
2x2 − 5x + 2

)
− e4

h(x) =
x2 + 3x

5x2 − 20
− xln5

k(x) =
x2 − 3x

ex
−
√

3

¢óêçóç 2.2 Íá åîåôÜóåôå ôéò ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá

:.

f(x) =
x3

3
− 5x2

2
+ 6x−

√
2

g(x) = x2ex − ln 3

h(x) =
lnx

x
s(x) = ex − x

¢óêçóç 2.3 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç: .

f(x) = 2x3 − 3x2 − 12x + 3; x ∈ R

á. Íá âñåèïýí f ′ êáé f ′′

â. Íá âñåèïýí ôá lim
x→2

f ′(x)√
x + 2− 2

êáélim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
ã. Íá âñåèïýí ôá äéáóôÞìáôá ìïíïôïíßáò êáé ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ôçò f

¢óêçóç 2.4 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f(x) = −2x3 + �x2 + 12x + 1; � ∈ R; x ∈ R

á. Áí f ′(−2) = f ′(1) , íá äåßîåôå ïôé � = −3

Ãéá � = −3

â. Ná ìåëåôÞóåôå ôçí f ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôïðéêÜ áêñüôáôá.

Èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç g(x) =


f ′(x)

6
; x ≥ 1

�x + � ; x < 1

ã. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R ãéá ôéò ïðïßåò ç óõíÜñôçóç g åßíáé ðáñáãùãßóéìç

óôç èÝóç x0 = 1

¢óêçóç 2.5 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f(x) = � lnx− x2 ìå f ′(4) = −6

á. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

â. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôïõ � ∈ R

ã. Ãéá � = 8, íá ìåëåôÞóåôå ôçí f ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá.

ä. Ãéá � = 8, íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò A = f(1) + f(e)
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¢óêçóç 2.6 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç.

f(x) = x3 − �x2 + 3�x + 2; x ∈ R

á. Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôùí �; � ∈ R,áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéÝñ÷åôáé áðï ôï

óçìåßï M(1; 1) êáé ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï óôç èÝóç x = 3

â. Ãéá � = 5 êáé � = 1, íá ìåëåôÞóåôå ôçí f ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá.

ã. Ãéá � = 5 êáé � = 1,íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò B = f(0) + 2f(2)− f(3)

ä. Ãéá � = 5 êáé � = 1, íá õðïëïãßóåôå ôo üñéï lim
x→1

f(x)− 1√
x− 1

¢óêçóç 2.7 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f(x) = �ex − �x + 5; x ∈ R êáé �; � ∈ R.Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç äéÝñ÷åôáé ôçò f äéÝñ÷åôáé

áðü ôï óçìåßï A(0; 7) êáé f ′(0) = 1

á. Ná âñåßôå ôïõò �; � ∈ R

â. Ãéá � = 2 êáé � = 1, íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå x ∈ R éó÷ýåé f ′′(x)− f ′(x) = 1

ã. Íá ìåëåôÞóåôå ôçí f ùò ðñïò ôç ìïíïôïíßá êáé ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá.

ä. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôïõ � ∈ R ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé �2f ′′(x)− 3�f ′(x) + 2f ′′(x) = 3�

¢óêçóç 2.8 Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðáñÜãùãï ôùí óõíáñôÞóåùí:.

f(x) = ln(x2 − x + 1)− log 2012 ìå x ∈ R
g(x) = ��3x− lnx4 ìå x > 0

h(x) =
√

2ex + 3x ìå x ≥ 0

k(x) = x2e−x − e3x
2−5x+1 ìå x ∈ R

l(x) = (2ex + 1)1006 − 5e ìå x ∈ R
m(x) = e

√
x���3x +

3
√

2 ìå x > 0

¢óêçóç 2.9 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f(x) = ���2x + ����2x; x ∈ (0;
�

2
)êáé�; � ∈ R. Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéåñ÷åôáé

áðü ôï óçìåßï A(
�

6
;−1

2
) êáé f ′(

�

6
) =
√

3, ôüôå:

á. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R

â. Ãéá � = 1 êáé � = −1, íá äåßîåôå ïôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá óôï (0;
�

2
)

ã. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò A = f ′(
�

4
) + f(

�

4
)− f ′(

�

3
)

¢óêçóç 2.10 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f(x) = ln(
lnx

x
)

á. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

â. Íá ìåëåôÞèåß ç óõíÜñôçóç ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá.

ã. Áí � > � > e íá äåßîåôå ïôé �� < ��

ä. Íá óõãêñßíåôå ôïõò áñéèìïýò 2
√
3 êáé 3
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¢óêçóç 2.11 Íá ìåëåôÞóåôå ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ôçí óõíÜñôçóç .

f (x) =
x3

3
− 2x2 + e3 üôáí:

i. x ∈ R
ii.x ∈ R∗

iii. x ≥ 0

iv.x ≥ 2 v. x < 6 vi.−1 ≤ x ≤ 6 vii. −4 < x < 5

¢óêçóç 2.12 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f : R→ R ìå ðáñÜãùãï f ′ (x) = −e��x .
i. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç f (x)

ii. Íá ëõèåß ç áíßóùóç f (2x + 3) < f (3x + 2)

iii. Íá áðïäåßîåôå üôé f
(
x2 + 2x

)
≤ f (3x− 1)

iv. Íá áðïäåßîåôå üôé f ′′ (x)− ���xf ′ (x) = 0

¢óêçóç 2.13 Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç .

f (x) =
lnx

x
i. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç f (x)

ii. Íá áðïäåßîåôå üôé
ln 3

3
≤ f (x) ≤ 1

e
üôáí x ∈ [e; 3]

iii. Íá áðïäåßîåôå üôé x2f ′ (x) + xf (x) = 1 üôáí x > 0

¢óêçóç 2.14 ¸óôù ç óõíÜñôçóç .

f (x) = ex + 3x

i. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç

ii. Íá óõãêñßíåôå ôéò ôéìÝò f (−5) êáé f (2)

iii. Íá ëõèåß ç áíßóùóç ex
2

+ 3x2 < ex + 3x

iv. Íá áðïäåßîåôå üôé e3000 + 9000 < e4000 + 12000

v. Íá ëõèåß ç áíßóùóç ex + 3x ≤ e + 3

¢óêçóç 2.15 Ç óõíÜñôçóç .

f (x) = x lnx− �x ìå � ∈ R ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï ãéá x = 1.

i. Íá áðïäåßîåôå üôé � = 1

ii. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç f (x)

iii. Íá áðïäåßîåôå üôé x lnx− x ≥ −1 üôáí x > 0

iv. Íá áðïäåßîåôå üôé 2010 ln 2010− 2010 < 2011 ln 2011− 2011

¢óêçóç 2.16 Èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç .

f (x) =
x3

3
− x2

2
+ 2011 ìå � ∈ R

i. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç f (x)

ii. Íá áðïäåßîåôå üôé f (x) ≤ 2011 üôáí x ∈ (−∞; 1]

iii. Íá áðïäåßîåôå üôé f (2008) < f (2009)

iv. Íá óõãêñßíåôå ôéò ôéìÝò f (−e) êáé f (−�)
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¢óêçóç 2.17 .

Äßíåôáé ïñèÞ ãùíßá x̂Oy êáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá AB ìÞêïõò 10�. Ôá Üêñá ôïõ

ïðïßïõ A êáé B ïëéóèáßíïõí ðÜíù óôéò ðëåõñÝò Oy êáé Ox áíôßóôïé÷á. Ôï óçìåßï B êéíåßôáé

ìå ôá÷ýôçôá u = 2m=s êáé ç èÝóç ôïõ ðÜíù óôïí Üîïíá Ox äßíåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç

s(t) = ut; t ∈ [0; 5], üðïõ t ï ÷ñüíïò óå sec

á. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí E(t) ôïõ ôñéãþíïõ OAB ùò óõíÜñôçóç ôïõ t

â.Íá âñåèåß ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôïõ E(t), ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ ôï ìÞêïò ôïõ OA åßíáé

6m

¢óêçóç 2.18 .

Á. Íá áðïäåßîåôå ïôé áðü üëá ôá ïñèïãþíéá ìå ðåñßìåôñï 50m , ôï ìåãáëýôåñï åìâáäüí

Ý÷åé ôï ôåôñÜãùíï.

Â. Íá áðïäåßîåôå ïôé áðü üëá ôá ïñèïãþíéá ìå åìâáäüí 400m2, ôç ìéêñüôåñç ðåñßìåôñï

Ý÷åé ôï ôåôñÜãùíï.

Ã. Áí Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï Ý÷åé õðïôåßíïõóá 10cm, íá õðïëïãßóåôå ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò

ôïõ þóôå íá Ý÷åé ôï ìÝãéóôï åìâáäüí. K����̇�o��& ∆���̇���&

¢óêçóç 2.19 .

Ç èåñìïêñáóßá ìéáò ðåñéï÷Þò óå âáèìïýò êåëóßïõ, ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t óå þñåò

äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç �(t) = −t3 + 9t2 − 10t + c; 0 ≤ t ≤ 8

á. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò c, áí ãíùñßæåôå ïôé ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0

ç èåñìïêñáóßá Þôáí 16C0

â. Íá âñåßôå ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôçò èåñìïêñáóßáò óôï ôÝëïò ôçò ôÝôáñôçò þñáò

ã. Íá âñåßôå ôçí þñá ìå ôï ìÝãéóôï ñõèìü ìåôáâïëÞò.

¢óêçóç 2.20 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =


2x2 + � ; x ≤ 2

2�x3 + 11� ; x > 2

ìå �; � ∈ R

á. Íá âñåßôå ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôá �; � ∈ R þóôå ç f íá åßíáé óõíå÷Þò óôï x0 = 2

â. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R ãéá ôéò ïðïßåò ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï

x0 = 2

ã. Ãéá � =
1

3
êáé � = 1 íá õðïëïãßóåôå ôï lim

h→0

f(1 + h)− f(1)

h

¢óêçóç 2.21 .

Äéíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =
1

3
x3 − 5

2
x2 + 6x; x ∈ R

á. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá.

www.mathematica.gr

ÓõëëïãÞ ìåëþí Ó÷.¸ôïõò 2011-12
11

Ðåñéå÷üìåíá 1



2 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐÁÑÁÃÙÃÙÍ

Äéíåôáé åðßóçò ç óõíÜñôçóç g(x) = � lnx + x2 − �x; x > 0ìå�; � ∈ R

â. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R, þóôå ç óõíÜñôçóç g íá ðáñïõóéÜæåé ôïðéêÜ

áêñüôáôá óôéò ßäéåò èÝóåéò ìå ôçí óõíÜñôçóç f

ã. Ãéá � = 12 êáé � = 10, íá ìåëåôÞóåôå ôçí óõíÜñôçóç g ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá

ôïðéêÜ áêñüôáôá.

ä. Ãéá � = 12 êáé � = 10, íá õðïëïãßóåôå ôï lim
x→3

xg′(x)√
x + 6− 3

¢óêçóç 2.22 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) = x3 + ax2 − 9x + � , üðïõ á,â ðñáãìáôéêïß áñéèìïß.

á. Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Ì(2; 5) ôçò êáé ï ñõèìüò

ìåôáâïëÞò ôçò óôï óçìåßï áõôü åßíáé ßóïò ìå 15, íá áðïäåßîåôå üôé á=â=3.

â. Ãéá á=â=3, íá âñåßôå ôï üñéï lim
x→−2

f ′(x)+9
x2−4

ã. Ãéá á=â=3, íá âñåßôå ôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò g(x) = f ′(x) + 10

¢óêçóç 2.23 .

Äéíåôáé ç óõíÜñôçóç f : R→ R þóôå : f ′(x) = (x− 1)2(x− 2)

á. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá.

â. Íá âñåèåß ìßá ðáñÜãïõóá ôçò óõíÜñôçóçò f .

¢óêçóç 2.24 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f ìå ôýðï f (x) = 1
x−3 + 1

x−2− 1
x−1 +eax; a"R. Áí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

ôçò óõíÜñôçóçò äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï A(1,2)

i. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

ii. Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ ðñáãìáôéêïý áñéèìïý a.

iii. Íá ìåëåôÞóåôå ôç óõíÜñôçóç ùò ðñïò ôç ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá óôï äéÜóôçìá

(0;+ ∝).

iv. Íá ëýóåôå ôçí åîßóùóç: f ′ (−x)− f ′ (x) + f (x) + f (−x) = 2.

¢óêçóç 2.25 .

i. Íá âñåßôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå ç óõíÜñôçóç f (x) =
1

3
x3 − �x2

2
+ 4x + 2012

íá åßíáé ãíçóßùò ìïíüôïíç óôï R.

ii.Íá âñåßôå ôï óçìåßï ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò f (x) = −x
3

3
+
x2

2
+ 2012 óôï üðïéï

ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôçò ãßíåôáé ìÝãéóôïò.

iii. Íá âñåßôå ôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü � þóôå ôï åëÜ÷éóôï ôçò f (x) = x2 − 2�x + 2� + 2012

íá ãßíåôáé ìÝãéóôï.
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¢óêçóç 2.26 .

Èåùñïýìå ôçí äõï öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f óôï R ðïõ ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï óôï

óçìåßï (1; 2012) , ôçí ðáñáãùãßóéìç óôï R óõíÜñôçóç g(x) ôçò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (2012; 51) êáèþò êáé ôéò óõíáñôÞóåéò h(x) = g(f(x)) ìå x ∈ R êáé

k(x) = f(x)lnx ìå x > 0. Íá õðïëïãßóåôå ôéò ôéìÝò:

i. f(1) êáé f ′(1).

ii. h(1) êáé k(1).

iii. h′(1) êáé k′(1).

iv. k′′(1).

¢óêçóç 2.27 .

Èåùñïýìå ôéò óõíáñôÞóåéò f (x) = ��x; g (x) = f 2 (x) ; h (x) = exf (3x)

i. Íá õðïëïãßóåôå ôï üñéï lim
x→0

g (x)− f (x)

f (x)
.

ii. Íá áðïäåßîåôå üôé g′′ (x) + 4g (x) = 2 ãéá êÜèå x ∈ R.
iii. Íá áðïäåßîåôå üôé h′′ (x)− 2h′ (x) + 10h (x) = 0 ãéá êÜèå x ∈ R.
iv. Íá âñåßôå ôçí ðáñÜãïõóá ôçò f ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

¢óêçóç 2.28 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) = e�x + � ìå �; � ∈ R.

á. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí �; � ∈ R, áí ãíùñßæåôå ïôé f(0) = 1 êáé f ′(0) = −1.

Ãéá � = −1 êáé � = 0

â. Íá ëõèåß ç åîßóùóç �2f ′′(x) + 2�f ′(x) + f(x) = 0.

ã. Áðü óçìåßï M(x; y) ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò f , ìå x > 0, öÝñíïõìå åõèåßåò

ðáñÜëëçëåò ðñïò ôïõò Üîïíåò x′x êáé y′y, ïé ïðïßåò ó÷çìáôßæïõí ìå ôïõò èåôéêïýò çìéÜîïíåò

ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ óçìåßïõ M , þóôå ôï

åìâáäüí ôïõ ïñèïãùíßïõ íá ãßíåôáé ìÝãéóôï.

ä. Íá âñåèåß ç ðáñÜãïõóá F ôçò f ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï K(0; 2012).

¢óêçóç 2.29 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =
x3

3
+ �x2 + �x +

1

3
, ìå �; � ∈ R.

á. Áí ç óõíÜñôçóç f ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôá óôéò èÝóåéò x1 = 2 êáé x2 = 3, íá äåßîåôå ïôé

� = −5

2
êáé � = 6.

Ãéá � = −5

2
êáé � = 6

â. Íá ìåëåôÞóåôå ôçí f ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá.

ã. Íá õðïëïãéóôåß ôï üñéï lim
x→2

f ′(x)√
x + 2− 2

.

ä. Íá âñåèåß ç ðáñÜãïõóá F ôçò f ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.
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¢óêçóç 2.30 .

Èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç f (x) = e�x − x + 3 ìå � ∈ R. Áí éó÷ýåé üôé e�x − x + 3 ≥ 4

ãéá êÜèå x ∈ R : i. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï

(0; 4).

ii. Íá áðïäåßîåôå üôé � = 1.

iii. Íá ìåëåôçèåß ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá ç óõíÜñôçóç f .

iv. Íá áðïäåßîåôå üôé ex ≥ x + 1.

v. Íá óõãêñéèïýí ïé ôéìÝò ôçò f ãéá x1 =
8

9
êáé x2 =

7

8
.
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3 Åðáíáëçðôéêåò áóêÞóåéò ïëïêëçñùìÜôùí

¢óêçóç 3.1 Íá õðïëïãéóôïýí ôá ïëïêëçñþìáôá : .

1∫
0

(
x3 + sinx + cosx

)
dx

e∫
1

x2 + x + 1

x
dx

2∫
1

3x
√
xdx

e∫
1

(
ex − 3

x
+ cos(2x)

)
dx

1∫
0

x3 + 8

x + 2
dx

1∫
0

x + 3

x + 1
dx

�

3∫
�

4

(
1

cos2 x
− 1

sin2 x

)
dx

1∫
0

xexdx

1∫
0

x sinxdx

1∫
0

ex sinxdx

e∫
1

x2exdx

1∫
0

x√
x2 + 1

dx

�

3∫
�

4

cosx

sinx
dx

�

3∫
�

4

sinx√
cosx

dx

�

2∫
0

cosx

1 + sin x
dx

e∫
1

x lnxdx

�

2∫
0

x sin(2x)dx

1∫
0

ex cosxdx

�

2∫
0

sin(3x)dx

�∫
�

2

sin
(
1
x

)
x2

dx

1∫
0

3x

x2 + 1
dx

e∫
1

1
x√
lnx

dx

1∫
0

ex

ex + 2012
dx

2∫
−1

(3x− 2) (5x + 1) dx

2∫
3

3x2 − 2x− 6

3x2
dx

e∫
1

lnxdx

2∫
1

x3 lnxdx

�

2∫
0

x���xdx

¢óêçóç 3.2 .

Èåùñïýìå ôçí äõï öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç f(x) ìå óõíå÷Þ äåýôåñç ðáñÜãùãï

óôï R ìå f ′′ (x) = 2ex ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé f ′ (0) = 5 êáé

∫ 1

0

f (x) dx = 3.

i. Íá áðïäåßîåôå üôé f ′ (0) = f ′′ (0) +

∫ 1

0

f (x) dx

ii. Íá âñåßôå ôçí óõíÜñôçóç f ′ (x)
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iii. Íá âñåßôå ôçí óõíÜñôçóç f (x)

iv. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 1

0

xf ′′ (x) dx

¢óêçóç 3.3 .

èåùñïýìå ôéò óõíáñôÞóåéò g (x) = ex
2−4x − 3 êáé f (x) = 2 (x− 2) ex

2−4x

i. Íá áðïäåßîåôå üôé ç óõíÜñôçóç g (x) åßíáé ðáñÜãïõóá ôçò f (x)

ii. Íá âñåßôå ôçí ðáñÜãïõóá ôçò f (x) ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (0; 1− e)

iii. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 0

−1
2f (x) dx

iv. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 2

−2
(3− g′′ (x)) dx

v. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 2

0

ex (g (x) + f(x)) dx

¢óêçóç 3.4 .

Áí ãéá ôçí f(x) ìå óõíå÷Þ ðñþôç ðáñÜãùãï óôï R éó÷ýåé üôé

4∫
1

f (x) dx = 2 êáé

4∫
0

f (x) dx = −1

:

i. Íá õðïëïãßóåôå ôá ïëïêëçñþìáôá

∫ 1

0

f (x) dx êáé

∫ 1

0

(3f (x)− ex) dx

ii. Íá áðïäåßîåôå üôé

∫ 1

0

xf ′ (x) dx = f (1) + 3

iii. Èåùñïýìå ôçí ðáñÜãïõóá g ôçò f ôçò ïðïßáò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç äéÝñ÷åôáé áðü ôçí

áñ÷Þ ôùí áîüíùí. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò K = 2g(4) + 3g(1)−
g(4)∫

g(1)

2012dx

¢óêçóç 3.5 .

Áí ïé óõíáñôÞóåéò f; g åßíáé óõíå÷åßò óôïR êáé éó÷ýïõí

4∫
1

f(x)dx = −1;

5∫
1

f(x)dx = 2;

5∫
4

g(x)dx = 1;

íá õðïëïãßóåôå ôçí ôéìÞ ôùí ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí :

á.

1∫
4

f(x)dx â.

5∫
4

f(x)dx ã.

5∫
4

3g(x)dx ä.

5∫
4

(2f(x) + 3g(x)) dx

å.

5∫
4

(2f(x)− 2x) dx óô.

5∫
4

(
g(x) +

1

x

)
dx æ.

5∫
4

(g(x) + ex − 1) dx

¢óêçóç 3.6 .

Íá âñåßôå ôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò f : R→ R, ãéá ôçí ïðïßá ãíùñßæïõìå f ′(x) = 6x; x ∈ R

êáé

2∫
1

f(x)dx = 12 â. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

2∫
1

(
3x2f(x)− 5f(x)

)
dx

ã. Íá õðïëïãßóåôå ôá üñéá lim
x→0

f(x)− 8

x2 + x
êáé lim

x→1

f(x)− f(1)

x3 − x
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¢óêçóç 3.7 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f(x) =
x

lnx
á. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f

â. Íá ìåëåôçèåß ç óõíÜñôçóç f ùò ðñïò ôçí ìïíïôïíßá êáé ôá áêñüôáôá

ã. Íá óõãêñéèïýí ïé áñéèìïß f

(
1

e

)
êáé f

(
2

e

)
ä. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

e2∫
e

(
1

lnx
− 1

ln2x

)
dx

¢óêçóç 3.8 .

Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäüí ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôïí Üîïíá x′x , ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

Cf ôçò : á) f(x) = 3x2 + 2x + 1 êáé ôéò åõèåßåò x = 0; x = 1.

â)f(x) =
x− 1

x + 1
êáé ôéò åõèåßåò x = 1; x = 2

ã) f(x) =
lnx√
x
êáé ôéò åõèåßåò x = 1; x = 2

ä) f(x) = xe−x êáé ôéò åõèåßåò x = 0; x = 1.

¢óêçóç 3.9 .

Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäüí ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôïí Üîïíá x′x êáé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

Cf :

1) f(x) = x2 − 4

2) f(x) = x3 − x

3) f(x) = x(ex − e)

4) f(x) = x3 + 1 êáé ôçí åõèåßá x = 0

5) f(x) = lnx êáé ôçí åõèåßá x =
1

e
6) f(x) = x2 − 1 êáé ôçí åõèåßá x = 2

7) f(x) = x2 − x êáé ôçí åõèåßá x = −1

¢óêçóç 3.10 .

Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäüí ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç Cf :

1) f(x) = x2 êáé ôçí åõèåßá y = 1

2) f(x) =
2

x
êáé ôçí åõèåßá y = −x + 3.

¢óêçóç 3.11 .

Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäüí ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç Cf êáé Cg ôùí

óõíáñôÞóåùí :

1) f(x) = x3 êáé g(x) = x2

2) f(x) = x2 êáé g(x) =
√
x

¢óêçóç 3.12 .
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Åìâáäüí ÷ùñßïõ (üëåò ïé ðåñéðôþóåéò)

Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f (x) = 12x3− 12x2 êáé g (x) = 12x3− 12x. Íá õðïëïãßóåôå ôï

åìâáäüí ôïõ ÷ùñéïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé ìåôáîý:

á. ôçò Cf êáé ôïõ Üîïíá x'x.

â. ôçò Cf , ôïõ Üîïíá x'x, ôïõ Üîïíá y'y êáé ôçò åõèåßáò x = 2.

ã. Cg êáé ôïõ Üîïíá x'x.

ä. Cf êáé ôçò Cg.

å. Cf , ôçò Cg, ôçò åõèåßáò x = −1 êáé ôçò åõèåßáò x = 2, üðïõ Cf åßíáé ç ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f (x)

¢óêçóç 3.13 .

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f (x) =

{
2x + 2 x < 0

2ex x ≥ 0

á. Íá áðïäåßîåôå ïôé f åßíáé óõíå÷Þò óôï xo = 0.

â. Íá õðïëïãßóåôå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 1

−2
f(x)dx.

ã. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

ôçò f , ôïí Üîïíá x′x êáé ôéò åõèåßåò x = −2 êáé x = 1.

ä. Íá âñåßôå ôçí ìÝóç ôéìÞ êáé ôçí äéÜìåóï ôùí ôéìþí f(−1); f(0); f(1); f ′(−1); f ′(1).
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4 ÅðáíáëçðôéêÝò áóêÞóåéò óôáôéóôéêÞò

¢óêçóç 4.1 .

Óå Ýíá äåßãìá 5 ðáñáôçñÞóåùí ìå ìÝóç ôéìÞ x̄ = 11 ïé ôÝóóåñéò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé ïé

8; 12; 14 êáé 11. á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðáñáôÞñçóç ðïõ ëåßðåé åßíáé ï áñéèìüò 10. â. Íá

âñåßôå ôçí åðéêñáôïýóá ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò. ã. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï äåßãìá Ý÷åé ôõðéêÞ

áðüêëéóç S = 2. ä. Íá åîåôÜóåôå åÜí ôï äåßãìá åßíáé ïìïéïãåíÝò.

¢óêçóç 4.2 .

Ï âáèìüò ðñüóâáóçò ôïõ áðïëõôçñßïõ 50 ìáèçôþí ôçò Ã´ëõêåßïõ áíáãñÜöåôáé óôïí

ðáñáêÜôù åëëéðÞ ðßíáêá.

ÊëÜóåéò xi ni fi% Fi% nixi

[10,12) 5

[12,14)

[14,16) 40

[16,18) 20

[18,20)

Óýíïëï - 50 -

Áí xi ôï êÝíôñï êëÜóçò êáé �2 = 4�5, ôüôå:

á. Íá óõìðëçñþóåôå ôïí ðßíáêá

â. Íá âñåèåß ç ìÝóç ôéìÞ

ã. Ôï ðëÞèïò ôùí ìáèçôþí ðïõ ðÞñáí ôïõëÜ÷éóôïí 16

ä. Ôï ðïóïóôü ôùí ìáèçôþí ðïõ åß÷áí âáèìü ìéêñüôåñï áðü 14

¢óêçóç 4.3 .

Äßíïíôáé ïé ðáñáôçñÞóåéò 2; 6; 7; 3; 7; x ìå ìÝóç ôéìÞ 6.

á. Íá áðïäåé÷èåß üôé x = 11.

â. Íá âñåèåé ç äéÜìåóïò �, ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ M0 êáé ôï åýñïò R ôïõ äåßãìáôïò.

ã. Íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé 3R− 2� −M0 = M0 ãéá ôá ðáñáðÜíù ìåãÝèç. ä. Áí üëåò ïé

ôéìÝò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñåò ôçò ìÝóçò ôéìÞò áõîçèïýí êáé ãßíïõí ßóåò ìå ôçí ìÝóç ôéìÞ, íá

õðïëïãéóôåé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ íÝïõ äåßãìáôïò.

¢óêçóç 4.4 .

Äßíïíôáé ïé áñéèìïß: 4; 5; 7; 9; 8; 5; 4.

á. Íá âñåèåß ç äéÜìåóü ôïõò.

â. Ðïéïò áñéèìüò a ðñÝðåé íá ðñïóôåèåß óå êáèÝíáí áðü ôïõò ðáñáðÜíù þóôå ç ìÝóç ôéìÞ

ôïõò íá ãßíåé 9;

ã. Íá áðïäåé÷èåß üôé üðïéïò (ßäéïò) áñéèìüò a êáé áí ðñïóôåèåé óå êáèÝíáí áðü ôïõò áñéèìïýò

áõôïýò, ç äéáêýìáíóÞ ôïõò ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ.
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¢óêçóç 4.5 .

Ïé áñéèìïß 6; 7; 12; 8; a; b(ìåa < b) Ý÷ïõí ìÝóç ôéìÞ 8. Áí åßíáé ãíùóôü üôé õðÜñ÷ïõí äýï

åðéêñáôïýóåò ôéìÝò.

á. Íá áðïäåé÷èåß üôé: a = 7; b = 8.

â. Ãéá a = 7; b = 8 :

i. íá õðïëïãéóèåß ç äéÜìåóïò ôùí áñéèìþí.

ii. íá âñåèåß ç äéáêýìáíóÞ ôïõò.

¢óêçóç 4.6 .

á. Óå ìéá åðé÷åßñçóç åñãÜæïíôáé 50 õðÜëëçëïé, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ìÝóï ìçíéáßï ìéóèü 1.120

åõñþ. Áðü ôïõò 50 åñãáæüìåíïõò, ïé 20 åßíáé ãõíáßêåò êáé ïé 30 Üíôñåò. Áí ï ìÝóïò ìçíéáßïò

ìéóèüò ôùí ãõíáéêþí åßíáé 1000 åõñþ , íá âñåèåß ï ìÝóïò ìçíéáßïò ìéóèüò ôùí áíôñþí.

â.Áí ç ßäéá åðé÷åßñçóç, ôïõò êáëïêáéñéíïýò ìÞíåò ðñïóåëÜâå åðï÷éáêü ðñïóùðéêü, ìå ìÝóï

ìéóèü áõôþí 800?. Áí ï ìÝóïò ìéóèüò ôçò åðé÷åßñçóçò åßíáé ôþñá 1000 åõñþ , íá âñåèåß ðüóá

Üôïìá ðñïóÝëáâå ç åðé÷åßñçóç ãéá ôçí êáëïêáéñéíÞ ðåñßïäï.

¢óêçóç 4.7 .

Äßíåôáé ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò êáôïíïìÞò óõ÷íïôÞôùí

xi ni Ni fi Fi % ni xi ni (xi-x)2

0 2

1 8

2 13

3 17

4

Óýíïëï 20 - -

á. Íá óõìðëçñùèåß ï ðßíáêáò.

â. Íá âñåèåß ç äéÜìåóïò.

ã. Íá âñåèåß ç ìÝóç ôéìÞ.

ä. Íá âñåèåß ôï ðïóïóôü ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ ïé ôéìÝò ôïõò åßíáé ôï ðïëý ßóåò ìå 2.

å. Íá âñåèåß ç äéáêýìáíóç.

óô. Íá äéáðéóôùèåß áí ôï äåßãìá åßíáé ïìïéïãåíÝò.

¢óêçóç 4.8 .

Ïé âáèìïß ôùí 50 ìáèçôþí ôçò Ã ôÜîçò åíüò ÅÐÁË ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí ðáñáêÜôù

ðßíáêá.
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���̇�"�& xi ni fi% Fi%

[0,4) 10

[4,8) 7

[8,12) 0,26

[12,16) 85

[16,20)

Σ�̇�o�o - 50 -

á. Íá óõìðëçñùèåß ï ðßíáêáò.

â. Íá ó÷åäéáóôåß ôï ðïëýãùíï ôùí áèñïéóôéêþí ó÷åôéêþí óõ÷íïôÞôùí.

ã. Íá âñåèåß ç äéÜìåóïò.

ä. Íá âñåèåß ôï ðïóïóôü ôùí ìáèçôþí ðïõ åß÷å âáèìü ôïõëÜ÷éóôïí 12.

å. Íá âñåèåß ç ìÝóç ôéìÞ.

¢óêçóç 4.9 .

ÊáôÜ ôçí áñ÷Þ ôçò ó÷ïëéêÞò ÷ñïíéÜò ïé 50 ìáèçôÝò ôçò ôñßôçò ôÜîçò åíüò Ëõêåßïõ ñùôÞèçêáí

ó÷åôéêÜ ìå ôïí áñéèìü ôùí âéâëßùí ðïõ äéÜâáóáí ôçí ðåñßïäï ôùí èåñéíþí äéáêïðþí. Óýìöùíá

ìå ôéò áðáíôÞóåéò ðïõ äüèçêáí, óõíôÜ÷èçêå ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò:

Áñéèìüò âéâëßùí 0 1 2 3 4

Áñéèìüò ìáèçôþí � + 4 5� + 8 4� �− 1 2�

á. Íá õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôïõ á. Óôç óõíÝ÷åéá ãéá á=3 íá âñåèïýí :

â. Ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí âéâëßùí ðïõ äéÜâáóáí ïé ìáèçôÝò.

ã. Ç äéÜìåóïò ôïõ áñéèìïý ôùí âéâëßùí ðïõ äéÜâáóáí ïé ìáèçôÝò.

ä. Ðüóïé ìáèçôÝò äéÜâáóáí ôïõëÜ÷éóôïí 3 âéâëßá.

å. Ôé ðïóïóôü ôùí ìáèçôþí äéÜâáóå ôï ðïëý 1 âéâëßï.

¢óêçóç 4.10 .

Äßíåôáé ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò êáôáíïìÞò óõ÷íïôÞôùí óå êëÜóåéò ßóïõ ðëÜôïõò (üðïõ xi

ôï êÝíôñï êÜèå êëÜóçò )

ÊëÜóåéò xi ni fi fi% Ni Fi Fi%

[ , ) 6 6

[ , ) 6 15

[ , ) 0,5

[ , ) 18

[ , ) 0,2

Óýíïëï - - - -
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á) Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé êëÜóåéò Ý÷ïõí ðëÜôïò c = 4.

â) Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï äåßãìá Ý÷åé ìÝãåèïò � = 40.

ã) Íá óõìðëçñùèåß ï ðßíáêáò.

ä) Íá âñåèåß ç äéÜìåóïò.

å) Íá âñåèåß ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ.

¢óêçóç 4.11 .

Ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò äßíåé ôçí äéÜñêåéá æùÞò äýï ôýðùí ëõ÷íßùí Á êáé Â, óå ÷éëéÜäåò þñåò :

A 12 14 23 30 36

B 12 13 16 22 32

Ìéá ëõ÷íßá ôýðïõ Á êïóôßæåé 67,5 åõñþ á. Ðïéüò ôýðïò ëõ÷íßáò ðñÝðåé íá ðñïôéìçèåß, áí

ìéá ëõ÷íßá ôýðïõ Â êïóôßæåé óå åõñþ : i. 52,8 , ii. 55,72, iii. 58,7. Íá áéôéïëïãçèåß ç åðéëïãÞ.

â. Ðïéïý ôýðïõ ëõ÷íßåò ðáñïõóéÜæïõí ìåãáëýôåñç ïìïéïãÝíåéá ùò ðñïò ôçí äéÜñêåéá

ëåéôïõñãßáò ôïõò.

¢óêçóç 4.12 .

Ôï ðáñáêÜôù äåßãìá ìáèçôþí Ý÷åé ìÝóï üñï áðïõóéþí x = 4 áðïõóßåò óå äéÜóôçìá ìéáò

åâäïìÜäáò.

Áðïõóßåò xi ÌáèçôÝò íi xi íi

2 2á+2

4 6-á

5 á+2

6 3á-2

Óýíïëï

á. Íá âñåèåß ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò �.

Ãéá � = 2, íá âñåèïýí :

â. ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò

ã. ç äéÜìåóïò ôïõ äåßãìáôïò

ä. ï ìÝóïò üñïò áðïõóéþí áí óôï äåßãìá ðñïóôåèåß ï ÌÜêçò ðïõ äåí áðïõóéÜæåé ðïôÝ áðü

ôá ìáèÞìáôá

¢óêçóç 4.13 .

Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá öáßíåôáé ôï ðïëýãùíï ôùí áèñïéóôéêþí óõ÷íïôÞôùí ôùí åôþí

åñãáóßáò ,ôùí åñãáæïìÝíùí óå ìéá åôáéñåßá. Áðü ôá äåäïìÝíá ôï ðïëõãþíïõ íá âñåèïýí:

www.mathematica.gr
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á. Ðüóïõò åñãÜæïìåíïõò áðáó÷ïëåß ç åôáéñåßá.

â. Íá êáôáóêåõáóôåß ðßíáêáò êáôáíïìÞò ìå ôéò óôÞëåò ôùí �i; Ni; fi; Fi%

ã. Íá âñåèåß ï ìÝóïò ÷ñüíïò åñãáóßáò, ôùí åñãáæüìåíùí óôçí åôáéñåßá.

ä. Íá êáôáóêåõáóôåß ôï éóôüãñáììá êáé ôï ðïëýãùíï ôùí ó÷åôéêþí áèñïéóôéêþí óõ÷íïôÞôùí

ôçò %

å. Íá âñåèåß ç äéÜìåóïò.

óô. Íá âñåèåß ôï ðïóïóôü ôùí åñãáæïìÝíùí ôïõ åñãÜæïíôáé 6 Þ ðåñéóóüôåñá ÷ñïíéá óôçí

åôáéñåßá.

æ. Íá âñåèåß ï ìÝóïò ìéóèüò ôùí åñãáæïìÝíùí, áí åßíáé ãíùóôÜ :

• Ïé åñãáæüìåíïé ìå ëéãüôåñá áðï 4 Ýôç åñãáóßáò Ý÷ïõí ìÝóï ìçíéáßï ìéóèü 1300 åõñþ.
• Ïé åñãáæüìåíoé ðïõ åñãÜæïíôáé 4 Þ ðåñéóóüôåñá ÷ñüíéá, áëëÜ ëéãüôåñá áðï 8 ÷ñïíéá

Ý÷ïõí ìÝóï ìçíéáßï ìéóèü 1600 åõñþ.

• Ïé åãáæüìåíïé ìå 8 Þ ðåñéóóüôåñá ÷ñüíéá Ý÷ïõí ìÝóï ìçíéáßï ìéóèü 1800 åõñþ.

¢óêçóç 4.14 .

Äßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá Ýíá ïìáäïðïéçìÝíï äåßãìá ôéìþí.

ÊëÜóåéò [ - ) ni

0 - 2 1

2 - 4 2

4 - 6 1

6 - 8 4

á. Íá õðïëïãéóôåß ç äéÜìåóïò �.

â. Íá áðïäåé÷èåß üôé Ý÷åé ìÝóç ôéìÞ x = 5.

ã. Íá áðïäåé÷èåß üôé Ý÷åé äéáêýìáíóç S2 = x.
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ä. Íá åîåôáóôåß áí ôï äåßãìá åßíáé ïìïéïãåíÝò.

Äßíåôáé üôé : 2; 242 ∼= 5

¢óêçóç 4.15 .

ÅîåôÜóáìå ôïõò ðåëÜôåò ìéáò êáöåôÝñéáò ó÷åôéêÜ ìå ôï ÷ñüíï (óå ëåðôÜ) ðáñáìïíÞò ôïõò

óå áõôÞ.Ôá áðïôåëÝóìáôá ïìáäïðïéÞèçêáí óå 5 êëÜóåéò ßóïõ ðëÜôïõò êáé ôï ðïëýãùíï ôùí

óõ÷íïôÞôùí öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá :

á. Íá ðñïóäéïñéóôïýí ïé êëÜóåéò êáé íá êáôáóêåõáóôåß ôï éóôüãñáììá óõ÷íüôçôùí.

â. Íá êáôáóêåõáóôåß ðßíáêáò êáôáíïìÞò óõ÷íïôÞôùí ìå ôéò óôÞëåò �i; Ni; fi; Fi%

ã. Íá âñåèåß ç ìÝóç ôéìÞ.

ä. Íá âñåèåß ôï ðïóïóôü ôùí ðåëáôþí ðïõ ìÝíïõí óôçí êáöåôÝñéá ÷ñüíï ëéãüôåñï ôùí 30

ëåðôþí.

¢óêçóç 4.16 .

Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá äßíåôáé ç êáôáíïìÞ óõ÷íïôÞôùí ôùí âáèìþí åîåôÜóåùí öïéôçôþí

óôï ìÜèçìá ôçò ÓôáôéóôéêÞò óå ìéá ó÷ïëÞ ÔÅÉ.

ÊëÜóåéò [ - ) ÖïéôçôÝò íi

1,5 - 2,5 10

2,5 - 3,5 30

3,5 - 4,5 10

4,5 - 5,5 10

5,5 - 6,5 20

á) Íá áðïäåé÷èåß üôéMo < � üðïõMo; � ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ êáé ç äéÜìåóïò ôïõ äåßãìáôïò

áíôßóôïé÷á.

â) Íá áðïäåé÷èåß üôé S2 = x
2
üðïõ §2; x ç äéáóðïñÜ êáé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò

áíôßóôïé÷á.

ã) Íá åîåôáóèåß áí ôï ðáñáðÜíù äåßãìá åßíáé ïìïéïãåíÝò.
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ä) Áí ï êáèçãçôÞò ãéá íá âïçèÞóåé êÜðïéïõò öïéôçôÝò êÜíåé ôïõò âáèìïýò áðü 4 Ýùò 5

ßóïõò ìå 5, íá âñåßôå ôï ðëÞèïò ôùí ìáèçôþí ðïõ ðÝñáóáí ôï ìÜèçìá

Äßíåôáé üôé 1; 412 ∼= 2 êáé ðùò óôéò ó÷ïëÝò âÜóç èåùñåßôáé ôï 5 êáé Üñéóôá ôï 10.

¢óêçóç 4.17 .

Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá äßíïíôáé ïé ôá÷ýôçôåò 400 ïäçãþí áõôïêéíÞôùí ïìáäïðïéçìÝíåò

óå êëÜóåéò ðïõ êáôÝãñáøå Ýíá ðåñéðïëéêü ôçò ôñï÷áßáò óå äéÜóôçìá åíüò ìçíÜ óå óçìåßï ôïõ

äñüìïõ ìå áíþôáôï åðéôñåðüìåíï üñéï ôá÷ýôçôáò ôá 110 ÷éëéüìåôñá ôçí þñá.

Ôá÷ýôçôá [ - ) Ïäçãïß íi

80 - 100 136− 12�

100 - 120 200

120 - 140 20 � + 10

140 - 160 10�− 4

160 - 180 � + 1

üðïõ � ∈ R.
á) Íá áðïäåé÷èåß üôé � = 3 .

â) Íá âñåèåß ôï ðïóïóôü ôùí ïäçãþí ðïõ Ýêáíáí ðáñÜâáóç.

ã) Ç ôñï÷áßá óõìðåñéöÝñåôáé óôïõò ðáñáâÜôåò ùò åîÞò: ¼óïé êáôáãñÜöïíôáé íá êéíïýíôáé

ìå ôá÷ýôçôá áðü 110 Ýùò 120 ÷éëéüìåôñá ôçí þñá ìå ðáñáôÞñçóç, üóïé êéíïýíôáé ìå ôá÷ýôçôá

áðü 120 Ýùò 140 ÷éëéüìåôñá ôçí þñá ìå ðñüóôéìï 100 åõñþ, üóïé êéíïýíôáé ìå ôá÷ýôçôá áðü

140 Ýùò 160 ÷éëéüìåôñá ôçí þñá ìå ðñüóôéìï 200 åõñþ êáé üóïé êéíïýíôáé ìå ôá÷ýôçôá áðü

160 Ýùò 180 ÷éëéüìåôñá ôçí þñá ìå áöáßñåóç ðéíáêßäùí êáé ðñüóôéìï 500 åõñþ.

Áí óôïõò ðáñáðÜíù ðáñáâÜôåò, 3 ïäçãïß êéíïýìåíïé ìå ôá÷ýôçôåò 157; 144 êáé 166 ÷éëéüìåôñá

ôçí þñá áðáëëáãïýí ãéá äéáöüñïõò ëüãïõò, íá âñåßôå ôá Ýóïäá áðü ôéò åéóðñÜîåéò ôùí

ðñïóôßìùí, èåùñþíôáò üôé üëá ôá õðüëïéðá ðñüóôéìá èá ðëçñùèïýí êáíïíéêÜ.

¢óêçóç 4.18 .

ÅîåôÜóáìå Ýíá äåßãìá óõíäñïìçôþí êéíçôÞò ôçëåöùíßáò ó÷åôéêÜ ìå ôïí áñéèìü ôùí êëÞóåùí

ðïõ ðñáãìáôïðïßçóáí êáôÜ ôç äéÜñêåéá ìéáò çìÝñáò êáé ðñïÝêõøáí ôá ðáñáêÜôù:

• Oé óõíäñïìçôÝò ðñáãìáôïðïßçóáí 0; 1; 2; 3; �̇ 4 êëÞóåéò.

•10 óõíäñïìçôÝò ðñáãìáôïðïßçóáí 1 ìüíï êëÞóç.

• Ïé óõíäñïìçôÝò ðïõ ðñáãìáôïðïßçóáí 2 êëÞóåéò åßíáé ôåôñáðëÜóéïé áðü åêåßíïõò ðïõ

äåí ðñáãìáôïðïßçóáí êëÞóç.

• Ôï ðïëý 2 êëÞóåéò ðñáãìáôïðïßçóáí 30 óõíäñïìçôÝò.

• Ç ãùíßá ôïõ êõêëéêïý äéáãñÜììáôïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ x1 = 0 , åßíáé 360

• Ôï ðïóïóôü ôùí óõíäñïìçôþí ðïõ ðñáãìáôïðïßçóáí 4 êëÞóåéò åßíáé 10%
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á. Íá âñåèåß ôï ìÝãåèïò ôïõ äåßãìáôïò v êáé íá êáôáóêåõáóôåß ðßíáêáò êáôáíïìÞò

óõ÷íïôÞôùí, ó÷åôéêþí óõ÷íïôÞôùí fi êáèþò êáé üëùí ôùí áíôßóôïé÷ùí áèñïéóôéêþí óõ÷íïôÞôùí.

â. Íá âñåèïýí ç äéÜìåóïò êáé ç åðéêñáôïýóá ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò ôùí êëÞóåùí.

ã. Íá âñåèïýí ï ìÝóïò áñéèìüò êëÞóåùí ðïõ ðñáãìáôïðïßçóáí ïé óõíäñïìçôÝò.

¢óêçóç 4.19 .

Ç êáôáíïìÞ ôïõ âÜñïõò (óå êéëÜ) ôùí 270 ìáèçôþí åíüò ó÷ïëåßïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôïí

ðáñáêÜôù ðßíáêá:

ÂÜñïò ÊÝíôñï êëÜóçò xi ÌáèçôÝò vi

[54,60) 18

[60,66) 46

[66,72) 71

[72,78) 73

[78,84) á

[84,90) 20

Óýíïëï - 270

á. Íá âñåèåß ôï �.

â. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ìÝóï âÜñïò ôùí ìáèçôþí åßíáé 72 êéëÜ.

ã. Ðüóïé ìáèçôÝò åß÷áí âÜñïò ôïõëÜ÷éóôïí 72 êéëÜ.

ä. Ôé ðïóïóôü ôùí ìáèçôþí åß÷å âÜñïò ìéêñüôåñï áðü 66 êéëÜ;

å. Áí êáèÝíá áðü ôá 150 êïñßôóéá ôïõ ó÷ïëåßïõ ÷Üóåé 3 êéëÜ êáé êáèÝíá áðü ôá áãüñéá

ôïõ ó÷ïëåßïõ ðÜñåé 1,5 êéëü , ðïéü èá åßíáé ôï íÝï ìÝóï âÜñïò ôùí ìáèçôþí;

¢óêçóç 4.20 .

Ïé þñåò ìåëÝôçò 60 öïéôçôþí óôç âéâëéïèÞêç áíÜ åâäïìÜäá äßíïíôáé áðü ôï ðáñáêÜôù

êõêëéêü äéÜãñáììá.

á) Íá óõìðëçñùèåß ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò êáôáíïìÞò óõ÷íïôÞôùí.
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4 ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÓÔÁÔÉÓÔÉÊÇÓ

¿ñåò ìåëÝôçò xi ÖïéôçôÝò vi Ãùíßá !i xivi
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â) Íá õðïëïãéóôåß ç äéÜìåóïò êáé ç ìÝóç ôéìÞ ôïõ äåßãìáôïò.

ã) Óôçí ðåñßïäï ôùí åîåôÜóåùí, êÜèå ìáèçôÞò ðïõ äéÜâáæå ìÝ÷ñé êáé 10 þñåò áõîÜíåé ôï

åâäïìáäéáßï äéÜâáóìÜ ôïõ êáôÜ 3 þñåò, åíþ ïé õðüëïéðïé êáôÜ 2 þñåò. Ðïßá èá åßíáé ôüôå ç

äéÜìåóïò êáé ðïéá ç ìÝóç ôéìÞ;

ÊáëÞ åðáíÜëçøç,

êáëÞ åðéôõ÷ßá.
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