Συνημμένο 150.

Λήμμα ( Βοηθητική Πρόταση) (Σχήμα 1).
1α(17), Σε κάθε εγγεγραμμένο σε κύκλο εξάγωνο, το γινόμενο των τριών λόγων των μηκών των διαδοχικών πλευρών του, είναι ίσο με τη μονάδα, αν και μόνο αν συντρέχουν οι διαγώνιές του.

Δηλαδή, αν ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ 
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Παρατηρήσεις. 
(α). Δική μας απόδειξη, για το Λήμμα 1, δε θα δώσουμε, εκτός και κριθεί σκόπιμο, ή μας ζητηθεί, καθώς την έχουμε δημοσιεύσει, με τις εφαρμογές του, στο περιοδικό της ΕΜΕ «ΔΙΑΣΤΑΣΗ» και στα [1] (§ 1α(17) και [2]. Θα δώσουμε όμως την απόδειξη που μας έστειλε ο φίλος Κώστας Βήττας.
 (β). Η μεγάλη αξία του Λήμματος 1, για τις εφαρμογές του, έγκειται στο ότι αληθεύει και το αντίστροφό του.
(γ). Το αντίστροφο της Πρότασης αυτής αληθεύει στο κυρτό εξάγωνο και σε μερικές άλλες μορφές εξάγωνων, όχι όμως σε όλες { Στα βιβλία [1], [2] δίνονται 5-6 μορφές εξάγωνων που αληθεύει το αντίστροφο, ενώ εκεί δίνουμε τουλάχιστον 2 μορφές εξάγωνων που δεν αληθεύει}. 
Απόδειξη του Λήμματος 1 (του Κώστα Βήττα):
ΛΗΜΜΑ 1. - Σε κάθε εγγράψιμο εξάγωνο, το γινόμενο τριών μη διαδοχικών πλευρών του, είναι ίσο με το γινόμενο των άλλων τριών και αντιστρόφως.

Απόδειξη. Έστω [image: image3.png]


το δοσμένο εξάγωνο, εγγεγραμμένο σε κύκλο [image: image4.png]


και ότι [image: image5.png]
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Από τα όμοια τρίγωνα [image: image6.png]


έχουμε ότι [image: image7.png]nE  PEPD
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Από [image: image9.png]
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Ομοίως, από τα όμοια τρίγωνα [image: image13.png]


και [image: image14.png]


, έχουμε ότι [image: image15.png]
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Από [image: image19.png]
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και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.


[image: image23.png]


Το αντίστροφο [image: image24.png]


όταν ισχύει η [image: image25.png]


σε εγγεγραμμένο εξάγωνο [image: image26.png]
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αποδεικνύεται εύκολα, αρκεί να θεωρήσουμε το σημείο [image: image30.png]


και έστω ότι [image: image31.png]




Τότε με βάση τα προηγούμενα έχουμε ότι [image: image32.png]®
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το οποίο είναι άτοπο εάν [image: image38.png]FC#EF



.

Άρα, συμπεραίνεται ότι [image: image39.png]


και ολοκληρώνεται η απόδειξη του αντίστροφου.


Για την τεκμηρίωση του άτοπου της [image: image40.png]


αν θεωρηθεί ότι [image: image41.png]FC#EF



, μπορούμε να πούμε ότι το [image: image42.png]


ορίζεται μεταξύ των [image: image43.png]


καθώς η προέκταση της [image: image44.png]


βρίσκεται πάντοτε στο εσωτερικό της γωνίας [image: image45.png]




Αν θεωρήσουμε τώρα, ότι το [image: image46.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image47.png]


τότε προκύπτει ότι [image: image48.png]
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Από [image: image52.png]


προκύπτει το άτοπο για την υπόθεση του ότι [image: image53.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image54.png]
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αφού συμπεραίνεται ότι αληθεύει η [image: image56.png]
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Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο και αν θεωρήσουμε ότι το [image: image58.png]


βρίσκεται μεταξύ των [image: image59.png]


.
Συμπεραίνεται έτσι ότι [image: image60.png]


και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί.


Κώστας Βήττας.
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