Συνημμένο 59.

γ. Λήμμα 3 (3η Βοηθητική Πρόταση). 
Τομή Κεντρικής Δέσμης Τριών Ακτινών από Κύκλο (Ανάλογο Θεώρημα Πάππου).

2α(45). Αν επίπεδη κεντρική δέσμη τριών ακτινών ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, τέμνεται από 
[image: image1.wmf]κύκλο (Ο, R), σε έξι σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, όπου Δ
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ΚΒ, Ζ
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ΚΓ, τότε και μόνο τότε για τις δύο τετράδες σημείων Α, Β, Γ, Ε και Δ, Ε, Ζ, Β, θα είναι:
(ΑΓΒΕ)=(ΔΖΕΒ)   ή    
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Απόδειξη (Σχήματα 3α και 3β).
(1). Ευθύ.
Πραγματικά, από τα ζεύγη των όμοιων τριγώνων ΑΒΚ~ΕΔΚ, ΒΓΚ ~ ΖΕΚ, ΓΕΚ ~ ΒΖΚ, ΕΑΚ ~ ΔΒΚ, θα έχουμε:  
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Από τις σχέσεις (3), με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, παίρνουμε την (2) και από αυτή τις (1).

[Ακόμη, επειδή είναι: (ΑΓΒΕ)=(ΒΕΑΓ)=(ΓΑΕΒ)=(ΕΒΓΑ), (ΔΖΕΒ)=(ΕΒΔΖ)=(ΖΔΒΕ)=(ΒΕΖΔ) {γνωστό Θεώρημα [3](§ 392)} και επειδή δίνεται ότι: (ΑΓΒΕ)=(ΔΖΕΒ)
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Είναι φανερό ότι οι τελευταίες σχέσεις μπορεί να προκύψουν κατ’ ευθείαν και από τις (3) ή και την (2)] 
(2). Αντίστροφο (Σχήμα 3γ).
Αν αληθεύει πχ η σχέση (2), θα δείξουμε ότι είναι :  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ≡Κ.
Πραγματικά, αν οι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ δε συντρέχουν και θέσουμε όπου: ΑΔ∩ΒΕ≡α, ΒΕ∩ΓΖ≡β, ΓΖ∩ΑΔ≡γ (είναι δυνατό τα α, β, γ, να βρίσκονται εκτός κύκλου), τότε από τα ζεύγη των όμοιων τριγώνων ΑΒα~ΕΔα, ΒΓβ ~ ΖΕβ, ΓΕβ ~ ΒΖβ, ΕΑα ~ ΔΒα, παίρνουμε:
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Από τις σχέσεις (4), με πολλαπλασιασμό, κατά μέλη, προκύπτει ότι: 
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Η σχέση (5), λόγω της (2), που μας δίνεται, γίνεται: 
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]⇒

 α≡β. Τούτο σημαίνει ότι και η ΓΖ, που περνά από το β, θα περνά και από την τομή α των ΑΔ και ΒΕ, οπότε θα είναι:  ΑΔ∩ΒΕ∩ΓΖ ≡ Κ ≡α≡β≡γ.
Παρατηρήσεις. .
(α). Η Πρόταση αυτή έχει καταχωρηθεί στο βιβλίο μας [2] [§ 2α(45) η οποία μπορεί να προκύψει από την Πρόταση 2α(44) του βιβλίου [2] ή την Πρόταση 50ΙΓ (σελίδα 1582)του βιβλίου [1]. Και οι δύο αυτές πρωτοεμφανιζόμενες Προτάσεις είναι σημαντικές, καθώς αληθεύουν και τα αντίστροφά τους και κυρίως γιατί επεκτείνουν το γνωστό Θεώρημα Πάππου, το οποίο αφορά τομές επίπεδης κεντρικής δέσμης ευθειών τεμνομένων από ευθείες, ενώ εδώ έχουμε τομές επίπεδης κεντρικής δέσμης 3 και 4 ευθειών αντίστοιχα, τεμνομένων και επανατεμνόμενων από κύκλο.
Και τις δύο αυτές Προτάσεις, έχουμε δημοσιεύσει στο περιοδικό «Τα Μαθηματικά στο Ενιαίο Λύκειο (τεύχος 13 σελίδα 36), με μερικές εφαρμογές τους.
(β). Το παραπάνω Λήμμα 3 απεδείχθη πολύτιμο για την απόδειξη Προτάσεων και ιδιαίτερα για Προτάσεις που αφορούν Αρμονικά Εξάπλευρα.
                                                                                        Θεσσαλονίκη  3-11-2910. 

                                                                                              Νίκος Κυριαζής.
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