
Α. Έστω η συνάρτηση ( ) xg x e x ,x R= + − ∈1  

i. Να δείξετε ότι αντιστρέφεται 
ii. Να βρείτε το σύνολο τιµών της g 

 
Β.  Έστω η συνεχής συνάρτηση f  στο R τέτοια ώστε  

                   ( ) ( )f x
e f x x , x R+ ≥ + ∀ ∈1 . 

Αν η g−1  είναι συνεχής στο R, τότε να δείξετε ότι 

i.  η g−1  είναι γνησίως αύξουσα. 

ii. ( )
e

f x dx ≥∫
0

3

2
 

 

ΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗ    
Α. 

i. Είναι ( ) xg x e , x R′ = + > ∀ ∈1 0 , συνε!ώς είναι γνησίως 

αύξουσα, άρα 1-1 δηλαδή αντιστρέψιµη. 
ii. Η g είναι συνεχής στο R, ως άθροισµα εκθετικής και 

!ολυωνυµικής. 

( ) ( ) ( )x

x x
lim g x lim e x
→−∞ →−∞

= + − = + −∞ − = −∞1 0 1  

( ) ( ) ( )x

x x
lim g x lim e x
→+∞ →+∞

= + − = +∞ + +∞ − = +∞1 1  

Συνε!ώς ( ) ( ) ( )( ) ( )
g

x x
g R lim g x , lim g x , R

↑

→−∞ →+∞
= = −∞ +∞ =  

 
Β. 

i. Για κάθε ( ),y y g R R∈ =1 2  µε y y<1 2  

είναι ( ) ( )y g x g y x−= ⇔ =1
1 1 1 1  και 

( ) ( )y g x g y x−= ⇔ =1
2 2 2 2  

Άρα  

( ) ( ) ( ) ( )
g

y y g x g x x x g y g y
↑

− −< ⇔ < ⇔ < ⇒ <1 1
1 2 1 2 1 2 1 2  

Ο!ότε η g−1  είναι γνησίως αύξουσα 

ii. ( )
( )
( )

( )
( )

x
g g

g x e x ,
g e

( )
g e

−

−

= =
= + − ⇒ ⇔

= =

1

1

0 0 0 0

1 1
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Ισχύει  
( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )( )( ) ( )

( ) ( )

f x

f x

g Rg

e f x x , x R

e f x x, x R

g f x x, x R

g g f x g x

f x g x , x R

, x R

−

−

↑

− −

+ ≥ + ∀ ∈ ⇔

+ − ≥ ∀ ∈ ⇔

≥ ∀ ∈ ⇔

≥

∀

∈

≥

∀

∈

⇔

1

1

1 1

1

1

 

Η διαφορά ( ) ( )f x g x−− 1  είναι συνεχής στο [ ],e0  ως 

διαφορά συνεχών και µη αρνητική άρα  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

e e e

x g u e

dx g u du

e

u

e

( )

u u

e

f x g x dx f x dx g x dx

f x dx ug u du

f x dx ue u du

u
f x dx ue e

f x dx

− −

=

′=

 − ≥ ⇔ ≥ ⇔ 

′⇔ ≥ ⇔

≥ + ⇔

 
≥ − + ⇔ 
 

≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

1 1

0 0 0

1

0 0

1

0 0
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0

1

0

0

0

2

3

2
 

 
Σηµείωση 

Η άσκηση βασίζεται στην ανισότητα του Young, η ο!οία λέει ότι: αν µία συνεχής 

και γνησίως αύξουσα συνάρτηση f στο [ ],c0  µε ( )f =0 0 , [ ],cα∈ 0  και 

( ), f cβ∈  0  , τότε ( ) ( )f x dx f x dx

βα

αβ −≤ +∫ ∫ 1

0 0
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