Σελίδα 5 από 6

Θέματα μιγαδικών από τις Πανελλήνιες Εξετάσεις

 Επιμέλεια : Μπάμπης Στεργίου , Σεπτέμβριος 2012

                                     ΜΕΡΟΣ 1ο 

Θέμα 1ο 

   α.
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει: 
[image: image1.wmf]1641
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   β.
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει: 
[image: image2.wmf]1
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                                                                                      (Ιούλιος 2001)

Θέμα 2ο 

Δίνεται ο μιγαδικός z και έστω 
[image: image3.wmf]2
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  α) Να βρείτε το μέτρο του μιγαδικού f(2).

  β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image4.wmf]2004
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είναι πραγματικός.

  γ) Να αποδείξετε ότι 
[image: image5.wmf]()2
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  δ) Αν 
[image: image6.wmf]1
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και Μ είναι η εικόνα του f(z) στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι το Μ κινείται σε ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.                                                 (ΟΕΦΕ – 2001)
Θέμα 3ο

Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image7.wmf]2
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  α)    Να γράψετε τον μιγαδικό αριθμό z στη μορφή z = x + yi, όπου  x, y ( R.


  β)
Να αποδείξετε ότι η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z ανήκει στον κύκλο με κέντρο Κ(2,0) και ακτίνα ρ =
[image: image8.wmf]2

 

.

(Εσπερινά 2001)

Θέματα από το 2003 και μετά.

Θέμα  4ο

Δίνονται  οι  μιγαδικοί  αριθμοί 
z = α + βi, όπου α,β(IR   και w = 3z –
[image: image9.wmf]iz

+4, όπου 
[image: image10.wmf]z

 είναι ο συζυγής του z.

α.
Να αποδείξετε ότι 
Re(w)=3α–β+4







Ιm(w)=3β–α.

β.
Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του w στο μιγαδικό επίπεδο κινούνται στην ευθεία με εξίσωση  y=x–12,  τότε οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία με εξίσωση 
y=x–2.

γ.
Να βρείτε ποιος από τους μιγαδικούς αριθμούς z, οι εικόνες των οποίων κινούνται στην ευθεία με εξίσωση y =x–2,  έχει το ελάχιστο μέτρο.

Θέμα 5ο 

  α.
Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο (Σ) των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z που ικανοποιούν τις σχέσεις:



[image: image11.wmf]  z  = 2  

 και    Ιm (z) ( 0 .

  β.
Να αποδείξετε ότι, αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z κινείται στο σύνολο (Σ), τότε η εικόνα του μιγαδικού αριθμού 
[image: image12.wmf]14

  w  =    z +   
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κινείται σε ευθύγραμμο τμήμα το οποίο βρίσκεται στον άξονα x΄x .

(Επαναληπτικές 2003)

Θέμα 6ο  

Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z = x + yi, όπου x, y πραγματικοί αριθμοί και 
[image: image13.wmf]i (i+z)

 w=  

i-z

 με z ( i .

Να αποδείξετε ότι :

   α.

[image: image14.wmf]22
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2x1 - x - y

 w= +  i  

x+(y-1)x+(y-1)

,

   β.
αν ο w είναι πραγματικός αριθμός, τότε η εικόνα του z ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας ρ1 = 1 και

   γ.
αν ο z είναι πραγματικός αριθμός, τότε η εικόνα του w ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο(0 , 0) και ακτίνας ρ2 = 1 .

(Εσπερινά 2003)

Θέμα 7ο 

Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image15.wmf](
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, όπου z μιγαδικός αριθμός με 
[image: image16.wmf]0
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   α)
Αν 
[image: image17.wmf](
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 να αποδείξετε  ότι ο z είναι πραγματικός αριθμός.

   β)
Αν

[image: image18.wmf](
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να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z στο μιγαδικό επίπεδο.

   γ)
Αν 
[image: image19.wmf](
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, να αποδείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού αριθμού z, βρίσκονται σε κύκλο του οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα.

(Ομογενείς 2003)

Θέμα 8ο 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z = x + yi, όπου x, y πραγματικοί αριθμοί, για τους οποίους υπάρχει α 
[image: image20.wmf]Î

 R ώστε να ισχύει: 
[image: image21.wmf](
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Να αποδείξετε ότι:

   α. αν Im(z) = 0, τότε α = 1.

   β. αν α = 0, τότε 
[image: image22.wmf]0
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   γ. για τον πραγματικό αριθμό α ισχύει: 
[image: image23.wmf]1
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   δ. οι εικόνες Μ των µμιγαδικών αυτών αριθμών z στο µμιγαδικό επίπεδο ανήκουν σε κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

(Εσπερινά 2004)

Θέμα 9ο 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image24.wmf]zxyi
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, όπου 
[image: image25.wmf]x,y

 πραγματικοί αριθμοί, για τους οποίους υπάρχει 
[image: image26.wmf]κR
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 ώστε να ισχύει: 
[image: image27.wmf]x3
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[image: image28.wmf]y2
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Να αποδείξετε ότι:
   α)
αν 3 Re(z) + 4 Im(z) = 3, τότε k = -2.





   β)
αν 
[image: image29.wmf]z15
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 τότε
[image: image30.wmf]z10
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   γ)
οι εικόνες 
[image: image31.wmf]M

 των μιγαδικών αυτών αριθμών 
[image: image32.wmf]z

 στο μιγαδικό επίπεδο ανήκουν σε ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

(Εσπερινά επαναληπτικές 2004)

Θέμα 10ο
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός z, με 
[image: image33.wmf],
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[image: image34.wmf]2
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α) Να αποδείξετε ότι εάν ο w είναι πραγματικός, τότε ο z είναι πραγματικός ή  
[image: image35.wmf]1.
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β) Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών την εξίσωση 
[image: image36.wmf]2
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γ) Αν 
[image: image37.wmf]12

,
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οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος β, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης                     

                                   
[image: image38.wmf]3
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(Ομογενείς 2004)

Θέμα 11ο    

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image39.wmf]1
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   α. 
Δείξτε ότι:  
[image: image43.wmf]1
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   β. 
Δείξτε ότι ο αριθμός  
[image: image44.wmf]12
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είναι πραγματικός . 

   γ. 
Δείξτε ότι:  
[image: image45.wmf]123122331
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(Μάιος 2005)

Θέμα 12ο    

   α. Αν 
[image: image46.wmf]1
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είναι μιγαδικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει 
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[image: image51.wmf]2
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 = 5+5i , να βρείτε τους 
[image: image52.wmf]1
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z

.

   β. 
Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς z, w ισχύουν
                   
[image: image54.wmf]z – 1 – 3i
[image: image55.wmf]≤
[image: image56.wmf]2

 και 
[image: image57.wmf]w – 3 – i
[image: image58.wmf]≤
[image: image59.wmf]2

: 

i. να δείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί μιγαδικοί αριθμοί z, w έτσι, ώστε
     z = w και 

ii. να βρείτε τη μέγιστη τιμή του 
[image: image60.wmf]z – w
[image: image61.wmf]. 

(Επαναληπτικές 2005)

Θέμα 13ο  

  Δίνονται  οι  μιγαδικοί  αριθμοί 
[image: image62.wmf]1
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[image: image63.wmf]2
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   α) Να αποδείξετε ότι
[image: image64.wmf]1
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   β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image66.wmf]20062006
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    γ) Θεωρούμε το μιγαδικό αριθμό 
[image: image67.wmf]{
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Να αποδείξετε ότι για κάθε  

          
[image: image68.wmf]{
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[image: image69.wmf]Im()1.
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(Ομογενείς 2005)

Θέμα 14ο 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image70.wmf]3
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   α. 
Να αποδείξετε ότι: 

i. 
[image: image73.wmf]3
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ii. 
[image: image74.wmf]4
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   β. 
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των 
[image: image76.wmf]3
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 στο μιγαδικό επίπεδο, καθώς και το είδος του τριγώνου που αυτές σχηματίζουν. 
(Μάιος – 2006)

Θέμα 15ο  
Δίνεται η εξίσωση x2 – 4x + 13 = 0 (1) 

   α. Να λυθεί στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση (1). 

   β. Αν 
[image: image77.wmf]2
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οι ρίζες της εξίσωσης (1), τότε να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης   
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   γ. Αν z1 = 2+3i, τότε να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των           εικόνων των μιγαδικών αριθμών z για τους οποίους              ισχύει: 


[image: image79.wmf]5
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(Εσπερινά 2006)

Θέμα 16ο
Έστω ότι για τον μιγαδικό αριθμό z ισχύει 
[image: image80.wmf]55
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   α) Να δείξετε ότι 
[image: image81.wmf]515
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   β) Να δείξετε ότι 
[image: image82.wmf]1.
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   γ) Αν 
[image: image83.wmf]51,
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 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων M(w) στο μιγαδικό επίπεδο.

(Ομογενείς 2006)

Θέμα 17ο  
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός 
[image: image84.wmf]2
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  α. 
Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει στον κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ =1. 

  β. 
Έστω z1 , z2   οι μιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο  
[image: image85.wmf]2
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για  α = 0 και α = 2 αντίστοιχα. 

i.  Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z1 και  z2  . 

ii.  Να αποδειχθεί ότι ισχύει:  
[image: image86.wmf]2
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για κάθε φυσικό αριθμό  ν. 

(Μάιος 2007) 

Θέμα 18ο 

Δίνονται οι μιγαδικοί 
[image: image87.wmf]=+
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[image: image89.wmf]Î
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[image: image91.wmf]-Î
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   Α) 
Να αποδείξετε ότι 
[image: image92.wmf]-=
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   Β) 
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του 
[image: image93.wmf]1
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   Γ) 
Αν ο αριθμός 
[image: image94.wmf]2
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      (Επαναληπτικές 2007)

Θέμα 19ο    

 Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z=(λ-2)+2λi, όπου λ∈R. 

  α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z. 

  β. Αν ισχύει 
[image: image98.wmf]2
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 να βρείτε το 
[image: image99.wmf]1
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  γ. Αν 
[image: image100.wmf]2
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(Εσπερινά 2007)

Θέμα 20ο
 Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image101.wmf]1
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[image: image102.wmf]2
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  α . Να αποδείξετε ότι : 
[image: image104.wmf]222
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  β . Αν για το μιγαδικό z ισχύει ότι: 
[image: image105.wmf]12
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     ι) 
[image: image106.wmf]Re()Im().
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     ιι) για 
[image: image107.wmf]0
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, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
[image: image108.wmf].
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(Ομογενείς 2007)

ΘΕΜΑ 21ο 
Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς z και w ισχύουν 


[image: image109.wmf]6
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[image: image110.wmf])
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τότε να βρείτε:

   α.
το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z .

   β. 
το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w .

   γ. 
την ελάχιστη τιμή του 
[image: image111.wmf]w


   δ. 
την ελάχιστη τιμή του 
[image: image112.wmf]w
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