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1. Η γενική έννοια της ανίσωσης. 
Ορισµός.  Θεωρούµενα ένα διατεταγµένο σώµα Σ, ένα µη κενό σύνολο Ω και δύο   

                  συναρτήσεις  →f :Α Σ  και →g :Β Σ  µιας µεταβλητής x, όπου Α και Β είναι    

                  δύο µη κενά υποσύνολα του Ω. Καθένας από τους προτασιακούς τύπους: 

                     f(x) < g(x)   (α) ,  ≤f(x) g(x)   (α΄),    f(x) > g(x)    (β)  και  ≥f(x) g(x)    (β΄) 

                 ονοµάζεται ανίσωση µε άγνωστο το x και µε σύνολο αναφοράς το Ω. 

     Αν και οι δύο  συναρτήσεις f και g είναι σταθερές, τότε συµφωνούµε στη σταθερή τιµή της 

µιας να προσθέτουµε το: 0 x⋅  (η ίδια συµφωνία γίνεται και στις εξισώσεις). 

 Οι ανισώσεις (α) και (β) ονοµάζονται και ανισώσεις υπό την στενή (ή γνήσια) σηµασία 

και οι ανισώσεις (α΄) και (β΄) ονοµάζονται και ανισώσεις υπό την ευρεία σηµασία. 

 Οι εκφράσεις f (x)  και g(x)  ονοµάζονται τα µέλη καθεµιάς των παραπάνω ανισώσεων. 

[ f (x)  πρώτο µέλος και g(x)  δεύτερο µέλος]. 

   Το σύνολο ( )Α∩Β ⊆ Ω  ονοµάζεται σύνολο ορισµού καθεµιάς των παραπάνω ανισώσε-

ων και συµβολίζεται µε Dα  όταν αναφερόµαστε στην ανίσωση (α), µε D ′α  όταν αναφερόµα-

στε στην ανίσωση  (α΄) κτλ. 

 Έστω ότι Α∩Β ≠ ∅ . Τότε, για κάθε ( )x∈ Α∩Β  καθεµία από τις εκφράσεις (α), (α΄), (β) 

και (β΄) γίνεται µια πρόταση (αληθής ή ψευδής). Ένα στοιχείο ( )ξ∈ Α∩Β  λέµε ότι είναι µια 

λύση ή µία ρίζα: 

• Της ανίσωσης (α), αν, και µόνο αν, ισχύει f ( ) g( )ξ < ξ . 

• Της ανίσωσης (α΄), αν, και µόνο αν, ισχύει f ( ) g( )ξ ≤ ξ . 

• Της ανίσωσης (β), αν, και µόνο αν, ισχύει f ( ) g( )ξ > ξ . 

• Της ανίσωσης (β΄), αν, και µόνο αν, ισχύει f ( ) g( )ξ ≥ ξ . 

 Το σύνολο λύσεων: 

• Της ανίσωσης (α), είναι: { }S x | f (x) g(x) Dα α= ∈Α∩Β < ⊆ = Α∩Β . 

• Της ανίσωσης (α΄), είναι: { }S x | f (x) g(x) D′ ′α α= ∈Α∩Β ≤ ⊆ = Α∩Β . 

• Της ανίσωσης (β), είναι:  { }S x | f (x) g(x) Dβ β= ∈Α∩Β > ⊆ = Α∩Β . 

• Της ανίσωσης (β΄), είναι:  { }S x | f (x) g(x) D′ ′β β= ∈Α∩Β ≥ ⊆ = Α∩Β . 

 Είναι φανερό ότι το σύνολο λύσεων της ανίσωσης: f (x) g(x)≤  είναι η ένωση των συνόλων 

λύσεων της ανίσωσης: f (x) g(x)<  και της εξίσωσης: f (x) g(x)= . Επίσης το σύνολο λύσεων 

της ανίσωσης: f (x) g(x)≥  είναι η ένωση των συνόλων λύσεων της ανίσωσης: f (x) g(x)>  και 

της εξίσωσης: f (x) g(x)= . 

 Η εύρεση  του συνόλου λύσεων µιας ανίσωσης, ονοµάζεται επίλυση της ανίσωσης αυτής. 

 Μία ανίσωση  λέµε ότι είναι αδύνατη αν, και µόνο αν, το σύνολο ορισµού της είναι το κε-

νό σύνολο ή το σύνολο ορισµού της είναι διάφορο του κενού συνόλου , αλλά το σύνολο λύ-

σεων αυτής είναι το κενό σύνολο . 
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 Μία ανίσωση  λέµε ότι είναι µόνιµη ανίσωση, αν και µόνο αν, το σύνολο ορισµού της εί-

ναι διάφορο του κενού συνόλου και ταυτίζεται µε το σύνολο λύσεων αυτής. 

 

2. Ισοδύναµες ανισώσεις. 
Ορισµός. ∆ύο ανισώσεις  (γ) και (δ) µε το ίδιο σύνολο αναφοράς, λέµε ότι είναι   

                 ισοδύναµες στην τοµή ∩ ≠ ∅γ δD D ( )  των συνόλων ορισµού  τους και  

                 γράφουµε: ⇔(γ) (δ) , αν, και µόνον αν: γ δS = S . ∆ηλαδή, αν, και µόνο αν, κάθε  

                 λύση της µιας ανίσωσης είναι και λύση της άλλης. 

 Θεωρούµε  τρείς ανισώσεις (γ), (δ) και (ε) µε το ίδιο σύνολο αναφοράς. Στην τοµή: 

D D D ( )γ δ ε∩ ∩ ≠ ∅  των συνόλων ορισµού των, όπως βρίσκουµε εύκολα, ισχύουν: 

1)  ( ) ( )γ ⇔ γ . 

2) Αν ( ) ( )γ ⇔ δ , τότε ( ) ( )δ ⇔ γ . 

3) Αν ( ) ( )γ ⇔ δ  και ( ) ( )δ ⇔ ε , τότε ( ) ( )γ ⇔ ε . 

Σηµείωση. Στο σύνολο των ανισώσεων µε το ίδιο σύνολο αναφοράς και µε κοινό σύνολο 

ορισµού ένα υποσύνολο αυτού Τ, η σχέση: 

                          «Η ανίσωση (α) είναι ισοδύναµη µε την ανίσωση (β)»  

είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Τ ( αυτοπαθής, συµµετρική, µεταβατική). 

 Aς θεωρήσουµε τις δύο ανισώσεις: f (x) g(x)<  και g(x) f (x)> , αντιστοίχως τις 

f (x) g(x)≤  και g(x) f (x)≥ , µε το ίδιο σύνολο αναφοράς, οι οποίες προφανώς, τότε, θα έ-

χουν και το ίδιο σύνολο ορισµού, έστω D. Είναι φανερό ότι, στο D( )≠ ∅ , οι ανισώσεις αυ-

τές είναι ισοδύναµες, δηλαδή:         

                    f (x) g(x) g(x) f (x)< ⇔ > , αντιστοίχως: f (x) g(x) g(x) f (x)≤ ⇔ ≥ . 

 

3. Επίλυση ανισώσεων εντός του � . 
     Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε την επίλυση ανισώσεων εντός που σώµατος �  των 

πραγµατικών αριθµών. ∆ηλαδή, µε ανισώσεις, στις οποίες τα µέλη τους είναι πραγµατικές συ-

ναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής και το σύνολο αναφοράς τους είναι ένα υποσύνολο του 

� . Αν σε µια ανίσωση δεν αναφέροµε το σύνολο αναφοράς της, θα εννοούµε ότι αυτό είναι 

το� . 

      Σηµειώνουµε ότι όταν λέµε ότι θα λύσουµε µια τέτοια ανίσωση εννοούµε ότι θα βρούµε 

το σύνολο λύσεων αυτής υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του� .  

      Η επίλυση µιας ανίσωσης ξεκινάει µε την εύρεση του συνόλου ορισµού της ( όπως και 

στις εξισώσεις) . ∆ηλαδή, πριν κάνουµε οτιδήποτε στην ανίσωση που θέλουµε να επιλύσουµε, 

θα πρέπει να βρίσκουµε το σύνολο ορισµού της. Ο λόγος είναι όχι µόνο για να ξέρουµε για 

ποιες τιµές του x έχουν νόηµα τα µέλη της, αλλά και για να ξέρουµε για ποιες τιµές του x ι-

σχύουν αυτά που θα πούµε στη συνέχεια. Μετά, για την εύρεση του συνόλου λύσεων της ανί-

σωσης, συνήθως εφαρµόζουµε τα θεωρήµατα ισοδυναµιών µεταξύ δύο ανισώσεων, που θα 

διατυπώσουµε στην επόµενη παράγραφο.  

      Επισηµαίνουµε ότι σε µια εξίσωση το σύνολο ορισµού της δεν είναι απαραίτητο να το 

βάζουµε υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων  του� . Ο λόγος είναι ότι συνήθως 

οι λύσεις µιας εξίσωσης είναι πεπερασµένου πλήθους και µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε αν 

κάθε µια απ' αυτές ανήκει  ή όχι στο σύνολο ορισµού της. Στις ανισώσεις όµως δεν συµβαίνει 

το ίδιο. Είναι σπάνιες οι περιπτώσεις που µια ανίσωση έχει  πεπερασµένο πλήθος λύσεων. Σ' 

αυτές τις περιπτώσεις πάλι δεν είναι απαραίτητο να βάζουµε το σύνολο ορισµού της υπό µορ-

φή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων  του� . Συνήθως όµως το σύνολο λύσεων των ανι-

σώσεων δεν είναι  περασµένο και για να το βρούµε χρειαζόµαστε το σύνολο ορισµού της υπό 

µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων  του� . 
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     Σηµειώνουµε ότι οι γενικοί ορισµοί των διαστηµάτων του�  είναι οι εξής: 

       • Θεωρούµε δύο αριθµούς ,α β∈�  µε α ≤ β . Ορίζουµε: 

                           [ ] { }, x | xα β = ∈ α ≤ ≤ β� ,     ( ) { }, x | xα β = ∈ α < < β� ,   

                           [ ) { }, x | xα β = ∈ α ≤ < β� ,    ( ] { }, x | xα β = ∈ α < ≤ β� , 

                            [ ) { }, x | xα +∞ = ∈ ≥ α� ,      ( ) { }, x | xα +∞ = ∈ > α� , 

                            ( ] { }, x | x−∞ α = ∈ ≤ α� ,       ( ) { }, x | x−∞ α = ∈ < α� . 

        • Για κάθεα∈�  ισχύουν:  

     [ ] { } { } { }, x | x x | xα α = ∈ α ≤ ≤ α = ∈ = α = α� � ,   ( ) { }, x | xα α = ∈ α < < α = ∅� , 

             [ ) { }, x | xα α = ∈ α ≤ < α = ∅� , ( ] { }, x | xα α = ∈ α < ≤ α = ∅� . 

         • Σηµειώνουµε, τέλος, ότι, για παράδειγµα, µε ,α β∈� , έχουµε: 

    { } { } { } [ ] [ ], , ,α β = α ∪ β = α α ∪ β β  ( όµοια αν το σύνολο περιέχει περισσότερα στοιχεία). 

 

4. Θεωρήµατα ισοδυναµιών µεταξύ  ανισώσεων. 
     Τα θεωρήµατα ισοδυναµιών µεταξύ δύο ανισώσεων θα τα διατυπώσουµε για µια ανίσωση 

µιας µορφής: f(x)<g(x), αλλά ισχύουν και για ανισώσεις των υπόλοιπων τριών µορφών.  
Θεώρηµα 1. Έστω µία ανίσωση: f(x) < g(x)  µε σύνολο ορισµού D. Για κάθε συνάρτηση h   

                       που είναι ορισµένη στο σύνολο D, ισχύει στο D η  ισοδυναµία:     

                                            ⇔f(x) < g(x) f(x) + h(x) < g(x) + h(x) .                       

Απόδειξη. 

   
 ρίζα της D και D και  ρίζα της

f (x) g(x) f ( ) g( ) f ( ) h( ) g( ) h( ) f (x) h(x) g(x) h(x)

ρ ρ∈ ρ∈ ρ   
⇔ ⇔ ⇔   

< ρ < ρ ρ + ρ < ρ + ρ + < +   
 

Πόρισµα 1. Έστω µία ανίσωση: f(x) < g(x)  µε σύνολο ορισµού D. Για κάθε ∈κ R  ισχύει  

                     στο D η ισοδυναµία: ⇔ κ κf(x) < g(x) f(x) + < g(x) + . 

Πόρισµα 2. Αν σε µια ανίσωση µεταφέρουµε έναν «όρο» της από το ένα µέλος στο άλλο   

                    θέτοντας προ αυτού το πρόσηµο  « - », τότε η ανίσωση που προκύπτει είναι  

                     ισοδύναµη µε την αρχική. 

Για παράδειγµα, έστω µια ανίσωση: f(x)+g(x)<φ(x)-h(x) µε σύνολο ορισµού το D. Ισχύουν 

(στο D) οι ισοδυναµίες:   

              
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

+ < − ⇔ + + <

⇔ + < − ⇔ − − − >

f x g x x h x f x g x h x x

f x h x x g x x h x g x f x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

 

Θεώρηµα 2.  Έστω µία ανίσωση: f(x) < g(x)  µε σύνολο ορισµού D και µία συνάρτηση  h  

                        που είναι ορισµένη στο σύνολο D. 

                      α) Αν h(x) > 0 , για κάθε ∈x D , τότε, ισχύει η ισοδυναµία:                           

                                                    ⇔f(x) < g(x) f(x)h(x) < g(x)h(x)   

                      β) Αν h(x) < 0 , για κάθε ∈x D , τότε, ισχύει η ισοδυναµία: 

                                      ⇔f(x) < g(x) f(x)h(x) > g(x)h(x)     

Απόδειξη. Εύκολη. 

Πόρισµα 3. Έστω µία ανίσωση: f(x) < g(x)  µε σύνολο ορισµού D. 

                    α) Για κάθε αριθµό λ>0, ισχύει (στο D): ⇔ λ λf(x) < g(x) f(x) < g(x) . 

                    β) Για κάθε αριθµό λ<0, ισχύει (στο D): ⇔ λ λf(x) < g(x) f(x) > g(x) . 

•••• Ειδικά µε 1λ = − , έχουµε (στο D)  τις ισοδυναµίες : 

       f (x) g(x) f (x) g(x)< ⇔ − > −  και    f (x) g(x) f (x) g(x)> ⇔ − < − . 
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• Με τη βοήθεια του πορίσµατος 3 µπορούµε να εξαλείψουµε τους αριθµητικούς παρονοµα-

στές µιας ανίσωσης (αν έχει). 

Πόρισµα 4. Κάθε ανίσωση µε ένα άγνωστο x είναι ισοδύναµη, στο σύνολο ορισµού της,  

                  µε µια ανίσωση που έχει µια από τις µορφές: f(x) > 0 , ≥f(x) 0 , f (x) 0< ,   

                  f (x) 0≤ , όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση. 

Θεώρηµα 3.  Έστω µία ανίσωση: f(x) < g(x)  µε σύνολο ορισµού D.  

1) Στο D ισχύει η ισοδυναµία: 

              ⇔ 2ν+1 2ν+1f(x) < g(x) f (x) < g (x) , για κάθε ∈ν N . 

2) Αν ≥f(x) 0  και ≥g(x) 0 , για κάθε ∈x D , τότε στο D ισχύει η αδυναµία: 

              ⇔ ν νf(x) < g(x) f (x) < g (x)  , για κάθε ∗∈ν N . 

Απόδειξη. Εύκολη. 

Θεώρηµα 4. Θεωρούµε δύο συναρτήσεις  →f :Α R  και →g :Β R . Στο ∩ ≠ ∅D = Α Β( )  

                      ισχύουν οι ισοδυναµίες: 

                      1)  


⇔ 


f(x) < g(x)
f(x) < g(x)

-g(x) < f(x)
    2) [ ]⇔ ∨f(x) > g(x) f(x) > g(x) f(x) < -g(x)  

Απόδειξη. Εύκολη. 

Πόρισµα 5. Θεωρούµε µία συνάρτηση →f :Α R  και ένα αριθµό ∈λ R . Στο Α ισχύουν   

                     οι ισοδυναµίες: 

                       1)   
λ

λ ⇔ 
λ

f(x) <
f(x) <

f(x) > -
           2) [ ]  λ ⇔ λ ∨ λf(x) > f(x) > f(x) < -  

 Σηµείωση. Θεωρούµε δύο συναρτήσεις  →f :Α R  και →g :Β R .  Στο ∩ ≠ ∅D = Α Β( ) , 

έχουµε : 

                 [ ][ ]2 2f (x) g(x) f (x) g (x) g(x) f (x) g(x) f (x) 0< ⇔ < ⇔ + − >  . 

 

5. Ακέραιες ανισώσεις . 
Ορισµός. Μια ανίσωση λέγεται ακέραια ή πολυωνυµική αν, και µόνο αν, τα µέλη της  

                 είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις. 

     Για παράδειγµα, καθεµία από τις παρακάτω ανισώσεις είναι ακέραια: 

                     
22 5 3 1− < − +x x x ,   37 10 3 0− + ≥x x ,  2 3 2 1− > +x x . 

 • Προφανώς, το σύνολο ορισµού µιας ακεραίας ανίσωσης ταυτίζεται µε το σύνολο αναφοράς 

της 

 Αν σε µία ακέραια ανίσωση µεταφέρουµε όλους τους όρους της στο πρώτο µέλος και κά-

νουµε  όλες τις δυνατές πράξεις και απλοποιήσεις, τότε βρίσκουµε µια ισοδύναµη ανίσωση, 

της οποίας το πρώτο µέλος είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση f  µε τύπο της µορφής : 

                                          1

1 1 0f(x)= ...−
−+ + + +x x x

ν ν
ν να α α α                      (1) 

όπου ν ∗∈�  και 1 1 0, ,..., ,ν να α α α−  πραγµατικοί αριθµοί και το δεύτερο µέλος  είναι 0. Η ανί-

σωση αυτή λέµε ότι είναι η ανηγµένη µορφή της αρχικής δοσµένης ανίσωσης. 

Βαθµό µιας ακεραίας ανίσωσης, της οποίας το πρώτο µέλος είναι µια πολυωνυµική συνάρ-

τηση της µορφής (1) και το δεύτερο µέλος είναι το 0 , ονοµάζουµε τον βαθµό ν της πολυωνυ-

µικής συνάρτησης (1) του πρώτου µέλους ( 0να ≠ ).  

Βαθµό µιας ακεραίας ανίσωσης (της οποίας τα µέλη είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις) ο-

νοµάζουµε το βαθµό της ισοδύναµης ανηγµένης ανίσωσης. 

 Οι γενικές µορφές των (ανηγµένων) ακέραιων ανισώσεων µε ένα άγνωστο x: 

• Πρώτου βαθµού είναι:  

                  0+ >xα β , 0+ ≥xα β , 0+ <xα β , 0+ ≤xα β , όπου ,α β ∈�  µε 0α ≠ . 
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• ∆ευτέρου βαθµού είναι: 

               2 0+ + >x xα β γ  , 2 0+ + ≥x xα β γ , κτλ. , όπου , ,α β γ ∈�  µε 0α ≠ . 

• Τρίτου βαθµού είναι: 

        3 2 0+ + + >x x xα β γ δ , 3 2 0+ + + ≥x x xα β γ δ , κτλ. ,όπου , , ,α β γ δ ∈�  µε  0α ≠ . 

                                              κ.ο.κ. 

  

6. Επίλυση ακεραίων ανισώσεων. 
     Η επίλυση των ακεραίων ανισώσεων  πρώτου βαθµού είναι απλή. Η  επίλυση των ακεραί-

ων ανισώσεων δευτέρου βαθµού γίνεται µε τη βοήθεια του θεωρήµατος του τριωνύµου δευτέ-

ρου βαθµού( βλέπε παρακάτω) , αφού προηγουµένως βρούµε τις ρίζες του τριώνυµου του 

πρώτου µέλους. Η επίλυση των ακεραίων ανισώσεων, µε πρώτο µέλος µια πολυωνυµική συ-

νάρτηση f βαθµού 3ν ≥  (και δεύτερο µέλος το 0) , απαιτεί επίσης την εύρεση των ριζών της 

εξίσωσης: f(x)=0, που δεν είναι πάντοτε δυνατή ( αν η εξίσωση αυτή είναι τρίτου ή τετάρτου 

βαθµού, τότε η επίλυσή της είναι δυνατή, αλλά η µέθοδος επίλυσης της διδάσκεται στα Ανώ-

τερα Μαθηµατικά). Θεωρητικά αποδεικνύεται ότι ο τύπος κάθε  πολυωνυµικής συνάρτησης  

βαθµού 1ν ≥ , µπορεί να αναλυθεί σε γινόµενο πρωτοβαθµίων ή και δευτεροβαθµίων παραγό-

ντων ως προς x ( µε πραγµατικούς συντελεστές ). Μερικές φορές µπορούµε και στην πράξη 

να αναλύσουµε σε γινόµενο πρωτοβαθµίων ή και δευτεροβαθµίων παραγόντων ως προς x ( µε 

πραγµατικούς συντελεστές)   το πρώτο µέλος µιας ακεραίας ανίσωσης ( µε το δεύτερο µέλος 

0). Τότε, η επίλυσή της ανάγεται στην εύρεση των προσήµων του γινοµένου του πρώτου µέ-

λους, για τις διάφορες τιµές του x∈� . 

     Το γινόµενο αυτό θα αποτελείται από παράγοντες της µορφής: ( )x
κ

α + β  ή και της µορ-

φής: ( )2x x
λ

γ + δ + ε , όπου , ∗κ λ∈�  και , , , ,α β γ δ ε∈�  µε 0αγ ≠ . Παρατηρούµε ότι  στους 

παράγοντες της µορφής: ( )x
κ

α + β  µπορούµε να υποθέτουµε ότι ο συντελεστής του x είναι 

θετικός, δηλαδή α>0 και  στους παράγοντες της µορφής: ( )2x x
λ

γ + δ + ε  ο συντελεστής του 

2x  είναι επίσης θετικός, δηλαδή γ>0. Πράγµατι, έστω ότι σε ένα παράγοντα της  µορφής 

( )x
κ

α + β είναι α<0. Έχουµε : ( ) ( )x ( 1) x
κ κκα + β = − −α −β . 

• Αν ο κ είναι άρτιος, τον παράγοντα αυτόν τον γράφουµε: ( )x
κ

−α −β ,  

• Αν ο κ είναι περιττός, τον γράφουµε: ( )x
κ

− −α −β  και πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη 

της ανίσωσης µε το 1−  οπότε προκύπτει µια ισοδύναµη ετερόστροφος ανίσωση, στην οποία ο 

παράγοντας αυτός γίνεται ( )x
κ

−α −β .  

Έτσι και στις δύο περιπτώσεις ο συντελεστής του x είναι θετικός ( 0)−α > . 

Όµοια εργαζόµαστε και για τους παράγοντες της δεύτερης µορφής, στους οποίους ο συντελε-

στής του 2x  είναι αρνητικός. 

     Έτσι αναγόµαστε στην επίλυση ανισώσεων, των οποίων το δεύτερο µέλος είναι 0 και το 

πρώτο µέλος είναι της µορφής: 

        ( ) ( ) ( ) ( ) µν 12 21
ν ν µ µ µ1 1 1 1 1

λ λκ κ
Γ(x) = α x + β ... α x +β γ x + δ x + ε ... γ x + δ x + ε  (1), 

όπου 1 . 1,..., , ,..., ∗
ν µκ κ λ λ ∈� , όλοι οι συντελεστές στις παρενθέσεις είναι πραγµατικοί αριθµοί  

µε: 1 1,..., , ,..., 0ν µα α γ γ >  και τα διώνυµα στις παρενθέσεις έχουν ανά δύο διαφορετικές ρίζες.  

 Στη συνέχεια, αφού υπενθυµίσουµε το θεώρηµα του τριωνύµου, θα δούµε  µε ποιον τρόπο 

µπορούµε να επιλύσουµε εύκολα ανισώσεις, των οποίων το δεύτερο µέλος είναι το 0 και το 

πρώτο µέλος είναι της µορφής: 
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                             ( ) ( ) ( ) ν1 2
ν ν1 1 2 2

κ κ κ
α x + β α x + β ... α x + β  

και µετά, γενικότερα, της παραπάνω µορφής (1), µε όλους τους προηγούµενους περιορισµούς. 

Θεώρηµα ( του τριωνύµου). Θεωρούµε το τριώνυµο: 2f (x) x x= α + β + γ , όπου , ,α β γ∈� .   

                  µε 0α ≠ . Θέτουµε: 2 4∆ = β − αγ ( διακρίνουσα). 

1) Έστω ότι 0∆ < . Τότε: x ,  f (x) 0∀ ∈ α >� . 

2) Έστω ότι 0∆ = . Τότε: x ,  f (x) 0
2

 β  ∀ ∈ − − α >  α  
�  και x ,  f (x) 0∀ ∈ α ≥� . 

3) Έστω ότι 0∆ > . Τότε:
1 2

1 2

x ( , ) ( , ),  f(x)>0

x ( , ),  f(x)<0

∀ ∈ −∞ ρ ∪ ρ +∞ α

∀ ∈ ρ ρ α

 

       ( όπου 1 2,  ρ ρ  οι ρίζες του f (x) , 1 2ρ < ρ ). 

• Υπενθυµίζουµε ακόµα ότι µε , ,α β γ∈� , 0α ≠  και 2 4∆ = β − αγ , ισχύουν:    

1)  ( )2
0

x ,  x x 0
0

α >
∀ ∈ α + β + γ > ⇔ 

∆ <
�        2)  ( )2

0
x ,  x x 0

0

α >
∀ ∈ α +β + γ ≥ ⇔ 

∆ ≤
�  

3)   ( )2
0

x ,  x x 0
0

α <
∀ ∈ α +β + γ < ⇔ 

∆ <
�         4) ( )2

0
x ,  x x 0

0

α <
∀ ∈ α +β + γ ≤ ⇔ 

∆ ≤
�  

Εφαρµογή. Να λυθεί η ανίσωση:  
2x < -x + x + 6  (1). 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το � . Έχουµε στο � (§ 3,θεώρηµα 4): 

( )

2 2

2 2

x x x 6 x 6 0 6 x 6
(1) 1 7 x 6

x x 6 x x 2x 6 0 1 7 x 1 7

 < − + +  − < − < <  
⇔ ⇔ ⇔ ⇔ − < <  

− − + + < − − < − < < + 
. 

Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι: ( )S 1 7,  6= − . 

 

7. Επίλυση ανισώσεων µε δεύτερο µέλος το 0 και πρώτο µέλος της µορφής :    

                          ( ) ( ) ( )1 2
ν ν1 1 2 2

κ κ κνΓ(x) = α x + β α x + β ... α x + β . 

      Στο γινόµενο Γ(x)  είναι : 1 2 ., ,..., ∗
νκ κ κ ∈� , όλοι οι συντελεστές στις παρενθέσεις είναι 

πραγµατικοί αριθµοί µε: 1 2, ,..., 0να α α >  και τα διώνυµα στις παρενθέσεις έχουν ανά δύο δια-

φορετικές ρίζες. 

Πρώτος τρόπος. 

Καταρχήν παρατηρούµε ότι:   

• Αν ένας παράγοντας έχει άρτιο εκθέτη, τότε είναι θετικός ή µηδέν, για κάθε x∈� . Για 

παράδειγµα, έχουµε: 4(3x 2) 0+ ≥  , για κάθε x∈� . 

•••• Αν ένας παράγοντας έχει περιττό εκθέτη, τότε για κάθε πραγµατικό αριθµό x, διαφορε-
τικό από τη ρίζα του, είναι οµόσηµος µε το διώνυµο της βάσης. Για παράδειγµα, ο παρά-

γοντας 7(x 2)−  µηδενίζεται για x 2=  , ενώ για κάθε x∈�  µε x 2≠ , οι αριθµοί  7(x 2)−  και 

x 2−  είναι οµόσηµοι, αφού, τότε, ισχύει: 7 8(x 2) (x 2) (x 2) 0− − = − > .  

Βήµα 1. Βρίσκουµε τις ρίζες των διωνύµων που έχουν άρτιο εκθέτη. Ονοµάζουµε Α το σύνο-

λο των ριζών αυτών. 

Βήµα 2. Βρίσκουµε τα διώνυµα που έχουν περιττό εκθέτη και ονοµάζουµε ∆(x) το γινόµενό 

τους (χωρίς τους εκθέτες ). Έστω ότι: 

                   ( )( ) ( )1 1 2 2 1 2(x) x x ... x   ( , ,..., 0)λ λ λ∆ = γ + δ γ + δ γ + δ γ γ γ > . 
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Βήµα 3. Βρίσκουµε εύκολα ότι: 

                    1)  
∉

⇔ 


x Α
Γ(x) > 0

∆(x) > 0
           2)  [ ]0≥ ⇔ ∈ ≥Γ(x) x Α ή ∆(x) 0  

                    3)  
∉

⇔ 


x Α
Γ(x) < 0

∆(x) < 0
           4)   [ ]0≤ ⇔ ∈ ≤Γ(x) x Α ή ∆(x) 0  

Έτσι, η επίλυση της ανίσωσης ανάγεται στην εύρεση των προσήµων του γινόµενο ∆(x), για 

τις διάφορες τιµές του x∈� . Προς τούτο εργαζόµαστε ως εξής: 

Βήµα 4. Βρίσκουµε τις ρίζες των διωνύµων του ∆(x). Οι ρίζες αυτές είναι ανά δύο διαφορετι-

κές  και είναι κατά σειρά οι εξής: 

                                        1 2
1 2

1 2

 ...r ,  r , ,  r λ
λ

λ

δ δ δ
= − = − = −

γ γ γ
. 

Βήµα 5. Τις ρίζες αυτές τις βάζουµε κατά σειρά µεγέθους στον άξονα των πραγµατικών αριθ-

µών. ∆εν είναι βλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι: 1 2r r ... rλ< < < . Μετά, βάζουµε 

στα διαστήµατα εναλλάξ τα πρόστιµα : ... +, ,  +, ,  − −  ,αρχίζοντας από το τελευταίο διάστη-

µα ( )r ,  +λ ∞ . Έτσι θα έχουµε τον παρακάτω πίνακα:   

                                          
                                        

Βήµα 6. Γράφουµε το σύνολο λύσεων της ανίσωσης. 

Παράδειγµα 1. Να λυθεί η ανίσωση: 

                             15 10 5 3 4(x + 3) (x - 1) x (-x + 2) (4 - x) < 0                        (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Έχουµε στο� :                       

      
15 10 5 3 4

x 1,  x 4
(1) (x 3) (x 1) x (x 2) (x 4) 0

(x 3)x(x 2) 0(2)

≠ ≠
⇔ + − − − > ⇔ 

+ − >
 

Ονοµάζουµε ∆(x) το πρώτο µέλος της ανίσωσης (2). Οι ρίζες του ∆(x) είναι κατά σειρά: 

3,  0−  και 2. Κατασκευάζουµε  τον παρακάτω πίνακα προσήµων του ∆(x):                                   

                                  
Συµπεραίνουµε ότι οι  λύσεις της δοσµένης ανίσωσης είναι οι αριθµοί x∈�  µε: 3 x 0,  − < <  

x 2> , x 1≠  και  x 4≠ . Συνεπώς, το σύνολο λύσεων αυτής είναι:        

                                               S ( 3,  0) (2, 4) (4, + )= − ∪ ∪ ∞ . 

•••• ∆εύτερος τρόπος. 
Βήµα 1. Βρίσκουµε τις ρίζες των διωνύµων που είναι στις παρενθέσεις. Οι ρίζες αυτές είναι 

ανά δύο διαφορετικές  και είναι κατά σειρά οι εξής: 

                                   1 2
1 2

1 2

,  ,...,  ν
ν

ν

β β β
ρ = − ρ = − ρ =

α α α
, 

µε βαθµό πολλαπλότητας 1 2 .,   ,...,  νκ κ κ , αντιστοίχως. 

Βήµα 2. Τις ρίζες αυτές τις βάζουµε κατά σειρά µεγέθους στον άξονα των πραγµατικών αριθ-

µών. ∆εν είναι βλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι: 1 2 ... νρ < ρ < < ρ . Έτσι θα έχουµε 

τον παρακάτω πίνακα:   
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Βήµα 3. Στο τελευταίο δεξιά διάστηµα ( ),  +νρ ∞  θέτουµε το πρόσηµο + . 

Βήµα 4. Τα πρόσηµα στα υπόλοιπα διαστήµατα τα βρίσκουµε ακολουθώντας τον εξής κανό-

να , αρχίζοντας από το προτελευταίο διάστηµα ( )1,  ν− νρ ρ : 

•Στο διάστηµα ( )1,  ν− νρ ρ  θέτουµε το ίδιο πρόσηµο µε εκείνο του ( επόµενου) ( ),  +νρ ∞ ( δη-

λαδή το + ), αν η ρίζα που τα χωρίζει ( δηλαδή η ρίζα νρ ) έχει άρτιο βαθµό πολλαπλότητας ( 

δηλαδή αν ο νκ  είναι άρτιος)  ή το αντίθετο του ( δηλαδή το− ) , αν έχει περιττό βαθµό πολ-

λαπλότητας ( δηλαδή αν ο νκ  είναι περιττός). 

• Όµοια, στο ( προηγούµενο) διάστηµα ( )2, 1 ν− ν−ρ ρ  θέτουµε το πρόσηµο του ( επόµενου) 

( )1,  ν− νρ ρ , αν η ρίζα που τα χωρίζει ( δηλαδή η ρίζα 1ν−ρ ) έχει άρτιο βαθµό πολλαπλότητας ( 

δηλαδή αν ο 1ν−κ  είναι άρτιος)  ή το αντίθετο του, αν έχει περιττό βαθµό πολλαπλότητας ( δη-

λαδή αν ο 1ν−κ  είναι περιττός). 

• Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο έως ότου βάλουµε πρόσηµα σε όλα τα διαστήµατα.  

Βήµα 5. Γράφουµε το σύνολο λύσεων της ανίσωσης. 

Σηµείωση 2.  Είναι φανερό ότι, αν όλοι οι εκθέτες 1 2 ., ,..., νκ κ κ είναι 1, οπότε:    

                                     ( )( ) ( )ν ν1 1 2 2(x) α x + β α x + β ... α x + βΓ = , 

τότε τα πρόσηµα στον παραπάνω πίνακα, αρχίζοντας από το τελευταίο διάστηµα , είναι εναλ-

λάξ: ... +, ,  +, ,  − −   

Παράδειγµα 2. Να λυθεί η ανίσωση:    

                                  ≤3 2 5(7 - x) (-5x - 8) (x + 3)(3x - 2) 0 .               (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Επειδή: 3 3(7 x) (x 7)− = − −  και  
2 2( 5x 8) (5x 8)− − = + , για κάθε x∈� , έχουµε στο � :    

3 2 5 3 2 5(1) (x 7) (5x 8) (x 3)(3x 2) 0 (x 7) (5x 8) (x 3)(3x 2) 0(2)⇔ − − + + − ≤ ⇔ − + + − ≥ . 

Ονοµάζουµε Γ(x) το πρώτο µέλος της ανίσωσης (2). Οι ρίζες του Γ(x) (ανεξαρτήτως βαθµού 

πολλαπλότητας) είναι κατά σειρά οι εξής:
8

7,  - , -3 
5

 και
2

3
. Κατασκευάζουµε  τον παρακάτω 

πίνακα προσήµων του Γ(x): 

                     

 Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι: [ )2
S 3,  7,  +

3

 
= − ∪ ∞  

. 

•••• Τρίτος τρόπος. 
Βήµα 1. Βρίσκουµε τις ρίζες των διωνύµων που είναι στις παρενθέσεις.  

Βήµα 2. Κατασκευάζουµε έναν πίνακα διπλής εισόδου, στον οποίο στην πρώτη στήλη γρά-

φουµε κατά σειρά τους παράγοντες του (x)Γ  και στην πρώτη γραµµή τις ρίζες του Γ(x). Κα-

τόπιν,  δίπλα από κάθε παράγοντα, γράφουµε τα πρόσηµα που λαµβάνει , για τις διάφορες τι-

µές του x∈� .  Στην τελευταία σειρά γράφουµε τα πρόσηµα που λαµβάνει το γινόµενο  

(x)Γ , για τις διάφορες τιµές του x∈� . 

Παράδειγµα 3. Να λυθεί η ανίσωση:  ( ) ( ) ( )7 43
x x + 3 x + 2 x - 4 > 0 . 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Ονοµάζουµε Γ(x) το πρώτο µέλος της 

ανίσωσης . Οι ρίζες του Γ(x) είναι κατά σειρά: 0,  -3, -2  και 4. Κατασκευάζουµε τον παρακάτω 

πίνακα: 
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Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι: 

                                           S ( 3,  2) ( 2,  0) (4, + )= − − ∪ − ∪ ∞ . 

Σχόλιο. Συγκρίνοντας τους τρεις τρόπους,  βλέπουµε ότι στην πράξη, συντοµότερος είναι ο 

πρώτος τρόπος, αρκεί βέβαια να κατανοηθεί. 

 

8. Επίλυση ανισώσεων µε δεύτερο µέλος το 0 και πρώτο µέλος της µορφής :    

         ( ) ( ) ( ) ( ) µν 12 21
ν ν µ µ µ1 1 1 1 1

λ λκ κ
Γ(x) = α x + β ... α x + β γ x + δ x + ε ... γ x + δ x + ε . 

     Στο γινόµενο Γ(x) είναι : 1 . 1,..., , ,..., ∗
ν µκ κ λ λ ∈� , όλοι οι συντελεστές στις παρενθέσεις εί-

ναι πραγµατικοί αριθµοί  µε: 1 1,..., , ,..., 0ν µα α γ γ >  και τα διώνυµα στις παρενθέσεις έχουν ανά 

δύο διαφορετικές ρίζες.     

Βήµα 1. Μελετάµε το πρόσηµο του πρώτου τριωνύµου: 2

1 1 1x xγ + δ + ε .Προς τούτο βρίσκουµε 

την διακρίνουσά του, έστω 1∆ . 

• Έστω ότι 1 0∆ < . Τότε, επειδή 1 0γ > , ισχύει: 2

1 1 1x x 0γ + δ + ε > , για κάθε x∈� . Έτσι, τό-

τε, παραλείπουµε τον παράγοντα ( ) 12

1 1 1x x
λ

γ + δ + ε , οπότε προκύπτει ισοδύναµη  ανίσωση. 

• Έστω ότι 1 0∆ = . Τότε, το τριώνυµο αυτό έχει µια  διπλή πραγµατική ρίζα, έστω ξ, οπότε: 

                                 ( ) 1
1 122

1 1 1 1x x (x )
λ λ λγ + δ + ε = γ − ξ . 

Επειδή 1

1 0λγ > , αντικαθιστούµε στην ανίσωση τον παράγοντα ( ) 12

1 1 1x x
λ

γ + δ + ε µε ( ) 12
x

λ
− ξ  

,οπότε προκύπτει ισοδύναµη  ανίσωση. 

• Έστω ότι 1 0∆ > . Τότε, το τριώνυµο αυτό έχει δύο πραγµατικές και άνισες ρίζες, τις ονοµά-

ζουµε 1ξ  και 2ξ , οπότε: 

                         ( ) 1
1 1 12

1 1 1 1 1 2x x (x ) (x )
λ λ λ λγ + δ + ε = γ − ξ − ξ . 

Επειδή 1

1 0λγ > , αντικαθιστούµε στην ανίσωση τον παράγοντα ( ) 12

1 1 1x x
λ

γ + δ + ε µε 

1 1

1 2(x ) (x )λ λ− ξ − ξ ,οπότε προκύπτει ισοδύναµη  ανίσωση. 

Βήµα 2. Επαναλαµβάνουµε την ίδια εργασία για όλα τα τριώνυµα που περιέχει η ανίσωση. 

Βήµα 3. Συµπτύσσουµε τις δυνάµεις µε την ίδια βάση ,  αν υπάρχουν. 

     Έτσι φθάνουµε σε ανίσωση της µορφής που µελετήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο. 

Παράδειγµα. Να λυθεί η ανίσωση:  

                   ( ) ( ) ( ) ( )3 6 4 9
2 2 2 2 2x - 4 x - 3x + 2 (x + 2x) -2x + 3x - 4 -x + 2x - 2 > 0 .      (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Με x∈� , έχουµε: 

              ( ) ( ) ( ) ( )3 6 4 9
2 2 2 2 2(1) x - 4 x - 3x + 2 (x + 2x) 2x - 3x + 4 x - 2x + 2 < 0⇔ .      (2) 

Έχουµε: 2x 4 (x 2)(x 2)− = − + , 2x 3x 2 (x 1)(x 2)− + = − −  και 2x 2x x(x 2)+ = + . Τα τριώ-

νυµα: 22x 3x 4− +  και 2x 2x 2− +  έχουν διακρίνουσες  αρνητικές και συνεπώς: 
22x 3x 4 0− + >  και 2x 2x 2 0− + > , για κάθε x∈� . Έτσι έχουµε: 
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     3 3 6 6 9 4 6(2) (x 2) (x 2) (x 1) (x 2) x(x 2) 0 x(x 2) (x 2) (x 1) 0 (3).⇔ − + − − + < ⇔ − + − <  

Ονοµάζουµε Γ(x) το πρώτο µέλος της ανίσωσης (3).  Στην ανίσωση αυτή οι ρίζες του πρώτου 

µέλους είναι κατά σειρά οι εξής : 0,  2, -2  και 1. Κατασκευάζουµε  τον παρακάτω πίνακα 

προσήµων του Γ(x):   

                            
     Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι:S (0,  1) (1, 2)= ∪ . 

 

9. Ρητές ανισώσεις. 
Ορισµός. Μια ανίσωση λέγεται ρητή αν, και µόνο αν, τα µέλη της είναι ρητές συναρτή- 

                  σεις.  

     Για παράδειγµα, καθεµία από τις παρακάτω ανισώσεις είναι ρητή:  

                     
3x 1 x 3 x 1 1 2x 3

,   2x+3 ,   3
x 1 2x 5 2x 3 x 5

− + − −
< ≥ − >

+ − +
.                                                                                           

 Αν σε µία ρητή ανίσωση, µε σύνολο ορισµού D, µεταφέρουµε όλους τους όρους της στο 

πρώτο µέλος και κάνουµε  όλες τις δυνατές πράξεις και απλοποιήσεις, τότε βρίσκουµε µια ι-

σοδύναµη ανίσωση, της οποίας το πρώτο µέλος είναι µια ρητή συνάρτηση:
f (x)

g(x)
, όπου f και g 

είναι δύο (ανηγµένες) πολυωνυµικές συναρτήσεις, [µε g(x) 0≠ , για κάθε x D∈ ] και το δεύ-

τερο µέλος  είναι 0. 

•••• Έστω µια ρητή ανίσωση µε δεύτερο µέλος το 0 και πρώτο µέλος:  
f(x)

g(x)
, όπου f και g είναι 

δύο πολυωνυµικές συναρτήσεις. Προφανώς, το σύνολο ορισµού  της ανίσωσης αυτής είναι: 

{ }D = x R | g(x) 0∈ ≠ . Όπως βρίσκουµε εύκολα, στο D, ισχύουν oι ισοδυναµίες: 

                       1)    ⇔
f(x)

> 0 f(x)g(x) > 0
g(x)

         2)   ≥ ⇔ ≥
f(x)

0 f(x)g(x) 0
g(x)

 

                        3)   ⇔
f(x)

< 0 f(x)g(x) < 0
g(x)

         4)   ≤ ⇔ ≤
f(x)

0 f(x)g(x) 0
g(x)

 

 Συµπεραίνουµε ότι η επίλυση µιας ρητής ανίσωσης ανάγεται την επίλυση µιας ακεραίας 

ανίσωσης. 

Παράδειγµα. Nα λυθεί η ανίσωση: 

                                         ≥
2 1 x - 1

+ 2
x - 2 x - 1 x(x - 2)

.                      (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της συνάρτησης του πρώτου µέλους της ανίσωσης (1) εί-

ναι: { }1,  2−�  και εκείνης του δεύτερου µέλους είναι: { }0,  2−� . Η τοµή των δύο αυτών συ-

νόλων είναι το σύνολο ορισµού D της ανίσωσης (1). Βρίσκοµαι ότι: { }D 0,  1, 2= −� .Με 

x D∈ , έχουµε:               

                
22 1 2(x 1) 2x(x 1) x(x 2) 2(x 1)

(1) 0 0
x 2 x 1 x(x 2) x(x 1)(x 2)

− − + − − −
⇔ + − ≥ ⇔ ≥

− − − − −
   

                     
2x 2

0 x(x 1)(x 2)(x 2)(x 2) 0
x(x 1)(x 2)

−
⇔ ≥ ⇔ − − − + ≥

− −
. 

Κατά τα γνωστά, βρίσκουµε ότι το ζητούµενο σύνολο λύσεων είναι:   
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                                               ) (S 2,  0 1,  2 (2,  + ) = − ∪ ∪ ∞  . 

 

10. Ανισώσεις µε ριζικά. 
     Ονοµάζουµε ανισώσεις µε ριζικά ( ή άρρητες ανισώσεις) τις ανισώσεις, στις οποίες ο 

άγνωστος x εµφανίζεται κάτω από  σύµβολο ριζικού. 

• Στην παράγραφο αυτή, θα συµβολίζουµε µε Α το σύνολο ορισµού της συνάρτησης f, µε Β 

το σύνολο ορισµού της συνάρτησης g και µε Γ το σύνολο ορισµού της συνάρτησης h. 

1)  Ανισώσεις της µορφής:  f(x) < g(x) . 

    Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι: { }D x | x ( ),  f(x) 0, g(x) 0= ∈ ∈ Α∩Β ≥ ≥� . 

Με x D∈ , έχουµε: 

                                    f(x) < g(x) f (x) g(x)⇔ < . 

•••• Γενικότερα, στο D ισχύει η ισοδυναµία: 

                     f (x) g(x) f (x) g(x) ( , 2)∗ν ν< ⇔ < ν∈ ν ≥� . 

2)  Ανισώσεις της µορφής:  f(x) < g(x) . 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι: { }D x | x ( ),  f(x) 0= ∈ ∈ Α∩Β ≥� . Με 

x D∈ , έχουµε: 

                                        
2

g(x) 0
f(x) < g(x)

f (x) g (x)

>
⇔ 

<
 

•••• Επίσης, στο D έχουµε:   
2

g(x) 0
f(x) g(x)

f (x) g (x)

≥
≤ ⇔ 

≤
 

•••• Γενικότερα, στο D ισχύουν οι ισοδυναµίες: 

        
g(x) 0

f (x) g(x)
f (x) g (x)

ν
ν

>
< ⇔ 

<
 ,    

g(x) 0
f (x) g(x)

f (x) g (x)
ν

ν

≥
≤ ⇔ 

≤
 ( ,  2)ν∈ ν ≥�  

3)  Ανισώσεις της µορφής:  f(x) > g(x) . 

Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι: { }D x | x ( ),  f(x) 0= ∈ ∈ Α∩Β ≥� . Με x D∈ , 

έχουµε: 

                         
2

g(x) 0
f(x) > g(x) g(x) 0  ή  

f (x) g (x)

 ≥
⇔ < 

>  
 

•••• Επίσης ,στο D έχουµε:  
2

g(x) 0
f(x) g(x) g(x) 0  ή  

f (x) g (x)

 ≥
≥ ⇔ < 

≥  
 

•••• Γενικότερα, στο D ισχύουν οι ισοδυναµίες: 

 
g(x) 0

f(x) > g(x) g(x) 0  ή  
f (x) g (x)

ν
ν

 ≥
⇔ < 

>  
,  

g(x) 0
f(x) g(x) g(x) 0  ή  

f (x) g (x)
ν

ν

 ≥
≥ ⇔ < 

≥  
 

( ,  2)ν∈ ν ≥� . 

4)  Ανισώσεις της µορφής: f(x) + g(x) < h(x) . 

Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι:   

               { }D x | x ( ),  f(x) 0, g(x) 0= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ ≥ ≥� .Με x D∈ , έχουµε: 
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2

h(x) 0
f(x) + g(x) < h(x)

f (x) g(x) 2 f (x)g(x) h (x) (δεύτερη µορφή)

>
⇔ 

+ + <
 

•••• Επίσης, στο D έχουµε: 

           
2

h(x) 0
f(x) + g(x) h(x)

f (x) g(x) 2 f (x)g(x) h (x) (δεύτερη µορφή)

≥
≤ ⇔ 

+ + ≤
 

5)  Ανισώσεις της µορφής:  f(x) + g(x) > h(x) . 

Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι:   

         { }D x | x ( ),  f(x) 0, g(x) 0= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ ≥ ≥� .  Με x D∈ , έχουµε: 

               
2

h(x) 0
f(x) + g(x) > h(x) h(x) 0 ή 

f (x) g(x) 2 f (x)g(x) h (x)

 ≥ 
⇔ < 

+ + >  
 

•••• Επίσης ,στο D έχουµε: 

               
2

h(x) 0
f(x) + g(x) h(x) h(x) 0 ή 

f (x) g(x) 2 f (x)g(x) h (x)

 ≥ 
≥ ⇔ < 

+ + ≥  
 

Σηµείωση. Αν µια ανίσωση µε ριζικά είναι διαφορετικής µορφής από τις παραπάνω, τότε διά 

καταλλήλων µετασχηµατισµών αυτής στο σύνολο ορισµού της και µε επανειληµµένες εφαρ-

µογές των προηγούµενων προτάσεων, φθάνουµε σε ισοδύναµο σύστηµα ρητών ανισώσεων. 

 

11. Ανισώσεις που περιέχουν εκθετικές ή λογαριθµικές συναρτήσεις.  
• Στην παράγραφο αυτή, θα συµβολίζουµε µε Α το σύνολο ορισµού της συνάρτησης f, µε Β 

το σύνολο ορισµού της συνάρτησης g και µε Γ το σύνολο ορισµού της συνάρτησης φ. 

1) Ανισώσεις της µορφής:  xf(α ) > 0 , όπου ∈ ∪ ∞α (0,1) (1,+ ) . 

     Βρίσκουµε το σύνολο ορισµού D της ανίσωσης αυτής. Θέτουµε: x tα = . Έτσι, στο σύνολο 

ορισµού της D, αναγόµαστε στην επίλυση του συστήµατος:  

                                              
t 0

f (t) 0

>


>
 

Ανάλογα, αν η ανίσωση είναι της µορφής: x x xf ( ) 0  ή  f ( ) 0  ή  f ( ) 0α ≥ α < α ≤ . 

2) Ανισώσεις της µορφής: f(x) g(x)α < α , όπου ∈ ∪ ∞α (0,1) (1,+ ) . 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι: D = Α∩Β . Με x D∈  έχουµε: 

     

( )

f (x) g(x)
1 1 1 0 1 0

ή ή 
f (x) g(x) f (x) g(x) f (x) g(x) 0 f (x) g(x) 0

                                                ( 1) f (x) g(x) 0.

 α > α <   α − > α − <    
α < α ⇔ ⇔      < > − < − >      

⇔ α − − <

 

•••• Επίσης, µε x D∈ ,έχουµε: 

       ( )f (x) g(x)
1 1

ή ... ( 1) f (x) g(x) 0
f (x) g(x) f (x) g(x)

 α > α <  
α ≤ α ⇔ ⇔ ⇔ α − − ≤  ≤ ≥  

. 

3) Ανισώσεις της µορφής:  φ(x) φ(x)
log f(x) < log g(x) . 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι:       

                    ( ){ }D x | x ,  f (x) 0,  g(x)>0, (x)>0, (x) 1= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ > ϕ ϕ ≠� . 

Με x D∈  έχουµε:                        
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( )( )

φ(x) φ(x)

(x) 1 (x) 1
                log f(x) < log g(x)  ή 

f (x) g(x) f (x) g(x)

(x) 1 0 (x) 1 0
 ή (x) 1 f (x) g(x) 0.

f (x) g(x) 0 f (x) g(x) 0

 ϕ > ϕ <  
⇔   < >  

 ϕ − > ϕ − <  
⇔ ⇔ ϕ − − <  − < − >  

                          

•••• Επίσης, µε x D∈ ,έχουµε: 

  

( )( )φ(x) φ(x)

(x) 1 (x) 1
log f(x) log g(x)  ή ... (x) 1 f (x) g(x) 0

f (x) g(x) f (x) g(x)

 ϕ > ϕ <  
≤ ⇔ ⇔ ⇔ ϕ − − ≤  ≤ ≥  

. 

4) Ανισώσεις της µορφής:  α αlog f(x) < log g(x) , όπου ∈ ∪ ∞α (0,1) (1,+ ) . 

      Είναι ειδική περίπτωση της προηγούµενης µορφής µε: φ(x)=α. 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι: { }D x | x ,  f(x)>0, g(x)>0= ∈ ∈Α∩Β� . 

Με x D∈  έχουµε: 

• ( )α α

1 1
log f(x) < log g(x) ή ... ( 1) f (x) g(x) 0

f (x) g(x) f (x) g(x)

 α > α <  
⇔ ⇔ ⇔ α − − <  < >  

 

• ( )α α

1 1
log f(x) log g(x) ή ... ( 1) f (x) g(x) 0

f (x) g(x) f (x) g(x)

 α > α <  
≤ ⇔ ⇔ ⇔ α − − ≤  ≤ ≥  

 

 

12. Ανισώσεις που περιέχουν συναρτήσεις της µορφής [ ]g(x)
f(x) .  

       Ονοµάζουµε  Α το σύνολο ορισµού της συνάρτησης f και  Β το σύνολο ορισµού της συ-

νάρτησης g.  

• Ένας αριθµός x∈�  ανήκει το σύνολο ορισµό της συνάρτηση [ ]g(x)
f(x)  αν, και µόνο αν, 

πληροί µία (τουλάχιστον) από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 

                  

( ) ( )
( )

)          ii) ( ) 0        iii) ( ) 0
( ) 0

( ) 0 ( )

x x
x

i f x f x
f x

g x g x

∈ Α∩Β ∈ Α∩Β 
∈ Α∩Β  

= <  
>  > ∈  �

 

• Σηµειώνουµε ότι, για κάθε ( )x∈ Α∩Β  µε f (x) 0> , ισχύει: 

                  [ ]g(x) g(x)log f (x)
f(x) α= α , όπου α∈�  µε 0α >  και 1α ≠ . 

Παράδειγµα 1. Nα λυθεί η ανίσωση:  ( )x-2
23x - 2x > 1  (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού καθεµιάς από τις συναρτήσεις µε τύπους: 23x 2x−  και x 2−  είναι 

το� . Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της συνάρτησης του πρώτου µέλους  

της ανίσωσης (1), αν, και µόνο αν : 

                
2 2

2 3x 2x 0 3x 2x 0
3x 2x 0  ή  ή 

x 2 0 (x 2)

  − = − <
− > ⇔  

− > − ∈   �
 

        

2 2
x 0 ή x= 0 x2 2

x 0 ή x>  ή  ή x 0 ή x>3 3
3 3

x 2 x

     = < <        < ⇔ <             > ∈  �

. 

Άρα, το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι: ( ) 2
D ,0 ,

3

 = −∞ ∪ +∞ 
 

. Με x D∈ , έχουµε: 
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    ( ) ( ) ( )
2

2 2

x 2 0 x 2 0
(1) (x 2)log 3x 2x 0  ή 

log 3x 2x 0 log 3x 2x 0

 − > − <   
⇔ − − > ⇔   

− > − <    
 

       2

2 2

x 2 0 x 2 0
 ή (x 2)(3x 2x 1) 0

3x 2x 1 3x 2x 1

 − > − < 
⇔ ⇔ − − − >  

− > − <   
 

                    
1 1

(x 2)(x 1)(x ) 0 x 2 ή - x 1 .
3 3

 ⇔ − − + > ⇔ > < < 
 

 

Και επειδή επιπλέον είναι x D∈ , βρίσκοµαι ότι το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης 

είναι: 
1 2

S ,0 ,1 (2, )
3 3

   = − ∪ ∪ +∞   
   

. 

Παράδειγµα 2. Nα λυθεί η ανίσωση:  ( )x-2
22x - 3x < 1  (2) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού καθεµιάς από τις συναρτήσεις µε τύπους: 22x 3x−  και x 2−  είναι 

το� . Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµό της συνάρτησης του πρώτου µέλους  

της ανίσωσης (2), αν, και µόνο αν : 

                
2 2

2 2x 3x 0 2x 3x 0
2x 3x 0  ή  ή 

x 2 0 (x 2)

  − = − <
− > ⇔  

− > − ∈   �
 

        

3 3
x 0 ή x= 0 x3 2

x 0 ή x>  ή  ή x 0 ή x>  ή x=12 2
2 3

x 2 x

     = < <        < ⇔ <             > ∈  �

. 

Άρα, το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι: ( ) { } 3
D ,0 1 ,

2

 = −∞ ∪ ∪ +∞ 
 

.  

• Με x 1=  το πρώτο µέλος της ανίσωσης (2) γίνεται: 1 1
( 1) 1

1

−− = = −
−

. Άρα, το 1−  είναι µια 

λύση της ανίσωσης αυτής . 

• Με x D∈  και x 1≠ , ισχύει: 22x 3x 0− > .Έτσι, τότε, έχουµε: 

        ( ) ( ) ( )
2

2 2

x 2 0 x 2 0
(2) (x 2)log 2x 3x 0  ή 

log 2x 3x 0 log 2x 3x 0

 − > − <   
⇔ − − < ⇔   

− < − >    
 

                      

2 2

x 2 0 x 2 0
    ή 

2x 3x 1 2x 3x 1

x 2 x 2

 ή 3 17 3 17 3 17 3 17
x x  ή x>

4 4 4 4

3 17 3 17
x  ή x 2 .

4 4

 − > − < 
⇔ ⇔  

− < − >   

 > <  
  
   − + − +  < < <        
     

 − +
⇔ < < <  

 

       . 

Έτσι, βρίσκοµαι ότι το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι:    

                                    { }3 17 3 17
S , 1 ,2

4 4

   − +
= −∞ ∪ ∪      
   

. 
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Παράδειγµα 3. Nα λυθεί η ανίσωση: 

                                         ( ) ( )
2 22x -3x+1 x +x-2

2 2x - 3x + 3 < x - 3x + 3 .              (3) 

Απάντηση. 2 x 3< <  

 

13. Παραµετρικές ανισώσεις. 
     Μια ανίσωση λέµε ότι είναι παραµετρική ανίσωση  αν, και µόνο αν, εκτός από τον άγνω-

στο x περιέχει και άλλα γράµµατα ( ένα ή περισσότερα), τα οποία όµως υποθέτουµε ότι παρι-

στάνουν  δοσµένους αριθµούς. Τα γράµµατα αυτά ονοµάζονται παράµετροι της ανίσωσης. 

• Η διαδικασία µε την οποία, για κάθε συνδυασµό τιµών των παραµέτρων, βρίσκουµε αν υ-

πάρχουν λύσεις της ανίσωσης και ποιες είναι, ονοµάζεται διερεύνηση της ανίσωσης αυτής. 

•  Όταν µια ανίσωση είναι παραµετρική στη λύση της συµπεριλαµβάνεται και η διερεύνηση. 

Παράδειγµα. Nα λυθεί η ανίσωση: 

                                                         x - 1 > x - λ                   (1) 

                       µε άγνωστο το x και παράµετρο το ∈λ R . 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι: { }D x | x= ∈ ≥ λ� . Με x D∈ , έχουµε: 

                       
2 2

x 1 0 x 1                                    (2)
(1)

(x 1) x f (x) x 3x ( 1) 0 (3)

− > > 
⇔ ⇔ 

− > − λ = − + λ + > 
 

H διακρίνουσα του τριωνύµου f (x)  είναι: 

                              

5
0,   >

4

5
9 4( 1) 4 5 0,   =

4

5
0,   <

4

< αν λ



∆ = − λ + = − λ + = αν λ


> αν λ

 

1) Έστω ότι:
5

λ >
4

. Τότε 0∆ <  και άρα η (3) ισχύει για κάθε x∈� . Έτσι ,τότε, ένας αριθµός 

x∈�  είναι  λύση της δοσµένης  ανίσωσης, αν, και µόνο αν: 

                                        
x D x

x
x 1 x 1

∈ ≥ λ 
⇔ ⇔ ≥ λ 

> > 
. 

• Άρα, τότε, το σύνολο λύσεων είναι: [ )S ,= λ +∞ . 

2) Έστω ότι:
5

λ =
4

. Τότε 0∆ =  και : 

                                          2

x 1 x 1
(2)

33
(3) xx 0

22

> >
  

⇔ ⇔    ≠− >    

 

Έτσι ,τότε, ένας αριθµός x∈�  είναι  λύση της δοσµένης  ανίσωσης, αν, και µόνο αν: 

                                                      

5x D x
4

x 1
3

x3
x 2

2


 ∈ ≥ 

> ⇔ 
  ≠

 ≠ 

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• Άρα, τότε, το σύνολο λύσεων είναι:
5 3 3

S , ,
4 2 2

   = ∪ +∞     
. 

3) Έστω ότι:
5

λ <
4

. Τότε 0∆ > . Άρα, τότε, το τριώνυµο f (x)  έχει δύο ρίζες πραγµατικές και 

άνισες, τις εξής: 1

3

2

− ∆
ρ =  και 2

3

2

+ ∆
ρ =  ( )1 2ρ < ρ  και συνεπώς: 

                                              
( )1 2

x 1(2)

x  ή x>(3)

> 
⇔  < ρ ρ 

 

Έτσι ,τότε, ένας αριθµός x∈�  είναι  λύση της δοσµένης  ανίσωσης, αν, και µόνο αν: 

                                             

( ) ( )1 2 1 2

x D x

x 1 x 1 ( )

x  ή x> x  ή x>

 ∈ ≥ λ
 

> ⇔ > Σ 
 < ρ ρ < ρ ρ 

 

Τώρα, για να συνεχίσουµε, θα πρέπει να ξέρουµε την σειρά µεγέθους των αριθµών: 1,1,λ ρ  

και 2ρ . 

Παρατηρούµε ότι: 2 2f ( ) 3 1 ( 1) 0λ = λ − λ + λ + = λ − ≥  και άρα το λ δεν ανήκει στο διάστηµα 

( )1 2,ρ ρ . Αν 2λ ≥ ρ , τότε: 

                      
3 5 4 3

2 3 5 3 2 3 0
2 2

+ − λ
λ ≥ ⇒ λ − ≥ − λ ⇒ λ − ≥ ⇒ λ ≥ , άτοπο. 

Συνεπώς: 1λ ≤ ρ . Έχουµε: 

   
( )21

3 2 03 5 4
5 4 3 2 ... 1

2 5 4 3 2

− λ ≥− − λ 
λ = ρ ⇔ λ = ⇔ − λ = − λ ⇔ ⇔ ⇔ λ =

− λ = − λ
. 

3α) Έστω ότι λ=1. Τότε: 1 1ρ =  και 2 2ρ = . Και, όπως βρίσκουµε εύκολα, έχουµε:      

                                                              ( ) x 2Σ ⇔ > . 

• Άρα, τότε, το σύνολο λύσεων είναι:S (2, )= +∞ . 

3β) Έστω ότι λ<1. Τότε 1λ < ρ  και επειδή f (1) 1 0= λ − < , έπεται ότι: 1 21ρ < < ρ , οπό-

τε: 1 21λ < ρ < < ρ . Και, όπως βρίσκουµε εύκολα, έχουµε: 

                                                      2( ) xΣ ⇔ > ρ . 

• Άρα, τότε, το σύνολο λύσεων είναι: ( )2S ,= ρ +∞ . 

3γ) Έστω ότι 
5

1 < λ <
4

. Τότε 1λ < ρ , οπότε: 1 21< λ < ρ < ρ . Και, όπως βρίσκουµε εύκολα, 

έχουµε:   

                                            ( )1 2( ) x  ή x>Σ ⇔ λ ≤ < ρ ρ . 

• Άρα, τότε, το σύνολο λύσεων είναι: [ ) ( )1 2S , ,= λ ρ ∪ ρ +∞ . 
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                              Συνοπτικά:                                        

                [ )5
:   S ,

4
λ > = λ +∞                                                           

           
5 5 3 3

:   S= , ,
4 4 2 2

   λ = ∪ +∞     
                                                      

          [ ) ( )1 2

5
1 :   S= , ,

4
< λ < λ ρ ∪ ρ +∞           

                   ( )21:   S= ,λ ≤ ρ +∞  

όπου: 1

3 5 4

2

− − λ
ρ = , 2

3 5 4

2

+ − λ
ρ =  

                                                         

 14. Συναληθεύουσες  ανισώσεις. 
     Όταν έχουµε δύο ή περισσότερες ανισώσεις µε ένα άγνωστο x ( σύστηµα ανισώσεων µε 

ένα άγνωστο) και ζητάµε να βρούµε για ποιες τιµές του x συναληθεύουν ( αληθεύουν µαζί)  

( δηλαδή, ζητάµε να επιλύσουµε το σύστηµα αυτό), εργαζόµαστε συνήθως ως εξής: 

α)  Επιλύουµε καθεµία από τις ανισώσεις αυτές ( του συστήµατος) χωριστά. 

β) Πάνω στον άξονα των πραγµατικών αριθµών σηµειώνουµε τις λύσεις κάθε µιας ανίσωσης. 

γ) Με τη βοήθεια του σχήµατος που φτιάχνουµε βρίσκουµε εύκολα τις τιµές του x που συνα-

ληθεύουν. 

                                                         

 15. Ανισώσεις και Μαθηµατική Ανάλυση. 
   Μερικές φορές για να λύσουµε µια ανίσωση  χρησιµοποιούµε τα θεωρήµατα  της Μαθηµα-

τικής Ανάλυσης. 

Παράδειγµα. Nα λυθεί η ανίσωση:  x-2 3 3 x3 (x - 2) (x - 1) < 3 - 1  (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Με x∈� , έχουµε: 

       

( )
( )

( )

2

2

2

3 3 2 x x 3 3 3 2x x 2 x

3
2 x 3 2x x 2

x 2 x 2x
3

3 2

(1) (x 2) (x 1) 3 3 1 x (x 2) (x 2) 3 3

    3 (x 2) 3 x 2x

1 1
    (x 2) x 2x (2).

3 3

− − −

− −

− −

⇔ − − < − ⇔ − − − < −

⇔ − − < − −

   ⇔ − − < − −   
   

 

Παρατηρούµε ότι και τα δύο µέλη της ανίσωσης αυτής προκύπτουν από την συνάρτηση f µε 

τύπο: 

x

31
f (x) x

3

 = − 
 

, θέτοντας για το πρώτο µέλος όπου x το x-2 και για το δεύτερο µέλος 

όπου x το 2x 2x− . Η συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη στο�  µε: 

                            

x

21 1
f (x) ln 3x 0

3 3

 ′ = − < 
 

, για κάθε x∈� . 

Συνεπώς, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο� . Έτσι, έχουµε: 

             ( )2 2 2(2) f (x 2) f x 2x x 2 x 2x x 3x 2 0 1 x 2⇔ − < − ⇔ − > − ⇔ − + < ⇔ < < . 

• Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι το διάστηµα:S (1,2)= . 

Σηµείωση. Σε πολλές περιπτώσεις, µε τη βοήθεια της πρότασης: « Αν µια συνάρτηση f είναι 

ορισµένη και συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει: f (x) 0≠ , για κάθε x∈∆ , τότε η f 

έχει σταθερό πρόσηµο στο ∆»,  και µε την προϋπόθεση ότι έχουµε βρει τις ρίζες της f(x)=0,    

µπορούµε να βρίσκουµε το πρόσηµο των τιµών της f(x), και κατ’ επέκταση, να επιλύουµε α-
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νισώσεις της µορφής  f(x)<0 (f(x)>0), επιλέγοντας κατάλληλο αριθµό σε κάθε διάστηµα που 

σχηµατίζουν οι ρίζες.  

16. Βασικές τριγωνοµετρικές ανισώσεις. 
     Η επίλυση των τριγωνοµετρικών ανισώσεων (ανισώσεις που περιέχουν τριγωνοµετρικές 

συναρτήσεις) ανάγεται συνήθως στην επίλυση των παρακάτω βασικών τριγωνοµετρικών ανι-

σώσεων. Η δε επίλυση των βασικών τριγωνοµετρικών ανισώσεων στηρίζεται στο γεγονός ότι 

οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: συνx, ηµx, εφx ( όπως και σφx) είναι περιοδικές στο σύνολο 

ορισµού τους. Οι συναρτήσεις συνx και ηµx έχουν σύνολο ορισµού το �  και περίοδο 2π . Η 

συνάρτηση εφx έχει σύνολο ορισµού το |
2

π 
− κ κ∈ 
 

� �  και περίοδο π (η συνάρτηση σφx 

έχει σύνολο ορισµού το { }|− κπ κ∈� �  και περίοδο π) . 

•••• συνx>λ  (1),  συνx<λ  (2) |  ≤ ≤-1 λ 1 , λ=συνα, ≤ ≤0 α π .                       

 

 Οι λύσεις της (1) στο διάστηµα ( ],−π π  (πλάτους µιας περιό-

δου) είναι: x−α < < α   και όλες οι λύσεις της είναι: 

                          2κπ-α<x<2κπ+α , κ∈� . 

 Οι λύσεις της (2) στο διάστηµα [ )0,2π (πλάτους µιας περιό-

δου) είναι: x 2α < < π − α  και όλες οι λύσεις της είναι: 

                        2κπ+α<x<(2π-α)+2κπ, κ∈� .   

•••• ηµx>λ (3),  ηµx<λ (4) | ≤ ≤-1 λ 1 , λ=ηµα, ≤ ≤
π π

- α
2 2

. 

 Οι λύσεις της (3) στο διάστηµα 
3

,
2 2

π π 
−  

 (πλάτους µιας πε-

ριόδου) είναι: xα < < π − α  και όλες οι λύσεις της είναι:  

                         2κπ+α<x<(π-α)+2κπ , κ∈� . 

 Οι λύσεις της (4) στο διάστηµα 
5

,
2 2

π π 
 

(πλάτους µιας πε-

ριόδου) είναι: x 2π − α < < π + α  και όλες οι λύσεις της είναι: 

                            2κπ+(π-α)<x<(2π+α)+2κπ, κ∈� . 
 

 

•••• εφx>λ (5),  εφx<λ (6) | ∈λ R , λ=εφα, 
π π

- < α <
2 2

. 

 Οι λύσεις της (5) στο διάστηµα ,
2 2

π π 
− 
 

 (πλάτους µιας πε-

ριόδου) είναι: x
2

π
α < <  και όλες οι λύσεις της είναι:   

                           x
2

π
κπ + α < < + κπ , κ∈� . 

 Οι λύσεις της (6) στο διάστηµα ,
2 2

π π 
− 
 

 (πλάτους µιας πε-

ριόδου) είναι: x
2

π
− < < α και όλες οι λύσεις της είναι:                       

x
2

π
κπ − < < α + κπ , κ∈� . 
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  Σηµείωση.  Στις παραπάνω περιπτώσεις, η επιλογή του διαστήµατος πλάτους µιας περιόδου 

έγινε κατά τέτοιο τρόπο ώστε οι λύσεις εντός του διαστήµατος αυτού να είναι ένα διάστηµα 

και όχι η ένωση δύο ή περισσοτέρων διαστηµάτων και τούτο για να εκφράσουµε απλούστερα 

τις λύσεις. ∆εν συνιστώ να αποστηθίσουν οι µαθητές τα διαστήµατα αυτά. Είναι εύκολο να τα 

βρίσκουν πάνω στο τριγωνοµετρικό κύκλο. 

                                                                    

17. Γενικές παρατηρήσεις και σχόλια. 
1) Το σύµβολο της ανισότητας στις ανισώσεις.  

      Όπως στις εξισώσεις µε το σύµβολο της  ισότητας, έτσι και στις ανισώσεις τα σύµβολα  < 

, ≤ ,  >,  ≥  που γράφουµε δεν έχουν την έννοια των ανισοτήτων όπως τις ξέρουµε στα Μαθη-

µατικά. Ούτε έχουν τις ιδιότητες αυτών. Οι ανισώσεις δεν είναι ανισότητες. 

     Για παράδειγµα, το < σε µια ανίσωση f(x)<g(x) ούτε ισχύει ούτε ζητείται  να αποδει-

χθεί. Οι ανισώσεις δεν είναι ανισότητες συναρτήσεων. Αυτό πρέπει να τονίζεται ιδιαίτερα 

στους µαθητές ώστε να µην αντιµετωπίζουν τις ανισώσεις σαν ανισότητες και να µην εφαρµό-

ζουν τις ιδιότητες των ανισοτήτων για να λύσουν µια ανίσωση ( όπως δυστυχώς γράφουν τα 

σχολικά βιβλία). 

     Όπως στις εξισώσεις ,ένας τρόπος για να εµπεδώσουν οι  µαθητές την έννοια της ανίσωσης 

είναι να γράφουµε τις ανισώσεις ως εξής: 

                                                  
?

( ) ( )<f x g x ,  
?

( ) ( )≤f x g x  κτλ. 

Ίσως αυτό να είναι κουραστικό. Συµφωνώ. Τουλάχιστον όµως ας τις γράφουµε στην αρχή έ-

τσι έως ότου καταλάβουν οι µαθητές περί τίνος πρόκειται. Εγώ αυτό έκανα στα µαθήµατά µου 

και µπορώ να πω µε επιτυχία. 

2) Το σύµβολο της ισοδυναµίας στις ανισώσεις. 

Επισηµαίνουµε ότι, το σύµβολο της ισοδυναµίας «⇔ » έχει άλλη έννοια όταν το γράφουµε 

µεταξύ δύο προτάσεων και άλλη όταν το γράφουµε µεταξύ δύο ανισώσεων. 

• ∆εν είναι σωστό να προσπαθούµε να µάθουµε τους µαθητές, οποιασδήποτε τάξης, να λύ-

νουν ανισώσεις χωρίς να τους έχουµε πει πότε δύο ανισώσεις είναι ισοδύναµες, γράφοντας 

την µία  κάτω από την άλλη. Γιατί, κατ' αυτόν τον µηχανικό τρόπο, οι µαθητές δεν ξέρουν τι 

σχέση πρέπει να έχει  κάθε µια ανίσωση που γράφουν µε την προηγούµενη. Έτσι, ένας µαθη-

τής µπορεί να σκεφτεί να γράψει µια δική του ανίσωση, άσχετη µε την προηγούµενη!!!  Γιατί 

όχι; Αφού κανένας δεν του έχει πει ποια σχέση πρέπει να έχει η ανίσωση που θα γράψει µε 

την προηγούµενη. Ο ορισµός της ισοδυναµίας δύο ανισώσεων είναι πολύ απλός και µπορεί 

εύκολα να κατανοηθεί από ένα µαθητή, οποιασδήποτε τάξης. ∆εν υπάρχει λοιπόν καµία δι-

καιολογία να διδάσκονται οι ανισώσεις ( και οι εξισώσεις) κατά αυτόν το µηχανικό και λαν-

θασµένο τρόπο, τον οποίο, δυστυχώς, βλέπουµε και στα σχολικά βιβλία. 

3) Το σύνολο αναφοράς στις ανισώσεις. 

     Στην επίλυση µιας ανίσωσης παίζει πρωτεύοντα ρόλο το σύνολο αναφοράς της, όπως και 

στις εξισώσεις.  

Παράδειγµα. Nα λυθεί η ανίσωση:  

                                                                   
1 1

- > 0
x 3

                              (1) 

 µε σύνολο αναφοράς: α) το σύνολο �  των φυσικών αριθµών και β) το σύνολο�  των 

πραγµατικών αριθµών. 

Λύση. α) Με σύνολο αναφοράς το σύνολο � . 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το *
� . Με *x∈� , έχουµε: 

                                                 
3 x

(1) 0 3 x 0 x 3
3x

−
⇔ > ⇔ − > ⇔ < . 
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• Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι: { }S 1,2= . 

β) Με σύνολο αναφοράς το σύνολο� . 

     Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το *
� . Με *x∈� , έχουµε: 

                          
3 x

(1) 0 x(x 3) 0 0 x 3
3x

−
⇔ > ⇔ − < ⇔ < < . 

• Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι το διάστηµα:S (0,3)= . 

4) Σχετικά µε το βαθµό µιας ανίσωσης. 

Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, µιλάµε για βαθµό µιας ανίσωσης µόνο όταν η ανίσω-

ση αυτή είναι ακέραια. Έτσι , δεν έχει νόηµα να ρωτάµε ποίου βαθµού είναι, για παράδειγµα, 

οι ανισώσεις:  

             
1 2

3
2

−
< +

+

x

x x
,   3 1+ ≥ +x x ,  

2x 1 x 1
3 4 3 1 0

− −− ⋅ + < ,    log(x 2) log(x 1) 1− + + ≤  . 

5) Εξαφάνιση του αγνώστου.   

     Όταν λύνουµε µια ανίσωση ( όπως και όταν λύνουµε µια εξίσωση) δεν πρέπει να  εξαφανί-

ζουµε τον άγνωστο x, γιατί ανίσωση χωρίς άγνωστο δεν έχει νόηµα Για παράδειγµα, δεν πρέ-

πει να γράφουµε:  

                                      3 2 3 1 2 1− > + ⇔ − >x x . 

Το σωστό είναι :                                     

               3 2 3 1 3 3 2 1 0 3− > + ⇔ − > + ⇔ ⋅ >x x x x x  (αδύνατη). 

6) απαλοιφή των παρονοµαστών. 

      Oι µαθητές, όταν θέλουν να λύσουν µια ανίσωση, για παράδειγµα, της µορφής:  

                                                       
f(x) h(x)

g(x) r(x)
>                                  (1) 

συχνά κάνουν το λάθος να κάνουν απαλοιφή παρονοµαστών και να γράφουν την ανίσωση ως 

εξής: f(x)r(x)>h(x)g(x). Πρέπει να τους τονίζεται ιδιαιτέρως ότι: 

α)  Κατ' αυτόν τον τρόπο, ουσιαστικά πολλαπλασιάζουν και τα δύο µέλη της ανίσωσης (1) µε: 

g(x).r(x). Αλλά για να είναι σωστό αυτό, σύµφωνα µε προηγούµενο θεώρηµα, θα πρέπει να 

ισχύει: g(x).r(x)>0, για κάθε x που ανήκει στο σύνολο ορισµού της ανίσωσης (1). ∆ιαφορετι-

κά δεν είναι σωστό. 

β) Ο γενικός τρόπος επίλυσης της ανίσωσης (1) είναι ο εξής: Καταρχήν βρίσκουµε το σύνολο 

ορισµού της, έστω D. Με x D∈ , έχουµε: 

[ ]f(x) h(x) f (x)r(x) h(x)g(x)
(1) 0 0 f (x)r(x) h(x)g(x) g(x)r(x) 0

g(x) r(x) g(x)r(x)

−
⇔ − > ⇔ > ⇔ − >  κτλ. 

              

18) ∆ιάφορες ασκήσεις ανισώσεων. 
Παράδειγµα 1. Να λυθεί η ανίσωση: 

                                         
4 3 2

x - 8x + 23x + 28x + 12 < 0 .                         (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι το� . Με x∈�  έχουµε: 

      ( ) ( )2
4 3 2 2 2 2(1) x 8x 16x 7x 28x 12 0 x 4x 7 x 4x 12 0(2).⇔ − + + − + < ⇔ − + − + <  

Το πρώτο µέλος της  ανίσωσης (2) είναι ένα τριώνυµο ως προς: 2x 4x− , του οποίου οι ρίζες 

είναι: 4−  και 3− . Έτσι, έχουµε: 

          

2 2

2

2

x 4x 4 0 x 2(x 2) 0
(2) 4 x 4x 3

1 x 3(x 1)(x 3) 0x 4x 3 0

 − + > ≠ − > 
⇔ − < − < − ⇔ ⇔ ⇔  

< <− − <− + < 
, 

• Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι = ∪S (1, 2) (2, 3) . 
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Παράδειγµα 2. Να λυθεί η ανίσωση: 

                                         ≤4 4(x - 6) + (x - 8) 16.                                       (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής είναι το� .  Με x∈�  έχουµε: 

                                     [ ] [ ]4 4
(1) (x 7) 1 (x 7) 1 16⇔ − + + − − ≤ (2). 

Εφαρµόζοντας την ταυτότητα: 

                       4 4 3 2 2 3 4(A B) A 4A B 6A B 4AB B+ = + + + +  

µε A x 7= −  και Β=1 και µετά µε A x 7= −  και B 1= − , µετά τις πράξεις βρίσκουµε: 

                     

4 2 2 2(2) (x 7) 6(x 7) 7 0 (x 7) 1 (x 7) 7 0

    (x 8)(x 6) 0 6 x 8.

   ⇔ − + − − ≤ ⇔ − − − + ≤   
⇔ − − ≤ ⇔ ≤ ≤

 

• Άρα, το σύνολο λύσεων της δοσµένης ανίσωσης είναι:S [6,8]= . 

Σηµείωση. Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να επιλύσουµε µια οποιαδήποτε ανίσωση (ή εξίσω-

ση) µε πρώτο µέλος της µορφής: 4 4(x ) (x )− α + −β  και δεύτερο µέλος ένα πραγµατικό αριθ-

µό. Ο γενικός τρόπος είναι να θέσουµε το πρώτο µέλος υπό τη µορφή: 

                                

4 4

x x
2 2 2 2

 α + β α −β  α + β α − β   − − + − +      
      

 

και µετά να εφαρµόσουµε την παραπάνω ταυτότητα. 

Παράδειγµα 3. Να λυθεί η ανίσωση: 

                        ( ) ( )2 2

5

x 1
x - 4x + 3 + 1 log + -2x + 8x - 6 + 1 > 0

5 x
.         (1) 

Λύση. Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής αν, και µόνο αν: 

                  

2

2

2

2 2

x 0x 4x 3 0
x 0

x 0 x 4x 3 0 (x 1 ή x=3)
x 4x 3 0

2x 8x 6 0 x 4x 3 0

> − + ≥
> 

> ⇔ − + ≥ ⇔ ⇔ =  
− + = − + − ≥ − + ≤ 

. 

Άρα, το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι: { }D 1,3= . 

Με x=1 tο πρώτο µέλος της ανίσωσης (1) γίνεται: 5

1
log 1 1 1 0

5
+ = − + =  και µε x=3 γίνεται: 

      

2 2

3 3
5 5 5 5 5 5

3 1 1 2
log log 3 1 log 3 log 3 log 5 log 3 5 0

5 3 3 3

− 
+ = − + = − = − = ⋅ > 

 
, 

γιατί: 
2

33 5 1
−

⋅ > . Άρα, η δοσµένη ανίσωση έχει τη µοναδική λύση x=3. 

Παράδειγµα 4. Να βρείτε τους αριθµούς α∈� , για τους οποίους η ανίσωση: 

                                             ( ) ( )≥2 2

5 5
1 + log x + 1 log αx + 4x + α  

                          έχει σύνολο ορισµού το �  και επαληθεύεται για κάθε x∈� . 

Λύση. Ένας αριθµός x∈�  ανήκει στο σύνολο ορισµού της ανίσωσης αυτής αν, και µόνο 

αν:
2

x 4x 0α + + α > . Έτσι, ζητάµε τους αριθµούςα∈� , για τους οποίους για κάθε x∈�  ι-

σχύουν: 

           
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2

5 5 5 5

2 2

2 2 2

x 4x 0 x 4x 0

1 log x 1 log x 4x log 5 x 1 log x 4x

x 4x 0 x 4x 0               (1)

5 x 1 x 4x ( 5)x 4x 5 0 (2)

 α + + α > α + + α > 
⇔ 

+ + ≥ α + + α + ≥ α + + α  

α + + α > α + + α > 
⇔ ⇔ 

+ ≥ α + + α α − + + α − ≤
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1) Έστω ότι: α=0. Τότε η (1) δεν ισχύει για κάθε x∈� . 

2) Έστω ότι: α=5. Τότε η (2) δεν ισχύει για κάθε x∈� . 

3) Έστω ότι: 0α ≠  και 5α ≠ . Τότε: 

                

( )
( )

( )
( )

22

2 2

0, 40,  16 4 0(1)

(2) 5 0,  ( 5) 4 5 0,  16 4( 5 0

 α > α >α > − α <  
⇔ ⇔  

α − < α − ≥ α − < − α − ≤  
 

                
( )
( ) ( )

0,  2 2
2 3

5,  - +5 25 0,  5 2

 α > α > α > 
⇔ ⇔ ⇔ < α ≤ 

α < α ≥α − < α − ≥ 
. 

Άρα, οι ζητούµενες τιµές του α είναι οι αριθµοί του διαστήµατος ( ]2,3 . 

Παράδειγµα 5. Nα λυθεί η ανίσωση: 
 
 
 

4 4 π 1
ηµ x + ηµ x + <

4 4
.    (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της ανίσωσης είναι το� . Με x∈� , έχουµε: 
2

2 2 21 2x
1 2x 1 1 2x 1 2x 12

(1)
2 2 4 2 2 4

 π  − συν +  − συν − συν + ηµ       ⇔ + < ⇔ + <     
      

  

 

2x 2x 1 2x 2x 1 2x 2x
4 4 4 4

π π π π
⇔ συν − ηµ > ⇔ συν − εϕ ηµ > ⇔ συν συν − ηµ ηµ > συν  

2x
4 4

π π ⇔ συν + > συν 
 

(2). 

Οι λύσεις της  (2) στο διάστηµα ( ],−π π  είναι: 2x
4 4 4

π π π
− < + <  και όλες οι λύσεις της, που 

είναι και οι ζητούµενες λύσεις της (1), είναι: 

                  2 2x 2 x ,  
4 4 4 4

π π π π
κπ − < + < κπ + ⇔ κπ − < < κπ κ∈� . 

Παράδειγµα 6.  Nα λυθεί η ανίσωση: 

                                      ≤ηµx συνxlog συνx + log ηµx 2                                (1) 

                           µε σύνολο αναφοράς το διάστηµα  0,
2

π 
 
 

. 

Λύση. Για κάθε x 0,
2

π ∈ 
 

 ισχύουν: 0 x 1< συν <  και 0 x 1< ηµ < . Έτσι, το σύνολο ορισµού 

της ανίσωσης αυτής ταυτίζεται µε το σύνολο αναφοράς της 0,
2

π 
 
 

. Με x 0,
2

π ∈ 
 

, Έχουµε: 

                      
log x log x

(1) 2
log x log x

συν ηµ
⇔ + ≤

ηµ συν
 [επειδή ( )( )log x log x 0ηµ συν > ] 

               ( )22 2log x log x 2log x log x log x log x 0⇔ συν + ηµ ≤ συν ⋅ ηµ ⇔ συν − ηµ ≤  

               log x log x x x x 1 x
4

π
⇔ συν = ηµ ⇔ συν = ηµ ⇔ εϕ = ⇔ = . 

Άρα, η µοναδική λύση της δοσµένης ανίσωσης είναι x
4

π
= . 
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