
 

3.1 Μετασχηµατισµός (αντιστροφή) Kelvin 

  

Ορισµός 

 

Η αντιστροφή Kelvin (ή µετασχηµατισµός Kelvin) είναι ένας µη γραµµικός 

µετασχηµατισµός που απεικονίζει το εσωτερικό µιας σφαίρας του R
3
 στο αντίστοιχο 

εξωτερικό της και αντιστρόφως. 

Αν a > 0  είναι η ακτίνα της σφαίρας αντιστροφής, που βρίσκεται στο κέντρο του 

συστήµατος συντεταγµένων, 3∈r R  είναι το διάνυσµα θέσης του αρχικού σηµείου 

και 3'∈r R  είναι το διάνυσµα θέσης του τελικού σηµείου που προκύπτει από τον 

µετασχηµατισµό Kelvin K, ισχύει ότι 
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Σχήµα 22: Μετασχηµατισµός Kelvin – η γενική περίπτωση 

 

Για τον µετασχηµατισµό Kelvin και αν  

r ' =| ' |r , (3.1.3) 

ισχύει ότι 

2r'r a= , (3.1.4) 

αφού παίρνοντας µέτρα στον ορισµό (3.1.1) ισχύει 
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Επίσης ο µετασχηµατισµός αντιστρέφεται και ισχύει ότι  
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Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι ο µετασχηµατισµός Kelvin αντιστρέφει τα σηµεία 

που είναι κοντά στην σφαίρα αντιστροφής σε σηµεία επίσης κοντά στη σφαίρα 

αντιστροφής, αλλά από την άλλη πλευρά της σφαίρας. Επίσης τα σηµεία που 

βρίσκονται κοντά στο κέντρο της σφαίρας αντιστροφής απεικονίζονται σε σηµεία της 

περιοχής του απείρου.  

Στo σχήµα 23 παραθέτουµε τον δισδιάστατο µετασχηµατισµό Kelvin πάνω στην 

έλλειψη µε εξίσωση 
2 2x y
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+ =  όπου ο κύκλος αντιστροφής έχει εξίσωση 
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Σχήµα 23: ∆ισδιάστατος µετασχηµατισµός Kelvin 

 

ενώ στο σχήµα 24 παραθέτουµε τον τρισδιάστατο µετασχηµατισµό Kelvin  



 
Σχήµα 24: Τρισδιάστατος µετασχηµατισµός Kelvin 

 

Είναι χρήσιµο να αναφέρουµε ότι ο µετασχηµατισµός Kelvin γενικά ισχύει  στον 

χώρο R
n
 για n ≥ 2. 

 

Ιδιότητες αντιστροφής Kelvin 

 

Ο µετασχηµατισµός Kelvin είναι ένας µονοδιάστατος ακτινικός µετασχηµατισµός, 

γιατί τα αντίστοιχα µοναδιαία διανύσµατα των , 'r r  είναι ίσα, δηλαδή 
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Θεώρηµα : Ο µετασχηµατισµός Kelvin στο χώρο R
3
 έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

(α) ∆ιατηρεί αναλλοίωτη τη γωνία µεταξύ δύο διανυσµάτων. 

(β) Η σχέση που συνδέει το στοιχειώδες εµβαδό ds, πάνω στην επιφάνεια  S, µε το 

µετασχηµατισµένο στοιχειώδες εµβαδό ds '  πάνω στη µετασχηµατισµένη 

επιφάνεια S' , είναι  
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= . (3.1.9) 

(γ) Αντιστρέφει τις σφαίρες σε σφαίρες, όπου µε την ονοµασία σφαίρα θεωρούµε τις 

σφαίρες µε άπειρη ακτίνα, δηλαδή, τα επίπεδα. 

(δ) Κάθε επίπεδο αντιστρέφεται σε σφαίρα, που διέρχεται από το κέντρο 

αντιστροφής. Αντίστροφα, κάθε σφαίρα που διέρχεται από το κέντρο αντιστροφής 

αντιστρέφεται σε επίπεδο. 

(ε) Οι ιδιότητες (α) – (δ) είναι ανεξάρτητες της επιλογής της ακτίνας αντιστροφής 

Απόδειξη 



Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα 3, , ∈
1 2

r r r ℝ , τα οποία µέσω του µετασχηµατισµού 

Kelvin, µε ακτίνα της σφαίρας αντιστροφής a, αντιστοιχίζονται στα 3', , ∈' '

1 2
r r r ℝ . 

Τότε από τον ορισµό της αντιστροφής, έχουµε 
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και αφού θ, 'θ ∈[0, π) ισχύει θ = 'θ . 

(β) 
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(γ) Έστω ότι το 3'∈r ℝ  αντιστοιχεί σε σφαίρα ακτίνας b > 0, οπότε ισχύει r b= .  

Τότε αφού 2r'r a= , ισχύει 
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δηλαδή η εικόνα του r  ανήκει σε σφαίρα ακτίνας 
2a

b
. 

Οµοίως αποδεικνύεται και το αντίστροφο. 

(δ) 

 
 Σχήµα 25: …………………………………… 

Έστω − =0 0r r r  µε 0r=0r  η σφαίρα που διέρχεται από το (0, 0).  



Τότε 0 0 0 0(r r sin cos , r sin sin , r cos )= + θ ϕ θ ϕ θr  και  

2 2 2 2

0 0 0 0r (r r sin cos ) (r sin sin ) (r cos )= + θ ϕ + θ ϕ + θ =  

2 2 2 2 2 2

0r (1 2sin cos sin cos sin sin cos )= + θ ϕ+ θ ϕ+ θ ϕ+ θ =  

2 2 2

0r (1 2sin cos sin cos )= + θ ϕ+ θ+ θ =  

2 2

0 0r (2 2sin cos ) 2r (1 sin cos )= + θ ϕ = + θ ϕ . 

Συνεπώς 
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δηλαδή η εικόνα του r  ανήκει στο επίπεδο µε εξίσωση 
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Οµοίως αποδεικνύεται και το αντίστροφο. 

(ε) Από τις παραπάνω αποδείξεις είναι φανερό ότι η ακτίνα αντιστροφής a δεν 

επηρεάζει τις ιδιότητες (α) – (δ). 

 

 


